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Predgovor

Ova doktorska disertacija je zapravo deo rezultata, objedinjenih u celinu, do-
bijenih tokom visegodisnjeg rada pod mentorstvom profesora Gradimira V. Milo-
vanovi¢a. Oblast istrazivanja u okviru ove disertacije je razmatranje nekih nes-
tandardnih tipova ortogonalnosti i njihova primena na konstrukciju kvadraturnih
formula maksimalnog stepena tacnosti. S jedne strane radi se o istrazivanjima
povezanim sa Teorijom ortogonalnih sistema, Sto po prirodi pripada Teoriji apro-
ksimacija, a sa druge strane konstrukciji kvadraturnih formula za numericku in-
tegraciju funkcija, kao vaznom delu Numericke analize.

Moja istrazivanja u ovoj oblasti zapoceta su izradom magistarske teze “Nes-
tandardne ortogonalnosti i odgovarajuce kvadrature Gauss-ovog tipa” ([86]), a u
okviru projekta “Primenjeni ortogonalni sistemi, konstruktivne aproksimacije 1
numericki metodi” (finansiranog od strane Ministarstva nauke i zastite zivotne
sredine Republike Srbije u periodu 2002-2005). U tom periodu publikovano je
nekoliko radova ([65]-[67], [87]), u kojima su objedinjena tri razlicita pravca is-
trazivanja: ortogonalnost na polukrugu u kompleksnoj ravni u odnosu na ne-
hermitski skalarni proizvod, koncept s-ortogonalnosti, kao i koncept visestruke
ortogonalnosti.

Istrazivanja su dalje nastavljena u okviru projekata “Ortogonalni sistemi i
primene” (Ministarstvo nauke i zastite zivotne sredine Republike Srbije, 2006
2010) i “New Methods for Quadrature” (Swiss National Science Foundation, 2006—
2008) i, naravno, jo§ uvek traju. U poslednje dve godine, radeéi sa profesorom
Gradimirom Milovanoviéem i docentom Aleksandrom Cvetkoviéem, dobili smo
dosta novih rezultata, od kojih je jedan deo publikovan ili se nalazi u Stampi,
jedan deo radova je trenutno na recenziji ([56]-[60]) i jedan deo je u pripremi
za publikovanje. Deo tih rezultata, objedinjen u jednu celinu, predstavlja ova
doktorska disertacija.

Cuveni Gauss-ov metod za aproksimaciju integrala iz 1814. godine moze se
generalisati na razne nacine. Naves¢emo dva izdvojena pravca. Prvi pravac je
generalizacija Gauss-ovog metoda na ne-polinomske sisteme funkcija. Na taj
nacin dobijaju se generalisane kvadraturne formule Gauss-ovog tipa. Drugi pravac
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PREDGOVOR

je generalizacija Gauss-ovog metoda koriS¢enjem visetrukih ¢vorova. Oba ova
pravca su opisana u glavi 1, poglavlje 1.3.

U ovoj disertaciji ¢e dva pomenuta pravca generalizacije biti objedinjena
na sistemima trigonometrijskih funkcija. Takode, razmatraju se generalisane
kvadraturne formule Gauss-ovog tipa dobijene za neke sisteme brzo oscilatornih
funkcija.

Ova disertacija je organizovana na slede¢i nac¢in. U glavi 1 dat je kratak pre-
gled osnovnih rezultata Teorije ortogonalnosti, sa posebnim akcentom na ortogo-
nalne polinome na realnoj pravoj. Ukratko su opisane interpolacione kvadraturne
formule, Gauss-ove kvadraturne formule, kao i pomenuta dva pravca generalizacije
(na ne-polinomske funkcije i koriséenjem visestrukih évorova).

U glavi 2 detaljno su proucavani ortogonalni trigonometrijski polinomi polu-
celobrojnog stepena i dat numericki metod za njihovu konstrukciju. Odgovarajuce
kvadraturne formule Gauss-ovog tipa sa maksimalnim trigonometrijskim stepe-
nom tacnosti analizirane su u glavi 3. Najpre su razmatrane kvadraturne for-
mule sa prostim ¢vorovima u poglavlju 3.1. Dat je i metod za njihovu kon-
strukciju, baziran na dokazanim osobinama trigonometrijskih polinoma polu-
celobrojnog stepena, kao i numericki primeri. U odeljku 3.3.1 su uvedeni i
analizirani s—ortogonalni trigonometrijski polinomi polu-celobrojnog stepena, a
odgovarajuce kvadraturne formule sa visestrukim ¢vorovima kod kojih svi ¢vorovi
imaju istu visSestrukost u odeljku 3.3.2. Kvadraturne formule kod kojih ¢vorovi
imaju razlicite visestrukosti, kao i o —ortogonalni trigonometrijski polinomi polu-
celobrojnog stepena, razmatrani su u odeljku 3.3.3. U odeljku 3.3.4 dat je nu-
mericki metod za konstrukciju kvadraturnih formula sa visestrukim ¢vorovima, a
u odeljku 3.3.5 i numericki primeri.

Konacno, u glavi 4 razmatrane su kvadraturne formule Gauss-ovog tipa za
oscilatorne integrande, bazirane na ideji tzv. eksponencijalnog fitovanja, dat nu-
meric¢ki metod za njihovu konstrukciju i odgovarajué¢i numericki primeri.

U celoj disertaciji, sva tvrdenja preuzeta iz literature data su sa odgovarajuc¢im
referencama, ali bez dokaza.

Ovom prilikom posebno zelim da se zahvalim svom mentoru, akademiku Gra-
dimiru Milovanovi¢u, na pomoci i podrsci koja je prisutna od pocetka naSe sarad-
nje, a koja je u mom radu bila od presudnog znacaja. Takode, zahvalnost dugu-
jem i dr Aleksandru Cvetkovi¢u, jer mi je saradnja sa njim bila od velike pomodi.
Na kraju, zahvalila bih se na pomod¢i, razumevanju i strpljenju svojim kolegama,
prijateljima i porodici.

Kragujevac, februar 2007. Marija Stanié
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Glava 1

Ortogonalnost i
kvadraturne formule

1.1 Ortogonalni sistemi

U ovom poglavlju ¢emo dati kratak pregled osnovnih rezultata Teorije orto-
gonalnosti. Posebna paznja bi¢e posveéena ortogonalnim polinomima. Pritom,
ogranici¢emo se samo na one osobine ortogonalnih polinoma koje su vazne za
konstrukciju odredenih tipova kvadraturnih formula, kao i na osobine koje su in-
teresantne za uporedivanje sa trigonometrijskim ortogonalnim polinomima polu-
celobrojnog stepena koji ¢e biti detaljno analizirani u glavi 2. Vise detalja moze
se nadi, na primer, u knjigama [44], [62], [47], [19], [7], [88].

1.1.1 Skalarni proizvod i ortogonalni sistemi

Neka je X linearan (vektorski) prostor funkcija nad poljem kompleksnih bro-
jeva C. Preslikavanje (-, -) : X x X — C se naziva skalarni proizvod ako zado-
voljava sledeée uslove:

(a) (f+g,h)={(fh)+ (g n) (linearnost),

(b) (af,9) =a(f 9) (homogenost),

() (fr9)= {9, /) (hermitska simetrija),
(d) (f,f)=0,(f,f)=0 < f=0  (pozitivna definitnost),

za sve f,g,h € X isve kompleksne skalare a. Prostor X u koji je uveden skalarni
proizvod naziva se unitaran.



1.1. ORTOGONALNI SISTEMI

Ako je X realan linearni prostor, tada se osobina (c) skalarnog proizvoda svodi
na simetriju (£, g) = (g, f).

Od velikog znacaja za skalarni proizvod je nejednakost Cauchy—Schwarz—Bu-
niakowsky-og (videti [70], [47, p. 87]):

(1.1) (Lol <IfIHgll, frg € X,
gde je norma od f definisana sa || f|| = \/(f, f)-

Skup S elemenata unitarnog prostora obrazuje ortogonalni sistem ako za svake
dve razlicite funkcije f,g € S vazi (f,g) = 0. Ako je, pritom, (f, f) = 1 za sve
f €5, tada se sistem S naziva ortonormiranim.

Neka je U = {go, g1, - - .} sistem linearno nezavisnih funkcija u unitarnom pro-
storu X. Startujuci sa ovim sistemom, koriS¢enjem Gram-Schmidt-ovog metoda
ortogonalizacije, mozemo konstruisati odgovarajuci ortogonalni (ortonormirani)
sistem S = {0, ¢1, - . .}, gde su funkcije ¢, zapravo linearne kombinacije funkcija
90, J1s - - - » Gn, takve da vazi (¢n, o) = 0 za sve n # k. Ortogonalne funkcije ¢,
mogu se eksplicitno predstaviti koristeéi sistem funkcija U i Gram-ovu matricu
redan+ 1

(90,90> (90,g1> (go,gn>
Gy = (gl,.go> (g1, 91) (91, Gn)
(G0r00) (Gmrg)) (g 90)

Poznato je da vazi A, 11 = det G, 41 # 0 ako i samo ako je sistem funkcija
{90, 91, .-, 9n} linearno nezavisan. Tada vazi i det G,,,1 > 0.

Dokaz sledeée teoreme moze se naéi npr. u [44].

Teorema 1.1. Ortonormirane funkcije @, date su sa

(90:90) (90,91) =+ (90sGn-1) Go(2)
_ 1 (91,90) (91, 91) (91, gn-1)  91(2)

(1.2) on(z) = AL
<gn790> <gn791> <gn79n71> gn(Z)

gde je A, =detG, 1 Ay = 1.

1.1.2 Fourier-ov razvoj i najbolja aproksimacija

Fourier-ov razvoj date funkcije f € X po funkcijama iz ortonormiranog sis-
tema S = {®o, ¥1,- ..}, je

(1.3) f(z) ~ ka@k(z)-

2



1.1. ORTOGONALNI SISTEMI

Direktno iz (1.3) dobijamo Fourier-ove koeficijente fj

Niz koeficijenata je ogranicen. Primenom nejednakosti Cauchy—Schwarz—Bunia-
kowsky-og (1.1) na (1.4), dobijamo

il = [{fsom)| < NfMlenll = 11 £1]-

Parcijalne sume Fourier-ovog reda u (1.3)

(1.5) sn(2) = D fepn(2)

imaju veliku ulogu u teoriji aproksimacija.

Neka je X, potprostor prostora X, takav da je X,, = L{po,©1, .., ¢n}
Ocigledno je dim X,, = n + 1. Tada je s, najbolja aproksimacija za funkciju
f € X u potprostoru X,,, tj. medu svim elementima potprostora X, parcijalna
suma s, je najblizi element funkciji f € X obzirom na metriku indukovanu nor-
mom. Naime, vazi sledeca teorema (videti [44]).

Teorema 1.2. Neka je f € X @ X,, = L{®o,¢1,--.,¢n} potprostor od X. Tada
je

(1.6) min If =l =I1f = sall® = 1F17 =D 1fl,
" k=0

gde je s, dato sa (1.5).

Lako se vidi da je greska najbolje aproksimacije e, = f — s, ortogonalna na
ceo potprostor X,,, jer za sve k =0,1,...,n vazi

n

(L7 {f = sn o) = <f = Lo, wk> = (f,06) = > _ fulpwr o6 = 0,

v=0

1.1.3 Primeri ortogonalnih sistema

Naves¢emo ovde nekoliko primera ortogonalnih sistema koje ¢emo kasnije kori-
stiti. Svakako najznacajniji primeri ortogonalnih sistema su ortogonalni polinomi
na realnoj pravoj o kojima ¢e biti vise rec¢i u poglavlju 1.2. Medutim, ovde ¢emo
posebno izdvojiti Chebyshev-ljeve polinome zbog njihovog znacaja u numerickoj
analizi. Najbolji pokazatelj toga je sledeca recenica kojom pocinje kniga [46]:

“Chebyshev polynomials are everywhere dense in numerical analysis.”

3



1.1. ORTOGONALNI SISTEMI

Chebyshev-ljevi polinomi.

Posmatrajmo skalarni proizvod

(18) (f,9) = / S@gla)( =P, A> <12

Chebyshev-ljevi polinomi prve i druge vrste {7}, }nen, 1 {Un}nen, su ortogona-
Ini na segmentu [—1,1] u odnosu na skalarni proizvod (1.8) za A = 01i A = 1,
respektivno. Za |z| < 1 mogu se zapisati u obliku

sin((n 4 1) arccos )
1.9 T,(z) = cos(narccosz) 1 U,(x)= ,
(19)  Tifa) = costnarccosa) i Uyla) = T
respektivno. Lako se dobija Ty(z) = 1, Ti(x) = = i Up(z) = 1, Uy(x) = 2.
Koriséenjem identiteta

cos(n + 1) + cos(n — 1)0 = 2 cos @ cosnb,
za x = cos 0, zakljuc¢ujemo da polinomi T,, i U,, zadovoljavaju rekurentne relacije

Toi1(x) =22T,(z) — Th—1(x), n=1,2,...,
Un+1(x) = QxUn(l‘) - Un—l(x)v n=12....

Koris¢enjem navedenih rekurentnih relacija, uz Ty(z) = 11 T1(x) = z ili Up(z) =1
i Uy(x) = 2z, dobijamo nizove polinoma {7, () }nen, 1 {Un(Z) frnen,-

Odgovarajuéi ortonormirani sistemi su
1 2 2 2 2 2
1.10 —, /=T —Ts, ... i — 1/ =U —U,, ...
( ) { ﬁ’ \/; 1 \/; 2, } 1 {\/;7 \/; 1, \/; 2 }7
respektivno.

Trigonometrijski sistem. Trigonometrijski sistem
T = {1, cosz,sinx, cos 2z, sin 2z, . .., cosnx,sinnx, ...}

je ortogonalan u odnosu na skalarni proizvod

<f79>=/07rf($)g(x)dx.

Odgovarajuéi ortonormirani sistem je

{ 1 cosx Sinx cos2xr sin2x cosnxr sinnx }

VIm VEVE VR VR R VR




1.2. ORTOGONALNI POLINOMI NA REALNOJ PRAVOJ

Miintz-ovi ortogonalni polinomi. Neka je A = {)\0, A, - } dati niz kom-
pleksnih brojeva, takvih da je Re(Ax) > —1/2, k € No, i A, = {Xo, A1, .., A}
Miintz-Legendre-ovi polinomi na (0, 1] dati su sa (videti [3], [50])

1
(1.11) P,(z) = P,(z; \y) = — j{ Wy (2)z*dz, n=0,1,...,
2w Jp

gde je I' prosta kontura unutar koje su svi polovi racionalne funkcije

n—1

24\, +1 1
Wn(z):H W W n € No.

v=0
Prazan proizvod za n = 0 jednak je 1.

Polinomi (1.11) su ortogonalni u odnosu na skalarni proizvod
1 —
() = [ Fa)gia)de
0

Odgovarajuéi ortonormirani polinomi su P*(x) = (1 + A, + A\,)Y2P,(z).

1.2 Ortogonalni polinomi na realnoj pravoj

Neka je p neopadajuca ogranicena funkcija na realnoj pravoj R, takva da
indukovana pozitivha mera du ima sve momente

(1.12) ,uk:/t’“du(t), k=0,1,...
R

konacne i pg > 0. Pretpostavimo sem toga da distribucija p ima beskonacno
mnogo tacaka rasta, tj. da skup

{reR|pulz+e)—pulx—e) >0 zasve € >0}

ima beskonac¢no mnogo elemenata. Skup tacaka rasta funkcije p zove se nosac
mere dyu i obelezava se sa supp(du). Kazemo da je dy mera na [a, b] ako je interval
[a, b] nosa¢ mere dpu, tj. ako je du(t) = 0 za sve ¢ van intervala [a, b].

Neka je P prostor svih realnih polinoma i P,, C P, n € Ny, prostor svih poli-
noma stepena ne viseg od n. Sa P, obelezavacemo skup svih moni¢nih polinoma
stepena n, tj. P, = {2" + q(z) | ¢(z) € Pp_1}.

Definisimo skalarni proizvod u odnosu na meru dyu sa

(1.13) (1, v) = /R W) du(t), wveD.

5



1.2. ORTOGONALNI POLINOMI NA REALNOJ PRAVOJ

Napomenimo da pretpostavka da distribucija p ima beskonacno mnogo tacaka
rasta garantuje pozitivnu definitnost skalarnog proizvoda (1.13).

Norma indukovana skalarnim proizvodom (1.13) je

(114) foll =T = ( [ u<t>2du<t>)m

Ako zelimo da naglasimo meru dy, za skalarni proizvod (1.13) i normu (1.14)
koristicemo redom oznake (-, -) g, 1 [|[|q,-

Definicija 1.1. Sistem polinoma {p,}, gde je

Pn(t) = Yut™ + termi nizeg stepena, 7y, > 0,

(1.15)
0, k)
<pn7pk>du - 5nk - { " 7&

k >
1, n=k, k20,
zove se sistem orthonormiranih polinoma u odnosu na meru du. Broj v, je vodeci
koeficijent polinoma p,,.

Cesto se koristi i sistem monicénih ortogonalnih polinoma u odnosu na meru
dp

n(t .
(1.16) ma(t) = Pu(t) = t" + termi nizeg stepena.

Tn

Lako se dobija da je

Pn Pn 1
(T M) gy = <—,—> =— >0
Tn Tn du Tn

Navedimo dve leme koje se mogu vrlo jednostavno dokazati (videti [19]).

Lema 1.1. Neka su 7, k= 0,1,...,n, monicni ortogonalni polinomi u odnosu
na meru du. Ako je m € P, polinom takav da za sve k = 0,1,...,n vaZi
(M, Tk)q, = 0, tada je m = 0.

Lema 1.2. Skup {m,m1,..., T} monic¢nih ortogonalnih polinoma u odnosu na
meru du formira jednu bazu prostora P,.

Napomenimo da iz pozitivne definitnosti skalarnog proizvoda (1.13) sledi je-
dinstvenost niza {m},c, monicnih ortogonalnih polinoma definisanih sa (1.16)

(videti [19]).

Ako zelimo da naglasimo meru tada umesto p,(-), m,(:) i 7, koristimo oz-
nake p,(-;du), m,(-;dp) i v,(dp), respektivno. Ovi polinomi mogu se dobiti
Gram-Schmidt-ovim metodom ortogonalizacije polaze¢i od U = {1,t,t* ...}
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Odgovaraju¢a Gram-ova matrica, uvedena u poglavlju 1.1.1, moze se predstaviti

pomoc¢u momenata pg, k= 0,1,...,2n, u obliku
Ho  H1 -+ Hn
(1.17) Gryr = /ﬁ.l H2 Hin+1
M'n Hn+1 H2n

Kako je sistem U = {1,t,¢?,...} linearno nezavisan, to je A, = detG, > 0,
n € IN. Prema teoremi 1.1, odgovaraju¢i ortonormirani polinom stepena n € N,
definisan sa (1.15), moze se predstaviti kao

o M1 ot flpe1 L
1 H1o e M T
Pu(t) = po(t;dp) = ——— :
ne=n+1
Hn Hntd Hon—1 "

gde je Ay = 1. Vodeéi koeficijent je v, = v, (dp) = /An/Api1.
Matrice oblika (1.17) su poznate kao Hankel-ove matrice, a odgovarajuce de-
terminante Hankel-ove determinante.

Kod mnogih mera koje se javljaju u primenama, distribucija p je apsolutno
neprekidna funkcija. Tada se funkcija w(t) = p/(t) zove tezinska funkcija. U tom
slucaju meru dy mozemo predstaviti u obliku du(t) = w(t)dt, gde je t — w(t)
nenegativna funkcija, merljiva u Lebesgue-ovom smislu na R, za koju svi mo-
menti py, k € No, postoje i ug > 0. Tada umesto p,(-;du), m,(-;du), v.(du),
supp(dp), (-, )q, 1 [I*llg, piSemo redom p,(-;w), mn(-;w), Ym(w), supp(w),
(-, )willll, Nosac¢supp(w) jeinterval, koji moze biti konacan, polu-beskonacan
ili beskonac¢an. Ako je supp(w) = [a,b], gde je —00 < a < b < +00, tada kazemo
da je w tezinska funkcija na [a,b], a za polinome p,(-;w), odnosno ,(-;w),
kazemo da su ortonormirani, odnosno moni¢ni ortogonalni, na [a, b] u odnosu na
tezinsku funkciju w. Interval (a,b) zove se interval ortogonalnosti.

1.2.1 Troclana rekurentna relacija

Svojstvo ortogonalnih polinoma da zadovoljavaju troclanu rekurentnu relaciju
je najznacajnija informacija za konstrukciju ortogonalnih polinoma. Glavni razlog
egzistencije troclane rekurentne relacije lezi u svojstvu

(tu, v)du = (u, tv)du, u,v € P,

koje zadovoljava skalarni proizvod (1.13).

7
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Teorema 1.3. Sistem {py} ortonormiranih polinoma u odnosu na meru du zado-
voljava troclanu rekurentnu relaciju

(1.18) tpi(t) = brg1Pr1(t) + arpr(t) + be—1pr—1(t), Kk € Ny,

gde je p_1(t) = 0, a koeficijenti ax = ar(dp) i by = br(dp) su dati sa

0 = /R P dult) i b= /}R (B (0) du(t) = 22,

Posto je po(t) =70 = 1/\/fto 1 Yn1 = buYn, t0 je Yo = Y0/ (b1bz -+ b,), n € IN.
Za sven € N je b, > 0.

Obratno, za bilo koja dva data niza {a,}nen, 1 {bn}tnen, gde je b, > 0 za
sve n € IN, moze se konstruisati niz polinoma koriséenjem troclane rekurentne
relacije (1.18), polazeéi od p_1(t) = 01 po(t) = 1. Na osnovu Favard-ove teoreme
(videti [7]), postoji pozitivna mera do na R takva da je

/pn(t)pm(t) do(t) = cpdpm, ¢€n >0, n,m >0.
R

+o00
Dovoljan uslov za jedinstvenost mere do je > — = 400 (Carleman-ov kriteri-
jum). n=1"n

Teorema 1.4. Sistem monicnih ortogonalnih polinoma {my} zadovoljava troclanu
rekurentnu relaciju

(119) 7Tk+1(t) = (t — Ozk)ﬂ'k(t) — 5kﬂk_1(t), k € Ny, 7T_1(t) =0,

gdejeak:akiﬁk:bi>0.

Zbog ortogonalnosti je

o= (e ), f=

<7Tn> 7Tn>

R (n € N).

Koeficijent 3y moze se uzeti proizvoljno, a obi¢no se uzima [y = pg = fR du(t).

Tada je ||m,.|| = V/Bof1 -+ B

Dokazi teorema 1.3 i 1.4 mogu se naé¢i gotovo u svim knjigama koje se bave
ortogonalnim polinomima (na primer [47], [7], [19], [44]). Jedna od vaznih posle-
dica troclane rekurentne relacije (1.18) je sledeca teorema.

Teorema 1.5. Neka je {py} sistem ortonormiranih polinoma u odnosu na meru
dp. Tada je

(1.20) kZ%Pk(x)Pk(t) = bn+1pn+1($>p”(t;:fn(x)pnﬂ(t).

Koeficijent b, 1 je definisan u teoremi 1.3.

8
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Formula (1.20) poznata je kao Christoffel-Darbouz-ova formula. Uzimajuéi
grani¢nu vrednost kad x — ¢ u (1.20) dobijamo

(1.21) > pe(t)? = byt (D1 (P (t) — 1, (g (1))

Funkcija

(1.22) An(t) = A (t; dp) = (Zpk )

zove se Christoffel-ova funkcija.

1.2.2 Nule ortogonalnih polinoma

Pretpostavimo da je supp(du) ogranic¢en i obelezimo A(du) = Co(supp(du)),
tj. najmanji zatvoren interval koji sadrzi supp(du).

Teorema 1.6. Sve nule polinoma p,(-) = pu(-;du), n € N, su realne i razlicite
i leze u unutrasnjosti intervala A(du).

Obelezimo sa tén), k =1,...,n, nule polinoma p,(-;du) u rastuéem poretku,
tj. £ <" < ... <t Koristei jednakost (1.21) moze se pokazati sledece
svojstvo nula ortogonalnih polinoma.

Teorema 1.7. Nule polinoma p, @ ppi1 se medusobno razdvajaju, tj. vazi:

t](€n+1) (n)

<t <MY k=1,...,n, neN.

Dokazi prethodne dve teoreme mogu se nac¢i na primer u [44], [47], [19].

Naveséemo jos jednu teoremu koja se tice lokacije nula ortogonalnih polinoma

(videti [19]).

Teorema 1.8. U bilo kom otvorenom intervalu (¢, d) u kome je dpu = 0 moZe biti
najvise jedna nula polinoma p,.

Uzimajuéi rekurentne relacije (1.18) za k = 0,1,...,n — 1 dobijamo slede¢i
sistem jednacina

(1'23) tpn(t) = Jn(dﬂ>pn(t) + bnpn(t>en>
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gde su
[ ap by O [ po(t) [ 0]
bi a1 by p1(t) 0
Jn(dp) = by ay - , Palt) = pa(t) o Cn = 0
: . b : ;
| O bno1 Gn1 | | Pn_1(t) | 1]

Trodijagonalna matrica J,, = J,,(du) naziva se Jacobi-eva matrica.

Iz (1.23) se lako dobija da je p,(t) = 0 ako i samo ako je

ipn (t) = JuPn (t) )

tj. nule t;") polinoma p,, su jednake sopstvenim vrednostima Jacobi-eve matrice

Jn. Sopstveni vektori koji odgovaraju sopstvenoj vrednosti t,g") su py (t,(f)), k=

1,...,n. Time smo dokazali slede¢u lemu.

Lema 1.3. Nule t,(cn), k= 1,...,n, polinoma p,(-;du) su sopstvene vrednosti

Jacobi-eve matrice J,(du) reda n. Odgovarajuéi sopstveni vektori su py, (t,(:)),
k=1,...,n.

Moniéni polinom 7, (t) moze se predstaviti u obliku
mn(t) = det(tl, — J,),
gde je I, jedini¢na matrica reda n.

Vrednosti Christoffel-ove funkcije (1.22) u nulama tin), k=1,... n, ortogo-
nalnog polinoma ,(¢; du), tj. brojevi

(1.24) MY =A@ dn), k=1,...,n,

zovu se Christoffel-ovi brojevi ili Cotes—Christoffel-ovi koeficijenti i imaju znaca-
jnu ulogu u numerickoj integraciji.

1.2.3 Ekstremalna svojstva ortogonalnih polinoma

Moni¢ni ortogonalni polinom 7, ( - ;du) ima sledeée ekstremalno svojstvo (vi-

deti [19], [44]).

Teorema 1.9. Za bilo koji monicni polinom m € iT’n vazi

(1.25) [ 70 ant) > [ mitsa? ans),

R

pri cemu jednakost vazi ako i samo ako je ™ = m,.

10
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Iz teoreme 1.9 sledi da je polinom 7, ( -;du) jedinstveni moni¢ni polinom koji
minimizira integral sa leve strane nejednakosti (1.25), tj.

(1.26) min /R (1) dpu(t) = / ot dp) dut).

TePy R

Teorema 1.9 daje i polinom iz klase P,,_; koji najbolje aproksimira monom ¢,
n € IN. Na osnovu teoreme 1.2, najbolja L?*(du) aproksimacija za funkciju f(t) =
t" data je sa

n—1
sno1(t) =Y fipe(t),  gdeje fi = (", py).
5=0

Medutim, prema teoremi 1.9, je s,_1(t) = t" — m,(¢t). Dakle, za monom t",
polinom najbolje L?(du) aproksimacije iz klase P,y je s,_1(t) = t" — m,(t; dp).

Ekstremalno svojstvo (1.26) moze se generalizovati na L"(du) normu za pro-
izvoljno r > 1 (videti [19]).

Teorema 1.10. Neka je 1 <r < +o00. Tada postoji jedinstveni monicni polinom
m, € Py takav da je

(1.27) min /R ()] du(t) = /R it ()] du(t).

ﬂE@n

Vazan specijalan slucaj teoreme 1.10 je r = 2s + 2, za s € Z, s > 0.
Jedinstveni ekstremalni moni¢ni polinom 7} u (1.27) oznacava¢emo sa 7, s(-) =
Tns( -3 dp). Ako posmatramo integral sa leve strane jednakosti (1.27) kao funkciju

n—1
d(co,c1y. .. 0 1) koeficijenata u w(t) = t" + Y cpth, tada parcijalni izvodi
k=0
funkcije ¢ po ¢, K =10,1,...,n — 1, moraju biti jednaki nuli. To daje
(1.28) / Tns(O)P TP du(t) =0, k=0,1,....,n— 1.
R

Dakle, (2s+1)-vi stepen polinoma 7, ; mora biti ortogonalan na svim polinomima
nizeg stepena u odnosu na meru du. Polinom 7, ; zove se s—ortogonalan polinom
u odnosu na meru d.

Ocigledno je da za s = 0 vazi m, s = m,, tj. s—ortogonalni polinomi se svode
na standardne ortogonalne polinome.

Osobine koje imaju nule obi¢nih ortogonalnih polinoma prenose se i na nule
s—ortogonalnih polinoma. Naime, vazi slede¢a teorema (videti [21], [52]).

Teorema 1.11. Nule polinoma 7, (-) = m,s(-;du), n € N, su realne, proste i
leze w unutrasnjosti intervala A(dp). Nule polinoma Tpi1s @ T s Se medusobno
razdvajaju.

11
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1.3 Kwvadraturne formule

Neka je dp mera, koja ima beskonacan nosac i zadovoljava sve osobine date
na pocetku poglavlja 1.2. Kvadraturna formula sa n tacaka je formula oblika

(1.29) /f ) dpu(t) ZAkf tr) + Rn(f),

gde zbir
(1.30) Qn(f) = Arf(te)

k=1
obezbeduje aproksimaciju integrala I(f) = [ f( ,a R,(f) je odgovarajuéi
ostatak. Zbir Q,(f) je kvadraturna suma, tacke tk, k: = 1 ...,N, ZOovVlU se CVorovi,
a Ag, k=1,... n, teZine kvadraturne formule (1.29).

Definicija 1.2. Kvadraturna formula (1.29) ima algebarski stepen tacnosti d ako
za sve polinome p € Py vazi R,(p) = 0. Algebarski stepen tacnosti kvadraturne
formule (1.29) je tacno d ako ona ima algebarski stepen tacnosti d, a nema alge-
barski stepen tacnosti d + 1, tj. ako je R,(p) # 0 za neki polinom p € Pyiq.

1.3.1 Interpolacione kvadraturne formule

Za date medusobno razli¢ite ¢vorove t, k =1,...,n, tezine A, k=1,...,n,
se mogu odrediti tako da kvadraturna formula (1.29) ima algebarski stepen ta-
¢nostid =n — 1.

Obelezimo sa ¢, moni¢ni polinom stepena n sa nulama u ¢vorovima t, k =
1,...,n

(1.31) = [t
k=1
Integracijom Lagrange-ove interpolacione formule
= Ft)le(t) + ra(f3),
k=1

gde je

(1.32) 0.(t) = %, k=1,....n,
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dobijamo (1.29) sa

1 qn(t) B .
(1.33) A’“_qg(tk)/Rt—tk du(t), k=1,....n,
(1.34) Ra(f) Z/rn(f;t) dpu(t).
R

Za sve f € P,_q je ro(f;t) = 0, pajei R,(f) = 0. Kvadraturne for-
mule dobijene na ovaj nacin nazivaju se interpolacione. Osnovne interpolacione
kvadraturne formule su Newton-Cotes-ove, kod kojih je du(t) = dt na [—1,1] i
¢vorovi izabrani ekvidistantno na [—1,1].

Prirodno se namece ideja da se ¢vorovi ne fiksiraju unapred, ve¢ da se odreduju
tako da se algebarski stepen tacnosti poveca. U tome vaznu ulogu imaju ortogo-
nalni polinomi. Sledeéu teoremu dokazao je Jacobi 1826. godine (videti [18], [19],
[44]).

Teorema 1.12. Za dati prirodan broj m(< n), kvadraturna formula (1.29) ima
algebarsky stepen tacnosti d =n — 1+ m ako 1 samo ako vaZi:

1° formula (1.29) je interpolaciona;

2° polinom g, definisan sa (1.31), zadovoljava

(Gn,D) = /]an(t)p(t) du(t) =0  za sve p € Pp_q.

1.3.2 Gauss-ove kvadraturne formule

Prema teoremi 1.12, kvadraturna formula (1.29) u odnosu na pozitivhu meru
dp ima maksimalni algebarski stepen tac¢nosti 2n — 1, tj. vrednost m = n je
optimalna. Vrednosti m > n nisu moguce. U slucaju m = n + 1 bi, zbog 2°,
polinom ¢,, morao biti ortogonalan na samom sebi, Sto je nemoguce.

Kvadraturna formula (1.29) sa maksimalnim algebarskim stepenom ta¢nosti
2n — 1 naziva se Gauss-ova (ili Gauss—Christoffel-ova) kvadraturna formula u
odnosu na meru dg.

Prve ideje o kvadraturama kod kojih se ¢vorovi i tezinski koeficijenti odreduju
iz uslova maksimalne moguce tacnosti poticu jos iz XVII veka (Newton i Cotes).
Oslanjaju¢i se na radove Newton-a i Cotes-a i svoj rad o hipergeometrijskim
razvojima iz 1812. godine, K. F. Gauss je 1814. razvio ovaj ¢uveni metod nu-
mericke integracije. Gauss-ove rezultate je po formi pojednostavio Jacobi 1826.
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godine. U XIX veku Gauss-ove kvadrature su detaljnije razradivali i dalje razvi-
jali Mehler, Christofell i drugi. Dobijene rezultate su sistematizovali i uobli¢ili u
teoriju Chirstoffel 1877, Radau 1880. i Heine 1881.

U slu¢aju m = n iz uslova ortogonalnosti 2° teoreme 1.12 sledi da polinom ¢,
mora biti monic¢ni ortogonalni polinom 7, u odnosu na meru du. Dakle, ¢vorovi
Gauss-ove kvadraturne formule su nule moni¢nog ortogonalnog (ili ortonormira-
nog) polinoma u odnosu na meru du. Tezine se dobijaju iz (1.33) i mogu se
predstaviti u slede¢em obliku (videti [16], [44])

n—1 -1
Ay = (Zp,,(t,(fn))Q) , k=1,...,n.
v=1

Prema tome, sve tezine Ay, k = 1,...,n, su pozitivne. Koristeéi (1.22) lako se
dokazuje sledeca teorema.

Teorema 1.13. Parametri Gauss-ove kvadraturne furmule (1.29) u odnosu na
pozitivnu meru dy su

=1, Ap= o =M\(01";dp), k=1,...,n,

tj. cvorovi su nule ortogonalnog polinoma m,(t;du), a teZine su odgovarajuci
Christoffel-ovi brojevi, dati sa (1.24).

Za numericku konstrukciju Gauss-ovih kvadraturnih formula postoji vise me-
toda, a svakako najpoznatiji je metod koji su razvili Golub i Welsch u [22]. Nji-
hov metod baziran je na odredivanju sopstvenih vrednosti i prvih komponenti
sopstvenih vektora simetricne trodijagonalne Jacobi-eve matrice, koriste¢i QR
algoritam.

Teorema 1.14. Cvorovi ty, k = 1,...,n, u Gauss-ovoj kvadraturnoj formuli
(1.29) u odnosu na pozitivnu meru du su sopstvene vrednosti Jacobi-eve matrice
reda n

_QO\/E O -
\/EOQ\/E

(1.35) Jn(dp) = VB ay ,
- - ﬁn—l
L O ﬁn—l Op—1
gde su ayg i B, k=0,1,...,n— 1, koeficijenti troclane rekurentne relacije (1.19)

za monicne ortogonalne polinome my(-;du). Tezine Ay date su sa
Ay :ﬁovi,p k=1,...,n,

gde je By = pog = fR du(x), a vg1 prva komponenta normalizovanog sopstvenog
vektora v koji odgovara sopstvenoj vrednosti ty, tj.

Jo(d)ve =tove, vivi=1, k=1,...,n.
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Pretpostavimo da je [a,b] = supp(du). Za ostatak R,(f) Gauss-ove kvadra-
turne formule (1.29) vazi sledeéi rezultat (videti [47], [19], [44]).

Teorema 1.15. Ako je f € C*"[a,b], tada postoji & € (a,b) tako da za ostatak
R.(f) u Gauss-ovoj kvadraturnoj formuli (1.29) vazi
_ =3l

Rulf) = g f€),

gde je m, monicni ortogonalni polinom u odnosu na meru du.

1.3.3 Kvadraturne formule sa viSestrukim ¢vorovima

Vise od sto godina nakon sto je Gauss objavio svoj ¢cuveni metod aproksimacije
integrala, pojavila se ideja o numerickoj integraciji koja ukljucuje visestruke
¢vorove. Uzimajuéi bilo koji sistem od n razlicitih tacaka {7, 7, ..., 7,} i n ne-
negativnih celih brojeva mi, ms, ..., m,, polaze¢i od Hermite-ove interpolacione
formule L. Chakalov je 1948. u [4] izveo kvadraturnu formulu

1 n
(1.36) / T =3 (Ao () + A f (1) o+ A S )]
- v=1

koja je tacna za sve polinome stepena najvise m; +mso + --- +m,, — 1.

Uzimajuéi u (1.36) my = mg = --- = m,, = k, P. Turdn je u [90] proucavao
kvadraturne formule oblika

n

(157 [ 0= Y5 4 Om) + Rusls).

=0 v=1

Obzirom na stepen tac¢nosti Gauss-ovih kvadraturnih formula, postavlja se
pitanje da li se ¢vorovi u kvadraturnoj formuli (1.37) mogu izabrati tako da ona
bude ta¢na za sve algebarske polinome stepena ne viseg od (k + 1)n — 1. Turdn
je pokazao da je odgovor negativan za k = 2 i pozitivan za k = 3. Dokazao je da,
u slucaju k = 3, za ¢vorove 7, treba uzeti nule monicnog polinoma 7* € P, koji
minimizira integral f_ll m(t)*dt.

U opstem slucaju odgovor je negativan za parne, a pozitivan za neparne k i
7, su nule moni¢nog polinoma stepena n koji minimizira f_ll |7 (t)|F+t dt.
Neka je k =2s+1,s € Z, s > 0.

Umesto kvadraturne formule (1.37) mozemo posmatrati opstije kvadraturne
formule Gauss—Turdn-ovog tipa

(1.38) /R P dut) = 33" A () + Runa(f),

=0 v=1
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gde je du nenegativna mera na realnoj pravoj R sa beskona¢nim nosacem, za
koju svi momenti postoje i kona¢ni su i o > 0. Formula (1.38) je tacna za sve

polinome stepena ne viseg od 2(s + 1)n — 1, ako su ¢vorovi 7,,, v = 1,...,n, nule
s—ortogonalnog moni¢nog polinoma m, s u odnosu na meru du. One su realne i
razlicite i leze unutar intervala A(dy) (teorema 1.11). Tezine 4;,, v =1,2,...,n
1=20,1,...,2s, su date sa

Ai’yz/laéi’l/(t) du(t),

gde su ¢,,;(t) fundamentalni polinomi Hermite-ove interpolacije. Tezine A;, nazi-
vaju se Cotes-ovi brojevi viseg reda.

Numericki metod za konstrukciju Gauss—Turan-ovih kvadratura dat je u radu
Gautschi-ja i Milovanovica u [20].

Dalje uopstavanje Gauss—Turan-ovih kvadratura (za du(t) = dt na (a,b))
na kvadraturne formule kod kojih ¢vorovi imaju razlic¢ite visestrukosti razvili su
L. Chakalov u [5, 6] i T. Popoviciu u [77]. Znacajan teorijski progres napravio
je rumunski matematicar D. D. Stancu. U okviru Elsevier-ovog izdavackog po-
duhvata “Numerical Analysis 2000” u petom tomu dat je pregledni rad iz ove
problematike [52], koji je po pozivu pisao G. V. Milovanovi¢.

Pretpostavimo da su ¢vorovi 7,, v = 1,...,n, uredeni, tj. 7 < --- < T,
sa viSestrukostima myq, ..., m,, respektivno Pokazano je da kvadraturna formula

(1.36) ima algebarski stepen tac¢nosti 2 Z [(m, 4+ 1)/2] — 1, §to znaci da parne

viSestrukosti m, nemaju nikakvog utlcaJa na povecanje algebarskog stepena ta-
¢nosti. Pretpostaviécemo zato da su svi brojevi m, neparni, tj. m, = 2s, + 1,
v=1,...,n.

Teorema 1.16. Za dati niz nenegativnih celih brojeva o = (s1,. .., S,) kvadratu-
rna formula

(1.39) /f ) du(t) ZiAwf (7v) + Ru(f)

v=1 =0

n
ima maksimalni algebarski stepen tacnosti d = 2y s, + 2n — 1 ako i samo ako
v=1
CVOTOVL Ty, . .., Ty 2adovoljavaju uslove

(1.40) /H t )k du(t) =0, k=0,1,...,n— 1.

Uslov ortogonalnosti (1.40) se u slucaju s; = -+ = s, = s svodi na (1.28) i
moze se dobiti minimizacijom integrala

/ H V)2 du(t).
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Uslov (1.40) definiSe niz polinoma {7rn7a}n€]NO

Wn,a (t) == H(t — TISTL,U))7 Tl(n’a) < ,7_2(77470') < e <& T?’(Ln’g)v

v=1

tako da vazi
/ T () H(t — N2t qut) =0, k=0,1,...,n—1.
R v=1

Takvi polinomi 7y, zovu se o—ortogonalni polinom: u odnosu na meru dp koji
odgovaraju nizu o = (sy, S, ...) nenegativnih celih brojeva. U slucaju kon-
stantnog niza ¢ = (s,s,...) ti polinomi se svode na s—ortogonalne polinome
u odnosu na meru du.

Numericki stabilni algoritmi za konstrukciju opstih kvadraturnih formula sa

viSestrukim ¢vorovima dati su u radovima Milovanovica, Spalevi¢a i Cvetkovica
[64], kao i Shi-ja i Xu-a [83].

1.3.4 Generalisane Gauss-ove kvadraturne formule

Gauss-ov metod aproksimacije integrala na prirodan nacin se moze prosiriti
na nepolinomske funkcije. Neka je

(1'41) {¢0<t)7¢1<t)7¢2<t)7"'}7 te [a7b]7

sistem linearno nezavisnih funkcija, izabran tako da je kompletan u nekom pros-
toru funkcija (videti [16], [37], [45]). Neka je du pozitivna mera na intervalu [a, b].
Ako kvadraturna formula

(1.42) /R P du(t) = 37 Auf () + Ru(f)

tacno integrali prvih 2n funkcija sistema (1.41), kazemo da je kvadraturna for-
mula (1.42) Gauss-ova za sistem funkcija (1.41), odnosno generalisana Gauss-
ova kvadraturna formula. Ako je ¢n(t) = t*, k € Ny, onda se kvadraturna
formula (1.42) svodi na obiénu Gauss-ovu kvadraturnu formulu (odeljak 1.3.2).
Egzistencija i jedinstvenost generalisane Gauss-ove kvadraturne formule (1.42) je
obezbedenja uslovom da prvih 2n funkcija sistema (1.41) formiraju Chebyshev-
ljev sistem na [a,b] (ne postoji linearna kombinacija agpg + a1¢1 + -+ + andp
koja ima n + 1 razli¢itu nulu na [a,b]). Poznato je da su tezine Ay, As, ..., A,
u (1.42) sve pozitivne. Ma, Rokhlin i Wandzura su u [45] predstavili numericki
metod za konstrukciju generalisanih kvadraturnih formula za Chebyshev-ljev sis-
tem funkcija {@g, 1, ..., don_1} na [a,b] koji ima sledeée osobine:
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(1) ¢p € Cab], k=0,1,...,2n—1;

(2) determinante

go(z1) - do(wn) Polz1) - Pp(mn)
r(z) o i) () - Pi(an)
Grnaa(m) o Gma(@)  Ghi(m) o Ghai(e)
su razlicite od 0 za bilo koje tacke z1,z9,..., 2, € [a,b] (z; # x; za i # j).

Takvi sistemi su poznati kao FH (Extended Hermite) sistemi. Medutim, njihov
algoritam je slabo uslovljen.

Koristedi teoriju ortogonalnosti za Miintz-ove sisteme, Milovanovié¢ i Cvetkovi¢
su u [55] dali numericki stabilan metod za konstrukeiju generalisanih Gauss-ovih
kvadratura (1.42) (sa [a,b] = [0, 1]) ta¢nih za neke Miintz-ove sisteme funkcija.

Neka je A = {)o, A1, ...} neopadajuéi niz realnih brojeva, A, > —1/2 za sve
v € INy. Ortogonalni Miintz-Legendre-ov sistem { Py, Py, ..., Psy,_1}, definisan sa
(1.11), je jedan E'H sistem. Neka je dy pozitivna mera na [0, 1].

Algoritam predstavljen u [55] sastoji se u slede¢em.

Polazi se od sistema nelinearnih jednacina

n 1
ZAku(a:k) =, = / P,(z)dp(z), v=0,1,...,2n—1,
k=1 0

koji se moze napisati u obliku

U,A—c=0, V,A—d=0,
gde je A= [Al AQ . An]T, C = [[,L[) M1 .- ,un_l]T id= [,un Hn+1 - - - ,ugn_l]T.
Za resavanje dobijenih sistema moze se primeniti metod Newton—Kantorovich-a.
Neka je AA = A-AiAz=x —, gde su Aig jedinstvena resenja startnog
nelinearnog sistema. Metod Newton-Kantorovich-a mozemo predstaviti u obliku

AA U,A—c
"lAaz | | Vv,A-d |’
gde je
U, Y, T
W, = , T=|T1 Tn ,
vz [ 21 ]
Po(z1)  Po(xo) Py(zn)
Un _ Un(m) _ Pl(lj) P1<l’2) P1<C(,’n) 7
Pn—1(351) Pn—l(xz) Pn—1($n)
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P,(xy) P.(x9) ...  Py(zn)
V. = V() = Pn+1‘(551) Py (x2) Pri1(2n) |
| Poa(@1) Poa(es)  Paa(a)
A1 FPi(z1)  AsPj(xe) ...  AnPl(z,)
Y, = V() = AlP%’(az'l) Ay Pl (x9) A, Py () |
| APL(5) AP () AP (5)
APl (1) AyPl (z9) ... AP (x,)
Z = Znla) = A Pn+1( 1) AP (72) AnPy 1 (2n)
_ Ale’n.,l(xl) APy () AuPh (1)

=z — [V,U;'Y, - Z,] ' (d - VU e),

n
Za dobro odabrane startne vrednosti metod Newton—Kantorovich-a ima kva-
dratnu konvergenciju.

Za tezinsku funkciju w na segmentu [a, b, u [21], Ghizzetti i Ossicini razmatrali
su generalisane Gauss-ove kvadraturne formule

(1.43) / F(2) w(z)de = zmj

v=1 j=

N-1
A]Vf (x,) + R(f),
0

takve da je E(f) =0 = R(f) =0, gde je E linearni diferencijalni operator reda
N.

Kvadraturne formule koje su tac¢ne za sve algebarske polinome stepena ne
v

viseg od v — 1 dobijaju se za diferencijalni operator £ = , a kvadraturne

dxv
formule koje su tacne za sve trigonometrijske polinome stepena ne viseg od v

14

d d?
dobijaju se za diferencijalni operator (reda 2v + 1): E = e H <— + k2>
x

(videti [21, p. 28]).

Prvo pitanje koje se namece je da li se za fiksiran prirodan broj p, p < N —1,
parametri kvadraturne formule (1.43) mogu izabrati tako da u njoj ne figurisu
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izvodi f)(x,) reda viseg od N —p—1, tj. da li postoji kvadraturna formula tipa

m N-—-p—1

(1.44) / fayw@de =3 Y A, fP () + R()),

v=1 j5=0

takva da vazi E(f) = 0 = R(f) = 0. Odgovor na to pitanje dat je u sledecoj
teoremi ([21, Theorem 2.5.1}).

Teorema 1.17. Za date cvorove xy,...,x,, linearni diferencijalni operator E
reda N i prirodan broj p < N — 1, posmatrajmo sledeci homogeni granicni dife-
rencijalni problem

(1.45) E(f)=0, fO(,)=0, j=01,....N—p—1,v=1,....m.

Ako ovag problem nema netrivijana reSenja (za N < m(N —p)), tada kvadraturna
formula tipa (1.44) postoji, pri éemu se m(N — p) — N parametara moZe proiz-
voljno odabrati. S druge strane, ako problem (1.45) ima q linearno nezavisnih
resenja U., r = 1,...,q, gde je N —m(N — p) < q < p, tada formula (1.44)
postoji samo ako je zadovoljeno sledecih q uslova

b
(1.46) / Ur(x)w(x)de =0, r=1,...,q.

U tom slucaju m(N — p) — N + q parametara u formuli (1.44) moZe se uzeti pro-
1zvolino.

Dalje se problem moze generalisati tako sto se umesto kvadraturne formule
(1.44), za fiksirane brojeve p, € Ny, v = 1,...,m, pri ¢emu je p, < N — 1,

v=1,...,m, i bar jedan od brojeva p, nije manji od 1, posmatra formula
b m N-p,—1
(1.47) / faw@de =3 S A f9(@,) + R(f),
a v=1 j=0

takva da vazi E(f) = 0= R(f) =0.
Vazi sledeca teorema (videti [21, Problem 2, p. 45], [63]).

Teorema 1.18. Za date cvorove xq,...,x,,, linearni diferencijalni operator E
reda N i nenegativne cele brojeve p1,p2,...,Pm, 0 < p, < N—-1, v=1,...,m
((Fv e{l,....,m})p, > 1), posmatragmo sledeéi homogeni granicni diferencijalni
problem

(1.48) E(f)=0, fO,)=0, j=01,....N—p,—1, v=1,...,m.

Ako ovaj problem nema netrivijalna resenja (za N < mN — """ p,), tada kva-
draturna formula tipa (1.47) postoji, pri cemu se mN — """ p, — N parametara
moZe proizvoljno odabrati. S druge strane, ako problem (1.48) ima q linearno
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nezavisnih resenja U,, r = 1,...,q, gde je N —mN =" p, < ¢ < p, za

svev =1,...,m, tada formula (1.47) postoji samo ako je zadovoljeno sledecih q
uslova

b
(1.49) / U(z)w(x)de =0, r=1,...,q.

U tom slucaju mN — > p, — N 4+ q parametara u formuli (1.47) moZe se uzeti
proizvolino.

Kao specijalni slucajevi kvadraturnih formula (1.44) i (1.47) dobijaju se i
kvadraturne formule (1.38) i (1.39). Tada se uslovi (1.46) i (1.49) svode na uslove
s 1 o—ortogonalnosti, tj. na uslove (1.28) i (1.40), respektivno (videti [21]).
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Glava 2

Ortogonalni sistemi
trigonometrijskih funkcija

U [91] Turetzkii je analizirao kvadraturne formule Gauss-ovog tipa za sistem
trigonometrijskih polinoma

T = {1, cosx,sin x, cos 2z, sin 2z, . .., cos nx, sinnx, . . .}.

Pritom se javila potreba za izu¢avanjem ortogonalnih trigonometrijskih polinoma
polu-celobrojnog stepena, tj. stepena k+1/2, k € Z, na intervalu [0, 27) u odnosu
na neku tezinsku funkciju w. Neke osnovne osobine trigonometrijskih polinoma
polu-celobrojnog stepena date su u [91]. Oni su detaljno analizirani u [59] i [60],
gde je dat i numericki metod za njihovu konstrukeciju. Dobijeni rezultati su dalje
generalisani na s— i o—ortogonalne trigonometrijske polinome polu-celobrojnog
stepena.

2.1 Trigonometrijski polinomi polu-celobrojnog
stepena

Trigonometrijske funkcije oblika

n

1 1
(2.1) Z (cy CcoS (1/+ 5) x + d, sin (l/ + 5) :17) . Cuydy €R, en| +|dn| # 0,

v=0

zovu se trigonometrijski polinomi polu-celobrojnog stepena n + 1/2. Ocigledno je

2n
2.2 Apiia(x) =A] | sin i A konstanta razlicita od 0
k=0
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trigonometrijski polinom polu-celobrojnog stepena n + 1/2. Slede¢a lema nam
daje i obrat ovog tvrdenja (za dokaz videti [91, §1, Lemma 1.]).

Lema 2.1. Svaki trigonometrijski polinom polu-celobrojnog stepena oblika (2.1)
moze se predstaviti u obliku (2.2), gde je
A = (=1)"22M(c, — id,)e/2 Xk,

a To,T1,...,Ta, SU nule trigonometrijske funkcije (2.1), koje leze u traci 0 <
Rex < 2.

Oznacimo sa T2/ 2, n € Ny, skup svih trigonometrijskih polinoma polu-celo-
brojnog stepena ne viseg od n+ 1/2, tj. lineal nad {cos(v+1/2)z,sin(v+1/2)x :
v=0,1,...,n}. Ocigledno je dimenzija prostora 7711/2 jednaka 2n + 2.

Sa T,, n € Ny, oznacavacemo skup svih trigonometrijskih polinoma stepena
ne viseg od n, tj. lineal nad {cosvz,sinvzr : v =0,1,...,n}. Dimenzija prostora
Tnje2n+ 1.

Veze izmedu trigonometrijskih polinoma polu-celobrojnog stepena i trigono-
metrijskih polinoma (celobrojnog stepena) daje sledeca lema ([91, §1, Lemma

)

Lema 2.2. Za dati trigonometrijski polinom polu-celobrojnog stepena n + 1/2

- 1 , 1
Api12(x) = Z (cl, cos <1/+ 5) x + d, sin (V + 5) a:) . len| +1dy] #0,

v=0

svaki trigonometrijski polinom ta, € Jo, moZe se na jedinstven nacin predstaviti
u obliku

ton () = Apy1/2(x)Bro1y2(x) + Ry(x),
gde je Bu_1y3 € T% i R, € T,,.
Svaki trigonometrijski polinom polu-celobrojnog stepena t &€ T2 moze se

predstaviti pomocu algebarskog polinoma stepena 2n + 1. Takva reprezentacija
data je u sledec¢oj lemi.

Lema 2.3. Neka je

Apiayo(z) = <ck cos (k + 5) x + dj, sin (k: + §> x) € ‘J’}Lﬂ,
0

ke
iap =cp—idy, k=0,1,...,n. Tada se A,i1/2(x) moZe predstaviti u obliku
1 —i(n x ix
An+1/2(l’) = §e (nt1/2) Q2n+1(e ),

gde je Qan11(2) algebarski polinom stepena 2n + 1, dat sa

_ = — -1, = 1 2 on+t1
Qoni1(2) =0p + 12+ -+ 12" +a02" + a2+t an127 a2
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Dokaz. U skladu sa uvedenim oznakama je

Re (Z akzk-‘rl/Q)

k=0 z—elT

= Re (kz: (e — idy) (cos (k + %) z +isin (k + %) m)) = Ap1j2(2).

Koristedi slede¢u ociglednu jednakost

n 1 n n o
Re (Z akzk+1/2> =5 (Z apzF U2 4 Zakzk+1/2) ’
k=0 k=0 k—0
dobijamo
1 -n— - n — n—
An+1/2(I) = 52 1/2 Z (GkZ +ltk 02 k;) L
k=0
tj. Aniip(z) = 2e7 Y220, 4 (e2). 0

Lako se vidi da je Qo,41(2) = 22" Qa,41(1/Z), tj. polinom Qa,41(2) je samo-
inverzan (videti [62, p. 16]). Ako je z nula polinoma Qs,,11(2), onda je x = arg(z)
nula trigonometrijskog polinoma polu-celobrojnog stepena A, 1/2(x).

U nastavku, kada to ne dovodi do zabune, ne¢emo naglasavati da je trigono-
metrijski polinom polu-celobrojnog stepena k + 1/2, veé ¢emo jednostavno reéi
trigonometrijski polinom stepena k + 1/2, k € Z.

Za trigonometrijski polinom polu-celobrojnog stepena

Apyip(x) = Z (Cu cos (l/ + 5) r + d, sin (y + 5) x)

v=0

jednostavno se dobija sledece:

Apia(x +2m) = i (cy cos <u + %) (x +2m) + d, sin (y + %) (x + 27r)>

v=0
s 1 dysin (v + 2
= —c,cos|v+=|xz—d,sin{v+=|x],
2\ 7" 2 2
.
(2.3) Apirpo(x +2m) = —Apyiy2(x), n e N.
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2.2 Ortogonalni trigonometrijski polinomi
polu-celobrojnog stepena

U ovom poglavlju dajemo pregled osobina ortogonalnih trigonometrijskih poli-
noma polu-celobrojnog stepena. Veéina tih osobina dokazana je u radovima [59]
i [60].

Pretpostavimo da je w tezinska funkcija, integrabilna i nenegativna na [0, 27),
koja ima vrednost nula samo na skupu mere nula.

Za datu tezinsku funkciju w, skalarni proizvod funkcija f i g definiSemo sa

27

(2.4) (fr9) = [ [flx)g(z)w(z)de.

0

Definicija 2.1. Sistem {Api1/2}, Akt12 € ‘3',1/2, je sistem ortogonalnih trigo-
nometrigskih polinoma polu-celobrojnog stepena u odnosu na skalarni proizvod
(2.4), tj. u odnosu na tezinsku funkciju w na intervalu [0,27), ako i samo ako je
(Apy1/2, Aji1y2) =0 za sve 0 < j <k, ke IN.

Prema definiciji 2.1, A,1/2 je ortogonalni trigonometrijski polinom stepena

n+1/2 ako je ortogonalan na svakom elementu prostora ‘J':L/_Q 1 wodnosu na tezinsku
funkciju w na intervalu [0, 27), tj. ako je

2
/ Appip(@)t(z)w(x)de =0, te ‘J}lfl.
0

Prethodni uslov ortogonalnosti moze se zapisati i u obliku
2w 1
/ Apt1/2(x) cos (1/+ 5) zw(x)de =0, v=0,1,...,n—1,
0

2 1
/ Api1/2(x) sin (1/+§)mw(a7)dm:(), v=0,1,...,n— 1
0

Posto je dimenzija prostora ‘J'i/f 21 jednaka 2n, a trigonometrijski polinom polu-
celobrojnog stepena A, 1/ ima 2n + 2 koeficijenata, zakljucujemo da A, ;2 nije
jedinstveno odreden do na multiplikativni faktor kao Sto je to bio slucaj sa alge-
barskim ortogonalnim polinomima (poglavlje 1.2). Ortogonalni trigonometrijski
polinom polu-celobrojnog stepena A,,; /2 ima dva slobodna koeficijenta i mi ¢emo
izabrati da to budu ¢, i d,. Koeficijente ¢, i d,, zvaéemo vodecéim koeficijentima
trigonometrijskog polinoma polu-celobrojnog stepena A, 1/s.

U [91, §3.] je dokazana sledeca teorema.

25



2.2. ORTOGONALNI TRIGONOMETRIJSKI POLINOMI POLU-CELOBROJNOG STEPENA

Teorema 2.1. Trigonometrijski polinom polu-celobrojnog stepena A, 112 koji
je ortogonalan na intervalu [0,2m) na svim trigonometrijskim polinomima polu-
celobrojnog stepena ne viseg od n — 1/2 w odnosu na teZinsku funkciju w, jedin-
stveno je odreden ako su unapred zadati vodeci koeficijenti ¢, @ d,,.

Naravno da ne mozemo izabrati vodece koeficijente ¢, = d,, = 0, jer u tom
slu¢aju nemamo trigonometrijski polinom stepena n + 1/2 ve stepena ne viseg
odn—1/2.

Napomenimo da umesto da unapred fiksiramo vodece koeficijente, mozemo
fiksirati i jednu nulu. Naime, ako A, /2 predstavimo u obliku (2.2), uslove orto-
gonalnosti mozemo posmatrati i kao sistem sa nepoznatim nulama xq, x1,. .., Ta,.
Tada imamo 2n jednacina sa 2n + 1 nepoznatih, pa jednu nulu moramo unapred
fiksirati.

Specijalno, za izbor vodeé¢ih koeficijenata ¢, = 1, d, = 0, oznacavacemo
odgovarajuéi ortogonalni trigonometrijski polinom polu-celobrojnog stepena sa

C . .
An+1/2’ azaizborc, =0id, =1 sa An+1/2 Uvedene oznake su sasvim prirodne,

jer An+1/2 i An+1/2 imaju vodece terme cos(n + 1/2)z i sin(n + 1/2)z, respekti-
vno. Tada j Je svaki ortogonalni trigonometrijski polinom polu-celobrojnog stepena
Ant1)2 € T+/% linearna kombinacija funkcija AY +12 1 AS )2 Za razvijene oblike

funkcija A¢ /2 1 A3 12 koristi¢emo sledec¢e oznake

(2.5) AT, po(@) = Cos( )x+z( Cos( ;)x+d,€")sin(u+%>x),

(2.6) An+1/2()—sin< )wZ( cos(y—i-;>x+g(")sm(y+;)x>.

Vodeéi koeficijenti su: ¢ = ¢g{” =11 d% = £ = 0.

Teorema 2.2. Ortogonalni trigonometrijski polinom polu-celobrojnog stepena
Apny1/2 u odnosu na skalarni proizvod (2.4) ima u intervalu [0,27) tacno 2n + 1
razlic¢itih prostih nula.

Dokaz. Primetimo najpre da A,yi/2 ima na [0,27) bar jednu nulu neparne
viSestrukosti, jer ako to ne bi vazilo, tada, za n € IN, ne bi bio ispunjen uslov
ortogonalnosti

2m
/ Api1/2(x) sin g w(z)dx =0,
0

jer integrand ne bi menjao znak na [0, 27).

Pretpostavimo da A,/ ima 2r — 1 nulu neparne visestrukosti u [0, 27), gde
je r < n. Oznacimo te nule sa yy, ..., ys_1 1 definiSimo

2r—1

= Esinx;yy.
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Kako je t € ‘J',l/f 1, zbog uslova ortogonalnosti mora biti

/0 ' Apy1y2(2)t(z) w(z)de = 0,

sto je nemoguce jer integrand ne menja znak na [0, 27).

Pretpostavimo sada da A, 1/2 ima 2r nula neparne visestrukosti u [0, 27), gde
jer <n—1. Ako te nule ozna¢imo sa yi, ..., ys, i definiSemo

2r
x T —y,
t(x) = sin B Vl_[lsin Y :

2

zbog uslova ortogonalnosti (jer je ¢t € 3.711/_2 1) vazilo bi

/0 ’ Ani1p(2)t(z) w(z)dz =0,

sto je nemoguce jer integrand ne menja znak na [0, 27).

Konacno, pretpostavimo da A,,1/2(x) ima 2n nula neparne visestrukosti na
[0,27). Ozna¢imo te nule sa yq,...,Y2,, pri cemu je y; < -+ < Yo,. U tom
slucaju je sigurno y; # 0, jer bi u suprotnom, uzimajuci

2n
t(x) = HSinx;yy,
v=2

takode dobili kontradikciju jer ¢t € ‘Ti/f 1. Medutim, ni slucaj y; # 0 nije mogué
jer, zbog (2.3), vazi A,41/2(0) = —A,41/2(27), pa A,qq1/2 mora menjati znak
neparan broj puta na [0, 27). O

Sledeca teorema daje vezu ortogonalnih trigonometrijskih polinoma polu-
celobrojnog stepena u odnosu na skalarni proizvod (2.4) sa Chebyshev-ljevim
polinomima.

Teorema 2.3. Neka je w tezinska funkcija na [0,27), a {Ani1)2}, gde je

n

1 1
Aueialo) = 3 (e cos (v 3 Yoot dsin (v ) ) 1)+ 102 £0,

v=0

niz ortogonalnih trigonometrijskih polinoma polu-celobrojnog stepena u odnosu na
skalarni proizvod (2.4). Tada, za sven € N, 0 < k <n —1, vazi

(2.7) /_11 (Zn: (c,(j”)TQZ,H(:I:) +dM MUQ,,)> X

v=0

k
2
(3 (s T8, ) MR
— X

gde suT, iU,, v € Ny, Chebyshev-ljevi polinomi prve i druge vrste (dati sa (1.9)),
respektivno.

v=0
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Dokaz. Zbog ortogonalnosti za Ay, 1/p vazi

2
/ Ani12(®) Apgrp2(x) w(z)de =0, n # k.
0

Ako uvedemo smenu z := 2 arccos z, koristeéi (1.9), tj. T,,(z) = cos(narccosx) i
V1 —22U,(x) = sin((n + 1) arccos z), n € Ny, dobijamo (2.7). O

2.2.1 Rekurentne relacije

Za razliku od ortogonalnih algebarskih polinoma na realnoj pravoj koji zado-
voljavaju troclanu rekurentnu relaciju, trigonometrijski polinomi polu-celobroj-
nog stepena, ortogonalni u odnosu na skalarni proizvod (2.4) zadovoljavaju peto-
¢lane rekurentne relacije.

Za v, i1 € Ny definisimo
IVC = (A5+1/2=AS+1/2)7 JSM = (2cos IA§+1/27AE+1/2)7
IVS = (A§+1/2aA5+1/2)7 Jf, = (2 COS$A§+1/2’A§+1/2)
I, = (A5+1/2=A5+1/2), Juu = (2cos xAu+1/2aA5+1/2)

Teorema 2.4. Trigonometrijski polinomi polu-celobrojnog stepena AkCH/Q(x) 0

AEH/Q(x), k > 1, ortogonalni u odnosu na skalarni proizvod (2.4), zadovoljavaju
sledecée petoclane rekurentne relacije:

(2.8) Ak;+1/2( T) = (QCOSQU_O% ) k— 1/2(55) 5k Ak 1/2(@
_al(cQ)Ak 3/2(55) @; Ak 3/2(33)7
(2.9) A prjpl@) = (2cosw — G AL (e AL ()

) —
_5(2 Ak 3/2( T) — Vk Ak 3/2( z),

gde su koeficijenti Ozk),ﬁk ,’yk),ék , k> 1,7 = 1,2, reSenja sledecih sistema
linearnih jednacina

T ey = O‘l(cj)[kchj + BTy, Tergey = 0 Ty + 5;(3)[57]‘:
Jr—jr-1= ’Y;(f)fif—j + 601, T e = W I+ 51(cj)jlf—j7
2 2 2 2
) _ g0 _ .0 _ 50 _ g,

oy =

Dokaz. Kako su trigonometrijski polinomi polu-celobrojnog stepena A% 1 /2( x) i

A§+1/2( x), v = 0,1,...,k, linearno nezavisni, izraz 2 cos IAk—1+1/2< T) mozemo
predstaviti u slede¢em obliku
k-1
(k—v
2 cos xAgflJrl/Z( )= Ak+1/2< ) + Z ( )Au+1/2( ) + ﬁk Au+1/2( )) :
v=0
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2.2. ORTOGONALNI TRIGONOMETRIJSKI POLINOMI POLU-CELOBROJNOG STEPENA

Ako sada obe strane prethodne jednakosti pomnozimo redom sa w(z)AS, | o) i
w(a:)AfH/2(:v) zav=0,1,... k—3,1iintegralimo na [0, 27), zbog ortogonalnosti
dobijamo slede¢e homogene sisteme linearnih jednacina

aFIIC 4 gL, =0, oL+ 8IS =0,

14

sa nepoznatim koeficijentima a,(f_"), ,ik_l’), v =0,1,...,k — 3. Determinante

prethodnih sistema su

.~/ 7 (4 a0’ we) ([ (48 p0)? u(r)ie)

2

2
- (/0 AS+1/2(x)Af+1/2(x) w(a:)dx) , v=20,1,...,k—3.

Da bi pokazali da je D, # 0, v = 0,1, ...,k — 3, iskoristi¢emo integralnu nejed-
nakost Cauchy—Schwarz—Bunjakowsky-og (videti [70, p. 45]):

(/abf(x)g(x)dx)2 < (/ab fQ(x)dm) (/abgz(a:)dx> . f.g € L*a,b],

u kojoj vazi znak jednakosti ako i samo ako su funkcije f i g linearno zavisne.

Obzirom da su trigonometrijski polinomi polu-celobrojnog stepena AS. | /Q(x)
i A5+1/2(x) linearno nezavisni, zaklju¢ujemo da je D, #0, v =0,1,...,k— 3, pa
prethodni homogeni sistemi imaju samo trivijalna regenja o™ = B,Ezkf'/) =0,
v=20,1,...,k — 3. Prema tome, prethodna rekurentna relacija redukuje se na
petoclanu rekurentnu relaciju

c C 1) 4C 1) 48
2co8 A} _1419(2) = Ay p(T) + al(c )Ak71+1/2(x> + 515; )Ak71+1/2(95)
2 2
+ al(c )Akc—2+1/2($) + 5}2 )A£—2+1/2(5U)>

tj. dobijamo rekurentnu relaciju (2.8).

Ako obe strane prethodne rekurentne relacije pomnozimo sa w(x)A$ j+1/2(2)
i w(x)Aiﬁl/z(m), Jj = 1,2, i integralimo na [0,27), dobi¢emo sledeée sisteme
linearnih jednacina

Ty = o I+ By, Iy = o Ly + 80T, =12,
sa nepoznatim koeficijentima oz,(f ), ,gj), 7 = 1,2. Koristeci opet iste argumente
moze se pokazati da dobijeni sistemi takode imaju jedinstvena reSenja.
Analogno se dobija rekurentna relacija (2.9) za Afﬂ/z(x). O
1z teoreme 2.4 sledi da posmatrani ortogonalni trigonometrijski polinomi polu-

celobrojnog stepena zapravo zadovoljavaju sistem od dve petoclane rekurentne
relacije.
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Lema 2.4. Zan > 1, vaZe sledece jednakosti

C C S S
Jn,n—l = In> Jn,n—l = In7 Jn,n—l = Jn—l,n = [n

Dokaz. Koristeéi rekurentne relacije (2.8) i (2.9), kao i uslove ortogonalnosti,
dobijamo

(An+1/27An+1/2) (QCosxAn 1+1/27An+1/2) Jgn—h

i, slicno, I = JJ,_,. Konatno,

I, = (An+1/27An+l/2) (2(303331471 l+l/27An+1/2) Jn—1n- [

Prema tome, za izracunavanje koeficijenata dobijenih rekurentnih relacija
potrebni su nam sledeéi integrali: IS, I°, I, an, J;fn 1 Jpn. Zato ¢emo uvesti
sledece oznake:

J=J3

n,n’

J¢ =J¢

n,n’ Jn - Jn,n~
Sada direktno iz teoreme 2.4 i leme 2.4 dobijamo slede¢u posledicu.

Posledica 2.1. Koeficijetni rekurentnih relacija (2.8) i (2.9) mogu se racunati
primenom sledecih formula

(2.10) 041(:) _ Ly - Ik:—1<]k—17 oz,(f) _ IC 19, — ]k—ljk—27
Dy1 D5
0 _ T = e dicy 3 = LBy = Iy Tk
C Dy S Dy ’
%21) _ Iy i1 — kaljif_1’ 71&2) _ Tia Iy o — [/f_ljk—Q’
Dy Dy
5}5:1) _ ¢ J5 | — I/r<:—1(]lr<;—17 5}9) _ IpIC, — Ik_ljk_27
Dy Dy
gde je
Dyj=1I¢ 03, 17, j=12 kel
Specijalno, kao sto je u teoremi 2.4 naglaseno, oz?) = 52) = 79) = 552) = 0.

Dakle, ako znamo vrednosti integrala IS, I I,, J¢, J5 i J,, n € Ny, tada
formulama (2.10) rac¢unamo koeficijente petoclanih rekurentnih relacija (2.8) i
(2.9). Sada, znajuéi koeficijente u petoclanim rekurentnim relacijama (2.8) i (2.9),

mozemo dobiti A, Jo 1 AY o U razvijenim oblicima (2.5) i (2.6), respektivno,
k) g

tj. mozemo izracunati koeficijente ¢, d! ,fy ,g ,kelN,v=0,1,...,k—1.
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Teorema 2.5. Koeficijenti ¢, d%, f% ¢ ke N, v=0,1,....,k—1, u (2.5)
i (2.6) mogu se racunati sledecim formulama.

1 1 1 1 1 1 1 1
1ol Al
céz)=1+cé)—a2 ﬁQf - ag?,
déQ) = _d(()l) - 042 0 - ﬁ(l - 5(2),

2 1 ) (1 1
é):fé)—()f()—’)é)() ’Y()

)@ =1 — g sM gl W _ 5.
za k> 2:

k) k—1 (1 (k k—1) 1
Cl(c 1= 61(672 ) — ayp )7 dkjl = d](€72 - Bl(c )a

(k) _ pk=1) (1) (k) _ g(k—l) _ 5.

k-1 = Jk—2 Te s Y1 = Gko E
za k> 3:
(k) _ C[() 1) n C(k 1) a(l ﬁk ék 1) a,(f)cgk_m B 5;22)f(§k_2),
k (k
()2_1+( )_a(l 6/4: kzl)_a/(f)u
d[()k) _ _d(()kq) n d(kq) B a}(ﬂl)d(()kfl) B ﬁ](;)g(()kq) B a’(f)d(()kq) B ﬁl(gz)g(()kfz)7
k k-1 (k— 1 2
Ay = diy) — aVdl Y — gt — 8,
k k—1) (k—1 1) (k=1 1) p(k—1 2) (k—2 2) (k=2
9~ 1 0 g
(k) _ p(k=1) _ (1) D @) p(bm1) o (2)
k—2 k-3 k—2 E Jrk—2 Ve s
k k-1 k-1 1) (k-1 1 (k-1 2) S(k—2) k—2
g[(,)——g(() )—i-gi )_,ylg)dé )—5()g( ) ()d _(5 ( )7
k k—1 k-1 2
R L e LY = L)

tzak>4, zav=1,...,k—3:

(k) = (1) g (Ol a,(cl k=1 ﬂ,il)f (k1) a @) (k-2 _ ﬁ;(f)fy(k_Q)>

9}

v v—1 v+1 v v
4% — d(f 11) n d(y’f;l” _ oMt _ g0 g1y (2 g-2) _ ) e-2),

fyk) _ f + fu+1 %gl)cl(lkfl) . (Uf(k—l ”Y( ) (k: 2) 5}(62)fl£k72),
k k _ _
gyk) 95 11) +g£+11) _,Y]il)dyk 1) _5( )g(k 1) _ 'y( )d(k: 2) _ 5}(€2)g£k 2)
Dokaz. Zamenjujuéi Au+1/2< r)iA +1/2( x), v=Fk—2k—1k, date u razvijenim
oblicima (2.5) i (2.6), u rekurentnim relacijama (2.8) i (2.9), izjednacavanjem
koeficijenata uz cos(v + 1/2)x i sin(v + 1/2)z, v = 0,1,..., k, sa leve i sa desne
strane dobijenih jednakosti jednostavno se dobijaju date formule. O

Umesto na intervalu [0, 27) mozemo posmatrati ortogonalne trigonometrijske
polinome polu-celobrojnog stepena i na bilo kom drugom intervalu duzine 27.
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Lema 2.5. Ako je {Ani1/2} niz ortogonalnih trigonometrijskih polinoma polu-
celobrojnog stepena na intervalu [0,2m) u odnosu na teZinsku funkciju w, tada
je {ERH/Q}, gde je Zn+1/2 = A, p12(x — L), n € Ng, L € R, niz ortogonalnih
trigonometrijskih polinoma polu-celobrojnog stepena na intervalu [L,2m + L) u
odnosu na tezinsku funkciju w(x) = w(x — L), x € [L,27 + L).

Dokaz. Uvode¢i smenu x := x + L u uslovima ortogonalnosti za A,/ direktno

dobijamo ortogonalnost za Enﬂ /2- O
Neka su ZCH/Q( ) i An+1/2( x), trigonometrijski polinomi stepena n + 1/2,

ortogonalni na [L, 27 + L) u odnosu na tezinsku funkciju w, oblika

1 — 1 ~ 1
(2.11) A +1/2( T) = COoS (n + 5)30 + Z (Ef,")cos <1/ + 5):)& + d™sin (1/ + 5)1’) )
(2.12) An+1/2( x) = sin< )a: + Z( ”)cos<1/ + ;)yg -+ g,(j”)sin(u + %)x) :

Posmatra¢emo sada slucaj kada je L = —.

Teorema 2.6. Trigonometrijski polinomi polu-celobrojnog stepena A +1/2( x) 1
AS

ni1/2(), ortogonalni na [—m, ) u odnosu na tezinsku funkciju w(x), mogu se
predstaviti na sledeé¢i nacin

A§+1/2(95) = (_1)nAg+1/2($ + ), A§+1/2(:17) = (=" 1An+1/2(x +7),

gde su An+1/2( x) 1 An+1/2( x) trigonometrijski polinomi polu-celobrojnog stepena
ortogonalni na [0,27) u odnosu na tezinsku funkciju w(zx) = w(x — ).

Ako koeﬁcwente etoclamh rekurentnih relacija za teZinsku funkciju w obele-
zzmosaak,ﬁk,vk, ke]Nj 1,2, tada je

&) = (s, G = 3 = e 8 = (1)),

gde su Oz,(f), ,9), ’y,(j), 5,(3), k€ N, j = 1,2, koeficijenti petoclanih rekurentnih
relacija za teZinsku funkciju w(z).

Dokaz. Koristeéi jednakost /Tnﬂ/g(x) = Apyiy2(x — L), iz leme 2.5 za L = —m,
dobijamo da su

1
( )n 1An+1/2(:p+7r):sin(n+§)x

n—1
1 1
+ ( )+ e gin (1/ + 5) z 4 (=1)"" 1™ cos (V + 5) x)
=0

14
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1
(—1)”A§+1/2(£L‘ + ) = cos <n + 5) x

1 1
+ Z ( 1)t £ sin (u + 5) z+ (=1)" gy cos (u + 5) :c)

trigonometrijski polinomi polu-celobrojnog stepena, ortogonalni u odnosu na
tezinsku funkciju w(z) = w(z + ), x € [, 7). Dobijeni trigonometrijski poli-
n+1/2( x) i An+1/2( x), dati sa (2.11) i
(2.12), respektivno. Time smo dokazali prvi deo teoreme. Uporedivanjem odgo-
varajucih koeficijenata lako se vidi da je

nomi polu-celobrojnog stepena su zapravo A

E(n) _ (_1)n+ugl(/n)’ C’i/(n) (_:Un—&-u—lf(n)7

v

J0 = (capeta, g = (e,

Ako u petoclanim rekurentnim relacijama (2.8) i (2.9) stavimo

An+1/2( z) = (=1)"" 1An+1/2( —m) i A5+1/2() (— )nAn+1/2< — ),

uz smenu x := x — 7, dobijamo i drugi deo teoreme. Il

2.2.2 Simetricne tezinske funkcije

Posebno su interesantni slucajevi kada je tezinska funkcija simetri¢na na in-
tervalu (0, 27), tj. kada je

w(x) =w2r —z), =z € (0,2r).

Lema 2.6. Ako tezinska funkcija zadovoljava uslov w(x) = w(2w — x), tada je
D — 0,7 =0, j=1,2, keN,id"” =0, " =0, ke {0,1,...,n}, n € N.

Dokaz. Ako primenimo Gram—Schmidt-ov metod ortogonalizacije na bazu pros-
tora ‘.]}1/2, tj. na

1 1 1 1
0s <O+§) T, sin (0—1—5) Z,...,COS (n+§) T, sin (n+§)x

u odnosu na skalarni proizvod (2.4), zaklju¢ujemo da se dobijeni sistem ortogonal-
nih funkcija moze predstaviti pomo¢u dva niza funkcija ¢, i ¢, v =0,1,...,n,
gde funkcije ¢, zavise jedino od kosinusnih funkcija, a v, zavise jedino od sinusnih
funkcija, jer za k,v € Ny imamo
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27 1 1
/ cos (k + —) x sin (1/ + —) rw(z)de
; 2 2
T 1 ) 1
= / cos (k + —) x sin (1/ + —) zw(z)dx
; 2 2

n /WO cos <k + %) (27 — 2) sin <y + %) (2 — 2) w(2r — 2)(—dz)
_ /Oﬂcos (k: + %) vsin <u+ %) 2w(z)dz
_ /Oﬂcos (k;+ %) zsin <u+ %) zw(2r — z)dz = 0.

Dobijeni sistem funkcija, posto je jedinstven, mora biti jednak ortogonalnim
trigonometrijskim polinomima polu-celobrojnog stepena ASH s 1 AS t1j20 VY
0,1,...,n, tj. AEH/Q zavisi samo od kosinusnih funkcija, a Af+1/2 zavisi samo
od sinusnih funkcija, §to znaci da je ) = 0 f) =0, k € {0,1,...,v},
= 0,1,...,n. Zato se nas sistem od dve petoclane rekurentne relacije de-

generise u dve nezavisne troclane rekurentne relacije, tj. 61: = 71(9 =0,7=12,
k e IN. O

Dakle, u slucaju kada je tezinska funkcija simetricna na (0, 27), rekurentne
relacije (2.8) 1 (2.9) svode se na troclane rekurentne relacije, a trigonometrijski
polinomi polu-celobrojnog stepena (2.5) i (2.6) svode se na

- 1
(213) An+1/2( ) = ch(/n) CcOS (V + 5) T, Cgln) = ]_7

v=0

1
2.14 (n) 1.
( ) n+1/2 Zgu sin (V + 2) Ly, Gy

Iz formula (2.13) i (2.14) neposredno dobijamo sledeéi rezultat.

Lema 2.7. Za svako v € Ny vaZi
A§+1/2(7T) =0, Ay+1/2<0) = 0.

Koristeci teoremu 2.3, problem simetri¢nih tezina svodi se na algebarske poli-
nome.

Teorema 2.7. Za simetricnu tezinsku funkciju w(z), x € (0,27), vaZi

w(2 arccos )

m dr = 07 CQnJrl (Q?) = Z:C£H)T2u+l(x>

/_11 Cont1(2)Copr1 ()
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1
/ Son(x)Sor(x)V1 — 22 w(2arccos x)dr = 0, Sy, (z Z g, ”)UQV
~1
za sve 0 < k <n—1,n € N. Polinomi Cy,1(x) i Sa,(x) zadovoljavaju sledece
troclane rekurentne relacije

0277»4‘1( ) (437 —2- Oé % )0271 1( ) £L2)OQn—3(I)7 n e ]N7 0452) - 07
SQn( ) (437 - 2 — 5721 )S2n 2( ) —_ 55]12)82’”_4(‘%)’ n e IN7 552) — 07
gde je Cy(x) =x 1 Sp(x) = 1.

Dokaz. Prvi deo teoreme dobija se primenom teoreme 2.3 na nizove Agﬂ so 1
AS

ft1 /2 k=0,1,...,n, imajuéi u vidu da su oni dati u razvijenom obliku formu-
lama (2.13) i (2.14), respektivno.

Smenom z := 2arccosx u troclanoj rekurentnoj relaciji za polinome Co,, 1,
n € IN, i kori§¢enjem jednakosti cos(2 arccos z) = 2x? — 1, dobijamo upravo ono
Sto se tvrdi u teoremi. Slican dokaz moze se izvesti i za niz Ss,, n € IN. O

Ako tezinska funkcija w(z), x € [0,27), zadovoljava w(z) = w(2r — x), tada
tezinska funkcija w(z) = w(z + 7), v € (=, ), zadovoljava w(x) = w(—x),
x € (—m, ), tj. funkcija w je parna u svom domenu. Prema tome, ako je tezinska
nt1/2 1 An+1/2
zasven € N, v =0,1,...,n—1, u (2.11) i (2.12) vazi W =0 ﬁ,n) =0,
respektivno.

funkcija w parna na (—m, ), koriste¢i lemu 2.6 za AC dobijamo da

Teorema 2.8. Za bilo koju parnu tezinsku funkciju w(z), x € (—m, ), za sve
0<k<n-—1,n€eN, vazi

1
/ Cy(z)C(x) Lo w(arccos x)dz = 0,

1 ]__:,E

/ S, (%) Sk (z W/ w(arccosx)dz = 0,

1) =Y A& (T(2) = (1 = 2)Upr(2))

gde je

Zg + (14 2)U,1 (7).

Algebarski polinomi Cn 1 Sn, n € N, zadovoljavaju troclane rekurentne relacije
Co(z) = (22 —aM)C,_y(2) — @DC, o(z), &P =0, Co=1,
§n(5€> = (22 — ggzl))gn—l(x) - g(2)§n—2<x)’ gf) =0, §0 =L

n
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Dokaz. Posto je w(x) parna funkcija, iz uslova ortogonalnosti za AC i1/ 28
kljucujemo da vazi

/ Zgﬂ/Q(m)gkCH/Q(x) w(r)de =0, n,keN, n>k.
0

Uvodedi smenu x := arccos z, dobijamo

1 ~
(2.15) / Ag+1/2(arccos x)Agﬂ/Q(arccos x)wdx = 0.
-1

V1—a22

Lako se vidi da je

<( 1) ) /1—1—3:
0s k+ 3 arccos T | =

gg+1/2(arccosx \| —— ! + ’ Zﬂ(k (1 —2)Uy-1(z)).

Zamenjujuéi dobijene formule u (2.15), nakon elementarnih transformacija, dobi-
jamo prvo tvrdenje.

\/1—1’2Uk 1 )

pa je

Drugo tvrdenje moze se dokazati na isti nacin, koriste¢i AS /2 1 slede¢u jed-
nostavnu jednakost

sin ((k + %) arccos x) = \/7 Ti(z) + \/? V1 = 22U, ().

Za dokaze odgovarajucih rekurentnih relacija treba samo u rekurentnim relaci-
jama za AC nt1/2 i A uvesti smenu x := arccos . 0

n+1/2

2.2.3 Eksplicitne formule

Za konstrukciju trigonometrijskih polinoma polu-celobrojnog stepena Ag 121

AS

n+1/27
poznavanje koeficijenata rekurentnih relacija (2.8) i (2.9). Kao $to smo ve¢ videli u
odeljku 2.2.1, koeficijenti rekurentnih relacija se mogu ra¢unati formulama (2.10),

za §ta su nam potrebni integrali IS, I3, I,, JC, J9 i J,, n € Ny.

n € IN, ortogonalnih na [0, 27) u odnosu na tezinsku funkciju w, kljuéno je

U ovom odeljku ¢emo za neke specualne tezinske funkcije izvesti eksplicitne
formule za koeficijente a,(j), ,(C] ), G) 5,5 , 7 = 1,2, k € IN, rekurentnih relacija
(2.8) i (2.9), kao i za integrale I{, [,f, I, JC, J2, Ji, k € Ny, i za koeficijente

DA 1P g =0,k ke N () = g 1, < 9~ )
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Tezinska funkcija w,,(z) = 1+ sinmz, m € N

Kada je tezinska funkcija w,,(z) = 1 + sinmz, m € IN, za dalji rad potrebni
su nam slede¢i integrali (0, je Kronecker-ova delta funkcija, k, ¢ € INy):

(2.16)
2
/ cos(k +1/2)x cos(¢ + 1/2)x wy,(x)dx = oy e,
0

sin(k + 1/2)xsin(f + 1/2)z wy,(z)dz = 7y 4,
cos(k 4+ 1/2)xsin(f + 1/2)x wm(x)dﬂ?:g(5k7g_m+5k7m_g_1—5k7g+m), kE>1,

cos(x/2)sin(f + 1/2)x w,(x)dz = g(él,m_g + 80.0-m),

cos x cos(x/2) cos({ + 1/2)z wy,(z)dr = gtso,g + gdu,

coszsin(k + 1/2)zsin(f + 1/2)x wy,(x)dx = géuﬂ, k>1,

J
J
J
2w T
/ cos x cos(k + 1/2)x cos({ + 1/2)x wy,(x)dx = 55;67&1, k>1,
0
J
J
J

cosxsin(z/2) sin(¢ + 1/2)x wy, (z)dx = —gdo’g + géu,

2m
/ cosz cos(k + 1/2)xsin(f + 1/2)x wy(z)dx = %(5;&1_5 + ko2 — Ok p12),
0
zam > 1

2
/ cosx cos(k + 1/2)xsin(l + 1/2)z wy,(x)dx
0
T

1 (Okm—t + Ok m—rt—2 + Ok t—mx1 — Ok t4m1)-

Ocigledno je da slucajeve m = 1, m > 1 neparno i m parno moramo posebno
analizirati.

Teorema 2.9. Za tezinsku funkciju wi(x) = 1+ sinz koeficijenti rekurentnih
relacija (2.8) i (2.9) dati su sledeéim formulama (k € IN):

(1) (1) k1 4k 2 _ <2
2.17 — W =(1 | 1
)
m_ _m_ @) _ @ _ (g2
& T T ok —1)@Ek+1) v T (D 5= k> 1)

aff = 4% = =6 =0
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Dokaz. Da bi dokazali teoremu moramo dokazati da vaze sledece eksplicitne
formule za integrale (v € INy):

+ 1)m (—1)'m (—1)'m
(218) L =1L 2v+1 y Ty w41’ 22v + 1)’ ’

kao i eksplicitne formule za koeficijente u (2.5) i (2.6):
za neparne k

&) = =gl = (CRAHE IR 01, )

cé’?l oy = (- Rk,
R S L P O NN 2

dé’:ll e T

i za parne k

) = gt = (—1)’““@'16;1—41%, =0,1,...,k/2,

Ay = gy = (IR ok,

4 — Q(f)_(_l)k/2+l+i§k;+2i’ 01, k)2,

2@ 1= —fm = (= )k/2+2;€k+—|—2; i=1,...,k/2.

Dokazacemo sva tvrdenja matematickom indukcijom. Direktnim izra¢unava-
njem, koriséenjem teorema 2.4 i 2.5, proveravamo da vaze formule (2.18) za v = 0;
formule za koeficijente agl), ﬁg), 751) i (59); formule za koeficijente c(()l)7 dél), fo
i g{": kaoi (2.18) za v = 1.

Pretpostavimo da su sve date eksplicitne formule ta¢ne za bilo koja dva uza-
stopna nenegativna cela broja k — 2 i k — 1. Polazeé¢i od formula (2.18) za
v="Fkk—2k—1 k > 2, direktnim izracunavanjem (koriste¢i formule (2.10))
dobijamo koeficijente (2.17). Naime, tada je

D kr \ 7 2kt a2k — 1)
LT\ ok 1 42k — 12 4(k—1)" T 42k —3)°
pa je
o= LI — 1k _ g Je
g Dk‘—l Dk‘—l
kro (=D mo 42k-1) (=1 Mk

T2%—1 2k—1 m2k+1) (k—1D)2k+1)
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(2 _ ISy — Ialys

R
Dy
B ( kr (k- Dm (=117 . (—1)k27r> 42k —-3) .
ok 1 2k—3 202k—1) 202k—3)) m2@2k_1)
ﬁlil) _ [kc—l‘]k’—l — Ik—ljkc—1 _ _Ik—ljkc—l
Dy D1
(=) 'r (D)7 42k-1) -2

T 22k —1) 2%-1 m@k+1) (k—1)(k+1)
(2) _ Ik—llkc_z - Ikc_lfk—2

K Dy
(=) (k=7 kr o (=1 27\ 4(2k - 3)
S \202k—-1) 2k-3 2k—1 22k-3)) =2(2k—1)
k—1 —k 2 2
= (—1 k-1 _ = (=1 k—=1___ =
(=1) (Qk—l 2k—1)2k—1 (=1) 2k — 1’
/7(1) _ 1;571(]]@_1 — ]k:_l(]l;s'il _ _Ik—lt]]‘gs;l _ (1)
k Dy Dy i
5(1) _ Ikc—ljlf—l — 11 _ Ikc—l‘]lf—l _ _a(l)
F Dy Dy b
7(2) _ kaljlf—2 - Ii?;q—ljkf2 _ 5(2)
‘ Dy b
5@ _ I3 IE ) — Iy _ @
k Dk:—2 k

Zamenjujuci tako dobijene koeficijente rekurentnih relacija u formulama datim

u teoremi 2.5, posle elementarnih transformacija dobijamo date formule za cl(-k),
dgk), f.(k), ggk), i=0,1,...k, (c,(f) = g,(ck) =1i d,ik) = f,gk) = 0). Na primer, ako

7

je k paran broj, tada je [(k — 1)/2] = k/2 — 1 i dobijamo

C(()k) _ C(()kq) i Cgkq) B a}(cl)cékq) B 6}&1)f0(k71) B a](€2)cékf2) B ﬂl(f)fo(kfz)

_ (_1)k/QE 4 (1) k+1 4 (—1)k2 4k(k — 1)

2 2k =1 2k — 1)2(2k + 1)
2k k—1
—1)k/2 o yk/2—1
2k - 2) i
—1)~/2 1k
PO e Y
Cl(ck—)l = C;(gk:gl) — a,(cl)
- (_1)k/2—1+1+k/2—1k —1-2(k/2-1) (—1)k+14k 1
k=11 2k —1)(2k+1)  2k+1’
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C’(ck)z — 14 C(k; 1) Oé](gl) (k— 1) 5k ng; _ a’(cz)
. 21<:—3 4k 2k +k —2) [ 2k—1
2%k -1 (2k—1)2(2k+1)  (2k—1)2(2k +1) 2kt 1

izasvei=1,...,[(k—3)/2]

k k—1 1) (k-1 k—1) 2) (k=2 2) p(k—2
Cgi)l ng )+C( ) O‘l(c Coi_ 1) ﬁk 2(1 1 () gz 1) 615;)f2(i—1)
o k—21+1 k—1-— 2@
— _1 k/2+171 _1 k/2+2
(=1) 2k —1 (=1) 2k —1

(e Ak(k — 1+ 2i) (1) 2(k — 2i)
(2k — 1)2(2k + 1) (2k —1)2(2k + 1)
_(_1)k/2—1+zk_1_22 (_1>k/2+z( 2(]{5 _)2(“—27,) )
2k — 3 2k —1)(2k — 3
k+1—2¢
— (—1)k/2+i
(=1) 2k +1
) =) i) — ol — Y — oD - g
k=142 i k+14+26
— ()2 _1\k/2+i+1
(=1) ST +(-1) =i
o Ak(k—1—2 . 2(k 2
+ (_1)k/2+ ( ) (— )k/?—i— ( )

2k —1)°(2k + 1) 2k — 1)2(2k + 1)
2k — 3 (2k —1)(2k — 3)
— (1 k2pi b 414 2

=(=1) 2k +1
Analogno mozemo izvesti formule za cgk) ,1=0,1,...,k—1, kada je k neparan
broj, a takode i formule za dgk), fi(k),g§k), 1=0,1,....k—1, k€ IN.
Da bi dovrsili dokaz teoreme treba samo izvesti formule (2 18) z =k
koristeci date eksplicitne formule za koeficijente cgk), dgk), fi(k), 9; R §= 0 ok

Koristedi (2.16) imamo

If——w<1+co >—+w§:<éﬁ +d9ﬁ>4—w§:< ) - Vﬁdwv,
2
:W(Hfgwgg“)ﬂz(fgm +al )Mz( i~ Sl

m
_ 0 (k (k)
= 5 ( ) +7TZ CV +d gu )
k—1 k—1
™ k ™ k Kk
IS (0l ) - 5 (4 ).
v=0 v=0
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2 2
3 = (W = d 1 P 1 a0

k—2

k—1
+27rz(c B 4 a® VH) WZ( Bk, i’fmd(k)
Jlf:W(fék _90 +f +90 fk>

-2
+27TZ( FEE + gtk gy+1> +Wz<f(’“ gl ’>,
v=0

m
Jo = (17 = d98") + 5 (P9 + e + £ + fPaP)

k k k
+7 Z ( £+ g dl + gt d) + 01(1421fu(k)>

(k k
+ = Z < gr/+2 V—‘Z2gll ) + f k)d sz—&—)de(/k)) )

Zamenjujuci ovde eksplicitne formule zack, f(k k ,1=0,1,...,k, dobi-
jamo (2.18):
1)k+in k-1
2 —i)(k+1
Iy = 2k:+1 ; i)(k+1+1)
k—1
2 k?
2]<;+ ( ; Dk +9) - )
k—1
2 Yk+2+i)+ (k+1)°
2k+1<20 (kt+2+1)+ <+)>
(-D)Mr2
—————k(k+1)(2k+ 1
= @hpiegr DY
(_1>k7" 2 2
——— | -k(k+1)4k—1)—k
+2(2k+1)2 6 (k+1)( )
(_1>k7T 2 2 k s
———— | =k(k+1)4k+5 kE+1 =(-1)'—
T oh e \gr BT DUER S+ (k1)) = (C1) 55
. 2k+1 . 2k
]C :IS: 2 L. 1
e (2k+1)2;Z (21<;+1)2§’(l+ )
s

m6(2k+ 1)(2k + 2)(4k + 3)

T 1 m(k+1)
— ———2k(2 2k +2) = ——=.
(2k+1)%23 k(2k+1)(2k +2) 2k +1

Na slican na¢in dobijamo i formule za integrale J&, J2 i Jj. O
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Teorema 2.10. Za tezinsku funkciju w,,(z) = 1+ sinmx, gde je m > 3 neparan
broj, koeficijenti rekurentnih relacija (2.8) i (2.9) dati su sledecim eksplicitnim
formulama (¢ € Ny, k € N):

(1 —6(1 52) _ 552) _0,

za k=/t(m, {>1: a,(f)—5(2)—1 Oék ——(5

zak=Im+1,0>1:

) _ (2€ + 1)2 —1 Oz(l) _ _5(1) _ (—1)4
(20+1)2 7 K T

@) _ 5

za sve ostale vrednosti k > 1 vazi 04;2) = (5,(€ ) = 1, 04(1) = 5 0,

_ 4o o (1
zak=[m/2]+lm+1: B =~ =

20+ 1)
_1)£+1
k=[m/2 +tm+2: g =2 = (
za (m/2] +tm+2: [ 2+ 1)
za sve ostale vrednosti k wvazi 6,9) = 71(;) = 0, dok za sve k € IN wvazi
1) 1)
. =, =0.

Dokaz. Koraci u dokazu ove teoreme su isti kao koraci u dokazu teoreme 2.9.

Istovremeno sa formulama za koeficijente rekurentnih relacija, dokazujemo da
vaze sledece formule za integrale:

za v =4¥0{m

]CZISZM’ I,
v v 20 +1

za v =Im+ [m/2]

1O _ S _ (€+1)7r’
v v 20 +1

zav=_Im—10>1

(204 1)m

If =10 =
Vo a0

42
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uslucajum >3, zav=—Im+1,....¢m+[m/2] —
(+1)m
[CZISZ—( I,=J,=JC=J°=
14 14 2£+17 J JI/ JI/ 07

izav=_Im+[m/2]+1,...,((+1)m—2

20+ 3)m
IC S ( I C 75 .

kao i za koeficijente reprezentacija (2.5) i (2.6):

zak=0m+p p=0,1,...,[m/2]

A = 9 = (—1)]'%, j=0,1,....[¢/2],
ety = — I i apany = (1) % j=0,1,...,[(¢—1)/2],
A sim =~ renm = (1P 5, =011 1)/2),

d(k) (2j4+1)m—(2p+1)— Iili)(2j+1)m—(2p+l):(_ )széé—j;i), J=0,1,....[¢/2]-
zak=0m—p (>1,p=1,...,Im/2
Wi = 0 = (DL =00 1)/2),
Cl(ck)Qjm+(2p )= gl(ck)Qjm+(2p 1) = (_1)ZH%7 j=1...,1¢/2],
8 sim = e = P o e -,
d® " I S R VAR W)

2i+1)m+2p—-1)" S k—(2j+1)m+(2p—1)

20

svi ostali koeficijenti jednaki su 0.

Koriste¢i formule (2.16), (2.10), i teoremu 2.5, lako se proverava da su za
k <[m/2]—1 sve date formule tacne, tj. I[§ =I5 = JS = —J5 =7, Iy = Jy = 0,

agl)—_51 —1751 —1):0;1za1_k§[m/2]—1,[,?:[,f:7r
]k:Jk:Jk—Jszoc,(,k) dP = =g =0, v=01,.. k-1i
_(5 ])_7()_0 ak _(5(2)—1za1<k<[m/2]—1 Napomenimo

da se deo ovih rezultata (vrednosti koeficijenata i q ) sreée 1 u [91, §3.
Example 4., mada je Turetzkii razmatrao samo ortogonalne trigonometrijske

polinome stepena k + 1/2 sa vodeé¢i koeficijentima c,(f) = d,(f) = 1. Medutim,
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u [91] nisu posmatrani ortogonalni trigonometrijski polinomi stepena k + 1/2 za
k> [m/2].

Za k = [m/2] dobijamo o\’ = 6" = gY) = 4 = ¢ ¥ = 5@ = 1,
P = gk = fﬁk = g,(,) =0,v= 0,1,...,k— 1 i, prema (2.16), IS = I = m,
J¢ = JJ = J, =0, ali, sadaje Iy = /2, izato za k = [m/2]+1 = m—[m/2], vazi

152) = (2) =1/2, kao i dk 5 = ,@2 = —1/2. Ove dve vrednosti za k izdvajamo
posebno da bi uocili razliku izmedu slucajeva kada je m neparan i kada je m
paran broj (videti teoremu 2.11).

Polazeéi od datih formula za v = k — 2,k — 1, k > [m/2] 4+ 2, direktnim
izracunavanjem (koristeéi (2.10)) dobijamo date formule za koeficijente rekurent-
nih relacija ag), ﬁk' ,%g '), (51(6'), Jj = 1,2. Zatim, koristeci te formule i teoremu 2.5
dobijamo formule za cy ,d(k (k) g£ ), v=20,1,...,k. Konacno, koristec¢i dobi-
jene formule za ¢; (k) dzk , fl(k Z(k37 i=0,1,...,k i(2.16), slicno kao u dokazu
teoreme 2.9, dOleaHlO date eksplicitne formule za integrale I, IY, Iy, JS, J3,

Jk. [l

Teorema 2.11. Za tezinsku funkciju w,,(z) = 1 + sinmz, gde je m paran broj,
koeficijenti rekurentnih relacija (2.8) i (2.9) dati su sledecim formulama (¢ €
IN(), k € ]N)

1 1 2 2

() _5() (1):55):07
zam =2: ﬁll :%1):1/2,
zam=2,k=2(,{>1

/+1 2 l
W (=1 @ @ -1 0 o _ (=1
M= T = e S S T B = =y

zam=2k=20+1,0>1
ol = 5 = (=" @ @ (20+1)7°-1

20 +1 M T T T arr1e
1) _ 0 _ (—1)°
k 20+ 1)

za k=0m/2+1, m >4, gde je { neparan broj

2 2 (g + 1)2 — 1 1 1
o = = T o ==
za k =0m/2, m >4, gde je { paran broj
(_1)2/2+1

2 2 1 1
o =4 =1, oft = ot = CTE
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za k=0m/2+1, m >4, gde je { paran broj

@ _ @ _ (+1)*-1 (1)
—_= 5]{? —= —2’ ak = k = s
(¢+1) (41

zam > 4, za sve ostale vrednosti k > 1 vaZi a,(f) = (5,(5) =1 ia,(gl) = (5,(:) =0,
(=1)*

2(0+1)’

(1) _ (_1)Z+1

2(0+1)
,y(l) 0,

za k=m/2+lm, m > 4: ﬁ(l) ()—

cak=m/2+tm+1,m>4: gV

za m > 4, za sve ostale vrednosti k vazi ﬁ

1 za sve parne prirodne brojeve m, za sve k € N vazi ﬁk = 7,(62) 0.

Dokaz. Kaoiu prethodnim teoremama, dokaza¢emo istovremeno da vaze i sledece
eksplicitne formule:

zam=2,v=2

£
fo=—dl =0 ((QEETE;;’ o= (1 (2£7T+ )
zam=2,v=20+1
s
S == (_1)£4(£1 gy = DT (82(521?)

zav=~_{m, m>4

[C:[S:M I,=.J,=0, JC:_JS:(_l)E

v 20417 g v (204 1)
zav=_{m+m/2, m>4
20+ 3)m (20 +3)
IC: S:( ]V:JC:JS:O J, = _1€+1
v v 4(£+1)7 v v ’ ( ) 8(6—’—1)
zav=_Im+m/2—1 m>4
(+ )7 0
Iy s L=JC=J=0, J,=(-1)'-+—
v 20417 g v ’ ( )%%+1f
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zav=Im—1,0>1,m>4

20+ 1) T
]C:[S:(— I, =J, = _ 75 _ 041
by 5 TR J,=0, J¢ J> = (-1) i
uslucajum >4, zav=_Im+1,... m+m/2 —2
(+1)m
R Gl Ly =J,=JJ =J] =0,
v v 20+1"°
izav=_Im+m/2+1,....,(0+1)m—2
20+ 3)7
T £ OO Sy Sy |
14 14 4(£+1) Y 14 14 ?
kao i:
zak=0m+p p=0,1,...,m/2—1
2W+1—24
" _ k) _ i
ck—2jm_gk—2jm_(_ )] 2+ 1 ) ]_071a7[€/2]7
(k) (k) _ 2j+1
Ck—2jm—(2p+1) = ~ Ik—2jm—(2p+1) — ( 1)g+]—2€+17 J —0;1,---7[(5—1)/2]7
(k) _ oy
d —(2j+1)m _fk—(2j+1)m_ (_1)j 26 +1"° J _07177[(6_1)/2]7
2(5+1)
(k) _ k) e 20 B
d —(2j+1)m (2p+1)_fk7(2j+1)mf(2p+1)_(_) j2é—+17]—0717---7[€/2]_

zak=Mm—p, (>1,p=1,....,m/2

Wi = 0y = (DL =00 - 1)/2)
A msory = =K sy = (DT G =102,
d® jatym = = ,i’i)(QjH)m = (—1)?’%6‘”1), j=0,1,...,[¢/2] — 1,
d(k (2j+1)m+(2p—1) " ]ik)(2j+1)m+(2p1):(_1)é+j2j2—_£17 J=0,1,...,[((=1)/2];

svi ostali koeficijenti jednaki su 0.

Direktnim izracunavanjem, kao u dokazu teoreme 2.10, za m > 4 lako se vidi

da su za sve k < m/2 — 1 date formule tacne, tj. I =I5 = J§ = —J5 =,
Iy=Jy=0,al" = 5“)_151 = (1)—01za1<k<m/2 21,5_15_7r
Ik_Jk_JC_J,f_o% =0 =0 =0 —0 o =P =1 (k£1)1i

=d¥ = P = ¢ =0, v =0,1,...,k — 1. Dalje, za k :m/2—1 dobija
se I =10 =m, I, = J = JJ =0, 1, sada, J, = 7/2, pa onda za k = m/2
vazi ﬁ,(;) = fy,(cl) =1/2, kao i d,(f_)l = f,gli)l = —1/2. Sada se ovde jasno vidi razlika
izmedu slucajeva kada je m neparan i kada je m paran broj (videti teoremu 2.10).

Koraci u dokazu su isti kao i u dokazima teorema 2.9 i 2.10. O
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Tezinska funkcija w(z) = V2 +sinx + cosx

Teorema 2.12. Za teZinsku funkciju w(z) = v/2 +sina + cos . koeficijenti peto-
¢lanih rekurentnih relacija (2.8) i (2.9) dati su sledeéim formulama:

of) = X3 +vD), A = (-1 - V)

1 1
1 =5(-14+v2), 8 =2(-3+V2),

1 za sve prirodne brojeve k > 2

( 1
D20k — 1)+ V3 k—
ol — (2k —1)(2k + 1) <( ) (2k—1)+ \/_) , k — paran,
k 1 B
k- Dk 1) <(_1>(k 1)/2(2k +1)+ \/5) .k — neparan,
\
(
1
@) 2k — 1) ((Qk — )2 =1+ (=122 — 1)\/§> , k — paran,
oy~ = 1
(2k — 1)2 ((2k — 12 -1+ (—1)(k+1)/2\/§> .k — neparan,
\
JRE R p—
3D = (2k —1)(2k + 1) ; ,
o 1
2k —1)(2k + 1) <(_1)(k+1)/2(2k -1 - \@) .k — neparan,
\
(
1
51(62) ) (2k —1)2 < +(=1) \/_) ’ paran,
2k —1)2 (1 + (1) * 22k — 1)\@) , k — neparan,
\
1
D20k 1)+ V3 k—
A = (2k—1)(2k+1) <( ) (2k+1) + \/_> , k — paran,
R 1
2k — )2k + 1) ((—1)(k+1)/2(2k -1+ \/5) , k — neparan,
( 1 _ _1\k/2 -
+® = (2k —1)2 < L+ (=1) \/§> , k — paran,
ke 1
2k —1)2 (_1 + (=) "2k — 1)\@) , k — neparan,
s _ ) CE=12k+1) , :
o 1
(2k —1)(2k+ 1) <<_1)(k+1)/2(2k +1)+ \/§> ,  k — neparan,
\
( 1
) 2k —1)? ((2/€ —1)? =1+ (—)* 2k - 1)\/5) .k — paran,
8y =«
1
k=12 ((zk — 1) -1+ (—1)(’%1)/2\/5) 7 k — neparan.
\ _

47



2.2. ORTOGONALNI TRIGONOMETRIJSKI POLINOMI POLU-CELOBROJNOG STEPENA

Dokaz. Koraci u dokazu isti su kao 1 u dokazu teoreme 2.9. Za ovako definisanu

tezinsku funkciju w vazi (6,,, je Kronecker-ova delta funkcija, k, ¢ € IN):

o
3

cos(k +1/2)x cos(f + 1/2)z w(x)de = 7v/20,, + gék’gil, k>1,

o
3

cos(x/2) cos(¢ + 1/2)x w(z)dr = m(vV/2 + 1/2)50, + gém,

o
3

sin(k + 1/2)zsin(f + 1/2)z w(x)de = 7v/20,, + gék’[il, k>1,

sin(z/2) sin(¢ + 1/2)z w(z)dz = 7(v2 — 1/2)50, + géu,

o
3

cos(k 4+ 1/2)zsin(f + 1/2)x w(x)dx = g(&u_l — Opy1), K>1

o
3

cos(z/2)sin(f + 1/2)z w(zx)dx = g(%,e + d1.0),

)
3

cosz cos(k + 1/2)xcos(¢ + 1/2)x w(z)dx

N%c\ﬁc\&c\

T /2
= §5k,£ + 7 Oker1 + 5k€ﬂ:27 k>1,
2
/ cosx cos(x/2) cos(l + 1/2)z w(x)dz= (\/—;— 1)7-(507[4— (2\/§4+ 1)7T(5175+§5M,
0
2
/ cos x cos(3x/2) cos(f + 1/2)zw(x)dx
0
2vV2+1
@V Uns T W\/—5zz + 0
4 2
2
/ cosxsin(k + 1/2)xsin(¢ 4+ 1/2)z w(x)dz
0
T
= §5k,£ + ;/_5k +1+ 5k g2, B>,
2 _ _
cosxsin(x/2)sin(¢ 4+ 1/2)z w(z)dz= %&M—i— (2\/54 Dl 010+ 020,

ﬁc\

cosxsin(3x/2)sin(¢ + 1/2)z w(z)dx
(2\/§ — D \/_

T T
= T>50,e + 551,4 + ———09 + 53 2

C\w
3

cosz cos(k + 1/2)xsin(l + 1/2)z w(zr)de = Z(5k71_g + Ok o2 — Ok p42)-
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Koristeéi ove formule dobljamo

IS =m(V2+ 1/2)00 + (V2 — 1/2)d(n + 7TCO d(n) + W\/—Z < + d(V")2>

+7TZ<VH Cppr T V+1>+7TZ<V ui)l_d(n :(/{1)1
(\/_—1—1/2) +7(vV2—1/2)g" —|—7Tf0 g +7T\/_Z( ") —i—g,,))

+m Z ( u+1 + 91(/ )gz(/+1> +m Z ( gu+1 fu+1>

wﬁumm ™ 4 m@4ﬂmgw+§®go+d<ﬂ
2 S i)

n—1 v=1

+ Z ( I/ V+1 + f V+1 + d gu+1 + gl(/ )d(y—‘21>

+ = Z ( gu+1 - I/n) 1/+1 + f n)dqul fu+1>
JC =m(1+ \/_) W (1= V2)dS ( $a + cﬁ”)df)”)>
+72V2 4+ e + m(2v2 = dd + 7> (e + )

_ v=1
F2rVa S (0, + )

n—2 v=1

+m Z ( ¢y u+2 )df/’r—?Q + Cl(/n)dl(x722 - dl(/n)cl(/?2> )
VDA V(5 )
(N_Jr DS AY +7(2v2 = 1)g6"g)" +WZ ( M7 4 gl >
+ 27“/_2 <f(n y+1 +g! )9521)

—2 v=1

T Z ( V+2 + g,(, )gu+2 + f(n gu+ gzgn)fu(%) ;

o= (1+f) SR +w(1—¢§ Cas + wZ M E o+ d M)
£ (0 4 e + 5 +f“d)

Z(Q\/_—i—l) <Cén)f1n +01 fon)> ( 2v2 — )( 0 91 +d1 go )
+ 7T\/_ Z( 1/+1 f 1/+ +d gu+1+g(n)dl(/+)1)

—2 v=1
m n n n n n
+§Z< )fy+ +f ) 1/+) +d( ) +gl/ dl(/+2
"+ C(n)9u+2 + £ d(n l(/n)cl(j-l‘zQ - Vn)fy+2) :
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Istovremeno sa dokazom da vaze date eksplicitne formule za koeficijente re-
kurentnih relacija, dokazujemo da vaze i sledece formule za integrale (v € INy):

R -
v \ m ((_1)[V/2]+1 +2(v + 1)\/§> , U — neparan,
[ (7 200
. x m <(_1)[V/2} +2(v + 1)\/§> , V —neparan,
m

Io= (=D 2(2v + 1)’

Jo ( (zyi 1)? (1 + (D)7 + 1)\@) ) VT patal

S [
s _ ( (2y1 e (L D72 )v2). v~ paran,

\ ﬁ <1 + (—1)[”/2”11/\/5) , v —neparan,
( )u/2+1 (27;:\_/?)27 vV — paran,
" ( 1)[”/2]7T(V +1)v2 v — neparan.

Za n € IN obelezimo k = [n/4] i m = n — 4[n/4]. Tada su za sve parne n € IN
koeficijenti reprezentacija (2.5) i (2.6) dati slede¢im formulama:
zal=0,1,...,k

9~ 58 (oo e 23 250+

k+0+1 m
_ (=1 <

2

T on+1
zal=0,1,....k—(2—m)/2

(k+0+3)+ (26— ) + 2) V2),

k+0+1 m m
W, = (213+1 (5(4(k—£)+1)+ (2(k+€)+1+5) \/5)

) —(_1)k+g<< 20k —0) — 1+ )f+ ((k:+€)+5)),

A2 9n 4+

| = (Q_nliie <(—1)<2—m>/2( (k+0)+1+ )\/+ sz( (k — E)—l))

1)k S99 m
am, = (22 (4(k +0) +3) + (-1)@" m>/2((k—£)—1+2)ﬂ>

2 o+ 1
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izal=0,1,....k—1

m o CUT 2om - o2 m
Cae3 = on+1 92 (4(k —14) =3) + (-1) ((k+£+1)—|— 2)\/§ ,
(m _ (=DM m m,oo
dihs =5 (004D +5) V2t Ttk -0-1).
Za neparnon € N, za £ =0,1,...,k imamo
Cif):(2n)+1 < 54k —0) +3) + (=1 1)/2<(k+€)+1+2)\@>,
(n) k—i—f
047‘}“7 2n—|—1 (<2k 0 +>\[+( (’f+€)+3)>
k?-l—f
W= m—1 3=m g
diy = 2 +1 (<2k+e )+ 1+ )x/§+ 5 (4 £)+1)>,
k+€+1
it - Dm0/ (g — gy s ML
B = 2n+1 ( 5 (4(k+0) +5) +(-1) (2(k 0+—; )\/5)

i, kona¢no, za ¢ =0,...,k— (3—m)/2 je

k41 —m _—
Chtr = ( 22+1 (3 5 (4k =) 1)+ <2<k+£+1)+21) x@)
_1)kt+¢ m
o = S (02 (a0 - 22 VB 2t 047
_1)k+H+1
dihs = (21n)—|—1 ((—1)(’"1’/ <2(k+€+ 1)+ 2)f+ T( (k—0)+ 1))

p P G <3_m(4(k+€)+) ((k @-32’”) ﬂ)

4043 on+1 9

Koeficijenti gl(,") mogu se dobiti iz formula za ™ mnozedi sa —1 prvi sabirak
u zagradi na desnoj strani, a koeficijenti fy(") mogu se dobiti iz formula za d
takode mnozeéi sa —1 prvi sabirak u zagradi na desnoj strani.

Sve navedene eksplicitne formule mogu se dobiti direktnim izracunavanjem
analogno dokazu teoreme 2.9. O]
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Glava 3

Kvadraturne formule sa
maksimalnim trigonometrijskim
stepenom tacnosti

3.1 Kvadraturne formule Gauss-ovog tipa

Neka je tezinska funkcija w(z) integrabilna i nenegativna na intervalu [0, 27),
takva da moze imati vrednost nula samo na skupu mere nula i neka su x,,
v =0,1,...,2n, razlicite tacke iz intervala [0,27). Posmatra¢emo kvadraturne

formule oblika
2n

2
(3.1) / t(x)w(z)de =Y wyt(x,) + Ra(t),

0 v=0
Definicija 3.1. Kvadraturna formula (3.1) ima trigonometrijski stepen tacnosti
d ako za sve trigonometrijske polinome t € Ty vazi R, (t) = 0 i postoji trigono-
metrijski polinom g € Ty, takav da je R,(g) # 0.

Turetzkii je u [91] razmatrao interpolacione kvadraturne formule oblika (3.1),
tj. kvadraturne formule oblika (3.1) koje imaju trigonometrijski stepen ta¢nosti n.
Takve kvadraturne formule, analogno postupku opisanom u odeljku 1.3.1, mogu
se dobiti iz trigonometrijskog interpolacionog polinoma datog u Lagrange-ovom
obliku (videti [11], [48], [44])

(3.2) to(x) =) Hw,)l(x),
v=0
gde je
T sin T2k Apiy2(x)
g,/(I) = o Ty—Tp s T—Ty Al
kH# sin 5 2sin ¥ AnH/Q(xl,)



3.1. KVADRATURNE FORMULE GAUSS-OVOG TIPA

i A,11/2(x) trigonometrijski polinom polu-celobrojnog stepena n + 1/2 oblika

T — T
2

(A kostanta razlicita od nule).

2n
Ango(x) = A H sin
k=0

Ako obe strane jednakosti (3.2) pomnozimo sa w(x) i integralimo na intervalu
0, 27), dobijamo da su tezine u kvadraturnoj formuli (3.1) date sa

(3.3) w, = /%E () w(z)dz = /27r Ani1/2(2) w(x)dz
' Y P o 2sinTHEALL o (2) '

Ako ¢vorovi z,, v = 0,1,...,2n, nisu zadati unapred, simulirajuci razvoj
Gauss-ovih kvadraturnih formula datih u odeljku 1.3.2, mozemo pokusati da ih
odredimo tako da trigonometrijski stepen tac¢nosti kvadraturne formule (3.1) sa
n povecamo na 2n. Napomenimo da se neki rezultati vezani za ovaj problem
mogu naéi i u radovima [80] (za w(z) = 1) i [41] (za parne tezinske funkcije).
Takode, neki pocetni rezultati za m—periodi¢nu tezinsku funkciju w na (0,4m)
mogu se naéi u [28], pri cemu je detaljnija analiza radena samo za tezinske funkcije
w(r) = sin®z, w(r) = cos?(z) i w(xr) = 1. U [91] je dokazana sledeéa teorema.

Teorema 3.1. Kvadraturna formula oblika (3.1), u kojoj su koeficijenti w,,
v=20,1,...,2n, dati sa (3.3), je Gauss-ovog tipa, tj. ima trigonometrijski stepen
tacnosti 2n, ako i samo ako su ¢vorovi x,, (€ [0,27)), v =0,1,...,2n, nule orto-
gonalnog trigonometrijskog polinoma polu-celobrojnog stepena Ay 11/2(x) u odnosu
na tezinsku funkciju w(z) na [0, 27).

Prethodna teorema kaze da ¢vorovi moraju biti nule ortogonalnog trigono-
metrijskog polinoma polu-celobrojnog stepena A, 1,2 € T 2, koji, prema teo-
remi 2.2, u intervalu [0,27) ima 2n + 1 razlic¢itih nula. Videli smo da je or-
togonalni trigonometrijski polinom polu-celobrojnog stepena A, /2 € T/ jed-
nozna¢no odreden ako su mu fiksirani vodeéi koeficijenti (teorema 2.1), pa Gauss-
ova kvadraturna formula (3.1) nije jedinstvena. Naime, imamo 4n + 2 nepoznata
parametra, a znamo da je formula ta¢na za sve trigonometrijske polinome iz li-
nearnog prostora Ty, dimenzije 4n + 1.

Primenjujuéi kvadraturnu formulu (3.1) na trigonometrijski polinom
A, z)\ 2
- (e e,
sin #5

dobija se ([91, Theorem 2.])

2
2m A
w= [ (e ) wa,
0 2An+1/2(xl,) sin 57

tj. svi tezinski koeficijenti w,, v = 0,1, ..., n, su pozitivni. Ta ¢injenica je bitna za
dokaz konvergencije kvadraturnih formula Gauss-ovog tipa. Naime, vazi sledec¢a
teorema (videti [91]).
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3.1. KVADRATURNE FORMULE GAUSS-OVOG TIPA

Teorema 3.2. Neka su x, @ w,, v = 0,1,...,2n, redom cvorovi i teZine kva-

draturne formule Gauss-ovog tipa (3.1). Tada za svaku neprekidnu 27-periodicnu
funkciju f vazi

2n 2
Jim v = [ ua

Teorema 3.1 se moze jednostavno modifikovati translacijom intervala [0, 27).

Lema 3.1. Za L € R, kvadraturna formula

(3.4) /L ’ t(z)(x)de =Y Wyt(r,), tE€ T,

gde su koeficijenti w,, v =0,1,...,2n, dati sa

2m+L Av T . ~ 2n _
f= [ Gy, At = AT 5
L 2 sin #5™ A;LH/Z (1) o

je Gauss-ovog tipa ako © samo ako su cvorovi T, v = 0,1,...,2n, nule 1z inter-

vala [L, 2w + L), trigonometrijskog polinoma polu-celobrojnog stepena Avnﬂ/g(x)
ortogonalnog na [L,2m + L) u odnosu na teZinsku funkciju w(x).

Dokaz. Ako podemo od kvadraturne formule (3.1) za tezinsku funkciju w(z) =
w(x + L), z € [0,27), i uvedemo smenu = := = + L, dobijamo

2n+L 2n
/ t(x — L)w(zr — L)dx = Zwyt(xl, +L—L), te€T,,.
L k=0

Kako t(z— L) € Tap, ako obelezimo t(z) = t(x—L) i1, = x,+L, v =0,1,.

.., 2n,
dobijamo

(3.5) /L ’ Ho)@(r)de = wi(r), €€ T,

sto je kvadraturna formula Gauss-ovog tipa na [L, 27w + L), tacna za sve t e Top.
Dakle, u odnosu na polaznu formulu ¢vorovi su translirani, tj. 7, = x, + L,
v=0,1,...,2n.

Ako obelezimo

2n
~ . ZL’—’TV ~
Anirpp(z) = A [ sin o A0,
v=0

vidimo da je A,i12(x — L) = ZnH/Q(x), gde je A,i1/o trigonometrijski poli-

nom polu-celobrojnog stepena sa nulama u ¢vorovima kvadraturne formule (3.1)
(videti lemu 2.5).
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3.1. KVADRATURNE FORMULE GAUSS-OVOG TIPA

Sli¢no, ako uvedemo smenu x := x 4+ L u integralnu reprezentaciju tezina w,,
v =20,1,...,2n, dobijamo upravo ono sto se i tvrdi u lemi. O]

Razmotri¢emo sada sluc¢aj kada je tezinska funkcija w,,(z) = 1 + sinmz,
m € IN. Ukoliko je nzd(m, 2n+1) = d # 1, tada se parametri kvadraturne formule
Gauss-ovog tipa sa 2n+1 ¢vorova mogu direktno dobiti iz parametara kvadraturne
formule sa (2n + 1)/d ¢vorova za tezinsku funkciju wy, gde je k = m/d.

Teorema 3.3. Obelezimo sa x,,w,, v =1,...,2n+ 1, ¢vorove i tezine kvadra-
turne formule Gauss-ovog tipa za teZinsku funkciju wy,(z) = 1+ sinmzx, m € IN.
Tada su

R T, 29T Wy, ,
Tion+1)4v = ——FT, Wj(2n+1)4v = 7, ] :0,1,...,q—1,l/: 1,...,2n+1,

cvorovi 1 teZine kvadraturne formule Gauss-ovog tipa sa (2n + 1)q cvorova za
tezinsku funkciju wp,(x) = 1+ sinmqz, gde je ¢ neparan ceo broj.

Dokaz. Prema uslovima ortogonalnosti za tezinsku funkciju w,,(z) = 1+ sinmz,
m € IN, vazi

2m
Api1yo(z) cos(k +1/2)x (1 +sinma)de =0, k=0,1,...,n—1,
0

27

Apiio(x)sin(k +1/2)z (1 +sinma)de =0, k=0,1,...,n—1.
0

Ako uvedemo smenu z := ¢z, dobijamo

2m/q
/ Ant1y2(qe) cos(k 4+ 1/2)qx (1 +sinmga)dr =0, k=0,1,...,n -1,
0

2m/q
/ Anti/2(qr) sin(k +1/2)gx (1 + sinmgr)de =0, k=0,1,...,n— 1.
0

Uvodeéi sada t = x + 2j7/q, 7 =1,...,q — 1, dobijamo

2(j+1)m/q
/ Apyr ot — 2j7) cos(k + 1/2)(at — 2j7) (1 + sinm(qt — 2j))dt = 0,
2jm/q

2(j+1)m/q
/ Ania/2(qt — 2jm) sin(k + 1/2) (gt — 2j7) (1 4 sinm(qt — 2j7))dt =0,
2jm/q

zak=0,1,...,n—1,tj.

2(j+)/q
/ Ant1/2(qt) cos(k +1/2)qt (1 + sinmgt)dt = 0,
2j7/q
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(G+D/q
/ Ani/2(qt) sin(k + 1/2)qt (1 + sinmgt)dt = 0,
2

im/q
jerzaj=1...,q—1 vazi

cos(k + 1/2)(qt — 2j7) = (—1) cos(k + 1/2)qt

sin(k + 1/2)(qt — 2j7) = (—1)? sin(k + 1/2)qt

Prema tome, vazi

27
/ Ania/2(qr) cos(k +1/2)qgx (1 + sinmgzr)de =0, k=0,1,...,n—1,
0

27
/ Ant1/2(qr) sin(k +1/2)gx (1 + sinmgzr)de =0, k=0,1,...,n— 1.
0

Obelezimo sa T linearni prostor nad skupom
cos(k +1/2)qx = cos(kq+ (¢ —1)/2+1/2)z, k=0,1,...,n,

sin(k +1/2)qx =sin(kq+ (¢ —1)/2+1/2)z, k=0,1,...,n.
Ocigledno je T9 C ‘.Tlé i (g-1)/2° Koristedi integrale (2.16) dobijamo sledeé¢u orto-

gonalnost T L (‘Tju/] i(q_l) /5 ©T7) u odnosu na skalarni proizvod

2

(f,q) = f(2)g(x) wpg(x)de.

0

To znaci da je A,41/2(qx) ortogonalan na intervalu [0, 27) na svim trigonomet-
1/2

nat(g-1)/2-1 U odnosu na te-

rijskim polinomima polu-celobrojnog stepena t € T
zinsku funkciju wp,,(x).

Ako A, 11/2(x) predstavimo u obliku

2n—+1

Ansipo(a AHsm S AF,

tada je

2n+1 2n+1 _ /Q)
Apyipa(qr) = A H sin 2 =A H sin N~ Tv/4)

Sada je ocigledno da su Zj@oni1)40, J = 0,1,...,¢ =1, v = 1,...,2n 4 1, nule
trigonometrijskog polinoma polu-celobrojnog stepena A, 1/2(qx).

Jednostavno se dobijaju i tezinski koeficijenti w;(2nt1y1v, 7 = 0,1,...,¢ — 1,
v=1,....2n+ 1. ]
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3.1.1 Numericka konstrukcija kvadraturnih formula
Gauss-ovog tipa

U ovom odeljku predstaviéemo metod za numericku konstrukeciju kvadratur-
nih formula Gauss-ovog tipa. Kao sto smo ve¢ videli, za bilo koji prirodan broj
n, kvadraturna formula Gauss-ovog tipa je sledec¢eg oblika

(3.6) /O Wt(:r) w(z)dzs =) wyt(z,), tE Tan,

gde su ¢vorovi x,,, ¥ = 0,1, ..., 2n, nule ortogonalnog trigonometrijskog polinoma
polu-celobrojnog stepena A, 11,2, a tezine w,, v = 0,1,...,2n, date sa

(3.7) w, = /027T Anr1/2(2) w(x)dx.

. — Ty
2sin 5 Al a(@)

Mi ¢emo koristiti trigonometrijski polinom polu-celobrojnog stepena AgH /2
sa vodeéom kosinusnom funkcijom, dat sa (2.5) (naravno i bilo koji drugi ortogo-
nalni trigonomtrijski polinom polu-celobrojnog stepena A, /2 se moze koristiti
umesto Ag+1/2)'

Kao i obi¢no, algoritam za konstrukciju kvadraturnih formula Gauss-ovog tipa
sastoji se iz dva dela. Prvi deo se odnosi na konstrukciju ¢vorova, a drugi deo
na konstrukciju tezina. Konstrukcija ¢vorova je nezavisna od konstrukcije tezina,
dok tezine mozemo konstruisati samo ako su nam poznati ¢vorovi.

Za konstrukciju tezinskih koeficijenata moze se iskoristiti formula (3.7), uko-
liko mozemo efikasno da izracunamo integral koji se javlja u toj formuli, kao
i vrednost ortogonalnog trigonometrijskog polinoma polu-celobrojnog stepena
Ay 112 1 njegovog izvoda u tackama iz intervala [0, 27). Za izracunavanje integrala
mozemo koristiti Gauss—Legendre-ovu kvadraturnu formulu ukoliko je tezinska
funkcija glatka i stepen od A,/ nije previSe visok. Praktiéno, ako radimo u
D-aritmetici (16 decimalnih cifara u mantisi) i primenjujemo Gauss—Legendre-
ovu kvadraturnu formulu, polu-celobrojni stepen trigonometrijskog polinoma ne
bi trebalo da bude veéi od 101/2. Akosu 7,1 0,, v =1,...,N, &vorovi i tezine
Gauss—Legendre-ove kvadraturne formule, tada je

T N . (WAp41/2) (7T, 4+ 7)

/ 14 TTy—Tk )
2An+1/2(:vk) — cos Tk

Wy ~ k=0,1,...,2n.

Kao §to vidimo, neophodno je izracunati vrednost A, 1/2(x) u razlicitim tackama
iz intervala [0, 27). To se moze uraditi koris¢enjem petoclanih rekurentnih relacija
(2.8) i (2.9). Takvo izracunavanje vrednosti trigonometrijskog polinoma polu-
celobrojnog stepena je numericki stabilno.
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3.1. KVADRATURNE FORMULE GAUSS-OVOG TIPA

Vrednosti izvoda (A, 1/2)'(x) mogu se takode dobiti koris¢enjem istih peto-
¢lanih rekurentnih relacija. Naime, diferenciranjem rekurentnih relacija (2.8) i
(2.9) dobijamo

<A2pr@»=:—2anxA§lﬂu»+«2awx——aﬁ>wu U»(:
_ﬁk ( k— 1/2),@)_0% (A 3/2)/(@ 6}: ( k— 3/2)/< ),
(A3,1)0) (x) = —28inw Ay | o(2) + (2cos — %m&mﬂ>
) —

—WAG ) () = 62 (A5 5 0) (2) — 72 (A 5,) (),
(ASY () = —gsin T, (A3)(x) = 5 cos

Koriste¢i prethodni sistem rekurentnih relacija mozemo izrac¢unati izvod trigo-
nometrijskog polinoma polu-celobrojnog stepena A, 1/2(z) u bilo kojoj tacki iz
intervala [0, 27).

Jasno je da ovakav metod konstrukcije ortogonalnih trigonometrijskih poli-
noma polu-celobrojnog stepena A, 1/2(x) zahteva poznavanje koeficijenata re-
kurentnih relacija. Ovi koeficijenti se mogu racunati formulama (2.10), gde
se za aproksimaciju integrala koriste Gauss—Legendre-ove kvadraturne formule.
Medutim, takvom procedurom se moze dobiti mali broj koeficijenata rekurent-
nih relacija. U primerima koji ¢e kasnije biti prezentovani, nije koris¢ena takva
procedura, veé su iskoriS¢eni analiticki izrazi za koeficijente rekurentnih relacija,
dati u odeljku 2.2.3.

Postoji jos jedan nacin za racunanje tezina, baziran na ¢injenici da je funkcija
Aps1p2(x)/sin 5%k = 0,1,...,2n, koja se javlja pod integralom (3.7), trigo-
nometrijski pohnom stepena n. To znaci da ukoliko imamo konstruisanu kva-
draturnu formulu Gauss-ovog tipa (3.6) sa 2[(n + 1)/2] + 1 ¢vorova, onda taéno
mozemo dobiti tezine kvadraturne formule Gauss-ovog tipa sa 2n + 1 ¢vorova.
Prema tome, moze se razmatrati konstrukcija niza od m = [logyn| + 1 kva-
draturnih formula Gauss-ovog tipa (3.6), ta¢nih na nizu prostora Ta,,, gde su
prirodni brojevi ny, k = 1,...,m, odredeni sa n,, = n, ny = [(ng1 + 1)/2],
E=m—1,...,1. Sa ovakvim pristupom, jedino za tezine kvadraturne formule
Gauss-ovog tipa sa 2n; 4+ 1 ¢vorova koristimo Gauss-Legendre-ove kvadrature,
dok za racunanje tezina za sve ostale kvadrature u posmatranom nizu koristimo
prethodno konstruisane kvadrature u nizu.

Razmotrimo sada problem konstrukcije ¢vorova kvadraturne formule Gauss-
ovog tipa (3.6). Iz rekurentnih relacija (2.8) 1 (2.9) za k = 1,...,n dobijamo

[ Alp(@) ] [ Afp(@) 7 T 0]
A7 y() A7 () 0
2cosx : = Jo, : + : 7
AS 1+1/2(*75) Ag 1+1/2(5C) A§+1/2($)
L A§—1+1/2($) i | A§_1+1/2(5U) ] An+1/2($) |
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3.1. KVADRATURNE FORMULE GAUSS-OVOG TIPA

gde je J,, matrica

C '
no§ 01
2 2 1 1
RO A T
Yo 0y Yo 0y 0 1
Ty, = a:(f) 6§2) aél) ﬂ?()l) 1
woe? ) e 0
Oég?) 7(12) ag) 1(11)
%(12) 57(12) %(11) 57(11)

Ocigledno je da numericki metod za konstrukciju Gauss-ovih kvadraturnih
formula baziran na odredivanju sopstvenih vrednosti matrice sastavljene od ko-
eficijenata rekurentnih relacija (teorema 1.14) ovde ne moze biti primenjen, jer
Ag+1/2 i A§+1/2’ n € N, zadovoljavaju sistem petoclanih rekurentnih relacija.

Za konstrukciju ¢vorova iskoristi¢emo algebarski polinom (2,11(z) definisan
u lemi 2.3. Iz reprezentacije

efi(n+1/2)m "
An+1/2($) = TQZn—H(e )7

vidimo da nule algebarskog polinoma (s,+1(2) na jedinicnom krugu odreduju
nule trigonometrijskog polinoma polu-celobrojnog stepena A, 11/2(x) iz intervala
[0,27). Kako, prema teoremi 2.2, ortogonalni trigonometrijski polinom polu-
celobrojnog stepena A, 11/2(x) ima 2n + 1 razlicitih nula u intervalu [0, 27), to i
odgovarajuéi algebarski polinom @9, +1(2) ima 2n + 1 prostih nula na jedini¢nom
krugu. Za AgH /Q(w), odgovarajuéi algebarski polinom (s,11(2) je oblika

Qonsr(2) = 1+a™ 2+ 4@z 4 alm e + it 4 g 20t
gdejea =" —id™, v=0,1,...,n—1 (videti lemu 2.3).

Dacemo prvo metod za odredivanje nula algebarskog polinoma Qa,41(2).
Kada znamo nule z,, v = 0,1,...,2n, algebarskog polinoma @s,.1, nule z,,
v = 0,1,...,2n, trigonometrijskog polinoma polu-celobrojnog stepena AS+1 /2
mogu se odrediti na sledec¢i nacin

x, =argz, € [0,27), v=0,1,...,2n.

Za sva izracunavanja koristili smo programski paket MATHEMATICA i odgo-
varajuéi paket opisan u [9]. Pritom, radili smo u D—aritmetici (16 decimalnih
cifara u mantisi).
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3.1. KVADRATURNE FORMULE GAUSS-OVOG TIPA

Za simultano izracunavanje nula z,, v = 0,1,...,2n, algebarskog polinoma
Qan+1(2), koristimo iterativni proces

(k)
(3.8) zg’““):z(’“)—Q?L(z”), v=0,1,....2n; k=0,1,...,

TG
2n
gde je Py(z) = H(z — 2. Startne vrednosti moraju biti medusobno razlicite,
v=0

. (0 0 . ;.
tj. zi()%zj(-),z%].
[terativni proces (3.8) je ekvivalentan metodu Newton—Kantorovich-a prime-

njenom na Viete-ove formula (videti [47, p. 418]). Prema tome, iterativni proces
(3.8) ima kvadratnu konvergenciju.

Lako se vidi da je P,g(zl(,k)) = ]I (z,gk) - sz)). Za iteratvini proces (3.8)
uFV
potrebno je jo$ izracunati vrednost Q2n+1(21(/k)>, v=20,1,....2n, k = 0,1,...,

za proizvoljno z,(,k) € C. Kao sto znamo vazi

e~i(n+1/2)x '
Ant1ya(z) = TanH(em), x € [0,2m).

Posto su u prethodnoj jednakosti sve funkcije analiticke, na osnovu principa ana-
litickog produzenja (videti [27]), jednakost vazi i za sve z € C. Kao S§to je
ve¢ receno, vrednost A,1/2(x) moze se racunati na stabilan nacin koris¢enjem
petoclanih rekurentnih relacija, pa se i vrednost polinoma (9,1 moze racunati
na isti nac¢in. Problem je $to moramo da ra¢unamo vrednost polinoma (s,.1 u
datoj tacki 2 e C, tj. vrednost trigonometrijskog polinoma polu-celobrojnog

stepena A, ;2 u tacki —iLog(z,(,k)). Moglo bi se desiti da za razlicite grane Log

funkcije dobijemo razlicite vrednosti za Q2n+1(z£k)). Medutim, to nije slucaj.
Naime, neka je z # 0 1 —iLogz = —ilog z + 2k7 za neko k € Z, gde je log1 = 0.
Tada za x = —ilog z vazi

Q2n+1(2) _ 2ei(n+1/2)(x+2k7r)An+l/2(x + 2]{;71—)
_ 2(_1)kei(n+l/2)x(_1)kAn+1/2($) _ 2€i(n+1/2)x14n+1/2($),

tj. vrednosti dobijene koris¢enjem bilo koje grane Log funkcije su iste. Ako je
2 = 0, tada jednostavno dobijamo da je (Q2,+1(0) = 1. Dakle, mozemo za-

kljuciti da je

0 (2) = 1, z =0,
VI 26/ Dloez AL 0 (—ilog ), 2 # 0.

Koriste¢i opisani postupak izracunavanje vrednosti polinoma (s, moze biti

slabo uslovljeno ako iteracija 2 nije dovoljno blizu jedini¢nom krugu. Zbog toga

je jako vazno napraviti dobar izbor pocetnih vrednosti. Zapravo, glavni problem u
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3.1. KVADRATURNE FORMULE GAUSS-OVOG TIPA

procesu izracunavanja nula trigonometrijskog polinoma polu-celobrojnog stepena
AS+1/2 je izbor startne iteracije 250), v=20,1,...,2n. Slede¢a lema daje veoma
korisne sugestije za izbor dobrih startnih vrednosti u iterativnom procesu (3.8).

Lema 3.2. Postoji ¢ € 7., takvo da za nule xz,, v = 0,1, ..., 2n, trigonometrijskog
polinoma A%l/? vazi

(3.9) To+ x4+ 29 =204+ 1), (€7

Dokaz. Tvrdenje sledi direktno iz Viete-ovih formula:

ixg iron

2071+ * Zop = €101

cie — el@otmittran) _ 1 0

Napomena. Znajuéi koeficijente petoclanih rekurentnih relacija, za dobro iza-
brane startne vrednosti iterativnog procesa (3.8), za racunanje nula trigonomet-
rijskog polinoma polu-celobrojnog stepena AgH /9 potrebno je O(n?) operacija.
Kao sto je veé¢ receno odgovarajuce tezine (3.7) mogu se racunati tacno pri-
menom kvadraturne formule Gauss-ovog tipa sa 2[(n + 1)/2] + 1 évorova. Posto
je Eigg n (n/2F)? = (4 — 27 2llee27l)n2 /3 ykupan broj operacija za konstrukciju
potrebnih m = [log, n| + 1 kvadraturnih formula Gauss-ovog tipa (3.6) je takode
O(n?).

Parna tezinska funkcija na (—7, )

Razmotri¢emo na kraju pitanje konstrukcije kvadraturnih formula Gauss-ovog
tipa u slucaju kada tezinska funkcija w zadovoljava w(z) = w(—=z), z € (-7, 7).
Koristeci teoremu 2.8, imamo

~ I -
(3.10) ASH/Q(arccos x) = —; xC’n(m),

i algebarski polinomi zadovoljavaju slede¢u troc¢lanu rekurentnu relaciju

(311)  Cule) = 20— a0)C0i () — aPCs(e), a2 =0, Co=1.

To znac¢i da mozemo racunati nule algebarskog polinoma 5’n primenom Q)R-
algoritma (videti odeljak 1.3.2 1 [22], [17], [19], [47], [44]), tj. moZemo racunati
nule trigonometrijskog polinoma polu-celobrojnog stepena gn+1 /2 primenom Q)R-
algoritma. Takode i tezine w,, v = 0,1,...,2n, kvadraturne formule (3.4) se
mogu dobiti () R-algoritmom.
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3.1. KVADRATURNE FORMULE GAUSS-OVOG TIPA

Lema 3.3. Neka je w parna teZinska funkcija na (—m, 7). Obelezimo sa x, i
wy,, Vv =1,...,n, redom cvorove i tezine obicne Gauss-ove kvadraturne formule
(konstruisane za algebarske polinome) sa n tacaka w odnosu na tezinsku funkciju
w(arccosz)\/(1+z)/(1 — ), v € (—1,1). Tada za kvadraturnu formulu Gauss-
ovog tipa (3.4) (za trigonometrijske polinome) u odnosu na tezinsku funkciju w
na (—m, ) imamo

2n—1

~ ~ wy+1 ~

wzn_,,_lzw,,zl—, v=0,1,...,n—1, wy, = x)dr — E W,
+xl/+1

Ton—y—1 = —Ty = arccosx,11, v=0,1,....n—1, 1, =m.

Dokaz. Gauss-ova kvadraturna formula (za algebarske polinome) moze se kon-
struisati koriséenjem troclane rekurentne relacije (3.11). U moni¢noj varijanti,

koeficijenti rekurentne relacije dati su sa &1(,1)/2 i a,€2>/4, v € N. Primenom QR-

algoritma dobijamo ¢vorove z,, v = 1,...,n, odakle, smenom x := arccos x, do-
bijamo da su nule trigonometrijskog pohnoma polu-celobrojnog stepena An 172
date sa 79,_, = —7, = —arccosx,, v = 0,1,...,2n — 1. Koriste¢i lemu 2.7 i

teoremu 2.6, dobijamo 7y, = 7.

Poznato je da se tezine Gauss-ove kvadraturne formule mogu konstruisati
koriséenjem Shohat-ove formule (videti [84], [53]). U nasem slucaju vazi
-1

n—1 =~ 2

Ck(a:,,)

Wy = Ko Z (Hk. (2)> ;
k=0 Jj=2

1
1 ~
Lo :/ \/ T w(arccos x)dx
-1 11—z

Primenom (3.10) dobijamo

gde je

1+,
Wy = (L+ 2 )po v=1,...,n

PR
5 T )
(2)
H] 2&]

Koristeéi lemu 3.1 i rezultat iz [91], dobijamo da su tezine w, za tezinsku funkciju
w(x) =w(2r —z), x € [0,27), date sa

Ho Ho

2 ~ 29
9 Z Ag+1/2 (TQn vt 7T) 9 nil AE—I—I/Q(TQ”*V)
I (2) — ko ~(2)
oo O k=0 [[

zav=0,1,...,n— 1, pri ¢emu smo iskoristili ¢injenicu iz leme 3.1 da se ¢vorovi
menjaju prema aditivnom zakonu, i da je

2 s 1
- 1 -
Ho = / sin® = w(z)de = / cos? = w(z)de = / T w(arccos x)dx
; 2 I N1tz
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3.1. KVADRATURNE FORMULE GAUSS-OVOG TIPA

Kombinujuéi formule za tezine dobijamo

~ Wy+1
Ty = —4L =01, n— 1.
1+ Tyt
Posto je formula simetri¢na, to je w, = wy,_,_1, ¥ =0,1,...,n — 1. Konaé¢no iz

uslova

—Tr

2n T
Zf&y = / w(z)dex,
v=0

jednostavno sledi
2n—1

wgn:/ dx—Zwy. O

Analogno se dokazuje i sledeca lema.

Lema 3.4. Neka je w parna teZinska funkcija na intervalu (—m,m) i neka su

T, twy,, v=1...,n, redom cvorovi i tezine Gauss-ove kvadraturne formule sa
n tacaka (ko nstruisane za algebarsk:e polinome) u odnosu na teZinsku funkciju

w(arccosx)\/(1 —x)/(1+z), € (—=1,1). Tada za kvadraturnu formulu Gauss-
ovog tipa (3.4) (za tmgonometmyske polmome) u odnosu na tezinsku funkciju w

na (—m,m) imamo

w 2n—1

~ ~ +1 ~

wgn,,,:w,,:l_”—xyﬂ, v=0,1,...,n—1, wn:/_ dx—Zwy,

Ton—y = —T, = arccos 41, v=01...,.n—1, 7,=0.

3.1.2 Numericki primeri

U ovom odeljku da¢emo nekoliko numerickih primera.

Primer 3.1. Neka je w(x) = 1+sinmz, x € [0,27), gde je m € IN neparan broj.

Prema eksplicitnim formulama datim u teoremi 2.10 i u njenom dokazu, za
m > 3 za sve n < [m/2], ortogonalni trigonometrijski polinom polu-celobrojnog
stepena AY wi1/o je oblika A +1/2( x) = cos(n + 1/2)x. U tom slucaju, lako se
dobijaju eksplicitne formule za ¢vorove x, i tezine w,:

2V—i-1 2

3.12 ) :
(3.12) o 1" o+ 1

v=0,1,...,2n.

Lako se vidi da je zbir ¢évorova z,, v = 0,1,...,2n, datih sa (3.12), jednak
(2n+ 1)m.
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Za n > [m/2] tvorove ra¢unamo koriste¢i iterativni proces (3.8). Prvi korak je
izbor pocetnih vrednosti = (0,2m), v =0,1,...,2n, iz kojih dobijamo startnu
iteraciju zﬁo) = el‘”("), v =20,1,...,2n. Startne vrednosti :v,(,o), v=201,...,2n,
biramo tako da njihov zbir bude (2n + 1)7. Za neke vrednosti n > [m/2] + 1,
pocetne vrednosti x,(,o), v =20,1,...,2n, generiSemo koriste¢i nule trigonometri-
jskog polinoma polu—celobrOJnog stepena A 1 /2( x). Na osnovu velikog broja
numerickih eksperimenata primetili smo da za n > [m/2] + 1 nule imaju neku
vrstu medusobnog razdvajanja (naravno, za k = 0,1,...,[m/2] svi Ak+1/2( x)
imaju jednu zajednicku nulu z; = m). Na slici 3.1 prlkazane su nule ortogo-
nalnog trigonometrijskog polinoma polu-celobrojnog stepena A ni12 U odnosu na
tezinsku funkciju w(x) = 1 + sin 15z, za n = 17(1)20.

Ako su Tén) < 7'1(") < e < Tz(n) nule ortogonalnog trigonometrijskog poli-

noma polu-celobrojnog stepena AS o), n > [m/2] + 1, tada za odredivanje

nula trigonometrijskog polinoma polu-celobrojnog stepena An 13 /2( x) pocetne vre-

dnosti x(yo), v =20,1,...,2n + 2, biramo tako da im zbir bude (2n + 3)7 i da

zadovoljavaju sledeci uslov

(0)<Té)<x§0)<r(”)< c< ™ <20 <20, <)
(0) (n) (0)
< xn+3 << T2n < x2n+2
O
n=18 -
70 = 2() oo oee oo o ce c0e s0c 00 000s s0s s00 00 s 00 see se e oo o
0 1 2 3 1 5 6

Slika 3.1: Nule ortogonalnog trigonometrijskog polinoma polu-celobrojnog ste-
pena An+1/2 u odnosu na tezinsku funkciju w(z) = 1 + sin 15z, x € [0,27), za
n=17(1)20

Za koeficijente rekurentnih relacija (2.8) i (2.9) koristimo eksplicitne formule
date u teoremi 2.10, odnosno u teoremi 2.9 za m = 1. U numerickim eksperimen-
tima ispostavlja se da je problem nalazenja dobrih pocetnih vrednosti kompli-
kovaniji za male vrednosti m (na primer m = 1,3,5). Najjednostavnije pocetne
vrednosti su

2v+1

(3.13) z0 = T v=0,1,...,2n,
n

(ekvidistantne tacke u intervalu (0, 27) i zbir im je (2n + 1)m). Iterativni proces

(3.8) sa startnom iteracijom ZS)) = e‘m("), v =20,1,...,2n, gde su azy dati sa
(3.13) primenjivali smo u sledeéim slucajevima:
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e slucaj m =9 za b <n <45
e slucaj m =15 za 8 <n < 251 za n = 30(5)85;

e slucaj m = 75 za n € {38,39,40} (broj iteracija jednak je 6) i za n

45(5)100 (za sve ove vrednosti n broj iteracija je 5).

Medutim, u slu¢ajevima m = 1, m = 3 1 m = 5, pocetne vrednosti (3.13)
mozemo koristiti samo za n < 10, n < 20 i n < 30, respektivno. Za veée vredno-
sti n koristimo nule ortogonalnog trigonometrijskog polinoma polu-celobrojnog
stepena A | /2 da bi generisali startnu iteraciju.

U tabeli 3.1 dati su ¢vorovi z,, i tezine w,, kvadraturne formule Gauss-ovog
tipa u odnosu na tezinsku funkciju w(z) = 1 + sinlbx za n = 25. Kako je
nzd(2n + 1,m) = nzd(51,15) = 3, to, prema teoremi 3.3, vazi w, = wWy417; i
Typ17j = T, +2j7/3, 5 = 1,2, v =0,1,...,16. U tabeli 3.1 su dati ¢vorovi z, i
tezine wirjq, v =0,1,...,16, 7 =0,1,2.

Tabela 3.1: Cvorovi , i tezine Wirj4v, ¥ = 0,1,...,16, 7 = 0,1, 2, kvadraturne
formule Gauss-ovog tipa za tezinsku funkciju w(x) = 1+ sin 15z, x € [0,27), za

n =25

Ty

W17j4v, .] - Oa 17 2

© 00 ~JO T W~ OIR

0.0734401134707617
0.1720803992707313
0.2993059533314362
0.4461644342899088
0.5445227530917630
0.6414418782341709
0.8337565680606713
0.9305122558894531
1.0284562970240495
1.1941155620071260
1.3057227567822522
1.4044808463174123
1.5068361968932778
1.6866505393455060
1.7841265106107811
1.8811643708168992
2.0695809349059611

0.1849824504539084
0.1537846831517915
0.0307792282514791
0.1401732745185891
0.1898081115080525
0.0778455112386129
0.0908209422996504
0.1925521119018577
0.1271338202783832
0.0374793000746708
0.1667479588549361
0.1773988199716636
0.0494873674658285
0.1148661358623812
0.1937788694612881
0.1029645966854189
0.0637919204146833

Primer 3.2. Neka je w(x) =1+ sinmaz, gde je m € N paran broj.

Prema eksplicitnim formulama datim u teoremi 2.11 i u njenom dokazu, u
slu¢aju m > 4, za sve prirodne brojeve n < m/2—1 je Ag+1/2(a:) = cos(n+1/2)z,
pa su ¢vorovi x, 1 tezine w,, v = 0,1, ..., 2n, date sa (3.12).
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3.1.

KVADRATURNE FORMULE GAUSS-OVOG TIPA

Tabela 3.2: Cvorovi z,,, v = 0,1, ..., 2n, kvadraturne formule Gauss-ovog tipa za

tezinsku funkciju w(z) = 14 sin 50z, z € [0,27), za n = 25

Ty

T17+v

T34+v

S ©00 0T W OT

N T = ey
ST W N

0.0437696975461690
0.1680572310428011
0.2924577772609259
0.4169517048517318
0.5415228156521995
0.6661575921351178
0.7908446090617998
0.9155740710944654
1.0403374458729844
1.1651271687302412
1.2899364005225395
1.4147588240731420
1.5395884676639467
1.6644195460588000
1.7892463108602127
1.9140629026986649
2.0388631978902007

2.1636406417855051
2.2883880600363662
2.4130974373388425
2.5377596507423607
2.6623641411606281
2.7868985020797753
2.9113479584697332
3.0356947016184854
3.1599170377010471
3.2839883015926769
3.4078754885382263
3.5315375783972615
3.6549236000621025
3.7779706681729619
3.9006026336522674
4.0227307996524905
4.1442595261254562

4.2651012450237054
4.3852058050373930
4.5046039583815650
4.6234496920089237
4.7420276283431659
4.8606971330055078
4.9797911584537416
5.0995317482730982
5.2200072319479234
5.3412019414901779
5.4630423375637033
5.5854341400227252
5.7082840158088338
5.8315092331359442
5.9550403615334283
6.0788207018859129
6.2028045110215764

Tabela 3.3: Tezine w,, v = 0,1,...,2n, kvadraturne formule Gauss-ovog tipa za

tezinsku funkciju w(x) =1+ sin 50z, z € [0,27), za n = 25

Wy

W17+v

W34+v

O 0Dk W~ O]

10
11
12
13
14
15
16

0.1242234407383922
0.1243476420018499
0.1244501944630916
0.1245349734569849
0.1246050049375511
0.1246626514561804
0.1247097559001120
0.1247477509830184
0.1247777417982283
0.1248005674244240
0.1248168462168162
0.1248270082283731
0.1248313172236255
0.1248298839460249
0.1248226716326329
0.1248094941871655
0.1247900068753692

0.1247636888477994
0.1247298161762916
0.1246874233622537
0.1246352503882133
0.1245716712995453
0.1244945990189778
0.1244013597149017
0.1242885289281262
0.1241517217768391
0.1239853332159593
0.1237822367135557
0.1235334819122534
0.1232281062294575
0.1228533330493070
0.1223957327593081
0.1218444226955629
0.1211979506978345

0.1204763708301496
0.1197370793194431
0.1190846784234882
0.1186551985157037
0.1185624353256949
0.1188336003611944
0.1193917984733010
0.1201035034380715
0.1208440219991488
0.1215325114340890
0.1221322173565282
0.1226356842093022
0.1230502424417207
0.1233886346224002
0.1236642040515870
0.1238888869081770
0.1240726312135605

Zamn > m/2 évorove racunamo koris¢enjem iterativnog procesa (3.8). Situacija
sa startnim iteracijama je slicna kao u primeru 3.1. U slede¢im sluc¢ajevima smo

koristili pocetne vrednosti (3.13):
e slucaj m =10 za 5 < n < 50;
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3.2. ANALIZA RAZLICITIH METODA

e slucaj m = 50 za n = 25(5)100 (za n = 25 broj iteracija je 6, a za n =
30(5)100 broj iteracija je 5);

e slucaj m = 100 za n = 50(5)100 (za n = 50 i n = 55 broj iteracija je 6, a
za n = 60(5)100 broj iteracija je 5).

U slucaju m = 4 pocetne vrednosti (3.13) mozemo koristiti za n < 22, dok u
sluéaju m = 2 mozemo koristiti startne vrednosti (3.13) samo za n < 2. Za vece
vrednosti n pocetne iteracije generiSemo pomocu nula ortogonalnog trigonometri-
jskog polinoma polu-celobrojnog stepena AS_I J2-

U tabeli 3.2 i tabeli 3.3 dati su ¢vorovi z, i tezine w,, v = 0,1,...,2n,
kvadraturne formule Gauss-ovog tipa za tezinsku funkciju w(z) = 1 + sin 50z,
x € 0,27), za n = 25.

Napomena. Da bi koristili nule trigonometrijskog polinoma polu-celobrojnog

stepena ASA /o 28 generisanje startnih vrednosti za racunanje nula trigonomet-

C
n+1/2>

draturnih formula Gauss-ovog tipa (3.6) ta¢nih na nizu prostora To, 1 < k < n.
Tada je ukupan broj operacija u naSem algoritmu jednak O(n?).

rijskog polinoma polu-celobrojnog stepena A moramo Kkonstruisati niz kva-

3.2 Analiza razli¢itih metoda

Na kraju ¢emo ukratko uporediti opisani metod sa ostalim dostupnim me-
todima za konstrukciju kvadraturnih formula sa maksimalnim trigonometrijskim
stepenom tacnosti. Ivan Petrovich Mysovskikh je u radovima [72] i [73] razmatrao
aproksimaciju integrala oblika

I(f) = %/0 7rf(:c)w(:c) dux,

kvadraturnom sumom Z?:o C;f(x;), kojom se integrali rac¢unaju tacno za sve
f € Tn, n € Ny. Njegov pristup je baziran na reprodukcionom jezgru S, (a, z),
gde je a = €™ unapred fiksirano i z = e*. Reprodukciono jezgro je sledeéeg
oblika

dodoy e don do dy - d,
d1 do ce d—n+1 a
g ( ) 1 _ D d  do - doppa
n\a,2) = ——— ) n — . >
Dulig a dy @ :
n n—1 0 a
1 z 2" 0 Ao ot do
gde su di, k = —n,...,n, momenti dati sa
1 2T i .
dp, = — Fw(x)de, z=¢% dp=dp, k=0,1,...,n.
2m J,




3.2. ANALIZA RAZLICITIH METODA

Cvorovi kvadraturne formule sa maksimalnim trigonometrijskim stepenom ta-
¢nosti su nule reprodukcionog jezgra S, (a, z), koje je algebarski polinom stepena
n. U [72] i [73] reprodukciono jezgro se generiSe u razvijenom obliku, a koefi-
cijenti polinoma dobijaju se kao koli¢nici dve determinante reda n + 1. Rezul-
tati Mysovskikh-og imaju veliki teorijski znacaj, ali njegov pristup nije pogo-
dan za numericka izracunavanja jer zahteva rac¢unanje n + 2 determinante reda
n + 1, a pritom se dobijaju polinomi u razvijenom obliku. Ako su momenti dy,
k=0,1,...,n, poznati, tada mozemo izracunati i koeficijente rekurentnih relacija
(2.10).

Za paran trigonometrijski stepen tacnosti n moze se primeniti i pristup dat
u [71] za algebarske kubaturne formule. Da bi odredili évorove potrebno je kon-
struisati dva kvazi-otogonalna trigonometrijska polinoma stepena n/2 + 1 (or-
togonalna na T, /1), i izracunati n + 1 zajednicku nulu tih trigonometrijskih
polinoma, umesto nula jednog trigonometrijskog polinoma polu-celobrojnog ste-
pena u nasem algoritmu.

Slucaj neparnog trigonometrijskog stepena ta¢nosti n razmatran je u [8], gde
je pokazano da su ¢vorovi nule tzv. bi-ortogonalnih trigonometrijskih polinoma
(videti i [89]).

Gauss-Szeg6-ve kvadraturne formule sa n ¢vorova (videti npr. [36], [40], [35])
su oblika

() =S w fOu),

gde su sve tezine w,, v = 1,...,n, pozitivne i ¢vorovi \,, v = 1, ..., n, su razli¢ite
tacke sa jedini¢nog kruga, a karakterisu se osobinom da je

1 [ ,
S.0) =50 [ Feutdt, masve £ €A,

gde je w(z) integrabilna i nenegativna funkcija na [—m, 7), jednaka nuli samo na
skupu mere nula i A_¢,_1),—1 oznacava skup Laurent-ovih polinoma

n—1
L,1(z) = Z cx2”, cp €C
k=—(n—1)
stepena ne viseg od n — 1. Laurent-ov polinom L, i(z) sa z = e moZe se

prikazati kao trigonometrijski polinom stepena ne viseg od n — 1. Dakle, Gauss-
Szeg6-va kvadraturna formula sa n tacaka integrali tacno sve trigonometrijske
polinome stepena ne viseg od n — 1. Cvorovi takve kvadraturne formule su nule
tzv. para-ortogonalnih polinoma, datih sa

Un(2) = 20 (2) + T4 (2),
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3.2. ANALIZA RAZLICITIH METODA

gde je 1(2) monican Szegd-v polinom stepena k, ¥ (z) = zF,(271) i 7 proiz-
voljna fiksirana tacka sa jedini¢nog kruga (videti [35], [36], [40], [88], [85], [8]).
Monicni Szeg6-vi polinomi zadovoljavaju rekurentnu relaciju oblika

tho(2) = ¥5(2) = 1,
¥i(2) = 2hj1(2) +¢fa(2), G=1,2,3,...,
¥;(2) = 72451 (2) + ¥51(2).

Cvorovi Gauss-Szegé-ve kvadraturne formule su sopstvene vrednosti unitarne
gornje Hessenbergove matrice H,(7), odredene parametrom 7 sa jedini¢nog kruga
i rekurzivnim koeficijentima vy, ...,v,_1, a tezine su odredene kvadratom prvih
komponenti odgovarajué¢ih normiranih sopstvenih vektora (videti npr. [35], [36],

[40]). Matrica H,(7) data je sa H,(7) = D;l/zfln(T)D}/Q, gde je

[ —Yon —YoV2 ot YY1 —YoT ]
N L=nl> =T o =T —NT
H,(r) = 0 L—|pel* o =T —Tam |

0 0 1=l Aot |

Yo = 1, Dn = diag[ég,él, ce 7571—1]7 50 =11 (Sj = 5]'_1(1 - |’Yj|2), j = ]_, e — 1.
Postoji nekoliko algoritama za resavanje problema sopstvenih vrednosti za ovakav
tip matrica (videti [26], [25], [24]). Ukupan broj operacija ovih metoda je O(n?),
a u odredenim slu¢ajevima se moze smanjiti na O(n?) operacija.

Mi smo se u ovoj disertaciji, razvijaju¢i metod koji je dao Turetzkii u [91],
ogranicili samo na konstrukciju kvadraturnih formula sa maksimalnim trigono-
metrijskim stepenom tacnosti sa neparnim brojem ¢vorova (tj. sa parnim trigo-
nometrijskim stepenom tac¢nosti). Za sluéaj parnog broja ¢vorova kvadraturne
formule se mogu konstruisati na slican nacin koriste¢i trigonometrijske polinome
umesto trigonometrijskih polinoma polu-celobrojnog stepena.

Za dobijanje odgovarajuc¢ih ortogonalnih sistema koristimo rekurentne relacije,
¢ime je iskljucena numericka nestabilnost karakteristicna za Gramm-Schmidt-ov
metod ortogonalizacije. Takode, rekurentne relacije obezbeduju stabilan nac¢in za
racunanje vrednosti trigonometrijskih polinoma polu-celobrojnog stepena u nekoj
fiksiranoj tacki nasuprot koris¢enju razvijenog oblika.

Ovaj metod je zapravo simulacija razvoja Gauss-ovih kvadraturnih formula
za algebarske polinome. Pokazano je i kako se u slucaju simetri¢nih tezinskih
funkcija kvadraturne formule Gauss-ovog tipa mogu konstruisati koristeéi orto-
gonalne algebarske polinome na realnoj pravoj.

Takode, nas metod se moze prosiriti na kvadraturne formule sa visestrukim
¢vorovima sa maksimalnim trigonometrijskim stepenom tacnosti, Sto ¢e biti ura-
deno u poglavlju 3.3.

69
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3.3 Kvadraturne formule sa visestrukim
¢vorovima

Ghizzetti i Ossicini su u [21] razmatrali interpolacione kvadraturne formule sa
vigestrukim ¢vorovima za tezinsku funkciju w(z) = 1, x € [—m, 7), pri ¢emu svi
¢vorovi imaju istu visestrukost, tj. kvadraturne formule oblika

2n  2s

(3.9 | ra)de =33 4519w, + RO,

v=0 5=0

gde je s € INyg. Maksimalni trigonometrijski stepen tacnosti takvih kvadraturnih
formula je (2n+1)(s+1)—1, tj. R(f) = 0zasve f € Tiant1)(s+1)-1. Pokazano je da
¢e trigonometrijski stepen tac¢nosti biti maksimalan ako se ¢vorovi xg, x1, ..., To,
izaberu tako da vazi (videti [21])

71- n 2s5+1 1

/ (Hsinx;x”> cos(€+§>a:dx:0, (=0,1,...,n—1,
x 2; 2541 1

/ (Hsinz_zxy> sin(€+§)xdx:0, ¢=0,1,...,n—1.

Ocigledo je za s = 0 maksimalni trigonometrijski stepen tacnosti kvadraturne
formule (3.14) jednak 2n, tj. kvadraturna formula (3.14) se svodi na kvadraturnu
formulu Gauss-ovog tipa (3.6).

Proizvod [[2",sin(z — 2,)/2 je trigonometrijski polinom polu-celobrojnog
stepena n + 1/2. Prema tome, ¢vorovi zg, x1, . .., T2, kvadraturne formule (3.14)
poklapaju se sa nulama trigonometrijskog polinoma polu—celobrojnog stepena
n + 1/2 takvog da je njegov (2s + 1)-vi stepen ortogonalan na intervalu [—m, )
u odnosu na tezinsku funkciju w(z) = 1 na svim trigonometrijskim polinomima
polu-celobrojnog stepena iz ‘3'71/_2 1. Ghizzeti 1 Ossicini su u [21] pokazali da je
takav trigonometrijski polinom polu-celobrojnog stepena oblika

ccos(n +1/2)x +dsin(n+1/2)z, ¢,d € R.

Dryanov je uradu [12] generalisao kvadraturne formule (3.14) na taj nacin §to
je posmatrao kvadraturne formule u kojima ¢vorovi imaju razlicite visestrukosti.
Zapravo, posmatrao je kvadraturne formule sledeé¢eg oblika

(3.15) [ r@ae =% At Ow) + B

v=0 j=0

s, € Nog, v =0,1,...,2n, takve da je R(f) = 0 kad je f trigonometrijski polinom
stepena ne viseg od Zzzo(sy—l—l) —1. Maksimalni trigonometrijski stepen tacnosti
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kvadraturne formule (3.15) je 32" (s, + 1) — 1. U slucaju kada je sy = s, =

v=0
-+ = S9, = s, kvadraturna formula (3.15) svodi se na (3.14).

Kvadraturne formule (3.14) i (3.15) generalisemo tako §to umesto tezinske
funkcije w(z) = 1 posmatramo proizvoljnu nenegativnu integrabilnu tezinsku
funkciju na intervalu [—m, ), koja je jednaka nuli samo na skupu mere nula. Za
konstrukciju takvih kvadraturnih formula potrebni su nam s, odnosno o—orto-
gonalni trigonometrijski polinomi polu-celobrojnog stepena.

3.3.1 S—ortogonalni trigonometrijski polinomi

Neka je w data tezinska funkcija na [—m,7), s € Ny, i neka su data dva niza
realnih brojeva {c,} i {d,}, n € Ny, takvi da je (c,,d,) # (0,0), za sve n € Ny.

Zelimo da konstruisemo niz {Asnsr2(x)} NG gde je Agpny1/2(7) trigonomet-
rijski polinom polu-celobrojnog stepena n+1/2 sa vodeéim koeficijentima ¢, i d,,,
tj. Asni1/2(x) = ¢ cos(n+1/2)x +d,sin(n + 1/2)z + - - -, takav da zadovoljava
sledec¢e uslove ortogonalnosti

/ (As’nﬂ/g(x))gs“As,mH/Q(a:) w(z)de =0, zasvem <n, m & N,

—Tr

odnosno

(3.16) / (A 2(@)) o) w(z)de = 0,

—Tr

za sve Il,_1/9(x) € T2

Takve trigonometrijske polinome polu-celobrojnog stepena zvatemo s—orto-
gonalnim trigonometrijskim polinomima polu-celobrojnog stepena u odnosu na
tezinsku funkciju w na [—m, 7). Dokazimo prvo egzistenciju i jedinstvenost takvih
trigonometrijskih funkcija.

Teorema 3.4. Postoji jedinstveni niz {As ni1/2(%)},, o, s—ortogonalnih trigono-
metrijskih polinoma polu-celobrojnog stepena, sa datim vodecim koeficijentima, u
odnosu na tezinsku funkciju w na [—m, ).

Dokaz. Za dokaz egzistencije i jedinstvenosti s—ortogonalnih trigonometrijskih
polinoma polu-celobrojnog stepena A, ,,11/2() iskoristicemo neke dobro poznate
¢injenice vezane za najbolje aproksimacije (videti [11, p. 58-60]).

Neka je X Banach-ov prostor sa realnim ili kompleksnim skalarima, a Y
zatvoreni potprostor prostora X. Za svako f € X, greska aproksimacije ele-
menta f elementima potprostora Y je E(f) = infyey ||f — g||. Ako se infimum
dostize za neko g = g, tada se gy zove najbolja aproksimacija za f iz Y. Za svaki
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kona¢no dimenzionalni potprostor X,, prostora X i svako f € X, postoji najbolja
aproksimacija za f iz X,,. Ako je X striktno konveksan prostor (koje karakterise
svojstvo fi # fo, [[fill = [[foll = 1, a1,00 > 0, artan = 1= [lon it fof < 1),
tada svako f € X ima najvise jedan element najbolje aproksimacije u svakom
linearnom potprostoru ¥ C X.

Mi ¢emu uzeti X = L*T2[—x 7],
u = w(z)** (¢, cos(n + 1/2)z + d, sin(n + 1/2)z) € L*?[—x, 7],
i fiksirati sledec¢ih 2n linearno nezavisnih elemenata u L**2[—7, 7]:
w; = w(z) D cos(j 4+ 1/2)z, v, = w(x)YE P sin(j +1/2)a,

gde je j =0,1,...,n — 1. Obelezimo Y = L{ug, v, w1, v1, ..., Up_1,Vp_1}. Kako
je Y konacno dimenzionalni potprostor prostora X, to za svaki vektor iz X postoji
najbolja aproksimacija iz Y, tj. postoji 2n konstanti oy, 5, 7 = 0,1,...,n =1,
takvih da je greska

— </7r (cncos(n+1/2)x+dnsin(n+1/2)x

—T

2542 /(25+2)
(ozj cos(j+1/2)x + f;sin(j + 1/2)x)) w(x)dx) ,
=0

minimalna, tj. za sve n € Ny i svaki izbor vodeéih koeficijenata (c,,d,) # (0,0),
postoji trigonometrijski polinom polu—celobrojnog stepena n + 1/2

Agnt12(x) = cpcos(n + 1/2)x + d, sin(n + 1/2)x

n—1

_ Z (aj cos(j +1/2)x + f;sin(j + 1/2)90)7

Jj=0

takav da je integral

/ " (Agmrt (@) w(z)de

—Tr

minimalan. Posto je prostor L?*72[—, 7] striktno konveksan to posmatrani prob-
lem najbolje aproksimacije ima jedinstveno resenje.

Svaka od slede¢ih 2n funkcija
FO(\) = / (Asnirya(@) + Acos(j + 1/2)2)* Pw(z)dz, j=0,1,...,n—1,

F5(\) = / (Asnirya(z) + Asin(G + 1/2)2)* Pw(z)de, j=0,1,...,n—1,
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za A = 0 mora imati izvod jednak nuli. Odatle dobijamo
(3.17) / (Agnirjo(x)* sin(j + 1/2)zw(z)de =0, j=0,1,....,n—1,

(3.18) / (Agnirj2(x))* eos(j + 1/2)zw(zx)de =0, j=0,1,...,n—1,

—T

Sto znaci da A; ,41/2(2) zadovoljava uslove ortogonalnosti (3.16). O

Teorema 3.5. S—ortogonalni trigonometrijski polinom polu-celobrojnog stepena
Agni1/2(x) w odnosu na teZinsku funkciju w na [—m, ), ima tacno 2n+1 razlicitih
prostih nula u intervalu [—m, ).

Dokaz. Primetimo najpre da A;,11/2(«) ima u intervalu [—m, ) bar jednu nulu
neparne visestrukosti. Ako pretpostavimo suprotno, za n > 1 dolazimo do kon-
tradikcije sa (3.16)

/ (Asmiafo()** cos 5 wia)de £0,
jer tada A ,41/2(x) cos /2 ne menja znak na [—m, ).

Pretpostavimo da A ,,11/2(2) u [, m) ima 2m — 1 nula neparne visestrukosti,

pri cemu je m < n. Obelezimo te nule redom sa ¥, ..., Y2,m_1 1 definiSimo
2m—1 X y
. — Yk
II(x) = sin .
(z) g 5

Kako je II(x) € ‘3'711/_21, moralo bi da vazi [" (Aspny1/2(x))* T I(2) w(x)de = 0, ali
to nije moguce jer integrand ne menja znak na [—m, 7).

Ako pretpostavimo da A ,11/2(2) u [—m, 7) ima 2m, m < n—1, nula neparne
viSestrukosti, obelezimo ih sa y1,. .., ¥, i definiSemo

2m
oz . T — Yk
II(z) = cos 5 ,! I1 sin —=,

opet dolazimo do kontradikcije.

Kona¢no, A, ,11/2(x) ne moze imati ni 2n nula neparne visestrukosti u [—7, 7).
Pretpostavimo suprotno i obelezimo te nule sa vy, ..., ya,, pri Cemu je y; < --- <
Yon. Ako je y; = —7 uzimajudi

2n
T Yk
(z) =
(x) k|_|2 sin —
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takode dobijamo kontradikciju jer je II(x) € ‘J',lfl. Medutim, ni slu¢aj y; # —7
nije mogué jer, prema (23)a vazi As,n+1/2(_7r) - _As,n+1/2(7r)a pa As,n—i—l/?(‘r)

mora imati neparan broj promena znaka.

Prema tome Aj 11 /2 mora imati 2n + 1 nulu neparne visestrukosti, tj. ima
2n + 1 prostu nulu u [—7, 7). O]

Slicno kao u dokazu teoreme 3.4 moze se dokazati da za bilo koji prirodan broj
n postoji jedinstveni trigonometrijski polinom polu-celobrojnog stepena n + 1/2
oblika

AgnH/Q(x) = Z ™ cos(v +1/2),
v=0

koji zavisi samo od kosinusnih funkcija, sa datim vodeé¢im koeficijentom cﬁf‘),

takav da je njegov (2s + 1)-vi stepen ortogonalan na svim cos(k + 1/2)x za k =
0,1,...,n—1, uodnosu na tezinsku funkciju w na [—m, 7). Takode, za sve n € N
postoji jedinstveni trigonometrijski polinom polu-celobrojnog stepena n + 1/2
oblika koji se sastoji samo od sinusnih funkcija, tj. oblika

Ain+1/2($) = Z d™ sin(v + 1/2),
v=0

sa datim vodeé¢im koeficijentom d%n), takav da je njegov (2s + 1)-vi stepen orto-
gonalan na svim sin(k + 1/2)x za k =0,1,...,n — 1, u odnosu na w na [—m, 7).

Parna tezinska funkcija na (—7, )

Razmotrimo sada slucaj kada je tezinska funkcija w parna na (—m,m), tj.
kada je w(—z) = w(z), v € (—m,m). Kao i u sluéaju ortogonalnih trigono-
metrijskih polinoma polu-celobrojnog stepena i s—ortogonalni trigonometrijski
polinomi polu-celobrojnog stepena se svode na algebarske polinome.

Dokaza¢emo najpre slede¢u jednostavnu lemu.

Lema 3.5. Ako je tezinska funkcija w parna na (—m,m), tada se s—ortogonalni

trigonometrijski polinom polu-celobrojnog stepena Ai:g+1/2 sa vodeéim koeficijen-
c (n)

tima ¢, = 1 i d, = 0 poklapa sa Aj ni1/2 S0 vodecim koeficijentom ¢’ = 1, za
sve n € Ng. Takode, s—ortogonalni trigonometrijski polinom polu-celobrojnog

stepena Ag’iﬂ/z sa vodeéim koeficijentima ¢, = 0 i d,, = 1 se poklapa sa ASSnJrl/2

sa vodeéim koeficijentom dm = 1.

Dokaz. Kako su ASnH/Q i w parne funkcije, zakljuc¢ujemo da je ASCHH/2 orto-
gonalan na neparnim funkcijama sin(k + 1/2)x za k = 0,1,...,n — 1 u odnosu
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c
s,n+1/2

zadovoljava uslove s—ortogonalnosti (3.16). Sem toga, Agn +1/2 je trigonometrijski

na tezinsku funkciju w na simetri¢énom intervalu (—m, 7). Prema tome, A

polinom polu-celobrojnog stepena n+1/2 sa vodeé¢im koeficijentima ¢, = 1id, =
0. Prema dokazanoj jedinstvenosti s—ortogonalnih trigonometrijskih polinoma

polu-celobrojnog stepena zakljucujemo da se Ai:g 12 i Agn 172 poklapaju.
Tvrdenje za AS 1172 S€ slicno dokazuje. m

Teorema 3.6. Nule s—ortogonalnog trigonometrijskog polinoma polu-celobrojnog
stepena A ni1/2, sa vodeéim koeficijentima ¢, = 1 i d,, = 0, u odnosu na parnu
tezinsku funkciju w na (—m, ), date su sa

To= —T, Toptl—p = —L, = arccost,, v=1...,n,

gde suT,, v=1,...,n, nule s—ortogonalnog algebarskog polinoma C,, u odnosu
na tezinsku funkciju /(1 + x)?+1/(1 — z)w(arccos ) na (—1,1).

Dokaz. Prema lemi 3.5, A, 112, n € Ny, je parna funkcija oblika

n

Agnir2(x) = ZC(V”) cos(v +1/2)x, 05171) =1.
v=0

Oéigledno je As,n—l—l/Q(_ﬂ-) = 07 t.] Lo = —Tm. Kako je As,n+1/2(_x) = As,n+l/2<x>7

preostale nule su simetricne u intervalu (—m, 7). Iz uslova s—ortogonalnosti za
Agpi1/2 imamo

(319) / (As,n+1/2(x)>28+1145,k+1/2(x) w(:v)dx = 07 n e ]N7 k= 07 17 RN (A L.
0
Uvodeéi smenu x := arccos z, dobijamo (videti teoremu 2.8)

1+z
2

k
Ci(x), Cp(x) =) (T (w) = (1 = &)Uy (),

v=0

Ag jy1/2(arccos x) =

gdesuT, iU,, v € Ny, Chebyshev-ljevi polinomi prve i druge vrste, respektivno.
Iz (3.19) dobijamo

1 1 2s+1
/ (Cp ()T () % w(arccosx)dr =0, n € N, k=0,1,...,n—1.
-1

Iz dobro poznate ¢injenice da s—ortogonalni algebarski polinom C,, ima n prostih
nula u intervalu (—1,1) (teorema 1.11) sledi tvrdenje teoreme. O

Analogno se dokazuje i sledeci rezultat.
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Teorema 3.7. Nule s—ortogonalnog trigonometrijskog polinoma polu-celobrojnog
stepena Agpni1/2, sa vodeéim koeficijentima ¢, = 0 i d,, = 1, u odnosu na parnu
tezinsku funkciju w na (—m, ), date su sa

xo=0, Topy1_, =—x, =arccost,, v=1,...,n,

gde su 1,, v =1,...,n, nule s—ortogonalnog algebarskog polinoma S, u odnosu
na tezinsku funkciju /(1 — 2)?1/(1 4+ z)w(arccos ) na (—1,1).

Daé¢emo na kraju nekoliko napomena za tezinsku funkciju w(z) = 1, = €
(—m,m). Neka su A;’g RrR Ag:}l 412 s—ortogonalni trigonometrijski polinomi
polu-celobrojnog stepena sa vodec¢im koeficijentima ¢, = 1, d, = 01 ¢, = 0,

d, = 1, respektivno. Na osnovu teorema 3.6 i 3.7 je

1—=x
2

1+2x
2

1,0
A

s,n+1/2

Ch(z), A%l

(arccosx) = o1/

(),

(arccosx) =

gde su Cy(z) i S,(z) s—ortogonalni algebarski polinomi na (—1,1) u odnosu na
tezinske funkcije

ws(t) = (14+ )21 —)™Y2 and  wy(t) = (1 — )21 + 1)~ V2,

respektivno. Poznato je (videti [76]) da su Chebyshev-ljevi polinomi treée vrste
V., i ¢etvrte vrste W,,, definisani sa

cos(n + 35)0

0 ) .
COs 5 Sm

W) = 20 E 20 s,
2

Va(z) =
s—ortogonalni polinomi u odnosu na tezine ws i wy, respektivno. Prema tome,

1 1
1,0 — 0,1 L
AS»HH/?(x) = CO8 <n + 5) Z, As,n+1/2(x) = s (n + 5) x.

Sada se lako vidi da su nule iz intervala [—m, 7) trigonometrijskog polinoma polu-

celobrojnog stepena Ai’g 12 date sa
2v+1
Ty = — Toptly = —Ty = , =0,1,....,n—1,
0 ™, 2n+1 o+ 17T
a trigonometrijskog polinoma polu-celobrojnog stepena AS::L +1/2 5
0 2 1
To = Toptl—v = — Ty = , V=1 y TV
0 y 2n+1 27’1, T 1
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3.3.2 Kvadraturne formule kod kojih svi ¢vorovi imaju
istu visestrukost

Posmatrajmo najpre kvadraturne formule oblika

2n  2s

B20) [ f@ el =303 40w+ R 520

v=0 5=0
kod kojih je R(f) = 0 za sve f(x) € T(2nt1)(s+1)-1-

Definisimo slede¢i grani¢ni problem

(3.21) E(f)=0, f9Y(,)=0 4j=0,1,...,2s, v=0,1,...,2n,

g @rrE-1 g,
E=— — + kP
dzx H <dx2 * ) ’

k=1

gde je

i fe ACN"Y—n,7n]. E je diferencijalni operator reda N = (2n + 1)(2s +2) — 1.

Zan > 01is >0 granicni problem (3.21) ima 2n linearno nezavisnih netrivi-
jalnih resenja:

m 2s+1 1
. U= Ty
Ug([[):(HS]H 5 ) COS<€+§)m, (=0,1,...,n—1,

v=0
m 2s+1 1
Ve(d?):([[(]sinx;x”) sin(€+§>x, t=0,1,...,n—1.
Prema teoremi 1.17, évorovi xy, . . . , o, kvadraturne formule (3.20) moraju zado-

voljavati uslove

- 2m 2s5+1 1

/ (Hsinx;x”> cos(€+§>a¢w(3§)da¢:0, (=0,1,...,n—1,
- n 25+1 1

/ (Hsinx;%> sin(€+§)xw(x)dx20, (=0,1,...,n—1,

sto znaci da se ¢évorovi kvadraturne formule (3.20) moraju poklapati sa nulama
s—ortogonalnog trigonometrijskog polinoma polu-celobrojnog stepena A, ,11/2, u
odnosu na tezinsku funkciju w na intervalu [—m, 7). Ako su vodeéi koeficijenti
trigonometrijskog polinoma polu-celobrojnog stepena Ay .1/, unapred fiksirani
(odnosno ako je jedan ¢vor unapred fiksiran), kvadraturna formula (3.20) je jedin-
stvena, jer je, prema oznakama datim u teoremi 1.17,

m(N—p)—N+qg=2n+1)2s+1)—((2n+1)(2s+2) — 1) +2n = 0.
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Kada odredimo évorove kvadraturne formule (3.20), onda mozemo da racu-
namo i tezine A;,, v = 0,1,...,2n, 7 = 0,1,...,2s. Racunanje tezina ce biti
detaljnije analizirano u odeljku 3.3.4.

3.3.3 Kvadraturne formule kod kojih ¢vorovi imaju
razlicite visestrukosti

Posmatrajmo sada kvadraturne formule oblika

T 2n  2sy,
(3.22) / ) w)de = S5 45, £9 () + R(F),

- v=0 j=0
gde su s, € Ng, v = 0,1,...,2n i koje imaju trigonometrijski stepen tacnosti
Eilo(sy + 1) — 1. Obelezimo o = (sg, S1, - - -, Son)-

Definisimo granic¢ni diferencijalni problem
(3.23) E(fy=0, f9(,)=0, j=0,1,...,2s,, v=0,1,...,2n,

gde je
d N1 d2 2n
— 2 —
E—£H<@+k), N1—Z(Sy+1)—1.
k=1 v=0
Ocigledno je E diferencijalni operator reda N = 322" (2s, +2) — 1.

Grani¢ni problem (3.23) ima slede¢ih 2n linearno nezavisnih netrivijalnih
reSenja

2 -z, 1
Ug(m):H(sin 5 V) cos<€+§)x, (=0,1,...,n—1,

2 -z, \ 1
Vg(x)—H(sin 5 V) sin(f—i—é)x, ¢=0,1,...,n—1.

Prema teoremi 1.18, ¢vorovi kvadraturne formule (3.22) moraju zadovoljavati

uslove
T 2n 2s,+1
2, 1
/ | | (sinx 2x > cos <€+§)xw(x)dx:(),

T y=0

= x—x,\ " 1
/ H (sin 5 V> sin (6—1— 5) rzw(x)dr =0,

T y=0
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zal=0,1,...,n—1,tj.

T 2n . 2s,+1
(3.24) / I1 (sin i 2”) tura(z) w(z)dz = 0,

—T

v=0

za sve t,_1/2 € ‘J'Tll/_gl.

Trigonometrijski polinom polu-celobrojnog stepena [[2", sin((x — z,)/2) koji
zadovoljava uslov (3.24) zva¢emo o—ortogonalnim u odnosu na tezinsku funkciju
w na [—m, ) i oznacavaéemo ga sa AMLH/Q. Prema oznakama iz teoreme 1.18 je

m 2n 2n
mN = "p,—=N+g=Y (25, +1) =Y (25, +2) +1+2n=0.
v=1 v=0 v=0

Prema tome, ako je jedan ¢vor fiksiran unapred kvadraturna formula (3.22) je
jedinstvena.

U slucaju sp = s; = -+ = 89, = s, uslov o—ortogonalnosti (3.24) svodi se
na uslov s—ortogonalnosti (3.16), odnosno o— ortogonalni trigonometrijski poli-
nom polu-celobrojnog stepena A, ,,11/2 svodi se na s—ortogonalni trigonometrijski
polinom polu-celobrojnog stepena A; ,,11/2, n € Np.

Teorema 3.8. g—ortogonalni trigonometrijski polinom polu-celobrojnog stepena
Agni1/2(x) u odnosu na teZinsku funkciju w na [—m, ) ima u intervalu [—m, )
tacno 2n + 1 razlic¢itih prostih nula.

Dokaz. Agpi12(x) = [12",sin((z — x,)/2) ima u intervalu [, 7) bar jednu
nulu neparne visestrukosti, jer u suprotnom za n > 1 dolazimo do kontradikcije
sa (3.24). Naime, vazilo bi

= z—z,\**" 2
/ H (sin 5 V> cosiw(x)dx#o,

T y=0

posto intergand ne bi menjao znak na [—m, 7).

Pretpostavke da je broj nula neparne visestrukosti u intervalu [—7, 7) jednak
2m — 1, odnosno 2m, za m < n, dovode takode do kontradikcije, analogno kao u
dokazu teoreme 3.5. Prema tome, A, ,,11/2 ima 2n+1 nula neparne visestrukosti u
intervalu [—7, ), tj. Ay ny1/2 ima 2n 4 1 prostih nula u intervalu [—m, 7). O

Engels je u [14, § 5.3] dokazao egzistenciju implicitno definisanih ortogonalnih
algebarskih polinoma. Dokazac¢emo u slede¢oj teoremi egzistenciju implicitno
definisanih ortogonalnih trigonometrijskih polinoma polu-celobrojnog stepena.
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Teorema 3.9. Neka je p > 0 neprekidna funkcija, jednaka nuli samo na skupu
mere nula. Tada postoji trigonometrijski polinom A, 12 polu-celobrojnog ste-
pena n + 1/2, koji je ortogonalan na svim trigonometrijskim polinomima polu-
celobrojnog stepena ne viseg od n — 1/2 u odnosu na teZinu p(An,1/2(x))w(x) na
intervalu [—m, ).

Dokaz. Obelezimo sa T2 skup svih trigonometrijskih polinoma polu-celobrojnog
stepena 1 + 1/2 koji imaju 2n + 1 razli¢itih realnih nula —7 = 2o < 21 < -+ <
ZTon < m. Primetimo najpre da postoji “1-1” korespondencija izmedu skupova
T2 i

Son ={x=(21,...,00,) ER™: —T <11 < -+ < Tgp, < T}

Za datu funkciju p i svaki trigonometrijski polinom polu-celobrojnog stepena
=1/2 . ) )
Byy1/2 € Tn'7, uvedimo skalarni proizvod

(. 9)50s = / T (@)g(@)p(Bus () w(a)de.

Tada za svaki element x = (x1,...,%9,) € Sy, postoji jedinstveni sistem
ortogonalnih trigonometrijskih polinoma polu-celobrojnog stepena Dy /2 € ‘Ll/ 2,
k=0,1,...,n, takav da je

(Dnt1y2scos(k +1/2)2)p, ., , = (Dni1je,sin(k +1/2)2)p, ., ,, =0

zasve k=0,1,....n—11

(DTL+1/27 Dn+1/2>Bn+1/2 # 07

gde je
2n

By1/2(x) = cos g H sin

v=1

Na ovaj na¢in smo definisali preslikavanje T;, : Sy, — Sa,.

Za proizvoljno x = (x4, ..., Ta,) € Sa, \ Son 0znaéimo sa Qni1/2 € T2 odgo-
varajuéi trigonometrijski polinom polu-celobrojnog stepena n + 1/2 sa nulama u
koordinatama vektora x i —m. Tada je p(Qy+1/2)w(x) takode prihvatljiva tezinska
funkcija i vazi T,,(Qpt1/2) € Son.

Dokazacemo da je ovako definisano preslikavanje T,, neprekidno na Ss,,. Neka
je x € Sy, proizvoljna tacka i {x(™} m € N, konvergentan niz tacaka iz Sa,,
koji konvergira ka x i

y = T,h(x), y(m) = Tn(x(m)), m € IN.
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Obelezimo sa y* € Sy, proizvoljnu tacku nagomilavanja niza {y™} kad m —
+o00. Tada je

. 2n )
/_7r cos g Vl_[lsin % cos(k +1/2)z

m _(m)
Xp (cos%Hsin%) w(x)de =0, k=0,1,...,n—1,

v=1

. 2n o (m)
/ cos g sin % sin(k +1/2)x
- N

2n )
Xp (cos%ﬂsin%) w(x)de =0, k=0,1,...,n—1.

Prema Lebesgue-ovoj teoremi o dominantnoj konvergenciji (videti [68, p. 83]),
kad m — 400 dobijamo

T 2n ok
/_ﬂcosggsinw y”cos(k+1/2)x

2

2n
Xp (cosg}_[lsinx_zx”) w(r)de =0, k=0,1,...,n—1,

T 2n ok
/ﬂcosggsinx Qy” sin(k +1/2)x

2n
Xp (COS%HSinx;xu) w(z)de =0, k=0,1,...,n—1.

v=1

Dakle, cos(z/2) [, sin((z — y2)/2) je trigonometrijski polinom polu-celobroj-
nog stepena n + 1/2 koji je na (—m, ) ortogonalan na svim trigonometrijskim
polinomima polu-celobrojnog stepena ne viseg od n — 1/2; u odnosu na tezinsku
funkciju p (cos(z/2) T[22, sin((z — ,)/2)) w(z). Poznato je da takav trigonomet-
rijski polinom polu-celobrojnog stepena ima 2n+1 razli¢itu prostu nulu u [—m, 7)
(Teorema 2.2). Prema tome, y* € Sy, i y* = T,(x). Kako je y = T,,(x), zbog

jedinstvenosti imamo da je y* = y. Dakle, T}, je neprekidno preslikavanje na Ss,,.

Pokazimo sada da preslikavanje T,, ima fiksnu tacku. Preslikavanje 7T, je
neprekidno na Ss,, i skup Sa, C R*" je ogranicen, konveksan i zatvoren. Egzis-
tencija fiksne tacke preslikavanja 7, sledi na osnovu Brouwer-ove teoreme o fiksnoj
tacki (videti [75]). Medutim, ve¢ smo videli da se fiksna tacka ne moze nadi u
San \ Son, Pa, prema tome, fiksna tacka preslikavanja T, moze biti samo u S,,.

Ako obelezimo fiksnu tacku sa x = (z1,...,%9,), tada je

/7T Apiaya(x) cos(k + 1/2)x p(Apy1/2(x))w(z)de = 0,

—T
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/ " A a(@) sink 4 1/2) p(Ans o)) w(z)da = 0,

—T

zasve k=0,1,...,n—1, gde je

2n
x r—x
A x) =cos— | | sin =
n+1/2( ) 2 H 9
¢ime je dokazano tvrdenje. ]
U nastavku ¢emo fiksirati ¢vor xyp = —m. Oznacimo sa S sledeéi simpleks

S:{y:(ylv‘”ay2n)€R2n3_77<y1<"'<y2n<71'}.

Neka je a € [0,1], n € N. Definisimo

(3.25) F(x,a) = /Tf (cos g)QQSOH ﬁ

- v=1
2n Cr—ug,
X sgn H sin — th—1/2(2) w(z)dz,
v=1

i posmatrajmo slede¢i problem

(3.26) F(x,a) =0 zasve tl,_ 15 € ‘J'Tl/_zl,
sa nepoznatim 1, . .., Ta,, Takav sistem za w(z) = 1 je razmatrao Dryanov ([12,

Theorem 3.1.}).

Za a = 1 problem (3.26) je ekvivalentan uslovima o—ortogonalnosti (3.24) (sa
xo = —m). Nas cilj je da nademo resenje problema (3.26) za a = 1, tj. preostale
¢vorove kvadraturne formule (3.22). Ve¢ smo videli da je za a = 1 reSenje jedin-
stveno u simpleksu S. Takode, za a = 0 problem (3.26) ima jedinstveno resenje
u simpleksu S.

Iz teoreme 3.9 direktno dobijamo sledec¢u lemu.

Lema 3.6. Problem (3.26) ima resenje u simpleksu S za sve a € [0, 1].

Dokazac¢emo indukcijom po n jedinstvenost reSenja problema (3.26) za sve
a€(0,1).

Uvedimo sledeée oznake

2n Tz — 2a5,+2
W(x,a,r) = H sin - ,
v=1
izak=1,...,2n,
™ 2aso0+1 I/
(3.27) op(x,a) = / (cos f) ’ w w(z)dz.
r 2 sin ==+
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Lema 3.7. Postoji € > 0 tako da za svako a € [0,1] resenje x problema (3.26)
pripada simpleksu

Se={y:e<uy+me<ta—v1, s €< Yo — Yon1, € < T — You -

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, tj. da za sve ¢ > 0 postoji a € [0, 1] takvo da
je xpy1 —x < e zaneko k € {0,1,...,2n} (xg = —m, X941 = 7). Tada, zbog

kompaktnosti skupova, postoje konvergentni nizovi €,,, Gy, Xm :pgm), . ,xg::))
takvi da vazi:

F(Xm,am) =0 zasve t, 1/ € ‘J',ll/_Ql;

" — 2™ < e, zancko ke {0,1,...,2n} (z{" = —m, 25", = 7);

Em_>0’ Qm — Ao, Xm — Xg, M — +00.
U zavisnosti od vrednosti indeksa k razlikujemo tri slucaja.

i) 1<k<2n—1.
U ovom slucaju je —m < x,(cm) < x,(ﬁ)l < m. Obelezimo 6,, = [a:,(gm), :v,(ﬁ)l]

Koristedi ¢injenicu da je

2n (m)

. T — Ty x 1/2

_ - cT
H sin 5 (:os2 1>
u#k?k-{—l
1
<~ o= o™ x_x;:ﬁ) L o @ ah),
sgn | sin 5 sin 7 =

1, zel-ma\ (@™, ),

iz (3.26) dobijamo

2am Sy +2
2
€T 2am so+2 n . T — 'rl(jm) e
coS — H sin ——
(7 \om 2 i 2
vk k41
(m) 2amsk+1 (m) 2amsk+1+1
LTy R o
X [sin sin ———— w(x)dz
2 2
2 2am Sy+2
€T 2amso+2 n . x — ajl(jm)
= coSs — H sin ——
5m 2 v=1 2
vk k41
(m) 2amsk+1 (m) 2amSp4+1+1
LT Ty L oy
X |sin —— i —— w(x)dx.
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Pustajué¢i da m — +o0 iz prethodne jednakosti dobijamo

2a05,+2
2 0
/ (COS x>2a050+2 Hn Sin T — .r1(/0) v
[—7’1’771'] 2 v=1 2
vk, k41
(0) 2@08k+1 (0) 2(108k+1+1
. - xk Y xk+1 -
X [sin sin ———— w(z)dz =0
2 2 ’

sto je nemoguce jer je integrand pozitivan skoro svuda na [—m, 7.

(i) k=0.

(m) (m)

Sada je —m < x; " < m. Obelezimo 0, = [-m,z; ']. Postupak je isti kao u

slucéaju (i), uz ¢injenice da je

o o—alM g

Hsm 5 I,

v=2
i (m)

( xr — .Tgm)) _L S [_valm )7
sgn | sin — =
1, =ze€ (C(](lm),ﬂ'],
(i) k = 2n.

U ovom sluéaju je —7 < 2{™ < 7. Obelezimo sada 6, = [z{™, 7

ovom slucaju postupak je isti kao u slucaju (i), koristeéi ¢injenice da je

2n—1 ()
H sin ——~— ¢ ‘J',ll/_zl,
2
v=1
' (m) 1 (m)
<‘ x_%n) —1, z€[-muz,’),
sgn smT =
1, ze@f, ),

Dakle, u svim slucajevima dolazimo do kontradikcije, sto dokazuje lemu.

Lema 3.8. Problemi (3.26) i
(3.28) or(x,a) =0 zasve k=1,...,2n

su ekvivalentni u simpleksu S (pr(x,a) je definisano sa (3.27)).

Dokaz. Pretpostavimo da je x € S resenje problema (3.26). Posto je

2n
.= 1/2
||Sln—V€Tn/_1, zasve k=1,...,2n,
2
v=1

V;k
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tozasve k=1,...,2n vazi

2n

Q €T 2asp+1
[ eos3) I
1

—T v=

X sgn (Hsmm_x )Hsmx_% w(x)dx =0,

v=1

v#k
tj. x je resenje problema (3.28).

Pretpostavimo sada da je x reSenje problema (3.28). Koristeéi trigonomet-
rijski interpolacioni polinom u Lagrange ovom obliku, svaki trigonometrijski poli-
nom polu-celobrojnog stepena t € T, L/2 ", mozemo predstaviti u obliku

2 2 _
t(l‘) — Znt(l'k) Huil S1n x qu
— sin 5 2 gin Tty
v#k

v=1

2 +1 2n
asy Cr—ux,
sgn H sin 5

al H?,L sin £
X Z t(zy) w(x)dx

s T—x) 2n c L Tp—Ty
S1n — H v—1 SI11 — 5

k=1 =
xk T X 2@80“‘1 2n . €xr — xV 2asy+1
= E 2n mk - COS — H S11
V 1 Sln “ -7 2 2

v=1

2n . —
. x—umx, \ [[,_,sin 5=
X sgn sin - w(x)dx
2 sin =k
v=1 2
2n

t(x
S ppC.C S )
=1 [1.2 sin =52

vk

tj. x je reSenje problema (3.26). O

Napomenimo da iz lema 3.7 i 3.8 sledi da su problemi (3.26) i (3.28) ekviva-
lentni u simpleksu S., za neko ¢ > 0, pa, prema tome, i u simpleksu S.,, za sve
0 < &1 < e, ali ne i u simpleksu S.
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Lema 3.9. Neka je pe,(x) neprekidna funkcija na [—m, 7], koja zavisi neprekidno
od parametara &,m € [c,d], tj. ako (&, nm) tezi ka (§o,m0), tada niz pe,, ., () tezi
ka peyno(z) za svako fiksirano x. Pretpostavimo da je resenje x(§,m) problema
(3.28) sa tezinom pe (x)w(z) wvek jedinstveno za sve (£,1m) € [c,d]*. Tada resenje
x(&,m) zavisi neprekidno od (&,7m) u [c,d]*.

Dokaz. Neka su &, &, nm,n € [c,d] takvi da vazi lim &, = {1 lim n, =

m——+00 m—-+00
n. Pretpostavimo da je x proizvoljna tacka nagomilavanja niza x(&,,,n,) kad

(&Emy M) tazi ka (€, 7). Prema definiciji x(&n, nm), za k= 1,...,2n imamo

/ " (eon ) Wl i) 03) oy — o

COS —
sin T—Tk (gm m)

. 2
Primenom Lebesgue-ove teoreme o dominantnoj konvergenciji ([68, p. 83]) dobi-
jamo

a 2as0+1 V}/
/ (COS E) Mpgm(x)w(x)dx =0, k=1,...,2n.

L T—Tg
2

x 2 sin

Zbog pretpostavke o jedinstvenosti zaklju¢ujemo da je x(&, 1) = x, tj.

lim X(&Em, M) = X(E, 7).
e X(Ems ) = X(E,7)

Prema tome, reSenje x(&,n) zavisi neprekidno od (£,7) u [c, d]?. O

Za dokaz sledece teoreme bi¢e nam potrebne neke osobine topoloskog stepena
preslikavanja. Napomenimo da je Barrow u [1] prvi put koristio topoloski stepen
u teoriji aproksimacija.

Neka je D otvoren ogranicen skup u euklidskom prostoru R"™ i preslikavanje
¢ : D — R™ neprekidno. Neka je ¢ € R" i ¢ € ¢(0D). Tada se definise topologki
stepen preslikavanja ¢ u odnosu na D i ¢, koji je ceo broj i obelezava se sa
deg(o, D, ). Vaze sledece osnovne osobine topoloskog stepena (videti [2]).

(i) Ako je ¢ € CY(D), c & ¢(0D) i det(¢'(z)) # 0 za sve x € D koji zadovolja-
vaju jednacinu ¢(z) = ¢, tada postoji konac¢an broj tacaka z; € D takvih
da je ¢(x;) = ¢ i vazi deg(op, D, c) = > sgn(det(¢'(z;))).

)

(ii) Ako je funkcija ¢(z, ) neprekidna na D x [0,1] i ¢(z, ) # c zasve v € D,
0 < a <1, tada je deg(¢( -, a), D, c) konstanta nezavisna od a.

Sada mozemo da dokazemo sledeéu teoremu.

Teorema 3.10. Problem pi(x,a) = 0 za sve k = 1,...,2n, ima jedinstveno
resenje u simpleksu S za sve a € [0,1].
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Dokaz. Za dokaz ¢emo iskoristiti neke modifikacije ideja koje su koristili Bo-
janov u [2], Shi u [82], Shi i Xu u [83] (za algebarske o—ortogonalne polinome)
i Dryanov u [12]. Preciznosti radi, problem ¢x(x,a) = 0, k = 1,...,2n, ¢emo
nazivati (a; sy, Sg, . .., Son; w) problem. Dokaza¢emo tvrdenje indukcijom po n.
Jedinstvenost za n = 0 je trivijalna. Pretpostavimo, kao indukcijsku hipotezu,
da (a; $1,...,Sau—2;w) problem ima jedinstveno resenje za svako a € [0,1] i za
sve tezinske funkcije w, koje su nenegativne i integrabilne na [—m, ), pri ¢emu
vrednost nula mogu imati samo na skupu mere nula.

Posmatrajmo sledece tezinske funkcije

r—8

2a89n,+2

w(:c), (5777) € [_ﬂ-?ﬂ-]2'

2as2p—1+2 7 —

Pen(z) = [sin sin

Za svako a € [0,1], problem (a;si,...,Sa,—2;Pey) ima jedinstveno reSenje

(x1(&,m), ..., x20-2(&,m)), takvo da je —m < z1(&,m) < -+ < T9p2(&,m) < .
Prema lemi 3.9, z,(£,n) zavisi neprekidno od (£,7) na [—m, 7| za sve v =
1,...,2n—2.

Treba da dokazemo da problem (a; sy, ..., So,; w) ima jedinstveno resenje za
svako a € [0, 1].
Obelezimo xa,-1(&,n) =&, z2a(&,m) =1,

2n

Wx(,m),a.2) = [

v=1

2as,+2

sin T — :Cl/(£7 7])

Y

izak=1,...,2n

™

prlena) = [ (eosg) T DA s,

Prema indukcijskoj hipotezi vazi
(3.29) or(x(€,7),0) =0, k=1,....2n—2,

za (§,1) € D, gde je D ={(&,n) : 3an—2(§;m) <& <n <7}

Posmatrajmo sada slede¢i problem u D

(3.30) o1(t,a) = /ﬂ (cos £>2a50+1 WIx(& ), a, 2) w(x)dr =0,

o 2 sin 9”2;5
™ 2as0+1
ba(t,a) = / (Cos f) ’ W(X@’Q’ % 2) w(z)dz =0,
o 2 sin %5

sa nepoznatim t = (&, 7).
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Akoje (§,m) € D resenje problema (3.30), tada je, prema (3.29), x(&, ) resenje
problema (a; sy, ..., So,; w) u simpleksu S. Obratno, ako je x = (z1,...,%2,)
resenje problema (a; sy, ..., So,; w) u simpleksu S, tada je (29, 1,%2,) resenje
problema (3.30). Prema lemi 3.7, svako resenje problema (3.30) pripada skupu

Ee:{(gan):8§§_x2n—2(§777)75§7]_§75§7T_7]}'

Ako je x resenje problema (a; sy, ..., Son;w) u Se, tada u tacki x za sve k =
1,....,2n, k # 2n — 1, vazi

T aso 2n
% = —(asy + 1)/ (cos §>2 o H

—T

v#2n—1,k
Posto je

2" X i T T

. - 4y — 4k 1/2
| | sin cos € ‘Tn/_ b

2 2
v=1
v#2n—1,k

prema lemi 3.8 dobijamo

!

—:07 k;zl,,2n,k7é2n—1
8xk

Diferenciranjem ¢; po s,_1 dobijamo

2n 25,42
ol 2aS9,-1 + 1 /7r ( x)2a50+1 Cox— x|t
= coS — H sin
8272”_1 2 —r 2 .y 2
v#2n—1
2as2n—1
. X — Ton-1 T — Ton-1
X [sin 5 cos 5 (x)dx

Obelezimo sa I desnu stranu prethodne jednakosti. Elementarnim trigonometri-
jskim transformacijama dobijamo

r—y z Y XY
cos = COS — COS = -+ sin — sin =
2 2 2 2 2
:cosfcosg—|—Sinx_—y+ysing
2 2 2 2

:Coszcosqusin;E_ycosgsing+coswsin2g.
2 2 2 2 2 2
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Koristec¢i prethodnu formulu dobijamo

2n 2 2
2aS9,-1+1 [T 2\ 2as0+1 R
I=—— CoSs — H sin
2 o 2 2
v=1
v#2n—1
2as2n—1
. T — Top-1 x 2n—1
X [sin COS = COS (x)dx
2 2 2
2n 2 2
2089, 1+ 1 [T < x)2a80+1 Cox—x, Pt
- cos — H sin
2 o 2 2
v=1
v#2n—1
2as2n—1
. L — Tan—1 . LT — Tan—1 Ton—1 Ton—1
X [sin sin (x)dx
2 2 2 2
2n 2 2
2a89,_1+1 [T 2\ 2aso+1 L x—x, asvt
- Cos — H sin
2 o 2 2
v=1
v#2n—1
2as2p—1
. L — Top-1 T — Toap—1 . 9 Top—1
X [sin 5 cos 5 sin” — w(x)dz.

Oznac¢imo sa [; prvi integral sa desne strane prethodne jednakosti. Lako se vidi
da je I; > 0 jer integrand ne menja znak u [—m, w|. Drugi integral sa desne strane
prethodne jednakosti je jednak 0 zbog (3.30). Prema tome,

2a89,_1 + 1 . 9 Loap—1

I = —— I, + sin

1,

tj.

o Q50,1 + 1
(1—81112332 1>I:—Mh<0.

2
Kako je —m < 29,1 < 7, to je

sgn 01 =-1
0Zon—1 '
Na isti nacin dobijamo i

%zo, k=1,....2n—1, sgn(a¢2) = 1.

8!Ek amZn

Dakle, u bilo kom resenju t = (£,n) problema (3.30) iz D, vazi

0¢1 i 091 5$k o1 _ 01 091 _0

85 8!L‘k 85 82L‘2n_1 al‘gn_17 877 ’
k;ﬁQn 1

0y 221 020 | 00> _ 00 9 _

877 Oxy, On axgn 8x2n’ o€ ’
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pa je determinanta Jacobiana J(t) pozitivna.

Dokazac¢emo sada da problem (3.30) ima jedinstveno resenje u 55/2. Za tu
svrhu koristi¢cemo topoloski stepen preslikavanja. Definisimo preslikavanje

@(t,a): D.jg x [0,1] — R?,

sa @d(t,a) = (¢1(t,a), pa(t,a)), t € R?, a € [0,1]. Ako je x(&,n) resenje problema

(a;s1,...,Sm;w) u S, tada reSenje problema

¢(t,a) = (0,0) u EE/Q

pripada skupu D.. Za a = 0 problem ¢(t,a) = (0,0) ima jedinstveno regenje u
D, /5. Otigledno je funkcija ¢( -, 0) diferencijabilna na D, ;. Preslikavanje ¢(t, a)
je neprekidno na D, /s x [0,1] i ¢(t,a) # (0,0) za t € 9D.5 i a € [0,1]. Prema
tome, deg(¢( -, a), D./2,(0,0)) je konstanta nezavisna od a, odnosno

deg( (-, a), Doy, (0,0)) = sgn det(J(t)) = 1

za sve a € [0,1]. To znaci da problem ¢(t,a) = (0,0) ima jedinstveno resenje u
D,y za sve a € [0,1], tj. problem (a;si, ..., s2,;w) ima jedinstveno resenje u S
koje pripada S.. n

Teorema 3.11. Resenje x = x(a) problema (3.28) zavisi neprekidno od a € [0, 1].

Dokaz. Neka je {an}, an, € [0,1], me€ IN, konvergentan nizi lim a,, = a* € [0, 1].

m—

Za svako an,, m € IN, postoji jedinstveni vektor x(a,,) = (x1(am), ..., Tan(am)),
koji je resenje problema (3.28) za a = a,,. Obelezimo jedinstveno resenje proble-
ma (3.28) za a = a* sa x(a*) = (z1(a*),...,x2,(a*)). Dovoljno je dokazati da je

lim x(an,) = x(a*). Neka je x* = (z7,...,x3,) bilo koja tacka nagomilavanja

am—a*
niza x(a,,) kada a,, tezi ka a*. Prema definiciji x(a,,), primenom teoreme 3.10,
za svako m € IN dobijamo

/n ( I>2am80+1 W (x(am), am, ) wlz

cos 5 P

-7 sin

Kad a,, — a* iz gornje jednakosti dobijamo

™ 2a*s0+1 VW (x*. a*
/(COS£> ’ Mw(m)dx:(), k=1,...,2n,

. r—x
2 sin k

—T

sto prema teoremi 3.10 znaci da je x* = x(a*), tj. lim x(an,) = x(a*). O

am—a*
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3.3.4 Numericka konstrukcija kvadraturnih formula sa
viSestrukim ¢vorovima

U ovom odeljku da¢emo metod za konstrukciju kvadraturnih formula ob-
lika (3.22). Kao specijalan slucaj konstruisa¢emo i kvadraturne formule (3.20).
Potrebno je najpre konstruisati ¢vorove, a zatim, kada su ¢vorovi poznati, kon-
struisati 1 tezine.

Konstrukcija ¢vorova

Kao §to je receno u odeljku 3.3.3, ¢vor xzyp = —m Cemo fiksirati unapred.
Preostale ¢vorove 1, . . . , X2, moZemo racunati reSavajuéi problem (3.28) za a = 1.

Pri resavanju sistema nelinearnih jednacina (3.28) za bilo koje a € (0,1],
koristicemo sledece oznake

]T (m)  (m) (m)]T

X=[ry Ty - Tgp]', x™ =[z(™ 2yV .. 2l

P(x) = [p1(x) @2(x) - ea(x)]".

Sa W = W (x) obelezava¢emo Jacobian od ¢(x). Nule o—ortogonalnog trigono-
metrijskog polinoma A, 1/ moZemo racunati metodom Newton-Kantorovich-a

(3.31) xmHD) = x(m) W (xM)p((x™), m=0,1,....

Za dobro izabranu startnu iteraciju x*) metod (3.31) ima kvadratnu konvergen-
ciju.

Elementi Jacobiana

dp;
W =w = Wy 5 =
() = lw ,J]anzn [8:1:]-] 2nx2n
dati su sa
a i - 2asg1 2n —a, 2as,+1
w; ;= a—fj = —(1+asj)/7T (cos%) ’ L[l sinx <
X sgn (Hsmx — ) H sin _x” cos = ;Ij w(z)dz,
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za i # j, i

2n 2as,+2

dp; 1+ 2as; /’T ( x)QasoHH R

04 - — S — sSin

Or; 2 ) \"3 11 2

vF#i
2as;
X |sin — cos — w(x)de

Svi gore navedeni integrali mogu se ra¢unati tacno (sem gresaka zaokruglji-
vanja) primenom kvadraturnih formulama Gauss-ovog tipa (3.6), tj.

2N

(3.32) / " f@) w)de = S A f(w) + Ru(f),

sa 2N > Ziio s, + 2n.

Prema rezultatima dobijenim u odeljku 3.3.3, za fiksirano n, sistem (3.28)
reSavamo progresivno od nizih vrednosti a, povecavajuci ih do ciljne vrednosti
a = 1. Pritom, te vrednosti biramo tako da metod Newton—Kantorovich-a bude
uspesan. Resenje sistema (3.28) za neko a®) koristimo kao pocetnu iteraciju
za reSavanje sistema za a0tV 1 > oD > ¢, Ukoliko taj iterativni proces
ne konvergira, tada smanjujemo a(*V), tako da proces postane konvergentan.
Teorema 3.11 nam garantuje da je to uvek moguce.

Ako su zg = —, :Ego), x(20)7 e ,xé?l) nule ortogonalnog trigonometrijskog poli-
noma stepena n+ 1/2, tada je (xgo), xéo), . ,xg,?) reSenje sistema (3.28) za a = 0.
To resenje koristimo kao pocetnu iteraciju za prvi iterativni proces, za neko
a™) > 0. Prema teoremi 3.11, takva iterativna strategija mora biti efikasna.

U slucaju jednake visestrukosti u svim ¢vorovima, sg = s; = -+ = 89, =
s, odmah resavamo sistem (3.28) za a = 1 metodom Newton-Kantorovich-a,
uzimajudi resenje za a = 0 kao pocetnu iteraciju.

Konstrukcija tezina

Ako su évorovi z,, v = 0,1,...,2n, kvadraturne formule (3.22) poznati,
moguce je racunati tezine A;,, v =0,1,...,2n, 7 =0,1,...,2s,. Jedan nacin za
racunanje tezina je da se fundamentalni polinomi trigonometrijske Hermite-ove
interpolacije (videti [13] i [12]) pomnoze sa w i to integrali na intervalu [—m, 7).
Medutim konstrukcija Hermite-ovog interpolacionog trigonometrijskog polinoma
je znatno komplikovanija od konstrukcije algebarskog Hermite-ovog interpola-
cionog polinoma. Zato za konstrukciju tezina neé¢emo koristiti taj metod, veé
¢emo iskoristiti ¢injenicu da je kvadraturna formula (3.22) interpolacionog tipa
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i da kvadraturna formula (3.22) mora biti ta¢na za sve trigonometrijske poli-
.y 2n o o .
nome stepena ne viseg od > 7" (s, + 1) — 1. Prema tome, tezine ra¢unamo iz
uslova da je kvadraturna formula (3.22) tacna za f(z) = 1,coslz,sinlx, gde je
1<i< n—l—zzio s,. Na taj nac¢in problem racunanja tezina svodi se na resavanje

sistema linearnih jednacina.

Kada je kvadraturna formula oblika (3.20) u pitanju, tada tezine ra¢unamo
iz uslova da je kvadraturna formula ta¢na za f(x) = 1, cos {z, sin fx, pri ¢emu je
1</l<n+2ns+s.

3.3.5 Numericki primeri

U ovom poglavlju da¢emo neke numericke primere. Ogranic¢i¢emo se samo na
tezinske funkcije w(x) = 1 + sinmax, m € IN, jer za te tezine znamo eksplicitne
formule za koeficijente petoclanih rekurentnih relacija (teoreme 2.9, 2.10 i 2.11)
za odgovarajuce ortogonalne trigonometrijske polinome polu-celobrojnog stepena
neophodne za konstrukciju kvadraturnih formula (3.32). Numericki rezultati su
dobijeni koris¢éenjem postupka opisanog u odeljku 3.3.4. Za sva izracunavanja
koris¢en je paket MATHEMATICA i paket opisan u [9], sa D—aritmetikom (16
decimalnih cifara u mantisi).

Primer 3.3. Za tezinsku funkciju w(zx) = 1+ sin 10z dacemo parametre kvadra-
turne formule tipa (3.20) u slucaju n =3, s = 4.

Opisanim postupkom ¢vorovi z,,, v = 0,1,...,6, dobijaju se nakon 6 iteracija
i oni su dati u tabeli 3.4. Tezine A;,, v =0,1,...,6, j =0,1,...,8, su date u
tabeli 3.5 (brojevi u zagradi oznacavaju decimalne eksponente).

Tabela 3.4: Cvorovi z,, v = 0,1, ..., 6, kvadraturne formule za tezinsku funkciju
w(z) =1+ sin 10z u sluéajun =3, s =4

:L‘V
—3.141592653589793
—2.195607981849430
—1.333176069063883
—4.099098761827392(—1)

4.729443598876385(—1)
1.357189613375543
2.278805025752396

OOl W N~ O
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3.3. KVADRATURNE FORMULE SA VISESTRUKIM CVOROVIMA

Tabela 3.5: Tezine A;,, v = 0,1,...,6, 7 = 0,1,...,8, kvadraturne formule za
tezinsku funkciju w(xz) =1+ sin 10z u sluéaju n =3, s =4

J Ajo Ajq Ajo

0| 8.736802944384789(—1) 8.780039484030546(—1) 9.692004149126866(—1)
1] 1.833922061262777(—2) |—1.837878429586544(—2) 1.386435531448628(—2)
2| 2.409833697575788(—2) 2.451851233462525(—2) 3.322697701991410(—2)
3| 3.478677056578933(—4) 3.465923165145842(—4) |—2.369456795203014(—4)
4| 1.558947988995572(—4) 1.584840976164456(—4) 2.158502088774562(—4)
5)—1.838132611006274(—6) 1.832393533366365(—6) |—1.262701277445712(—6)
6 3.338836720895908(—7) 3.387523716879377(—7) 4.560354529557524(—7)
7|—1.879808674224471(—9) 1.873697387438962(—9) |—1.285397680747573(—9)
8 2.175859924843315(—10) 2.203646226388774(—10) 2.938295810053380(—10)
J Ajs Aja Ajs

0| 7.873753863362594(—1) 1.017387489758429 7.849380122341280(—1)
11—9.567180529417245(—3) 3.356370104432001(—4) 8.867465772551080(—3)
2| 1.551402784551946(—2) 3.773549640978078(—2) 1.526596655883835(—2)
3| 2.206191006423442(—4) |—5.425164321016498(—6) |—2.060655565192848(—4)
4 1.087043736594881(—4) 2.471671315937221(—4) 1.075161851751907(—4)
5| 1.145439928442952(—6) |—2.901661875281969(—8) |—1.069199892115892(—6)
6 2.600589952717407(—7) 5.236333175630410(—7) 2.587178372059509(—7)
7| 1.174751685812646(—9) |—2.941523023505351(—11) | —1.096667262757770(—9)
8| 1.860767460000116(—10)| 3.382349780304087(—10)| 1.859502304196043(—10)
J Aje

0 9.725997610965500(—1)

1 —1.346061059198731(—2)

2| 3.354698088915084(—2)

3| 2.291393236749525(—4)

4| 2.180483113897306(—4)

5| 1.221436807924084(—6)

6| 4.607341215251486(—7)

7| 1.243067569303820(—9)

8 2.968957276039136(—10)

Primer 3.4. Neka je tezinska funkcija w(z) = 14 sin 15z. Procedura opisana u

odelgku 3.3.4 primenjivana je za razne vrednostin i o.

o n =2

Za o = (6,6,6,3,3) ili 0 = (7,6, 3,3,3) imamo tri koraka, tj. tri iterativna
procesa: za a = 1/7, a = 1/2 i, konacno, za a = 1.

Za o = (5,5,5,4,4) imamo dva iterativna procesa: za a = 1/2ia = 1.
Broj iteracija u svakom od iterativnih procesa je od 5 do 7.

o n—3.

Za o = (5,5,5,4,4,4,4) ili 0 = (4,4,4,4,3,3,3) imamo dva koraka: a =

1/2,a=1.
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3.3. KVADRATURNE FORMULE SA VISESTRUKIM CVOROVIMA

Zao=(6,6,6,4,4,4,4)ilioc = (7,7,7,5,5,5,5) imamo tri koraka: a = 1/7,
a=1/2,a=1.
Broj iteracija u svakom koraku je od 5 do 7.

o n =4
Zao=(3,3,3,3,3,2,2,2,2) imamo dva koraka: a =1/2, a = 1.
Zao=(7,2,3,3,3,3,3,1,1) imamo tri koraka: a =1/5, a =1/2, a = 1.
Za o = (6,6,5,5,5,3,3,7,7) imamo cetiri koraka: a = 1/10, a = 1/4,
a=3/4,a=1.
Broj iteracija u svakom koraku je od 6 do 8.

Daéemo parametre kvadraturne formule (3.22) zan = 3, 0 = (5,5,5,4,4,4,4).
Cvorovi z,, v = 0,1,...,6, dati su u tabeli 3.6, a tezine A4;,, v = 0,1,...,6,
7=0,1,...,2s,, su date u tabeli 3.7.

Tabela 3.6: Cvorovi z,, v = 0,1, ..., 6, kvadraturne formule za tezinsku funkciju
w(z) =1+ sin 15z u sluéajun =3, 0 = (5,5,5,4,4,4,4)

Ty
—3.141592653589793
—2.142289082021412
—1.166433858435203
—0.2605173232946470

0.5758361786837509
1.408529709542752
2.242866498580637

SO W N~ O]
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Tabela 3.7: Tezine A;,, v =0,1,...,6, j =0,1,...,2s,, kvadraturne formule za
tezinsku funkciju w(z) = 1+ sin 15z u slucajun =3, o = (5,5,5,4,4,4,4)

J Ajo Aja Ajo

0| 9.677875224336417(—1) 9.531676735698756(—1) 1.013233190569206

1| 2.028602075502205(—2) |—1.213702606912967(—2) |—6.205384402876206(—3)

2| 3.370542562028110(—2) 3.139811933707851(—2) 3.947125321579040(—2)

3| 4.157187227289942(—4) |—2.260462190450483(—4) |—1.405985517394013(—4)

4| 2.920451726171018(—4) | 2.548760404654218(—4) | 3.789914893847127(—4)

5| 9.892119903945280(—7) | —1.840787846765896(—7) |—5.427834476408153(—T7)

6 | 9.369122751227972(—7) 8.151181829594624(—7) 1.251346230604130(—6)

7| 3.447654817922883(—10)| 9.275296249257300(—10)|—7.742644070773603(—10)
8 | 1.211833433569280(—9) 1.076843363389778(—9) 1.619541201005613(—9)

9 1 —2.900204383998459(—13)| 9.765877821136858(—13)|—3.861351229786107(—13)
10| 5.318078200661739(—13)| 4.855779990769611(—13)| 7.037745858845391(—13)
J Aj3 Aja Ajs

0| 8.450483076824410(—1) 8.324813718068735(—1) 8.312421276393454(—1)

1| 1.363117963026762(—2) 1.540647023188423(—2) 1.465250028885229(—2)

2| 2.274991506408189(—2) 2.185471298912329(—2) 2.183869845673810(—2)

3| 2.883916551159689(—4) 3.219904145017409(—4) 3.054789366790949(—4)

4| 1.517061060513543(—4) 1.435059989296148(—4) 1.442057799647988(—4)

51 7.292338226067105(—7) 8.716673371216379(—7) 8.385669403932208(—7)

6 | 3.156791619308204(—7) 2.943584862578417(—7) 2.963111252285077(—7)

7| 4.416832399449249(—10)| 5.872699652166557(—10)| 5.763049514683460(—10)
8 | 1.934662425687248(—10)| 1.779998550453076(—10)| 1.791759019042322(—10)
J Aje

0 8.402251134782032(—1)

1| 1.559731715155896(—2)

2| 2.253281007306902(—2)

3| 3.217904178265226(—4)

4| 1.512155359054232(—4)

51 9.251864321223748(—7)

6 | 3.144574541987427(—7)

7| 6.751494958600252(—10)

8 | 1.919961224906652(—10)
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Glava 4

Numericka integracija brzo
oscilatornih funkcija

Potreba za racunanjem integrala kod kojih je integrand oscilatorna funkcija
javlja se u mnogim oblastima matematike, kompjuterskih nauka, fizike, hemije,
mehanike itd. Standardni metodi za numericku integraciju, kao sto su Gauss-
ove kvadraturne formule, ne mogu se uspesno primenjivati kod takvih integrala,
posebno u slucajevima brzo oscilatornih funkcija. Za resavanje takvih problema
koriste se razni specijalni metodi. Naves¢emo neke od brojnih autora koji su se
bavili problemom integracije brzo oscilatornih funkcija: Davis i Rabinowitz [10,
Section 2.10], Engels [14, Section 8.5], Milovanovi¢ [49], Evans i Webster [15],
Ixaru [33], Ixaru i Paternoster [34], Kim, Coools i Ixary [38, 39], Iserles [29, 30],
Iserles i Norsett [31, 32], Levin [42, 43|, Sauter [81], Olver [74].

U radu [57] mi smo se fokusirali na ideju koriséenja tzv. eksponencijalnog
fitovanja, koju su koristili Ixary u [33], odnosno, Ixaru i Paternoster u [34]. Oni
su posmatrali kvadraturne formule oblika

[ i~ gwwm),

koje tacno integrale prvih n parova iz skupa {e#%, petite p2etine pdetinr 3
1 € R. Medutim, u njihovim radovima nije dokazana egzistencija takvih kvadra-
turnih formula. Dat je numericki postupak za konstrukciju kvadratura kod kojih
su ¢évorovi antisimetriéni unutar intervala (—1,1), a tezine simetricne, pri cemu
se na osnovu prezentovanih primera stice utisak da su takve kvadraturne formule
jedinstvene. Prezentovani su numericki rezultati za n < 610 < p < 50. Njihov
algoritam je slabo uslovljen. Radeéi u D—aritmetici, faktor uslovljenosti je 104
za p = 0 (kada uopste nemamo oscilatornu funkciju) in =6, azap=50in =6
cak 10°.
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4.1. KVADRATURNE FORMULE GAUSS-OVOG TIPA ZA OSCILATORNE FUNKCIJE

U ovoj glavi bi¢e prezentovani rezultati objavljeni u [57], ali i novi rezultati
koji su u pripremi za publikovanje. Takode, dacemo i neke numericke primere.

4.1 Kvadraturne formule Gauss-ovog tipa za
oscilatorne funkcije

Razmatra¢emo kvadraturne formule pogodne za integraciju brzo oscilatornih
funkcija oblika f(z) = fi(z)sinlx + fo(z)cos(x, gde su fi(x) 1 fo(x) glatke
funkcije, a ¢ € R. To su tzv. regularne oscilacije. Na slici 4.1 prikazan je grafik
funkcije f(z) = (z2+1)(cos(x+sin(z), x € (—10,10), za ¢ = 10 (levo) i ¢ = 100
(desno).

Slika 4.1: Grafik funkcije f(z) = (22 +1)(cos (x+sinz), x € (—10,10) za ¢ = 10
(levo) i ¢ = 100 (desno)

Analizira¢emo generalisane Gauss-ove kvadraturne formule oblika

(@.) [ f@yde =3 o) + Rl

gde su ¢vorovi xy i tezine oy, k =1, ..., n, izabrane tako da kvadraturna formula
bude tacna na linearnom prostoru

Fon(C) = L{zF cosCx,2¥sinCx : k=0,1,...,n—1}, (€R.

Kako sistem funkcija {z* cos(z,2*sin¢x : k = 0,1,...,n — 1} nije Chebyshev-
ljev sistem na [—1, 1], egzistencija takvih kvadraturnih formula nije zagarantovana
(videti odeljak 1.3.4).

Jedan od nacina za konstrukciju ovakvih kvadraturnih formula je primenom al-
goritma opisanog u odeljku 1.3.4, pri éemu bi sistem funkcija {z* cos (x, 2* sin ¢z :
k=0,1,...,n—1} najpre trebalo ortogonalizovati na [—1, 1]. Medutim, mi ¢emo
ovde prezentovati jedan potpuno drugaciji pristup.
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Primetimo da za ¢ # 0 vazi dim F,(¢) = 2n. Ocigledno je Fa,(—() = Fa,,((),
tako da ¢emo razmatrati samo slucaj ¢ > 0. Slucaj ¢ = 0 je trivijalan, jer se
prostor Fs,(0) svodi na prostor algebarskih polinoma stepena ne viég od n — 1,
tJ C‘an(O) = iPn—l-

Uvedimo najpre neke oznake radi jednostavnijeg zapisa. Za dato n € IN i skup
¢vorova {z1,...,x,} obelezimo x = (x1,...,xz,) i definidimo moni¢ni polinom
w(zr) = w™(z) sa

w(x) = H(w — Tp).

k=1
Dalje, za v,u =1, ..., n, uvedimo
afe) = 2T, wple) = — [ @)
rT—x, T 7 o (x —z,)(x —x,) L4
k#v k#v,pu
i
iy 2 el
o)~ @ 2w ()
Konaéno, definisimo funkcije ®,(x) na slede¢i nacin
1
o, (x) = / wy(z)sinC(z —z,)dz, v=1,...,n.
-1
Najpre ¢emo izvesti eksplicitne formule za tezine o4, k = 1, ..., n, kvadraturne

formule (4.1) kada su ¢vorovi xy, k = 1,...,n, poznati.

Teorema 4.1. Pretpostavimo da su dati medusobno razli¢iti cvorovi xy, k =
1,...,n, kvadraturne formule (4.1). Tada tezine mozZemo predstaviti u obliku

1
(4.2) ak:/ U(z)cos((x —xx)dx, k=1,... n.
-1

Dokaz. Kako je w,(z) € P, 1

wy(x) cos((x — x,) = w,(x) cos(z, cos(x + w,(z)sin(x,sin(x, v=1,...,n,
zakljucujemo da je w,(x)cos((x —z,) € F,(¢), v = 1,...,n. Za takve funkcije
kvadraturna formula (4.1) je tacna, pa za v = 1,...,n imamo

/_ wy(x)cos((x — x,)dr = Z opwy(xg) cos((xp — x,) = opw, (),

1 k=1

odakle lako dobijamo (4.2). O
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Prethodna teorema garantuje jedinstvenost tezina kvadraturne formule (4.1)
kada su ¢vorovi dati. Neposredna posledica prethodne teoreme je i da tezine
kvadraturne formule (4.1) mozemo posmatrati kao neprekidne funkcije ¢vorova
na zatvorenom podskupu od R", koji ne sadrzi tacke sa nekim parom jednakih
koordinata. To sledi iz Lebesgue-ove teoreme o dominantnoj konvergenciji (videti

68, p. 83]).

Teorema 4.2. Ako suxy, k=1,...,n, ¢vorovi kvadraturne formule (4.1), onda
oni zadovoljavaju sledeci sistem jednacina

1
(4.3) / wy(z)sin(r —z,)de =0, v=1,...,n
—1
Obratno, ako z, k = 1,....,n, zadovoljavaju sistem jednacina (4.3), pod
uslovom da je xi, # xj, k # j, k,j =1,...,n, tada su x, k =1,...,n, cvorovi

kvadraturne formule (4.1).

Dokaz. Neka su zy, k = 1,...,n, ¢vorovi kvadraturne formule (4.1). Kako je
w, €Pp,v=1,...,n,toje w,(x)sin((xr — x,) € For,({), v =1,...,n. Prema
tome, kvadraturna formula (4.1) je ta¢na za sve funkcije w,(x)sin((z — z,),
v =1,...,n, odakle dobijamo

1
/ wy(x)sin((r —x,)de =0, v=1,...,n,

1
tj. ¢vorovi xy, k = 1,...,n, zadovoljavaju sistem jednacina (4.3).

Obratno, pretpostavimo da je x = (z1,...,2,), gde je x, # z;, k # j, k,j =
1,...,n, reSenje sistema (4.3). Funkcije iz prostora Fy,(¢) mozemo predstaviti
pomocu funkeija w, (x)sin((z —z,) i w,(x) cos((x —x,), v =1,...,n. Zaista, za
v=1,...,n imamo

wy () sin (z = wy(x) cos (x, sin ((z — z,) + w,(x) sin (z, cos (x — x,),

wy(z) cos (x = —w, () sin (x, sin {(z — z,) + w,(x) cos (z, cos ((x — x,,).

Obzirom da je xp # xj, za k # j, k,j = 1,...,n, polinomi w,, v =1,...,n — 1,
obrazuju bazu linearnog prostora polinoma stepena ne viseg od n — 1.

Treba jo$ pokazati da tezine o, kK = 1,...,n, kvadraturne formule (4.1),
mozemo da odredimo tako da ona tacno integrali funkcije w, cos((x — x,), v =
1,...,n. Medutim, ovaj problem je vece resen u dokazu teoreme 4.1 i znamo da
su tezine oy, k = 1,...,n, jednoznacno odredene. Il

Sistem jednacina (4.3), koji se pojavljuje u prethodnoj teoremi, zauzima cen-
tralno mesto u svim narednim analizama tokom ovog poglavlja. Nazalost, postoje
brojna resenja sistema (4.3) koja ne predstavljaju ¢vorove kvadraturne formule
(4.1). Naravno, to su resenja sistema (4.3) kod kojih je z; = x;, za neke k # j,
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k,7 = 1,...,n. Na primer, ako je n neparan broj, tada sistem (4.3) uvek ima
trivijalno resenje z, =0, v =1,...,n.

Posto nas interesuju jedino ona resenja sistema (4.3) koja su ¢vorovi kvadra-
turne formule (4.1), bitno je da znamo ponasanje Jacobiana sistema (4.3) u bilo
kom takvom resenju. Vazi sledeca teorema.

Teorema 4.3. Neka sux,, v=1,...,n, ¢vorovi kvadraturne formule (4.1). Ako
jeo, #0,v=1,...,n, tada je Jacobian sistema (4.3) u resenju z,, v=1,...,n,
reqularan.

Za dokaz ove teoreme potrebna nam je neznatna modifikacija Bochner-ove teo-
reme. Prema Bochner-ovoj teoremi svaka neprekidna pozitivno definitna funkcija
je Fourier-ova transformacija konacne pozitivne Borel-ove mere. Vazi i obrat
Bochner-ove teoreme ([79, p. 290]), tj. Fourier-ova transformacija svake konacne
pozitivne Borel-ove mere na R" je pozitivnho definitna. Za modifikovanu teo-
remu koju ¢emo dokazati potrebna nam je definicija striktno pozitivno definitne
funkcije.

Definicija 4.1. Funkcija f : R — C je striktno pozitivno definitna ako za svako
c = (c1,...,¢,) € C"\{0} @ svaki skup realnih, medusobno razlicitih tacaka xy,
k=1,...,n, vazi

(4.4) Z cpCy f(xp — x,) > 0.

k=1

Teorema 4.4. Neka je i konacna pozitivna Borel-ova mera sa ogranicenim re-
alnim nosacem, koja je simetricna u odnosu na nulu i koja 1ma bar jednu tacku
nagomilavanja na R. Tada je funkcija

@)= [ e au)
realna, parna i striktno pozitivno definitna.

Dokaz. Jasno je da je funkcija f realna, jer je nosa¢ mere p simetrican u odnosu
na nuly, tj. [sinztdu(t) = 0. Takode, lako se vidi i da je f parna funkcija jer je

f(—x) = / e dpu(t) = (@) = f(z).

Primenjujuéi elementarne transformacije dobijamo

Z CkEyf(xk — :[jy) = Z Ckﬁy/ei(xkx”)t d,u(t)

kw=1 kw=1

:/ Z cre™ e, e dp(t) :/

k,v=1

du(t).

n

§ Ckelwkt

k=1
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Pretpostavimo sada da postoji ¢ € C*\{0}, takvo da (4.4) ne vazi. Tada, na
osnovu prethodne jednakosti, dobijamo

n
/ § Ckela:kt
k=1

Posto je p Borel-ova mera i integrand neprekidan, sledi da je (videti [68, p. 71])

n
2 Ckelmkt
k=1

du(t) = 0.

2

—0, tesupp(n),

odnosno, ekvivalentno

n

cheixkt =0, t¢&supp(p).
k=1

Kako je ova funkcija cela u C i nosa¢ mere p sadrzi bar jednu tacku nagomila-
vanja, koristeéi standardni argument povezanosti (videti [27]) zakljucujemo da
prethodna jednakost vazi u celoj kompleksnoj ravni C, tj.

n

Z Ckeixkt = 0, teC.

k=1
Pretpostavimo da su tacke xp, k = 1,...,n, uredene tako da vazi xy < xp.1, k =
1,...,n —1; ukoliko to nije slucaj mozemo ih prenumerisati. Mnoze¢i prethodnu

jednakost sa e~ dobijamo

n—1

chei(m’“_x")t +c¢,=0, teC.

k=1
Ako sada izaberemo t = —iu i pustimo da u — +o0, dobi¢emo da je ¢, = 0.
Koristedi istu proceduru dobijamo da je ¢, = 0, k = 1, ..., n, sto je u kontradikciji
sa naSom pretpostavkom. ]

Sada mozemo dokazati 1 teoremu 4.3.

Dokaz teoreme 4.3. Elemente Jacobiana sistema (4.3) u bilo kom resenju sistema
mozemo predstaviti u slede¢em obliku

1
8”@1,()():—/ wyr(z)sin((x —x,)de, k#v, kv=1...n,

1

1
0p, @, (x) = —C/_lw,,(:c) cosC(x —z,)dx, v=1,...,n,
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pri cemu je moguca zamena redosleda diferenciranja i integracije na osnovu
Lebesgue-ove teoreme o dominantnoj konvergenciji ([68, p. 85]). Kako je w,x €
Prnoiw, € P, 1, mozemo primeniti kvadraturnu formulu (4.1) za izra¢unavanje
gornjih integrala. Na taj nacin dobijamo
—orwy (k) sin((zy — 2,), k#v,
aﬂﬁk (I)V(X) =
—Cowy(Ty), k=v.
Kako za k = v, zbog neprekidnosti, imamo

sin ( (24 — 2,)
T — Ty

— G,
mozemo pisati

O0p, @ (x) = —Ukwk(mk)w, kiv=1,...,n.
Ty — Ty

Sada lako mozemo rac¢unati determinantu Jacobiana:

(i)
’* k=1

Koristec¢i teoremu 4.4 zakljuéujemo da je funkcija sin(¢x)/x, po z, striktno
pozitivno definitna, jer zbog
1 .
: sin
/ et dt =2 ,

1 i

sin (2 —2,) |"
Tk — Ty

O, P (%)

v,k=1

predstavlja Fourier-ovu transformaciju Legendre-ove mere. To znaci da matrica sa
elementima sin({(xx —x,))/(xx — x,,) ne moze imati nulu kao sopstvenu vrednost,
tj. njena determinanta ne moze biti jednaka nuli. Zbog pretpostavke da je oy # 0,

k =1,...,n, determinanta Jacobiana u bilo kom resenju sistema (4.3) ne moze
biti jednaka nuli. ]

Uslov oy, #0, k=1,...,n, u teoremi 4.3 je sasvim prirodan. U suprotnom,
ako bi vazilo 0, = 0, za neko = 1,...,n, tada kvadraturna formula uopste ne
bi zavisila od ¢vora x,, odnosno, mogli bi izabrati proizvoljno xz, nezavisno od
tacaka x1,...,%Tu—1, Tyq1, ..., T,. Da bi to videli potrebna nam je sledeca lema.
Lema 4.1. Neka su xi, k =1,...,n, medusobno razli¢iti realni brojevi. Tada su
xk, k=1,...,n, ¢vorovi kvadraturne formule (4.1), pri cemu je o, = 0, za neko
w=1,...,n, ako i samo ako je

(4.5) /_1 wy ()" dr =0

1

i

1
(4.6) / wyp(r)sin((z —z,)de =0, v=1,...,p—1p+1,...,n
—1
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Dokaz. Ako su xp, k = 1,...,n, ¢vorovi kvadraturne formule (4.1), pri ¢emu
je 0, =0, iz (4.2) i (4.3) dobijamo (4.5). Izaberimo sada neko v # pu. Ako
primenimo kvadraturnu formulu (4.1) za izrac¢unavanje integrala u (4.6) dobijamo
upravo ono Sto se tvrdi u lemi.

Pretpostavimo sada da imamo dat skup medusobno razli¢itih tacaka xy, k =
1,...,n, takvih da vazi (4.5) i (4.6). MnozZedi (4.5) sa e '*® i uzimajuéi imaginarni
deo dobijamo

/_1 wy(z)sin((x — z,) dz = 0.

1

Ako sada izaberemo v # u, pomnozimo (4.5) sa e %* i uzmemo imaginarni deo,
a zatim od toga oduzmemo jednakost (4.6) pomnozenu sa x, — x,, dobi¢emo

/_1 w,(z)sin C(z — z,) dz = 0.

1

Prema teoremi 4.2, xx, k = 1,...,n, su ¢vorovi kvadraturne formule (4.1).
Mnozedi (4.5) sa e “®» | uzimajuéi realni deo dobijamo o, = 0. O
Posledica prethodne leme je da je za date ¢vorove xy, k = 1,...,n, kvadra-

turne formule (4.1), uslov o, = 0 ekvivalentan sa
1 .
/ w,(7)el" dz = 0.
-1

Da bi dokazali teoremu o egzistenciji posmatranih kvadraturnih formula, po-
trebni su nam slede¢i pomoéni rezultati.

Teorema 4.5. Za

<—2n 1
Uoy = (2n)!/ z*" cosCxdz, n € Ny,

-1

vazi

2sin( (22 2cos( (2l
¢ @nr2)! ¢ @t

i ug = 2sin(/¢. Takode, za n € Ny vazi

(47) U2n+2 + U9y, = n € IN(],

2sinC, s e € 20080 R CRF
(4.8)  ugy, = c (1) ’;( 1) IR (=1) k:o( D (2k + 1)1

Dokaz. Parcijalnom integracijom dobijamo

C2n+2 1 —
Uopio = m /1 x cos Cxdx

2n+2 2 : 2n+1 2
_ ¢ sing | ¢ L
2n+2)! ¢ 2n+1) (¢
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Jednakost (4.8) dokazujemo induktivno. Tvrdenje je tacno za n = 0 i ako
pretpostavimo da je taéno za neko n € IN, zamenom izraza za usg, u (4.7), dobi-
jamo

" 2sin( ¢t 2cosC
2T on )l ¢ T @ntl) ¢
M2 2sin( ¢t 2cosC
 (2n+2)! ¢ 2n+1)! ¢
2sin ¢ e L ¢ 2cos n_1"*1 L 2k
- 1 1 - 1 ) L N
E D S Gy = T T D Gy
_ 2sin( . 1”“ L ¢ 2cos( e NG
=77 (=1)"* ;(—1) (2k)!+ c (=1) k:0<_1) k1)
tj. (4.8) vazi za sve n € Ny. O

Slicna teorema vazi i za niz momenata sinusne funkcije.

Teorema 4.6. Za

<2n+1 1 -
Voan+1 = m /_1 xz nt sin CQC d.fL', n e IN(),
vazi (el g ¢
" coS
] = — " No.
Vant1 nt 1)l ¢ + u2 n € INg
Za sve n € Ny je
2cos ( - N Gan 2sin . L, CF
4.9 il = — 1" —1 -1 —1 .
k=0 k=0
Dokaz. Dokaz je analogan dokazu teoreme 4.5. l

Kao posledicu prethodne dve teoreme imamo sledece tvrdenje.

Teorema 4.7. Ako je sin2¢ > 0, tada je sgn(us,) = sgn(sin¢) ili ug, = 0,
n € Ny, a ako je sin2(¢ < 0, tada je sgn(va,41) = sgn(sin ¢) ili va,1 = 0, n € WNo.
U sluéaju sin¢ = 0 vaZi sgn(ug,) = —sgn(ve,y1) = sgn(cos() ili ug, = 0 ili
Vo1 = 0, n € Ny, a u slucaju cos ¢ = 0 vazi sgn(ug,) = sgn(ve,y1) = sgn(sin ()
il ugy, = 0 it vo1 = 0, n € Ny. Kada je sin2¢ > 0, ugy, © Uspio ne mogu biti
istovremeno jednaki nuli za n € Ny, a kada je sin2¢ < 0, vVopi1 @ Vapis NE MOGU
istovremeno biti jednaki nult za n € INy.

Dokaz. Za dokaz ovog tvrdenja iskoristicemo Leibnitz-ovu teoremu o alterna-
tivnim redovima (videti [69]). Kako je

C2k‘+1

CQk
cos( = Z Qk" sin( = Z k2k+1)
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za sve ¢ € R, na osnovu Leibnitz-ove teoreme sledi da je

n ok Cgk B B P <2n+2
Z( 1) orl cos¢ — A\(—1) 2o za neko A € [0,1),
P ! !
"0 N C2k+1 <2n+3
Z(—l) m = sinC — n(—l)n+1m, za neko n c [0, 1)
k=0 ’ ’

Koristeci ove relacije dobijamo sledec¢e ocene za us,, n € Ny, u slucaju kada je
sin 2¢ > 0

Yon _ Sinc(—l)" (cos( — A(_l)nﬂ—g%ﬂ >

2 ¢ (2n +2)!
cos ¢ N N cas
#2281yt (sing = -1 )
B C2n+1 sinC C2n COSC B C2"8gn(sin C) >\<| SiIlC|
_/\(2”+2)! n(2n+1)!_ (2n +1)! ( o + 2 +n|cos§|),

Sada je jasno da znak od us, zavisi samo od znaka sin (, jer su sve ostale veli¢ine u
prethodnoj jednakosti nenegativne, uz mogucénost A = n = 0, koja daje usy, = 0.
Tvrdenja o znaku us,, n € Ny, za sin( = 0 ili cos( = 0 su ocigledna.

Koristedi slicne argumente za vq,11, n € INp, u slucaju sin 2¢ < 0 dobijamo

Von41 _ _COSC(_l)n (sin{ . n(_l)n-l—l <2n+3 )

2 ¢ (2n + 3)!
sin ¢ " N Cas
+ : (-1) (COSQ — A=1)"* m)
_OmPeosC CrtsinC C san(sing) (] cos¢]
Tanra Nanrol T @nto) ( Mm+3 +A|Smd),

odakle se vidi da znak od vy, 1, n € Ny, zavisi samo od znaka sin (, jer su sve
ostale velicine u prethodnoj jednakosti nenegativne, uz moguénost A = n = 0,
koja daje vg, 11 = 0. Takode, tvrdenja o znaku od vy,.1, n € Ny, za cos = 0 ili
sin ¢ = 0 su ocigledna.

Poslednje tvrdenje teoreme sledi iz rekurentne relacije (4.7) za niz w i iz slicne
rekurentne relacije za niz v. O]

Za fiksirano ¢ opisa¢emo skup resenja x,, v = 1,...,n, sledece jednacine

1 n
/ H(x —x,)cosCxdx = 0.
1=

Obelezimo taj skup sa C,.
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Teorema 4.8. Skup C,, n > 2, je zatvoren, simetrican u odnosu na koordinatni
pocetak i u slucaju sin 2¢ > 0 vazi

Con{xeR" |z, >0, v=1,...,n} = 2.

Dokaz. Za x € C,,, iz Cinjenice da je cosinusna funkcija parna, dobijamo da je

/1 ﬁ(a: +x,)cosCrdr = (—1)" /1 ﬁ(—x —x,) cosCrdx
_1V=1 _1V=1
1 n
= —1)”/ H(x —x,)cosCrdr =0,
71u:1

tj. —x € C,,, odnosno, da je skup C,, simetrican.
Neka je x®) € C,, k € N, i klim x®) = x(©) Tada, primenom Lebesgue-ove
——+00

teoreme o dominantnoj konvergenciji ([68, p. 83]), dobijamo

n

= lim / H:c—xk cos(:cd:c—/ lim (z — ) cos Ca dx
=1

hﬂ+m
:/ H(x—:vf,o))cos(’xdx,
71y:1

tj. x© e C,, pa je skup C,, zatvoren.

Da bi dokazali poslednje tvrdenje teoreme izaberimo proizvoljne x, > 0, v =
1,...,n. Polinom koji se javlja pod integralom mozemo predstaviti u razvijenom

obliku .
II x‘_iru EZ:Unn Vx
v=1

gde su o,, elementarne simetricne funkcue, date sa

(4.10) Onw = (=1)" > @y,

(k17~~~:ku)

gde se sumiranje vrsi po svim kombinacijama bez ponavljanja duzine v skupa
{1,...,n} (videti [61, p. 275]). Ako prilikom integracije koristimo polinom u
razvijenom obliku dobijamo

[n/2]

2v)lop
/Haz—xu cosC:cdx—Z( )02’27; i,

v=0

gde je ug, definisano u teoremi 4.5. Po pretpostavci je sin2( > 0, a prema
teoremi 4.7 svi ug, imaju isti znak i bar jedan od njih nije jednak nuli. Takode,
isviopn_o, v=0,1,...,[n/2], imaju isti znak jer su svixz, >0, v =1,...,n.
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Prema tome, svi sabirci u prethodnoj sumi imaju isti znak. To znaci da ta suma
ne moze biti jednaka nuli, odnosno da x ¢ C,,. ]

Slicno mozemo opisati i skup 5, resenja sledece jednacine

/1 ﬁ(m —x,)sin(zdz = 0.

1 v=1
Vazi sledeca teorema.

Teorema 4.9. Skup S,,, n > 3, je zatvoren, simetrican u odnosu na koordinatni
pocetak 1 u slucaju sin 2¢ < 0 vazi

Sy,N{xeR" |z, >0, v=1,...,n} = 2.

Sada mozemo dokazati sledeéu teoremu.

Teorema 4.10. U slucaju sin2¢ > 0 za 2 < n < (/m — 1/2 sistem jednacina
(4.3) ima najmange Z(K/ ”;1/ 2]) resenja, kod kojih su svi ¢vorovi pozitivni ili svi
negationi.

U slucaju sin2¢ < 0 za 3 <n < (/m —1 sistem jednacina (4.3) ima najmange
2([4/7;_1]) resenja, kod kojih su svi ¢vorovi pozitivni ili svi negativni.

Dokaz. Razmotrimo najpre slucaj sin2¢ > 0. Sistem jednacina (4.3) ¢emo za-
pisati u obliku
(4.11)

1
r, = ¥9(x) = c (arctg

fjl w, () sin (x dz
fjl w, () cos Cx dx

—|—l{;l,7r) , k,eZ, v=1,...,n.
Takav zapis ima smisla jedino za resenja koja zadovoljavaju uslov

1
/ wy(z)cosCrdr #£0, v=1,... n.

1

Prema teoremi 4.8 za v = n skup reSenja jednacine f_ll wp(x)cosCrdr = 0,
mozemo zapisati kao C,_; X R. Ako definiSemo funkcije p, : R* — R", v =
1,...,n, na slede¢i nacin

Py, Ty, ) = (T, Ty xy), v=1,...,n,

tada skup resenja sistema

1
/ wy(z)cosCrdr =0, v=1,...,n,

1
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mozemo zapisati kao p,(C,—_; X R). Prema tome, gornja transformacija sistema
vazi za sva reSenja koja pripadaju skupu R"™\(U’_;p,(C,—1 X R)). Prema teo-
remi 4.8, skup C,, ima neprazan presek sa skupom {x | z, > 0, v = 1,...,n}.
To znacida je {x |z, >0, v=1,...,n} C R"\ (U}_;p,(Cr_1 x R)). Dakle, bilo
koje resenje sistema (4.3) sa svim pozitivnim évorovima ée takode biti i resenje
sistema (4.11). Prema teoremi 4.8, skup C,,_; je simetrican u odnosu na koor-
dinatni pocetak, pa isto vazi i za skup U_;p,(C,,—1 X R). To znaéi da sve §to
dokazemo za kvadraturne formule kod kojih su svi ¢vorovi pozitivni vazi i za
kvadraturne formule kod kojih su svi ¢vorovi negativni.

Izaberimo vektor k = (ky, ..., k;,) sa striktno rastué¢im koordinatama prirod-
nih brojeva, takvih da je k, < (/m — 1/2. Funkcije ¥5(x), v = 1,...,n,
definisane sa (4.11), su neprekidne po x za =, > 0, v = 1,...,n. Definisimo
sada preslikavanja W @ R" — R" sa ¥{(x) = (¥{(x),...,¥%(x)). Ono je
neprekidno po x, za x, > 0, v = 1,...,n, jer su mu sva koordinatna preslika-
vanja neprekidna. Preslikavanje ¢ slika neprekidno konveksan zatvoren skup

Ax = % [(k,, — %) %, (k,, + %) %] u samog sebe. Prema Brouwer-ovoj teoremi o
v=1

fiksnoj tacki (videti [75, pp. 161-162]), preslikavanje W< ima fiksnu tacu u Ay.
Dakle, postoji tacka xj € Ay koja zadovoljava sistem jednacina xj, = W¢(xy).
Kako je f_ll wy(z) cos Cxdx # 0, zakljuéujemo da ne mozemo imati resenje kod
koga je v-ta koordinata jednaka (k, £ 1/2)7/¢. To znaéi da su sve koordinate
reSenja xy razlicite, jer su koordinate vektora k razli¢ite. Prema tome, koordinate
vektora xj su ¢vorovi kvadraturne formule (4.1). Prema lemi 4.1 znamo da su
za ovakvo reSenje sve tezine razlic¢ite od nule.

Formula za broj resenja se lako dobija. Na osnovu prethodno iznetih argume-
nata vidimo da je broj resenja jednak broju izbora uredenih n-torki celih brojeva
iz skupa {1,...,[¢/7m — 1/2]}, pomnozenom sa dva da bi ukljucili i reSenja kod
kojih su svi ¢vorovi negativni.

Razmotrimo sada slucaj sin2¢ < 0. Sistem jednacina (4.3) mozemo zapisati
u slede¢em obliku:

(4.12)
1
1 w, (x) cos Cxdx
r, = Ud(x) = = aurcctgf_l1 () cos ¢ +kmo|, v=1,...,n, k, €Z.
¢ _wy () sin Czdx
Neka je k = (ki,...,k,) vektor sa striktno rastuéim koordinatama pozitivnih

celih brojeva, takvih da je k, < (/7 — 1. Koristeéi iste argumente kao u prvom
delu dokaza moze se pokazati da je

1
/ wy(x)sinrxder #0, v=1,...,n,
-1
na skupu {x | z, > 0, v = 1,...,n} i da preslikavanje ¥ : R* — R", gde je

W (x) = (V9 (x),..., ¥ (x)), ima fiksnu tacku u skupu By = X k%, (b + 1)%],
v=1
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pri ¢emu v-ta koordinata te fiksne tacke ne moze imati nijednu od vrednosti k, 7 /¢
i(k,+1)m/C.
Konac¢no, broj resenja u ovom slucaju jednak je broju nacina izbora uredenih

n-torki celih brojeva iz skupa {1, ..., [(/7 — 1]}, pomnoZenom sa dva da bi uklju-
¢ili i resenja kod kojih su svi ¢vorovi negativni. [

Teorema 4.10 delimi¢no resava problem egzistencije kvadraturne formule (4.1).
Razmotri¢emo sada pitanje egzistencije kvadraturne formule (4.1) koja ima i po-
zitivne i negativne ¢vorove. Za to su nam potrebni neki pomoc¢ni rezultati.

Neka je A : P — R linearni funkcional na P, gde je P skup svih polinoma.
Svaki polinom p stepena n sa realnim nulama x1,...,z, moze se predstaviti u

obliku .
p(.ZC) = Zo'n,nkaka
k=0

gde su o, elementarne simetri¢ne funkcije date sa (4.10).

Oznacimo vektor nula polinoma p sa x = (z1,...,2,) i posmatrajmo sledeci
problem: Naci

n
min Ap = min E O ALF
xeC xeC — ’

za dati kompaktan povezan skup C' € R".
Definisimo funkciju ® na sledeéi nacin: ®(x) = Ap, x € C. Nas problem se
sada svodi na odredivanje Hliél d(x).
XE

Lema 4.2. Funkcija ® je harmonijska na C'\ 0C.

Dokaz. Svaka elementarna simetri¢na funkcija je oc¢igledno harmonijska, tj. zado-
voljava Laplace-ovu jednacinu

Aopr =0, k=0,1,...,n,
gde je
A= —
; 0x?
Laplace-ov operator. Funkcija ® je linearna kombinacija harmonijskih funkcija,
pa je i sama harmonijska. O]

Prema strogom principu maksimuma (minimuma) za harmonijske funkcije
vazi sledeca lema.

Lema 4.3. Funkcija ® maksimalnu (minimalnu) vrednost na C' mora dostizati
na OC, tj.

AP = )6
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Nasg problem se sada svodi na odredivanje min ®(x).

x€dC

Razmotrimo prvo slucaj sin 2¢ < 0.

Neka je
(4.13) bV:(N—uH)%, v=1,...,N, N=[¢/x]
([t] oznacava ceo deo broja t) i
(4.14) B, = Vgl([—by, 0] % [0,b,]) X [=bur1,busa], n < N.
Obelezimo
(4.15) I}, = sgn(sin () / tH t* —b2)sinCtdt, k=0,1,...,N.
Za ¢ > 01isin2¢ < 0 lako dobijamo da je

! 1 —(sin2 2 sin?
Iy = sgn(sin{)/ltsingtdt = Sind] ¢ i;_ ¢ > 0.

Koristeéi dobro poznatu formulu (videti [23, 1.431, p. 43])

+oo 2
smx—x”( _k27r2>’
k=1

dobijamo da je

(4.16) sin (t = (tﬁo (1 - (%)2152) :

k=1

Specijalno,

sin¢ = gH( 5 2).

U prethodnom proizvodu prvih N ¢inilaca je negativno, a svi ostali su pozitivni,
pa je sgn(sin €) = (—1)V, tj.

I, = / tH 2 —b2)sin¢tdt, k=1,... N.
Zamenom (4.16) u prethodnu formulu za I, dobijamo

e el () i (-55)e

0 v=1 I=N+1
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(prazan proizvod jednak je 1). Iz prethodne jednakosti se lako vidi da je Iy > 0.

U prethodnom integralu, za £ = 1,..., N — 1, svi ¢inioci su pozitivni sem
N—k
I (12(22 t2>, Sto znadi da podintegralna funkcija menja znak N — k puta na
I=1

intervalu (0, 1). Obelezimo podintegralnu funkciju sa f(¢, ¢, k), tj

: e AN A RS
tCk-—tII —b?) ﬁ—II(?;—¢) [[(1—ﬁﬁ).
=1 =1 I=N+1
Na slici 4.2 prikazan je grafik funkcije f(¢,(, k), t € (0,1), za ¢ = 100, k = 1
(levo) i k = 2 (desno).

0.003
0.002

0.001

-0.001
-0.002

OWIVVWU T OUVUWV :

-0.002

-0.003

Slika 4.2: Grafik funkcije f(t,(, k), t € (0,1), za ¢ = 100, k = 1 (levo) i k = 2
(desno)

Na osnovu velikog broja numerickih eksperimenata primetili smo da [ ima
isti znak kao i funkcija f(¢, ¢, k) nakon poslednje promene znaka. Na osnovu toga
formulisali smo slede¢u hipotezu (videti [78, p. 40]).

Hipoteza 4.1. Neka je ¢ > 0 i sin2¢ < 0. Tada za velicine Iy, definisane sa
(4.15), vazi I;; >0 za sve k =1,... N.

Napomenimo da ¢emo ubuduée jednostavno reci integral I, pri cemu ¢emo
podrazumevati da je to izraz oblika (4.15), tj. proizvod sgn(sin () i odgovarajuceg
integrala.

Uz hipotezu 4.1 mozemo dokazati slede¢u teoremu, koja je kljuéna za dokaz
egzistencije kvadraturne formule (4.1) koja ima i pozitivne i negativne ¢vorove.

Teorema 4.11. Neka je ¢ > 0 isin2¢ < 0. Tada za sve x = (x1,...,%Ton11) €
By, gde je skup B,, dat sa (4.14), vazi

1 2n+1

(4.17) sgn(sin ¢) / H t —x,)sin(tdt > 0.

Za dokaz teoreme 4.11 potrebni su nam neki pomo¢ni rezultati.
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Lema 4.4. Ako je skup B, definisan sa (4.14), tada je

in)®
max(min)8(x)

(418) = maX(min) ‘AH(:U + by)lf’i&u—lxk‘Zu—l(x _ by)lszuxkzu X
kie{0,1}i=1,..2n+1 ]

X (iL' + bn+1)1_k2”+1 (l’ — bn+1)k2n+1.

Dokaz. Prema lemi 4.3 vazi

max(min )@(x) = max ( min )2(x),

pa sve §to treba da uradimo je da opisemo skup 9B,,. Tacka x = (z1,...,Tont1),
koja zadovoljava uslove

—b, < 29,1 < 0, 0<x9, < b,,, V= 1, o,n, —bn+1 < Topy1 < bn+1

je unutrasnja tacka skupa B,,.

Tacka x = (x1, ..., Ta,41) pripada skupu 0B,, ako postoji indeks v = 1,... n,
takav da je x9,_1 = —b, ili 29,1 = 0 ili ako postoji indeks v = 1,...,n takav
da je xo, = b, ili 29, = 0 ili ako je x9,11 = *b,y1. Prema tome, max(min) se
mora dostizati u takvoj tacki sa granice. Funkcija ® je harmonijska. Izaberimo

x1 = —by ili 1 = 0 i definiSimo sledeée dve funkcije
@;bl(xg, Ce 7~T2n+1) = (I)(—bl,.iljg, e ,x2n+1),
(1)3(5(]2, Ce ,ZL’Qn_H) == (I)(O, Lo, ... ,$2n+1).

Ocigledno su funkcije ®,° i ®) harmonijske na

Bl =1[0,b:] x X ([=by, 0] X [0,B,]) X [=bny1, buia],

v=2

pa obe moraju dostizati max(min) na dB). Fiksirajmo sada zo = 0 ili x5 = b;.
Nastavljajuci dalje opisani postupak dobijamo jednakost (4.18). O]

Iz (4.18) dobijamo

4.19 in)®(x) = in )®
(4.19) (i) 2() = (1ol ) (x0),
gde je @, C 9B, takav da vazi x = (21,...,Zo,41) € Qn ako 9, 1 € {=b,,0},
2o, € {0,0,}, v=1,...,n,1 Zops1 € {—bps1,bni1}

U nastavku ¢emo sa po,1 obelezavati polinome sa nulama x € ), za n € Ny
i to nec¢emo eksplicitno isticati.
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Prema lemi 4.4 vazi

1 2n+1

1
sgn(sin ¢) / H t —x,)sin(tdt > mm sgn(sm()/ Pon1(t) sin ¢t dt.

1

Prema tome, nejednakost (4.17) ¢e sigurno vaziti ako vazi sledec¢a nejednakost

1
(4.20) min sgn(sin C)/ Pon1(t) sin ¢t dt > 0.

Uz pretpostavku da je hipoteza 4.1 tacna dokazacemo slede¢u teoremu.

Teorema 4.12. Neka jen < N, n € Ny. Tada je

1
I,, = min sgn(sin C)/ Pon+1(t) sin (tdt,

XEQn 1

gde je I, dato sa (4.15).

Dokaz. Primetimo da vazi sledeca trivijalna jednakost

I, = sgn sm{/ — b2)(t & byy1) sin (t dt.

Pokazimo najpre da je tvrdenje tacno za n = 1. Tada je

1

I; = sgn(sin C)/ (t* — b?)tsin Ct dt.

-1
Razmotri¢emo i sve ostale moguée vrednosti za nule z1, x5, x3. Za

1

1
(t + b1)t(t & by) sin (t dt = sgn(sin () / (t* £ bybyt) sin (t dt

-1

I1? = sgn(sin C)/

-1
lako vidimo da je I}* — I = by(by £ by) Iy > 0 jer je by > by > 01 Iy > 0. Slicno,
Za

1 1

(t — by)t(t & by) sin (t dt = sgn(sin () / (3 F bybyt) sin Ct dt

-1

It = Sgn(sinC)/

-1

imamo 113’4 — Iy = by(by F by) Iy > 0. Konacno,

I = sgn(sin C)/

-1

1 1

t3(t £ by) sin ¢t dt = sgn(sin Q)/ t3sin Ct dt,

-1

paje I7° — I, = B3I, > 0.
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Dakle, pokazali smo da je

1
I; = min sgn(sin C)/ ps(t) sin (t dt.

XEQ1 1

Pokazac¢emo sada da ako je

1
I,-1 = min sgn(sin()/ Pon—1(t) sin ¢t dt

XEQn-1 1

zaneko 2 <n < N — 1, tada je i

1
I, = rreuQn sgn(sin ¢) / Pan+1(t) sin ¢t dt,
xCn -1

uz pretpostavku da je hipoteza 4.1 tacna. Taj dokaz ima tri klju¢na koraka. Prvi
korak je da pokazemo da u sluc¢ajevima kada zamenimo bilo koji simetrican faktor
2 =07, 1 <1<n,ul[l_,(#* —b2) bilo kojim moguéim nesimetricnim faktorom,
kao i drugim mogué¢im simetri¢nim faktorom (#?), dobijeni integrali su veéi od
I,. Obzirom na mogucée vrednosti za x9_1, 29 1 Tony1 lako se vidi da imamo
Sest takvih slucajeva. Obelezi¢emo odgovarajuce integrale sa I, i = 1,...,6 i
razmotri¢emo svaki od njih. Sada je

1 n

IM? = sgn(sin ¢) / [T = 02)(t + b)t(t & bosy) sin Gt dt
T
1 n
= sgn(sin () / H(t2 — b2)(t* £ byby,41t) sin Ct dt,
-1 v=1
v#l

pa je

1 n

1% = I, = bi(by % byya) sgn(sin C)/ [I@ = 0})tsingedt > o,
-1 v=1
v#l

jerje by > b, >01i

sgn(sin ¢) /1 H(t2 —b)tsin(tdt > I, >0
-1,
Al
(jednakost u prethodnoj nejednakost vazi za [ = n).
Slicno

1 n
I** = sgn(sin ) / H(t2 — b2)t(t — by)(t & b,y sin Ctdt

-1 v=1
v#L

1 n
— sgn(sin ¢) / H(t2 — b2)(t® F bbyi1t) sin Ct dt,
-1 v=1

v#l
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pa je

[34 I, —bl(bl¢bn+1)sgnsm§/ H b2 Jtsin (tdt > 0.

u;él
Konaéno

1 n
@ng@m»/lﬂﬁ—@W@imﬂmmam

= sgn(sin () / 3sin Ct dt

y#l

I5% — I, = b7 sgn(sin ) / (t* — b)tsin tdt > b7 1,1 > 0.
T
Drugi korak je dokaz sledec¢eg tvrdenja:
Ako je pont1x(t), 1 < k <n, polinom sa k parova nesimetricnih nula i

1
I3, = sgn(sin () / Pansrx(t) sin Ct d,
-1

tada postoji papt1 k-1 tako da vazi 12(7];’11 > IQ(fL:i)
Neka je (i1,42,...,4,) proizvoljna permutacija brojeva {1,2,...,n}. Moguée

: k
vrednosti za IQ(n)Jrl su

1 k—j k n
o= sgn(sin ¢) t+0b;) (t—b;))t t2—b2 )(tdby,y1)sin Ctdt,
2n+1 l V m

—1i=1 v=k—j+1 p=k+1

za 0 <5 <k

Pretpostavimo najpre da je 0 < j < k i izaberimo proizvoljne indekse i,
1<s<k—-yj,i4, k—j+1<r <k. Posmatra¢emo sledece integrale

1 k—J k
IQ(ZJF% = sgn(sin () H (t+b;) H (t — b, "1 — b2 ) x
-1 = v=k—j+1

xIIW—@Wi%ﬁma@

p=k+1
1 k—J k
IQ(f“j) = sgn(sin () / H (t+b;) H (t — by t* 1 (8% — blgr)x
L= v=k—j+1
v#r
x [T (# = 7)(t £ bpsn) sin (tdt
pu=k+1
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i dokaza¢emo da je jedna od razlika Iéflrl — 12(2 +11) ! Iéfl)ﬂ Iéfl Ji)’

Lako dobijamo

pozitivna.

I — I = sgn(sin¢) H<t+bzl (t — by, )t 1

T
f.’:lw
+
—

x [T (8 = 07)(t £ bpea) (£ + thy, — £2 + b7 ) sin Ct dt,

pu=k+1
1 k—J k
:bissgn(sing)/ Ht+b,l H (t — b t" 1 x
—1=1 v=k—j+1
< [T (# = b7)(t £ bpg) sin Gt dt
n=k+1
i
1 k—J k
k k—1) : _
1= B =sensing) [ [Je+n) [T - bt
1= vk

n

x [T (8 =07 )(t £ bpsa) (£ — thy, — £2 + b7 ) sin (t dt,

pn=k+1
1k=J k
= —b;, sgn(sin () H(t +b;) H (t = b, )t* '
-1 v=k—j+1
x [T (# =] )(t £ bpsa) sin ¢t dt.
p=k+1

Dobijeni integrali na desnim stranama prethodnih izraza za razlike I. éﬁ)ﬂ -1 Z(flji)l

i IQ(]:L)JFI —IéfLJrll) 2 suisti, bi,, b;. > 0, pa bar jedna od tih razlika mora biti pozitivna.
U slucajevima j = 0 i j = k imamo sledece integrale

n

I = sgn(sin ) H t i)t T (2 = b2)(t & byay) sin G

-1 p=k+1
i n
13777 = sgn(sin ) — by, )t H (t? = b7 )(t % bpy1) sin CE dt.
11 1 u=k+1
Smenom t := —t u ]éﬁ)g dobijamo

n

I3y = sgn(sin €) / H (t + b, )t* H (2 = b7 )(t F bny1) sin Gt dt.

L=t u=k+1
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Prema tome, treba dokazati nase tvrdenje za Ién)ﬂ Dokazac¢emo da je dobijeni

integral ]2n+1 za j = 0 veci od odgovarajuceg integrala ]2(’:3“ za j = 1. Posma-

trajmo sledec¢u razliku

n

sgn(sin ¢) H (t+bi)t" T (82 = 07)(t £ bpg) sin Gt dt
—Li=1 p=k+1

n

— sgn(sin ¢) / H(t +by)(t—bi)t* T (8 = 02)(t £ bypr) sinCtdt
—1 =9 p=k+1

n

1 k
— 2b;, sgn(sin ¢) / [Tt +b)E£b)t" ] (# —82)sintdt.
1=

pn=k+1
Dokazac¢emo da za 1 < k < n vazi slede¢a nejednakost

n

k
Jr = sgn(sin () H (t +b;,)(t £ by )tF H (t* — b?ﬂ) sin (tdt > 0.

=2 p=k—+1
Prvo ¢emo dokazati da je Jy > 0, a zatim da je Jipi1 > Ji za sve k < n.
Vazi
1 n
Jo = sgn(sin () / (t + b)) (t & by )t H(t2 —b; ) sin Ct dt

n

1
— sen(sin O) / (1 + (b = by )t = biybasn)2 [ (82 — 82, ) sin et
1 U3

1 n
= (bi, £ bpy1) sgn(sin €) / H(t2 —b; )t’sin Ctdt > 0,
—1 _3

jerje by, £b,11 >01

sgn(sin ¢) / — 62 Ssin(tdt > I,_; > 0.
Dalje,
1 k+1 n
Jer1 — Jp = sgn(sin ()/ H(t + by, ) (t £ by )t H (t* — b?ﬂ) sin ¢t dt

=2 p=k—+2

— sgn(sin () H (t+bi)(t £bo )" J] (& —07,)sintdt
=2 p=k+1

— sgn(sin ¢) H E4 i) (t £ byt T (22— 07)x
1= p=k+2

X (1% 4 by, t — 12+ 07, ) sinCtdt
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1k+1 n

1= p=k—+2
jerje b, >01i
1 k+1 n
sgn(sin¢) [ [J(t+0i)(t £ bopn)t® [ (2 —0)sin¢tdt > I,y > 0.
=2 p=k+2

Dakle, nase tvrdenje je kompletno dokazano.

Trec¢i korak je dokaz da integrali dobijeni tako Sto se neki od k simetri¢nih
faktora, 2 < k < n, u proizvodu [[_,(t* — b2) zamene drugim simetri¢nim
faktorima (%), a neki od njih zamene nesimetri¢nim faktorima, ve¢i od I,,. Zato
¢emo posmatrati sledece integrale

1 k—j k n
I =sensin¢) [ [L ¢+0) I =ba)t0 I (22— 82)x
—1i—p11 v=k—j+q+1 pu=k+1

x 2P+ (t 4 b, ) sin Ct dt,

zasve 0 < j<kizasve0<p<k—ji0<q<jtakvedajep?+¢®# 0. Neka
je s proizvoljan broj takavdaje 1 < s<pilik—j+1<s<k—j+q. Akou
prethodnom integralu zamenimo ¢* sa t*> — b7 , dobi¢emo

1 k—J k n
[2(f1+11 = sgn(sin () / H (t+by) H (t — b, )th—P=a H (12 - bi) y
Limpt1 v=k—j+q+1 p=k+1

x 20242 _ b; ) (t % byy1) sin Ctdt.
Lako se vidi da je

1 k—j k
k k—1), . e
)8 — I 0 =02 sen(sin¢) [ J] t+0,) [ (- bi)ttx
—Li=p+1 v=k—j+q+1

x [T =0 ) P 072t £ bpy) sin ¢t dt > 0,
n=k+1

jer je integral na desnoj strani ve¢i od I,,_;. Prema prvom koraku (integrali I>-
za k = 1) dobijamo da vazi nejednakost IQ(fL)Jrol > I,.
Sa opisana tri koraka teorema je kompletno dokazana. Il

Teorema 4.11 sledi direktno iz prethodne teoreme.

Razmotrimo sada slucaj kada je sin2¢ > 0. Neka je

(4.21) aV:(N—V—i—%)%, v=1,.. N, N=[c/a],
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i

(4.22) Ay = % ([~ay,0] x [0,a]), n=1,...,N.
v=1
Obelezimo
1 k
(4.23) I¢ = sgn(sin()/ 1_[(752 —a?)cos(tdt, k=0,1,...,N.

=1y

Lako se vidi da je

1 9l i
I§ :sgn(sing)/ cos(tdt = \szn(]
-1

> 0.

Egzistenciju kvadraturne formule (4.1), koja ima i pozitivne i negativne ¢vo-
rove, u ovom slucaju dokazac¢emo pod pretpostavkom da vazi sledeca hipoteza.

Hipoteza 4.2. Neka je ¢ > 0 i sin2¢ > 0. Tada za integrale IS, definisane sa
(4.23), vazi I >0 za svek=1,...,N.

Pod pretpostavkom da je hipoteza 4.2 tatna mozemo dokazati slede¢u teo-
remu.

Teorema 4.13. Neka je ¢ > 0 isin2¢ > 0. Tada za sve x = (x1,...,T2,) € A,
gde je skup A, dat sa (4.22), vazi

1 2n
(4.24) sgn(sin ¢) / H(t —x,) cos(tdt > 0.

1y=1

Za dokaz teorema 4.13 potrebni su nam neki pomoéni rezultati.

Lema 4.5. Ako je skup A, definisan sa (4.22), tada je

i) P
(425) = max(m1n> AH(‘%. + ay)l*kaflkaU—l(x _ ay)l*k‘Zuka/.
kie{0,1},i=1,...2n 4
Dokaz. Dokaz je slican dokazu leme 4.4. Il

Problem (4.25) mozemo zapisati na sledeéi nacin

(420 RGP0 = )6,

gde je R, C 0A, takav da x = (z1,...,%2,) € R, ako je x9, 1 € {—a,,0},
xe, €4{0,a,}, v=1,... n.
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Obelezimo sa ps, polinome sa nulama x € R,,, n € IN.
Prema lemi 4.5 vazi

1 2n

sgn(sin C)/ H(t —x,) cosCtdt > m}%n sgn(sin ¢) /1 Pan(t) cos Ct dt.
—lyo i -

1

Nejednakost (4.24) ée sigurno vaziti ako vazi sledeca nejednakost

(4.27) min sgn(sin ¢) /1 Pan(t) cos (tdt > 0.
-1

XER,

Teorema 4.13 sledi direktno iz sledeée teoreme.

Teorema 4.14. Neka jen < N, n € N. Tada je

1
I¢ = min sgn(sin()/ par(t) cos (t dt.

xXER, 1

Dokaz. Dokaz je slican dokazu teoreme 4.12. O

Sada mozemo dokazati sledeée dve teoreme.

Teorema 4.15. U slucaju sin2¢ < 0 za sve parne prirodne brojeve n, 1 <n/2 <
2

¢/m — 1, sistem jednacina (4.3) ima najmanje ([C/n”/gl]) resengja takvih da je n/2

¢vorova pozitivno i n/2 ¢vorova negativno.

Dokaz. Neka je sin2( < 0 i n paran broj, 1 <n/2 < (/7 — 1. Sistem jednacina
(4.3) mozemo zapisati u obliku

f_ll way—1(x) cos Cx dx

1
Toy_1 = U5 (x) = = [ arcctg T +4m|, v=1,...,n/2
¢ _way—1(x) sin (r dw

1
1 way, () cos Cx dx
Ty, = U3 (x) = = [ arcctg f_ll () os ¢ +lLr|, v=1,...,n/2,
¢ J-, way () sin(z d
gde su j,,l, € Z,v=1,...,n/2. Izaberimo dva vektora pozitivnih celih brojeva
sa striktno opadajuc¢im koordinatama j = (ji,...,Jn2) i 1 = (l,...,lns2), pri

cemu je j; < (/m— 11l < (/7 —1, i obelezimo

n/2 s m m s
= ([0 %] ¢ [ ],
=% (|-G + D505 x b5 G+ 1]
Preslikavanje 5, : R" — R", gde je ¥})(x) = (¥{(x), ..., ¥;(x)), neprekidno
slika konveksan zatvoren skup Bj; u samog sebe, pa, prema Brouwer-ovoj teoremi
o fiksnoj tacki (videti [75, pp. 161-162]), \Iljéjl ima fiksnu tacku u skupu By;. Zbog
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teoreme 4.11 ta fiksna tacka mora biti u unutrasnjosti skupa Bj;;. To znaci da
su sve koordinate fiksne tacke razlicite, jer su koordinate i vektora j i vektora
1 razlicite. Prema tome, koordinate fiksne tacke preslikavanja \Ilfl su ¢vorovi
kvadraturne formule (4.1). Tada su, prema lemi 4.1, sve tezine kvadraturne
formule razlic¢ite od nule.

Sada je lako dobiti i broj resenja. On je jednak broju nacina na koji se mogu
izabrati dve uredene n/2-torke celih brojeva iz skupa {1,...,[(/7 — 1]}. O

Teorema 4.16. U slucaju sin2¢ > 0 za sve neparne prirodne brojeve n, 1 <

(n/2] < [(/m] —1, sistem jednacina (4.3) ima najmanje ([ng]l) resenja kod kojih

su cvorovt antisimetricni, t). vazi:
Ty = —Tny1—p, v=1,...,[n/2], xpsg4 =0.

Dokaz. Neka je sin2( > 0 i n neparan prirodan broj, 1 < [n/2] < [(/7] — L.
Obelezimo X = (21, ..., %[ 2) 1 posmatrajmo sledeci sistem

n/2
f_ll z(r + x,) H[kz/l] (2% — 23) sin Cz dz
kv

Ty, = f(i) = z arctg . s Ty -
Joyx(z+ )Hk ] ( — 23) cos Cx dx
n/2]
1 f ch , (2% — 23) sin(x dx
= — | arctg W] +krl|, v=1,...,[n/2],

f1 Hkl 2 — 22)cos(xdx

gdesuk,€Z, v=1,...,[n/2.

Izaberimo vektor pozitivnih celih brojeva sa striktno opadajué¢im koordinata-
ma k = (ki,..., kpn/g), pri cemu je ky < [(/m] — 1, i obelezimo

~ [n/2] 1\ 7 1\ 7
A= (e -3) 8 () )

Definigimo preslikavanje ¥ : R — RM2 na slededi nacin U(X) =
(UY(X),.. \I/[n /9(X)). Tako definisano preslikavanje, prema teoremi 4.13, nepre-
kidno slika konveksan zatvoren skup Ak u samog sebe, pa, prema Brouwer-ovo]
teoremi o fiksnoj tacki, \I'f ima fiksnu tacku u skupu A Zbog teoreme 4.13 ta
fiksna tacka mora biti u unutrasnjosti skupa Ak. Posto su koordinate vektora k
razlicite, to su i sve koordinate fiksne tacke razlic¢ite. Neka su koordinate te fiksne
tacke z,, v = 1,...,[n/2]. Lako se vidi da tada tacke 0, z,, —x,, v =1,...,[n/2],
zadovoljavaju sistem (4.3), tj. predstavljaju évorove kvadraturne formule (4.1).

Broj resenja jednak je broju nacina na koji se moze izabrati uredena [n/2]-
torka celih brojeva iz skupa {1,...,[¢/n] — 1}. O
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4.2 Numericki primeri

U ovom poglavlju da¢emo nekoliko numerickih primera. U svim primerima
¢vorove g, k = 1,...,n, kvadraturne formule (4.1) smo racunali primenom
metoda Newton—Kantorovich-a na sistem (4.3) sa pogodno odabranim startnim
vrednostima. Teorema 4.3 obezbeduje da je Jacobian sistema (4.3) u resenju
tog sistema regularan. Kada imamo ¢vorove, tezine oy, k = 1,...,n, racunamo
primenom formule (4.2). Za sva izracunavanja koristili smo programski paket
MATHEMATICA i paket opisan u [9], sa D—aritmetikom.

4.2.1 Kvadraturne formule kod kojih su svi ¢vorovi istog
znaka

Tabela 4.1: Cvorovi z, i tezine g, v =

1,

..., n, kvadraturne formule Gauss-ovog

tipa za oscilatorne integrande, za ¢ = 1000, n = 10

v T, oy
1| 0.08227317490466181| 3.332609519185553(1)
2| 0.2236447375670234 3.242737294844341(2)
31 0.3650163223412639 1.593898369111925(3)
4 1 0.5001047404753007 5.183315608193287(3)
5 | 0.6226268036316312 1.184220374757565(4)
6 | 0.7325825073981575 1.994167645385242(4)
7| 0.8268302572329836 |—2.482595925314130(4)
8 1 0.9085116428079892 2.632193185156080(4)
9 | 0.9556355200068546 1.812328574389024(4)
10| 0.9933346224203500 |—4.647474192872242(3)
v Ty oy

1| 0.06970639005564088| 1.544567038682079(2)
2 | 0.1545293231919083 7.972722191570242(2)
3| 0.3178920342621190 |—1.808887757892068(4)
41 0.3493079432435246 2.616272957215216(4)
5| 0.4498388572151283 | —1.563076408499756(4)
6 | 0.5503697780502463 1.002781593495415(4)
71 0.7043077616542470 8.646416142282168(3)
8| 0.7577148201208147 6.616740619173390(3)
9| 0.8519625749534823 |—1.197465034287728(3)
10| 0.9493519410276697 |—1.134198256092919(2)
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U tabeli 4.1 predstavljeni su parametri dve kvadraturne formule sa 10 ¢vorova
za ( = 1000, kod kojih su svi ¢vorovi pozitivni. Kod prve kvadraturne formule za
pocetnu iteraciju uzete su pozitivne nule Chebyshev-ljevog polinoma druge vrste
stepena 20. Cvorove dobijamo nakon 8 iteracija, pri ¢emu faktor uslovljenosti
Jacobiana u tim iteracijama ima redom sledece vrednosti: 6.73, 4.78, 3.44, 3.38,
2.30, 1.82, 1.84, 1.84. Kod druge kvadraturne formule pocetna iteracija je
(7/100,15/100, 25/100, 35/100,45/100, 55/100, 70/100, 75/100, 85/100, 95/100).
Cvorove dobijamo takode nakon 8 iteracija, a faktor uslovljenosti Jacobiana u
tim iteracijama ima redom sledece vrednosti: 11.43, 83.44, 8.28, 3.36, 2.14, 1.82,
1.82, 1.82.

4.2.2 Kvadraturne formule koje imaju i pozitivne i
negativne ¢vorove

Dacemo sada primere kvadraturnih formula koje imaju i pozitivne i negativne
¢vorove. U slucaju sin2¢ < 0, teorema 4.15 garantuje egzistenciju kvadraturne
formule (4.1) sa parnim, a teorema 4.16 u slucaju sin 2¢ > 0 sa neparnim brojem
cvorova.

Kao i obicno kod metoda Newton—Kantorovich-a glavni problem je dobro
odabrati pocetnu iteraciju. U svim numerickim testovima koje smo radili pocetna
iteracija je odredivana uvek na isti nacin, koji ¢emo u nastavku opisati.

Sluéaj sin2¢ < 0

U sluéaju sin 2¢ < 0 za konstrukciju kvadraturne formule sa n évorova (gde
je n paran broj), najpre odredimo n intervala oblika [k, 7/C, (k, + 1)7/(], gde su
k,€Z,v=1,...,n, tako da ti intervali sadrze nule Chebyshev-ljevog polinoma
prve vrste stepena n. Tada za pocetnu iteraciju uzimamo n—torku ¢ije su koordi-
nate sredista uocenih intervala, odnosno n—torku sa koordinatama (k, +1/2)7/(,
v=1,...,n.

Sa opisanim izborom pocetne iteracije dobijamo kvadraturnu formulu (4.1)
sa antisimetri¢nim évorovima x, = —Z,41_,, ¥ = 1,...,n/2. Primenom formule
(4.2) lako se pokazuje da antisimetriénim ¢vorovima odgovaraju simetri¢ne tezine,
tj. 0, = Opsr1-v, vV =1,...,n/2.

U tabeli 4.2 dati su pozitivni ¢vorovi z,, i tezine o, v = 1,...,n/2, kvadra-
turne formule (4.1) za ¢ = 10° (sin2¢ = —0.0714519 < 0) i n = 20. Preostali
¢voroviitezine sux,11_, = —x, 1041, = 0,, v = 1,...,n/2. Cvorove dobijamo

nakon tri iteracije, a faktor uslovljenosti Jacobiana je priblizno 161.
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Tabela 4.2: Pozitivni ¢vorovi x, i odgovarajuée tezine o,, v = 1,...,n/2,
kvadraturne formule Gauss-ovog tipa za oscilatorne integrande, za ¢ = 10,
n =20

k T Ok

1] 0.07846125157306100| 1.006716114602902(—6)

2| 0.2334359678921508 | 1.032080177072202(—6)

3| 0.3826929873953842 | 1.086332358443854(—6)

4 1 0.5224938160072965 |—1.177255793733855(—6)

5| 0.6494455347273613 |—1.320067367459013(—6)

6 | 0.7604065518710694 | 1.545773533562717(—6)

7| 0.8526436826231335 |—1.921931913354329(—6)

8 | 0.9238635648279031 |—2.623606178826333(—6)

9| 0.9723697376911976 | 4.301525963944241(—6)

10| 0.9969055398288686 | 1.275758614461646(—5)

Slucaj sin2¢ > 0

U ovom sluéaju za konstrukciju kvadraturne formule sa n évorova (n — neparan
broj), najpre odredimo n intervala oblika [(k, — 1/2)7/(, (k, + 1/2)7/(], gde su
k,€Z,v=1,...,n, tako da ti intervali sadrze nule Chebyshev-ljevog polinoma
prve vrste stepena n. Tada za pocetnu iteraciju uzimamo n—torku cije su ko-
ordinate sredista uocenih intervala, odnosno n—torku sa koordinatama k,m/(,

v=1,...,n.

Tabela 4.3: Pozitivni ¢vorovi x, i odgovarajuée tezine o,, v = 1,...,[n/2],
kvadraturne formule Gauss-ovog tipa za oscilatorne integrande, za ¢ = 5 - 10°,

n =25

Tk

Ok

— = =
DL DS © 0010 Uk Wi |

0.1253332050739889
0.2486897201456025
0.3681242711362743
0.4817537874967703
0.5877850482205917
0.6845473544059015
0.7705132637663998
0.8443281216016946
0.9048270253979127
0.9510561876579420
0.9822873872276619
0.9980267657419743

1.575501886509290
—1.615582529158625
1.686004608849574
1.793042138089634
—1.947456224905775

2.486322301586606
—2.966069909669671
—3.741959560763283

5.166093770280677
—8.531562832938607

2.547912320888487

(—8)
(=8)
(=8)
(=8)
(=8)
2.167653836754810(—8)
(=8)
(=8)
(=8)
(=8)
(—8)
(=7)

1
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Kao i u slucaju sin 2¢ < 0, pocetna iteracija je antisimetri¢na, i ovde dobijamo
kvadraturne formule (4.1) sa antisimetri¢nim ¢vorovima i simetri¢nim tezinama,
tj.

Tjoe1 =0, Ty = —Tpjpi—y, Oy = Ong1—, Vv =1,...,[n/2].

U tabeli 4.3 dati su pozitivni ¢vorovi z, i tezine o,, v = 1,...,[n/2], kvadra-
turne formule (4.1) za ¢ = 5-10° (sin2¢ = 0.420548 > 0) i n = 25. Preostali

¢vorovi 1 tezine su

Tpntl—v = Ty, Opfl—y = 0y, V= ]-7 sy [n/2]7

Tinjagr = 0, Opjaysr = —1.562482311917610(—8).

Cvorove dobijamo nakon tri iteracije, a faktor uslovljenosti Jacobiana u prvoj
iteraciji je 253.6, a u ostale dve 259.7.

4.2.3 Primena kvadraturnih formula

U ovom odeljku ¢emo testirati kvadraturne formule tipa (4.1). Pritom ¢emo
kao test funkcije koristiti

1

iz
e (—1,1),
e re(-1)

filz) =e"e" 1 fy =

jer lako mozemo izraCunati tacne vrednosti integrala tih funkcija na intervalu
(—1,1) i analizirati apsolutnu gresku aproksimacije tih integrala odgovarajué¢im
vrednostima kvadraturnih suma sa n ¢vorova za razne vrednosti n. Pritom za
vrednosti ¢ za koje je sin2¢ < 0 koristimo kvadraturne sume sa parnim brojem
¢vorova, a za sin2¢ > 0 sa neparnim brojem ¢vorova. Obelezimo sa I(f,) i
G.(f,), v = 1,2, redom integral i odgovaraju¢u kvadraturnu sumu za funkciju
fo,v=1,2.

Primer 4.1. Za ( = 10° u tabelama 4.4 i 4.5 date su apsolutne greske aproksi-
macije integrala I(f,) kvadraturnom sumom G,(f,), v = 1,2, respektivno, za
razne vrednosti n.

Tabela 4.4: Apsolutna greska aproksimacije integrala I( f;) kvadraturnom sumom

Gn(f1), zan = 4(2)10, ¢ = 10°

n 1 6 8 10
11,(f1) — Gn(f1)][2.2192245(—8) |1.32249(—10) [4.64(—13)|0.(—15)
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Tabela 4.5: Apsolutna greska aproksimacije integrala I( f) kvadraturnom sumom
Gn(f2), zan = 4(4)24, ¢ = 10°

n 1 8 12

1, (f2) — Gn(f2)][6.08926752(—7) | 1.7925344(—8) | 5.27825(—10)
n 16 20 24

1.(f2) — Go(f2)]| 1.5529(—11) | 4.58(—13) | 1.3(—14)

Primer 4.2. Za ( = 5-10° u tabelama 4.6 i 4.7 date su apsolutne greske aproksi-
macije integrala 1(f,) kvadraturnom sumom Gn(f,), v = 1,2, respektivno, za
razne vrednosti n.

Tabela 4.6: Apsolutna greska aproksimacije integrala I( fi) kvadraturnom sumom
Gn(f1),zan=>5,7,9,=5-10°

5
5.9028(—11)

7
3.18(—13)

9
0.(—15)

n

|]n(f1> — Gn(f1)|

Tabela 4.7: Apsolutna greska aproksimacije integrala I( f) kvadraturnom sumom
Gn(f2), zan=9(4)21, ( =5-10°

9
1.71123(—10)

13
5.037(—12)

17
1.48(—13)

21
1.(—15)

n

[ 1n(f2) = Gn(f2)]
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Summary

The theory and applications of integration is one of the most important and
central themes of mathematics. According to this fact, the subject Numerical
Integration is one of the basic in numerical analysis. The problem of numerical
integration is open—ended, no finite collection of techniques is likely to cover all
possibilities that arise and to which an extra bit of special knowledge may be of
great assistance.

The field of research in this dissertation is consideration of some nonstandard
types of orthogonality and their applications to constructions of quadrature rules
with maximal degree of exactness, i.e., quadrature rules of Gaussian type. The
research in this dissertation is connected with the following subjects: Theory of
Orthogonality, Numerical Integration and Approximation Theory. We have tried
to produce a balanced work between theoretical results and numerical algorithms.

Gauss’s famous method of approximate integration from 1814 can be extended
in the several ways. In this dissertation, two ways of possible generalizations are
considered. The first, a natural way, is an extension to non-polynomial functions.
The second way is a generalization to quadrature rules with multiple nodes. These
two generalizations are connected with some systems of trigonometric functions.
Also, Gaussian type quadratures for some systems of fast oscillatory functions
are considered.

This dissertation, beside Preface and References with 91 items, consists of
four chapters 1. Orthogonality and Quadrature Formulae; 2. Orthogonal Systems
of Trigonometric Functions; 3. Quadratures with Mazximal Trigonometric Degree
of Ezxactness; 4. Numerical Integration of Highly Oscillatory Functions.

In Chapter 1 a brief review of the theory of orthogonal polynomials, as well as
a review of interpolatory quadrature rules, Gaussian quadrature rules, and their
generalizations, are presented.

Orthogonal trigonometric polynomials of semi-integer degree are introduced
and studied in details in Chapter 2.
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Chapter 3 is devoted to quadrature rules with maximal trigonometric degree
of exactness. At first, quadrature rules with simple nodes are considered. Also,
s— and o—orthogonal trigonometric polynomials of semi—integer degree are intro-
duced and the corresponding quadratures with multiple nodes in the both cases
(with equal multiplicities in each nodes and with fixed different multiplicities in
each nodes) are considered. In all cases numerical methods for constructing such
quadratures are presented. Several numerical examples are also included.

Finally, in Chapter 4, Gaussian quadrature rules for some classes of integrands
involving highly oscillatory functions are considered. We focus on an idea of
using the exponential fitting and solve the existence question of such quadratures,
partially. Also, a numerical method for construction of such quadratures is given
and some numerical examples are included.
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