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1. Nesvojstveni jednostruki integral

b
U definiciji odredenog integrala [ f(z)dz uzimali smo da je oblast integrisanja konaéna,

a podintegralna funkcija f(z) definisana i ograni¢ena na konacnom intervalu [a, b]. Uko-
liko jedan od ovih uslova nije ispunjen, definicija odredenog integrala gubi smisao, jer
integralne sume neogranicenih funkcija nemaju konacan limes, a beskonacne intervale ne
mozemo podeliti na n kona¢nih intervala. Da bismo obuhvatili ovakve slucajeve (kod
kojih granice integracije nisu konacne ili podintegralna funkcija nije kona¢na), uvodimo
pojam nesvojstvenog integrala.

1.1. Definicija, primeri i osobine

Definicija 1. Neka je funkcija f definisana u intervalu |a,b) i integrabilna na svakom
segmentu [a, §] C [a,b). Ako postoji limes

B—b—0

B
lim / F(@)dz

on se naziva nesvojstvenim integralom funkcije f na intervalu [a,b) i oznacava sa

/b f(x)dz.

b
Cesto se simbol [ f(z)dz naziva nesvojstvenim integralom sa singularitetom u tacki b i
a

B b
ukoliko ﬂhino | f(z)dx postoji i konacan je, kaze se da nesvojstveni integral [ f(x)dz ko-

a
b

nvergira, u suprotnom slucaju se kaze da [ f(z)dx divergira. Inace, nije tesko pokazati da
u slucaju da je funkcija f definisana na segmentu [a, b] i da je integrabilna u Rimanovom

15} b
smislu na njemu, vazi ﬂlim [ f(x)dz = [ f(z)dz, pa zato ne moze do¢i do zabune zbog

—b—0
b

ovog " dvostrukog” koriséenja simbola [ f(x)dz.

a
b

Slicno se definiSe nesvojstveni integral [ f(z)dxz sa singularitetom u tacki a.
a
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Primer 1. Ispitati konvergenciju integrala [ z—i, koji za o > 0 ima singularitet u tacki 0.
0

Najpre, za o # 1 odredimo

1 1
— 1— -«
€ 1—04( c )

1
dx 1 1

¢ 1 —a gzl
£

Prelaskom na limes imamo

lim
e—0+ 1 — «v

1
_ley _ o @< 1,
1=e™) {+m,a>L

Dalje je
1
d
lim [ 2 = lim (—Ine) = 4o0.
e—0+ x e—0+
0

1
Dakle, nesvojstveni integral [ ﬁ—ﬁ konvergira za o < 1 i divergira za o > 1.A
0

Definicija 2. Neka je funkcija f definisana u intervalu [a, +00) i neka je integrabilna na
svakom segmentu |a, f] C [a, +00). Ako postoji limes

B—+o0

B
lim /f(x)dx,

on se naziva nesvojstvenim integralom funkcije f na intervalu [a,+00) 1 oznacava sa

}?f@ﬁdp

~ +(X)
Cesto se simbol [ f(x)dx naziva nesvojstvenim integralom sa singularitetom +oo. Ako
a

B
ma [ f(z)dz postoji i konacan je, kaze se da taj nesvojstveni integral konvergira, u
——+00 a

suprotnom slucaju divergira.
b

Slicno se definiSe i nesvojstveni integral [ f(z)dx.
+o00
Primer 2. Ispitati konvergenciju integrala [ & o cR.

f T
Neka je a # 1. Tada je

Ta rd 1 1 |
x , x , _ — o>
— = lim [ — = lim (e —1) =< oI’ ’

T  pBotoo ) Y Pt ]l — 400, a<1.

1 1

B +o00o

Kako je lim [ = lim Inf = 400, to mozemo re¢i da [ % konvergira za o > 1, a
B—+o0 ] z B—+o0 1 z

divergira za o < 1.A



Ubuduce ¢emo za oba nesvojstvena integrala, iz Definicije 1 i Definicije 2, koristiti
b
simbol [ f(z)dx i govoriti da taj integral ima singularitet u tacki b, ako je funkcija

neogranicena na intervalu [a,b), ili b = +oo. Drugim recima, ako je funkcija f defi-

nisana na kona¢nom ili beskona¢nom intervalu [a, b) i integrabilna na svakom segmentu
b
la,3] C a,b) onda nesvojstveni integral [ f(z)dz konvergira ako postoji konacan

a

B

B
}}in}) [ f(z)dz, usuprotnom slucaju nesvojstveni integral divergira. Umesto 6111;[10 [ f(z)dx
—b, —b=0,

B
(ako je b konacan broj), odnosno 6lim [ f(z)dx (ako je b = +o0), pisacemo kratko
—>+ooa

b
%lﬂ{f(x)dx

Sve ovo vazi i za integrale ¢iji je singularitet donja granica.

Slede¢i stav opisuje osobine nesvojstvenog integrala:

b b
Stav 1. Neka su [ f(z)dx i [ g(x)dz nesvojstveni integrali sa singularitetom u tacki b.

Tada:
1° Ako ti integrali konvergiraju, vazi jednakost

b b

/(/\f(x) + pg(x))dr = /\/f(x)dx + ,u/g(x)dx, za A\, € R.

a a

b b
2° Ako je a < ¢ < b, tada [ f(z)dx konvergira ako i samo ako konvergira [ f(x)dx i vaZi

¢

b

[ f(x)de = ff(:c)d:c + fbf(x)d;z:.

a a
b

3° Ako su f i g glatke funkcije i postoji konacan limes lin})(f -g)(x), onda [(f-¢)(x)dx

b

konvergira ako i samo ako konvergira [(f'- g)(x)dz. U tom sluéaju vazi jednakost

b

/ (f - &) (@)dz = (fg)(x)

a

- /b (- g) ),

b
gde (fg)()| znaci limy f(x)g(x) ~ f(a)g(a).
Dokaz. 1° Tvrdenje se dobija iz jednakosti

B B

JOt@) + ng@nds =& [ fa)de+ g i g(z)dz

a a



prelaskom na limes kad 3 — b.
2° Uzmimo [ tako da je a < ¢ < 8 < b. Tada je

/ﬁf(x)dx:/cf(:v)dx—i—/ﬁf(as)dx

pa tvrdenje ponovo sledi prelaskom na %m})
3° Iz jednakosti

B B
[t @t = o] - [ 9w
sledi ' '

B B
tiy [ (7o) a)do = limn(F9)(5) - (fo)(a) ~ by [ (7" g)(a)do

a

B
Kako lim(fg)(ﬁ) postoji, to postoji i %m})f(f - ¢')(x)dx ako i samo ako postoji
hmf x)dr. B

+o0o
Primer 3. 1° Integral f e~ l"ldx konvergira, jer mozemo napisati

+oo 0 +oo
/emdx: /e””dx—i— /e””dx
—00 —00 0

a oba nesvojstvena integrala sa desne strane konvergiraju.
+oo

2° Integral f ,a € R, divergira. Naime, napisimo
0

Za a > 1 divergira prvi, a za a < 1 divergira drugi integral na desnoj strani jednakosti.
1

3° Za nesvojstveni integral [ dt__ imamo
V1—x2
—1 x

=T7.A

)

N[N

/ dr / dz . / dx
V1—2? V1—2? V1—2a?
“1 -1 0
Napomenimo jos i sledece: Ako je funkcija f integrabilna na svakom segmentu oblika
la, @] C [a,c) i na svakom segmentu oblika [3,b] C (¢,b], a < ¢ < b, definisa¢emo

/bf(q;)dx:/cf(a:)d:c—l—/bf(x)dx

ukoliko integrali s desne strane konvergiraju.
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1.2. Kriterijumi za konvergenciju

U cilju utvdivanja da li dati nesvojstveni integral konvergira ili ne, koriste se razni
kriterijumi.
Teorema 1. (Kosijev! kriterijum konvergencije integrala) Da bi nesvojstveni inte-
b
gral [ f(x)dz konvergirao, meophodno je i dovolino da za svako € > 0 postoji (3,

a < By < b, tako da za svaki par By, Pa, o < 1 < (2 < b, vaZi

B2
/f(x)dm <e.
1

x b
Dokaz. Posmatrajmo funkciju p(z) = [ f(t)dt, a < x < b. Integral [ f(z)dx konve-

rgira ako i samo ako postoji konacan hIIIl) ©(z). To je ispunjeno ako i samo ako je ispunjen

Kosijev uslov

(Ve > 0)(36o) (Y1, B2)(Bo < b1 < B2 < b= [p(B2) — p(B1)] < e).
No,

B2
©(B2) — p(Br) = /f(x)d:c |
B1

Jedan dovoljan uslov za konvergenciju daje:

b b
Stav 2. Neka je |f(z)| < g(x), z € [a,b). Ako [ g(x)dx konvergira, onda i [ f(x)dx
konvergira. ’ ’

b
Dokaz. Neka je e proizvoljan pozitivan broj. Kako integral [ g(x)dz konvergira, to

B2
[ g(z)dx
81

postoji By, tako da za [y < B < [ < b vazi < e. Iz pretpostavke stava sledi

B2

/ﬁzf@)dm g/62!J“(ﬂ'3)|dx</g(ac)al:zc<zs.l
& B

B

b
Definicija 3. Nesvojstveni integral [ f(x)dx apsolutno konvergira ako konvergira integral

b

J1f(@)]dz.

a

LA. L. Cauchy (1789 — 1857), francuski matematicar
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Iz Stava 2 neposredno sledi:
Posledica 1. Ako ff(x)dx apsolutno konvergira, onda on i konvergira.

Primer 4. 1° Neka je |f(z)] < &,k = const,« > 1, za x € [a,+00), a > 0. Tada

+oo ’ “+oo “+oo
integral [ f(x)dz konvergira. Naime, integral f m%dx =k f g—ﬁ konvergira.
a oo
2° Integral [ “5%dzr konvergira. Ovo sledi iz nejednakosti !COS”E‘ < x—lg i ¢injenice da

1
“+00

f i—;c konvergira. A
1

Pitanje apsolutne konvergencije svodi se na pitanje konvergencije nesvojstvenih inte-
grala nenegativnih funkcija. Sledi nekoliko kriterijuma za konvergenciju integrala takvih
funkcija.

b
Stav 3. Za konvergenciju nesvojstvenog integrala [ f(x)dz, f(x) = 0 za x € [a,b),

potrebno je i dovoljno da postoji broj k, tako da je

5
/f(ﬂf)d$<k:, a<pB<b.

B
Dokaz. Zbog f(x) > 0 za x € [a,b), funkcija ¢(8) = [ f(z)dx je rastuéa. Konacan

limes gn}) () postoji ako i samo ako je ona ogranicena.

Stav 4. Neka je 0 < f(x) < g(x) za a <z < b ineka su

(1) /bf(x)dl'

) [ st

a
nesvogstveni integrali sa singularitetom b. Tada iz konvergencije integrala (2) sledi konve-
rgencija integrala (1), a iz divergencije integrala (1) sledi divergencija integrala (2).
Ydz, a < B < b. Ako integral (2)

B B
Dokaz. Oznacimo () = ff = [g(x)
< Y(6) < k, pa integral (1) konvergira.

konvergira, onda postoji bl"Q] k tako da je go(ﬁ)
Drugo tvrdenje stava je kontrapozicija prvog. l



Primetimo da se, na osnovu Stava 1.2°, u Stavu 4 uslov
a<zr<b=0<f(x)<gr)

moze zameniti uslovom
ap < <b=0< f(r)<g(x)

za neki broj ag, a < ag < b.

Stav 5. Dati su nesvojstveni integrali (1) i (2), pri cemu je g(x) > 0, za x € [a,b). Ako

postogi lin})% = ¢, 0 < ¢ < +o0, onda iz konvergencije integrala (2), pri ¢ < 400, sledi

konvergencija integrala (1), a iz divergencije integrala (2), pri ¢ > 0, sledi divergencija
integrala (1). Specijalno, ako je 0 < ¢ < 400, onda integrali (1) i (2) konvergiraju,
odnosno divergiraju, istovremeno.

Dokaz. Neka integral (2) konvergira i pri tome je 0 < ¢ < +o0. Kako je lirrll7 % =,
to za € > 0 postoji [y < b, tako da je
C—€<M<C—|—E, za [p<x<b
9(x)
Odavde je
flx) <(c+e)g(x), Po<z<b,
b b
pa iz konvergencije integrala [ g(z)dz (a samim tim i integrala [(c + €)g(z)dz) sledi i

b
konvergencija integrala [ f(x)dz.

Neka integral (2) divergira i pri tom je 0 < ¢ < +oo. Tada divergira i integral (1). Naime,
pretpostavimo da integral (1) konvergira. Iz pretpostavke sledi

1 1
TG R S SN

z—b f(l’) C c

Prema gore dokazanom, zbog konvergencije integrala (1), konvergirao bi i integral (2),
Sto je kontradikcija. W

“+o0o
. . . . 2 . . . _ 2 _
Primer 5. 1° Nesvojstveni integral [ e ™ dz konvergira, jer je e™* < e*, za
0

+o00o
1 < & < 400, a integral [ e “dx konvergira.
0
+oo

° . . .. . . dx
2° Ispitati konvergenciju nesvojstvenog integrala lf it

1 +oo
Kako je hrf wVlis? — ] a integral J i—;” konvergira, to i dati integral konvergira. A
r——+00 z2 1

Videli smo da iz apsolutne konvergencije sledi konvergencija nesvojstvenog integrala.
Da obrnuto ne vazi pokazuje sledeci primer:



+oo
Primer 6. Pokazati da integral [ 22dx konvergira. U tom cilju napisimo

ISIE

—+00 —+00 —+00

sinzx cosz |t cos T Ccos T
de = [— } — 5 dr = — 5 dx
T T z T T
+o0o

Integral f €5*dx konvergira (primer 4.2°), odakle sledi da dati integral konvergira.

SE
(ME]

™

3
No, dati integral ne konvergira apsolutno. Naime, vazi

/ ¢ sin? 1Bd 1[3 2
/ dx>/smxd$:_ _x__/cos xd:c.
T 2 T 2 T

B B
Integral [ df nije ogranicen, dok je integral [ %daz ogranicen (konvergencija integrala

sinx

T

v
N
[NE]
N

+o00o ’ ’ +oo +oo
[ =224z dokazuje se slicno kao i konvergencija integrala [ $2£dz). Dakle, [ [#2|dx
%

x
us

jus
2

2
divergira. A

Za nesvojstveni integral koji konvergira, ali ne konvergira apsolutno, ¢esto se kaze da
konvergira uslovno. Jedan kriterijum za ispitivanje (ne apsolutne) konvergencije je:

Teorema 2. (Abel - Dirihle?) Neka su funkcije f i g definisane na [a,b) i integrabilne
na svakom segmentu [a, 3] C [a,b). Za konvergenciju nesvojstvenog integrala

[ f@gtoyis

dovolyno je da budu ispunjeni uslovi
(D1) f je neprekidna na [a,b) i ima ogranicenu primitivnu funkciju;
(D2) g je glatka na |a,b) i monotono tezi nuli za x — b;
il ,
(A1) f je neprekidna na [a,b) i nesvogstveni integral [ f(x)dx konvergira;

(A2) g je glatka, monotona i ograniéena na |a,b).

Dokaz. Pretpostavimo da su ispunjeni uslovi (D1)i (D2). Neka je € > 0 proizvoljno.
B2

[ f(z)dz
Jeit
za a < 1 < 2 < b. Funkcija g(z) monotono tezi nuli za x — b, pa postoji Gy € [a,b)

Kako f ima ograni¢enu primitivnu funkciju, to postoji broj M, tako da je <M

2N. H. Abel (1802 — 1829), norveski matematicar
P. L. Dirichlet (1805 — 1859), nemacki matematicar
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tako da je |g(z)| < 557 za x > (3. Prema drugoj teoremi® o srednjoj vrednosti integrala
za (o < 1 < o < b postoji £ € ([, F2) tako da vazi jednakost

3

B2 B2
/ f(@)g(x)dz = g(B) / f(@)dz + g(B) / f(x)de
51 3

B
Odavde je

/f z)dz| < g(B)] - M+ g(B)] - M <.

Prema Teoremi 1, tvrc’[enje je dokazano.
Sli¢no se dokazuje tvrdenje teoreme u slucaju kada su ispunjeni uslovi (A1) i (A2). B

Teorema se moze dokazati i uz slabije uslove. Naime, pretpostavke o neprekidnosti
funkcije f, odnosno glatkosti funkcije g, mogu se izostaviti.

+oo

Primer 7. Nesvojstveni integral [ ot
0

erdz, a € R, n > 0, konvergira, jer funkcija sin ax

(za a # 0) ima ograni¢enu primitivnu funkciju, a monotono tezi nuli za x — 400.A

1+ "
1.3. Nesvojstveni integral sa vise singulariteta

U prethodnom odeljku je bilo re¢i o nesvojstvenim integralima sa jednim singularite-

b
tom, tj. sa integralom oblika [ f(z)dz, gde b € R i funkcija f je neogranicena u okolini
tacke b ili b = +o00. U oba slucaja se kaze da je singularitet u b. Nesvojstveni integral

oblika [ f(x)dx sa singularitetima u a i b (dakle sa dva singulariteta) se definiSe na sledeci

/bf(x)dx:/cf(x)dx+jf(x)dx

gde a < ¢ < b1ion po definiciji konvergira ako konvergiraju oba integrala sa desne strane.
Prema Stavu 1.2° njegova konvergencija ne zavisi od tacke ¢ € (a,b).

U slucaju da je podintegralna funkcija neogranicena u okolini jedne od unutrasnjih
tacaka segmenta [a, b], stavljamo

/bf(x)dx:jf(x)dx+/bf(x)dx

3Teorema: Neka je f neprekidna, a g monotona i glatka funkcija na segmentu [a,b]. Tada postoji

¢ € [a, b], tako da vazi
b
/f(x)g(x)dw = g(a)/ z)dz + g(b /f
3

11
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zahtevajuci da svaki od integrala sa desne strane konvergira.

Primer 8. Integral

+o0 0 +o0
/exda;— /e‘”dx—l— /ezdx
—00 —00 0

divergira, jer prvi integral na desnoj strani divergira. A

1.4. Glavna vrednost integrala

Do sada smo razmatrali nesvojstvene integrale kao uopstenje Rimanovog integrala,
vezujuc¢i njihovu egzistenciju sa egzistencijom odgovaraju¢ih grani¢nih vrednosti. U
slucajevima kada ove grani¢ne vrednosti ne postoje kao konacne, tj. kada nesvojstveni
integrali ne egzistiraju, moguce je ponekad postojanje tzv. glavne vrednosti nesvojstvenih
integrala.

Posmatrajmo najpre slucaj nesvojstvenog integrala sa jednim singularitetom u tacki
¢ € (a,b). Ako grani¢ne vrednosti

e1—0+ e9—0+
ctea

c—e1 b
lim /f(x)d:z:i lim /f(x)dx

ne postoje za €1 # €9, ali postoje za £ = €9 = €, tj. ako postoji

e—0+

c—¢ b
lim / f(z)dz + / f(z)dz
a cte

b

tada kazemo da nesvojstveni integral [ f(z)dx postoji u smislu Kosijeve glavne vrednosti
a
1 to oznacavamo sa

v.p. /b f(x)dz.

Slicno ako funkcija nije ograni¢ena samo u tackama a i b, onda se, ukoliko postoji
grani¢na vrednost

b—e
tim [ fa)d,
a+te
definiSe

b b—e
v.p. /f(x)dx = lim / f(z)dx.
e—0+
a a+te
b b
Ako integral | f(z)dz postoji kao nesvojstven, tada postoji i odgovarajuéiv.p. [ f(z)dz,
dok obrnuto, u opstem sluc¢aju ne vazi.

12



1

Primer 9. 1° Integral [ d?“ ne postoji kao Rimanov integral jer |%‘ — 400, kada z — 0.
1

Takode, ovaj integral ne postoji ni kao nesvojstven jer

—e1 1

dx dx —€1

L e ) 1
[ S [ 5= toglal)| "+ (gl
-1 €9

1 £1
= log —
g2 €9

nema grani¢nu vrednost kada €; i €9 nezavisno teze nuli. Medutim, ako je ey = €3 = ¢

imamo .
dx
v.p. /—dx =0.
x
21

+o0

I / dz
= v.p. .
P 22 — 3z + 2

0

2° Odredimo

Kako kvadratni trinom z —— 22 — 3z + 2 ima realne nule z; = 1 i x5 = 2, koriséenjem
aditivnog svojstva integrala u odnosu na oblast integracije, dati integral se moze napisati
kao zbir tri integrala [ = I1 + I + I3, gde su

Sada imamo

I = 61;1(1]&+ log -1 ) + log =1 = 51i%l+ (log — - log 2) = log —
Sli¢no,
2—e¢ 3
) — T —2 _ 1+e¢ 1
2
Najzad,
_ 9|t —
I3 = log L = lim log ’ —log — = log 2,
x—1| T—+00 T —

13



2. Nesvojstveni visestruki integral

Kao i u slucaju funkcija jedne promenljive, i ovde je cilj da prosirimo pojam Ri-
manovog integrala kako u slucaju kada je oblast integracije neogranic¢ena, tako i u slucaju
neogranicenih funkcija. Oba slucaja posmatra¢emo istovremeno.

Najpre ¢emo dati pojam monotonog pokrivaca neke oblasti u prostoru R"™.

Definicija 4. Neka je D C R™ data oblast. Familija D = {D* |k =1,2,...} otvorenih
skupova monotono pokriva oblast D ako su ispunjeni uslovi

+oo
1° |J DF = D;
k=1
2° Dk C D1 za k=1,2,....
Familiju D ¢emo nazivati monotonim pokrivacem.

Definicija 5. Neka je realna funkcija f(x) definisana na oblasti D C R™ i integra-
bilna na svakom merljivom podskupu skupa D. Posmatrajmo sve monotone pokrivace
D = {DF|k=1,2,..} koji imaju svojstvo da je svaki D¥ merljiv skup. Ako za svaku

familiju D postoji

Dk

1 ovaj limes ne zavisi od izbora familije D, onda se on naziva nesvojstvenim visestrukim
(ili n-) integralom funkcije f na skupu D i oznacava sa

/f(m)da: ili //---/f(ml,...,xn)dx1~--dxn.

Cesto se simbol [ f(x)dx (ako je f ili D neograni¢eno) naziva nesvojstvenim integralom,
D

pa se kaze da taj nesvojstveni integral konvergira, odnosno divergira, ako gore pomenuti
limes postoji (kao konacan), odnosno ne postoji ili je beskonacan.

2.1. Nesvojstveni integral nenegativnih funkcija

Teorema 3. Nekaje f: D — R, D CR" i f(z) 20, x € D. Da bi nesvojstveni integral
[ f(x)dz  konvergirao,  potrebno je i dovolino da bar za jednu  familiju
D

D = {DF|k=1,2,..} koja monotono pokriva oblast D i gde su DF merljivi skupoui,
. +o00 _ .
niz (ag)poy, ar = [ f(z)dz, bude ogranicen.
DF
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Dokaz. Ako [ f(x)dx konvergira, niz (ay)x je konvergentan, dakle i ogranicen.

Pretpostavimo da je niz (az)y, ogranicen. Kako iz DF € DML i f(z) > 0, z € D sledi
[ f(x)dz < [ f(x)dz, to je taj niz rastudi, pa postoji konacan klim ap = 1.
-~ ——+00
Dk+1
Uo¢imo neku drugu familiju { E* |k = 1,2, ... } koja monotono pokriva oblast D i ozna¢imo

by = / f(@)da

Neka je ky € N proizvoljno. Nadimo k tako da je E* C DF. Tada jel by, < ap <

Dakle (bg)x je ogranicen niz. Kao rastuéi, ovaj niz ima limes; neka je khm bk
——400
Iz prethodnog sledi da je I’ < I. Zamenjujuéi uloge nizovima (ay) i (byx) dobijamo

nejednakost I < I’, odakle sledi I = I'.

1.
r.

Primer 10. Za izracunavanje integrala

// e~ 7Y dxdy

RQ

uo¢imo familiju {D* |k = 1,2,...}, DF = {(x,y) € R?|2? + y* < k?}. Tada je

ap = // e_mQ_dexdy.
DF

Posle prelaska na polarne koordinate imamo
k
:/dﬁ/re’" dr = (1 — ™).
0 0
k——+o0

Primetimo da se dati nesvojstveni integral moze izracunati i kao

lim // e~ @) dady
k—+4o00
EF

gde je B¥ = {(z,y) e R? |~k <a <k, —k<y<k}, k=12 .1z

2
Ocigledno lim a, = 7.

k k k 2
// e_$2_y2dxdy = /e‘mgdx/e_yZ)dy = /e"“ﬂdx
B Zk Zk —k

sledi
k 2 +o0 2
. 2 2
= lim /e“’” de | = /6_‘70 dzx
k—+o00
—k — 0O

15



1 zatim
—+oo

/ e dy = NZs

—00

Ovaj integral se obi¢no naziva Ojler-Poasonovim®* integralom. A

Navedimo sada neke kriterijume poredenja za ispitivanje konvergencije nesvojstvenih
integrala.

Teorema 4. Neka su [ i g dve nenegativne funkcije definisane u oblasti D C R", integrali
[ f(x)dz i [ g(x)dx su nesvojstveni i vaZi nejednakost f(x) < g(z),z € D. Ako [ g(x)dx
D D D

konvergira, onda konvergira i [ f(x)dzx.
D

Dokaz. Za monotoni pokriva¢ {D* |k =1,2,...} skupa D, niz (f g(x)dx) konve-
DF k
rgira. Kako je

DF Dk

to je niz (f f(m)dm) ogranicen, pa kako je i monoton, on je i konvergentan. Ml
DF k

Posledica 2. Ako funkcije f i g zadovoljavaju uslove Teoreme 4 i [ f(x)dx divergira,
D

onda i [ g(x)dx divergira.
D

Stav 6. Ako je f(z) > 0,2 € D C R", [ f(x)dx konvergira i E C D ima monoton
D

pokrivaé, onda i [ f(x)dx konvergira i vaZi nejednakost
E

/f(x)dxg/f(x)d:c.

Dokaz. Konstruisimo funkciju ¢ : D — R formulom

f(z), z€E,
ole) = { 0, z€ D\E.

Ocigledno je ¢(x) < f(z) za © € D, odakle sledi

/cp(m)da: < /f(x)dx.

4L. Euler (1707 — 1783), §vajcarski fizicar i matematicar
S. D. Poisson (1781 — 1840), francuski fizicar i matematicar
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S druge strane, za proizvoljan monoton pokrivac {D* |k = 1,2,...} skupa D vazi

/ p(r)dr < /@(ﬂf)dfﬂ-

DkNE Dk

Prelaskom na limes za k — +o00 imamo

/f(:c)da:< /f(ac)dx. ]

2.2. Nesvojstveni integral funkcija promenljivog znaka

Definicija 6. Nesvojstveni integral [ f(z)dx apsolutno konvergira ako konvergira
D

glf(x)l dz.

Teorema 5. Nesvojstveni integral konvergira apsolutno ako i samo ako konvergira u
obicnom smislu.

Dokaz. Pretpostavimo da je realna funkcija f definisana u oblasti D C R™. Sa f, i
f_ ozna¢imo funkcije definisane formulama

S ()] + f(x)
5 :

[f (@) = f(=)

fe(z) = f-(z) = 5 ;

r €D,

ili, zapisano u drugacijem obliku

f+(x):{ f(z), za f(z) >0 f(x):{ 0, za f(x) >0

07 Zaf(33)<0 ’ —f(.CE), 74 f(ZU)<O s z € D.

Sledece nejednakosti
(3) 0< file) <[f(@)], 0<f-(z)<|f(z), z€D,

kao i jednakosti

(4) f@) = fi(@) = f-(2), |f@)| = file)+ f-(x), veD,

ocigledne su.
Ako [ f(z)dx apsolutno konvergira, tj. ako [|f(z)|dz konvergira, onda prema (3) i
D D

Teoremi 4 konvergiraju [ fi(z)dz i [ f-(z)dz. Na osnovu jednakosti (4) lako se vidi da
D D
konvergira i [ f(z)dzx.
D

Obratno, neka konvergira [ f(z)dxz. Pretpostavimo suprotno, da [ |f(x)|dz divergira.
D D
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Kako je |f(z)] = 0, to [|f(z)|dz divergira ka beskonacnosti i mozemo naéi monotoni
D

pokriva¢ {D* |k = 1,2,...} skupa D, tako da je

(5) / |f(z)|dz > 3/|f(x)|dx+2k:, k=12, ..

Dk+1

Oznac¢imo D*1\DF = E*. 1z (5) sledi

(6) /|f(x)]dx > 2/ \f(2)|dx + 2k.

EF DF

[1s@lds = [ fu@yte+ [ - @ye

Koristeci (4) imamo

Ek

Ek

Od dva integrala na desnoj strani poslednje jednakosti, jedan je veéi ili jednak drugom.
Odredenosti radi, pretpostavimo da je

/f+($)d$ >/f_(x)dx.

Iz ove nejednakosti i (6) sledi

/f+(x)da: >/|f(x)|dx+k.

Ek Dk

Izaberimo takvu podelu T' = {V?}, skupa E* da bude

zeV?

S > [Ifide+ b m = it fi(o)
DF

Oznacimo sa P* = J, {V/ € T'|m; > 0}, DFU P* = QF. Tada je

(7) [ t@iae= [ siae> [1r@lde

Iz (7) i o¢igledne nejednakosti

sabiranjem sledi



Po konstrukciji je {(Q’f)o |k e N } monoton pokriva¢ skupa D, te na osnovu poslednje

nejednakosti sledi da je [ f(z)dx divergentan, sto je kontradikcija. B
D

Primetimo da dokazana teorema o apsolutnoj konvergenciji nesvojstvenog visestrukog
integrala nije u kontradikciji sa poznatom ¢injenicom da postoje obicni (jednostruki)
nesvojstveni integrali koji konvergiraju uslovno (primer 6). Naime, definicija (jedno-
strukog) nesvojstvenog integrala (data u prvom delu), ne dobija se kao specijalan slucaj
Definicije 5 nesvojstvenog n-integrala za n = 1.
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3. Nesvojstveni parametarski integral

Posmatrajmo parametarske integrale oblika

(®) I(y) = / f(y)da

koji su (bar za neke y) nesvojstveni sa singularitetom b, tj. takve da ili je b = 400, ili je b
konaéno, ali je funkcija f(z,y) neograni¢ena u okolini tacke x = b. Sva razmatranja mogu
se analogno preneti na sluc¢aj nesvojstvenih integrala ¢iji je singularitet donja granica,
kao i one kod kojih su singulariteti obe granice, ili je, pak, singularitet u unutrasnjosti
intervala integracije.

Nesvojstveni integral (8) konvergira za neko y ako za tu vrednost parametra postoji

kona¢na grani¢na vrednost %IHII) F(B,y) gde je

B
F(B,y) = /f(ﬂf,y)dfv-

3.1. Ravnomerna konvergencija

Definisa¢emo sada pojam ravnomerne konvergencije nesvojstvenog parametarskog
integrala.

Definicija 7. Za integral (8) kazemo da ravnomerno konvergira poy € Y (gde Y C R)
ako F(B,y) = I(y) (B —b) poy €Y, tj. ako za svako € > 0 postoji By € [a,b) tako da
za svako y €Y i svako (3, By < B < b, vazi

I(y) — F(B,y)| = / f (o y)da| < e.
B

+00

Primer 11. Integral [ % konvergira za y > 1. Ako Y] = [2,400), onda taj integral
1

ravnomerno konvergira po y € Y7, jer za y > 2:

“+o0

dx 1 1
[ & Gmm s o
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Medutim, ako je Y5 = (1, 4+00), dati integral ne konvergira ravnomerno na Y5. Zaista, za
dato € (1,400) vazi

+oo
dx 1
[5G 0o
B
+oo
pa se za dato € > 0 ne moze izabrati 3, € (1,400), tako da nejednakost | [ i—f < g vazi
B

za (3 > [y, istovremeno za sve y € Y. A

Opsti Kosijev princip konvergencije daje slede¢i neophodan i dovoljan uslov ravnomerne
konvergencije nesvojstvenog parametarskog integrala.

Teorema 6. Integral (8) ravnomerno konvergira poy € Y C R ako i samo ako za svako
e > 0 postoji By € [a,b) takvo da za sve By, By za koje je By < (1 < [y < b i za svako

B2
y €Y vazi ff(x,y)dx‘ < e.

51

Posledica 3. Ako je podintegralna funkcija f integrala (8) neprekidna na [a,b) X [c,d]
i taj integral konvergira za y € (c,d), ali divergira za y = ¢ (odnosno y = d), onda on
neravnomerno konvergira na (c, d).

Dokaz. Pretpostavimo da integral (8) divergira, na primer, za y = c¢. Tada postoji
e > 0, tako da se za svako [y € [a,b) mogu se naéi (1,0, € (0o,b) za koje je

B2 B2

[ f(z,c)dz| > e. Integral [ f(z,y)dx je (svojstveni) parametarski integral koji je
b1 b1

neprekidna funkcija od y € (¢, d) (na osnovu stava® koji daje dovoljan uslov neprekidnosti
funkcije (8)). Zmaci, za vrednosti y dovoljno bliske ¢, vaziée i nejednakost
B2

| f(z,c)dz| > e. Dakle, nisu ispunjeni uslovi prethodne teoreme za ravnomernu ko-
B1

nvergenciju integrala (8) na (c,d). W
Primetimo da na osnovu ove posledice neposredno dobijamo zaklju¢ak o neravnome-
+oo
rnoj konvergenciji integrala [ i—i na (1, 4+00).

1
Navedimo sada neke dovoljne uslove ravnomerne konvergencije nesvojstvenog inte-
grala.

Stav 7. (Vajerstrasov® kriterijum) Neka je ¢ : [a,b) — R integrabilna funkcija (1j.
b
neka konvergira [ o(x)dz), takva da je |f(x,y)| < p(z) za sve x € [a,b),y € Y C R.

Tada integral (8) ravnomerno konvergira poy € Y.

Stav: Neka je P pravougaonik [a,b] X [c,d] i neka je f(z,y) neprekidna funkcija na P. Tada je I(y)
neprekidna funkcija na [, d].
OK. Weierstrass (1815 — 1897), nemacki matematicar
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b
Dokaz. 1z konvergencije integrala [ ¢(x)dx sledi da za svako ¢ > 0 postoji 3y € [a,b),

a

B2
takvo da za sve By, B2 € (5o, b) vazi [ p(z)dx < e. Tada je, zasve y € Y,
B1

/fa:y /If:cy!dx / pla)de < =,

sto na osnovu Teoreme 6 znaci da integral (8) ravnomerno konvergira na Y. B

“+00
Primer 12. 1° Integral ‘of %dw ravnomerno konvergira po y € R jer je za svako y € R
+oo

cos Ty s a [ %5 konvergira.
0

ispunjeno ’ e | S T

1
2° Integral [ 27 !(1 —2)°~'dz ima singularitete uz =0 (zaa < 1)iuz =1 (za 3 < 1).
0

On konvergira ravnomerno po « za a > «y > 0 (za fiksirano § > 0), kao i po (3 za
B = By > 0 (za fiksirano o > 0). Zaista,za0 <x <1, > 01ia > ag je

ZL‘a_l(l _ (L’)ﬂ_l < l‘ao_l(l _ x)ﬁ—1’

1
a integral [2*~(1 — z)?~'dx konvergira. Slitno se dokazuje drugo tvrdenje.A
0

Vajerstrasovim kriterijumom ne moze se dokazati ravnomerna konvergencija neapso-
lutno konvergentnog integrala. U takvim sluc¢ajevima koristimo sledeci stav:

Stav 8. (Abel - Dirihleov kriterijum) Neka su funkcije f(x,y) i g(x,y) definisane
zax € [a,b) 1y €Y C R ineka su za svako y € Y integrabilne po x na svakom segmentu
la, 8] C la,b). Za ravnomernu konvergenciju nesvojstvenog integrala

(9) /f(fc, y)g(z,y)dz

po y €Y dovoljno je da budu ispunjeni uslovi:
(D1) za svako y € Y funkcija f(x,y) je neprekidna po x € la,b) i ima ravnomerno

B8
J fx,y)dx

a

ogranicenu primitivnu funkciju, tj. postoji konstanta M, takva da je <M

za svey €Y i sve B € [a,b);

(D2) za svako y € Y funkcija g(x,y) je neprekidno diferencijabilna i monotona po
z€fa,b)ig(x,y) =0(x—b)poyeY;
i

(A1) za svako y € Y funkcija f(x,y) je neprekidna po x € [a,b) i nesvojstveni integral
b

[ f(x,y)dz ravnomerno konvergira poy € Y;
a

(A2) za svako y € Y funkcija g(x,y) je neprekidno diferencijabilna i monotona po
x € [a,b); takode, g je ravnomerno ogranicena po x € |a,b) iy €Y.
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Dokaz. Dokazatemo da su uslovi (D1) i (D2) dovoljni za ravnomernu konvergenciju
integrala (9). Slicno se dokazuje i za uslove (Al) i (A2).
Neka su /3y, B2 € [a,b), 51 < [ i neka je € > 0 proizvoljno. Na osnovu druge teoreme o
srednjoj vrednosti integrala vazi

B2

/fwy o(z,v)dz = g(6r,v) /frcydm+g(ﬁz, ) [ Fepds

3

za neko & € [y, f2]. Na osnovu pretpostavke (D1) integrali na desnoj strani ove jedna-
kosti mogu se po apsolutnoj vrednosti ograni¢iti nekom konstantom k (uniformno po
yeyY). Iz pretpostavke (D2) sledi da se moze nadi fy € [a,b) tako da ako je (1, By > [y
vazi [g(51,y)] < 57 1 19(B2,y)| < 57, istovremeno za sve y € Y. Iz prethodne jednakosti

sledi da je za takve (3, B2 ispunjeno | [ f(z,y)g(z,y)dzx| < e, Sto na osnovu Teoreme 6
b1
znaci da je integral (9) ravnomerno konvergentan poy € Y. l

Ovaj stav vazi i pod nesto slabijim pretpostavkama - uslovi da je f neprekidna, a g
glatka funkcija mogu se izostaviti.

Primer 13. 1° Integral | e *¥f(z)dx ravnomerno konvergira po y > 0 ako konvergira

+o0o
integral [ f(x)dz. To sledi jer su ispunjeni uslovi (A1), (A2) prethodnog stava. Na

a
primer, integral
+oo

sinx
e Ydx
T

0

ravnomerno konvergira po y = 0.
+oo
2° Integral [ S2%dx ravnomerno konvergira po y > yo > 0, jer su ispunjeni uslovi (D1),

1
(D2). Primetimo da na osnovu Posledice 3, on ne konvergira ravnomerno po y > 0, jer
ne konvergira za y = 0.

+oo |
3° Integral [ *=™dx konvergira za svako y € R. Na skupu ¥V = {y € ]R’ ly| = ¢},

za neko ¢ > 00, taj integral konvergira ravnomerno. Zaista, kako 0 nije singularitet tog
integrala, mozemo posmatrati samo njegovo ponasanje kad xr — +o00. No, tada tvrdenje
lako sledi iz Dirihleovog kriterijuma.

Medutim, ovaj integral nije ravnomerno konvergentan na R. Zaista, za 3 > 0 vazi

—+00 —+00 —+00

sinx sin x sinx
sup/ ydm —sup/ dx 2/ dr > 0.A

yeR X a>0 x x
@ 0
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3.2. Funkcionalna svojstva

Ispitivanje osobina funkcija definisanih nesvojstvenim parametarskim integralima po
pravilu je komplikovanije od odgovarajuceg problema u slucaju svojstvenih integrala.
Naime, kod nesvojstvenih integrala pojavljuje se jos jedan (tre¢i) grani¢ni prelaz o kojem
treba voditi ra¢una prilikom potrebne promene poretka.

3.2.1. Granic¢na vrednost i neprekidnost

Teorema 7. Neka je funkcija f(x,vy), za svako y iz neke okoline V tacke yy € R, inte-
grabilna po x € [a, f] za svako B za koje je a < f < b. Ako:
1° za svako takvo B vaZi f(x,y) = ¢(z) (y — vo) na [a, ]

b

2° nesvogstveni integral [ f(x,y)dx ravnomerno konvergira na 'V,
a

b
tada [ p(z)dx konvergira i vaZi

b b
(10) lim f(x,y)da::/go(:v)d:v.
Y=o
B
Dokaz. Oznacimo F(8,y) = [ f(z,y)dz. Iz pretpostavke 1° i odgovarajuceg stava’
B
sledi da je lim F(B,y) = [p(z)dz. S druge strane, uslov 2° znac¢i da
Y—Yo a

b
FB,y) = [ f(z,y)dz (8 — b) poy € V. Na osnovu opste teoreme® o promeni

B b
poretka grani¢nih prelaza zaklju¢ujemo da postoji ém}) Jo(z)dx = [p(z)dr i jednak

a

b
je lim [ f(z,y)dz. B
Y=Y §

"Stav: Ako je funkcija f(x,%) integrabilna po x na segmentu [a, b] za svako y iz neke okoline V' tacke
yo € R i ako f(z,5) = 9(x) (4 — yo) po = € [a, 8], onda je

J Iy) = /b <ylgr510f(w7y)> dr = /b ¢(x)dz

a a

8Teorema: Neka je f; : A — R (t € T ¢ R, A C R) familija realnih funkcija, t, € R tacka
nagomilavanja skupa 7 i a € R tacka nagomilavanja skupa A. Ako
1° fi= f(t—to) na A,
2° za svako t € T postoji gllg fi(x) = by,

tada postoje lim f(z) i lim b; i vazi lim f(x) = lim b, tj.
T—a t—to T—a t—to

lim lim fi(z) = lim lim f;(z)

rx—at—to o t—to r—a
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Provera uslova navedene teoreme nekad se moze izvesti koriséenjem Dinijevog® krite-
rijjuma.

Posledica 4. Neka je, za svako y < yo(y > yo) iz neke okoline V tacke yo, f(z,y)
nenegativna i neprekidna funkcija od x € [a,b) koja, kad y rastuéi (opadajudi) tezi yo,
b

rastuci (po y) tezi funkciji p(x), neprekidnoj na [a,b). Ako integral [ o(z)dz konvergira,
tada vazi jednakost (10).

Dokaz. Monotonost konvergencije f(x,y) — ¢(x) (y — yo) obezbeduje, prema Dini-
jevom stavu, da je ta konvergencija ravnomerna na svakom segmentu |a, 3] C [a,b). S
druge strane, nejednakost 0 < f(z,y) < ¢(x), koja vazi za sve x € [a,b) isvey € V, i

b b

konvergencija integrala [ (z)dz povlace da [ f(z,y)dx ravnomerno konvergirapoy € V.
Na taj nacin ispunjeni su uslovi Teoreme 7, pa vazi jednakost (10). W

Izvedena tvrdenja omogucavaju i neka jednostavna pravila o nesvojstvenoj integraciji
redova ¢lan-po-c¢lan.
+o0
Posledica 5. Neka su c¢lanovi reda > a,(x) nenegativne i neprekidne funkcije na [a,b) i
n=1
neka je njegov zbir f(z) na [a,b) neprekidna i integabilna funkcija. Tada se taj red moze
integrisati c¢lan-po-clan na [a,b), tj. vazi

/b <§ an(m)) dx = E/ban(x)dx.

Neposredna posledica Teoreme 7 je i sledec¢a teorema o neprekidnosti funkcije defini-
sane nesvojstvenim parametarskim integralom.

Teorema 8. Neka je funkcija f neprekidna na [a,b)x|[c, d] i neka je (nesvojstveni) integral
b
I(y) = [ f(z,y)dz ravnomerno konvergentan po y € [c,d]. Tada je I(y) neprekidna

funkcija na e, d].

Primer 14. 1° Izracunati integral

1
In(1 —
/de,
€T
0

razvijajuéi podintegralnu funkciju u red. Dodefinisimo tu funkciju njenim limesom —1 u
tacki x = 0. Za 0 <z < 1 je tada

In(1 — x) X gt

X n
n=1

9Stav: neka je K C R kompaktan (dakle, zatvoren i ograni¢en) skup i neka je (a,(z))nen monoton
(po n) niz funkcija neprekidnih na K. Ako a,(x) — a(z) (n — +00) na K i ako je a : K — R neprekidna
funkcija, tada a, = a (n — +00) na K.
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Taj red ne konvergira ravnomerno na [0,1) (jer ne konvergira za z = 1). Medutim,
ispunjeni su uslovi Posledice 5, pa vazi

1 1

In(1 —x) =<1 1 1 w2

0 n=1 0 n=1

2° Pokazali smo da je integral

I(y) = / L ey

T
0

ravnomerno konvergentan po y € [0,4+00). Kako je njegova podintegralna funkcija (do-
definisana jedinicom za x = 0) neprekidna na [0, +00) x [0, d] za sve d > 0, to na osnovu
Teoreme 8 zakljucujemo da je i funkcija I(y) neprekidna na [0,d] dakle i na [0, +o0).
Specijalno, vazi

+oo +oo
: . sinx _ sin x
lim /(y) = lim e Ydx = dx.A
y—0 y—0 x x

0 0

3.2.2. Diferenciranje nesvojstvenog integrala

U sledecoj teoremi navodimo dovoljne uslove za moguénost primene Lajbnicovog pra-
vila'® na nesvojstvene parametarske integrale.
Teorema 9. Neka su ispunjeni sledeci uslovi:
1° funkcija f : a,b) X [¢,d] — R je neprekidna po x € [a,b) za svako y € [c,d], a funkcija

% je definisana i neprekidna na [a,b) X [c, d];

b
2° antegral I(y) = [ f(z,y)dz konvergira za neko y = yo € [c, d);
b
3° integral [ g—i(x,y)da: ravnomerno konvergira na |c, d).
Tada je funkcija I(y) diferencijabilna na [c,d] i vazi
b
_ [9f

oy

a

(11) I'(y) (z,y)dz.

10Stav: Neka je P = [a,b] x [c,d] i funkcija f : P — R zadovoljava sledeée uslove:
1° f je neprekidna po z € [a, b] za svako y € [c,d];
2° f ima parcijalni izvod % koji je neprekidna funkcija na P.

b
Tada je funkcija definisana relacijom [ f(z,y)dx neprekidno diferencijabilna na [c,d] i vazi

b
1) = [ 5w

26



Dokaz. Oznacéimo 5

F(B,y) = / £z, y)dx

a

za a < 3 < b. Uslov 1°, na osnovu Lajbnicovog kriterijuma, obezbeduje da funkcija F'
ima parcijalni izvod po y na [c,d] i da vazi

B
oF . [of
a—y(ﬁay)—/a—y(%y)d%

Na osnovu 3° vazi

b
g—g(ﬁ,y)j/%(x,y)dx (8 — b) na [c, d].

Najzad, iz 2° sledi da funkcija F'(3,y) ima za y = yo grani¢nu vrednost kad 5 — b. Na taj
nacin ispunjeni su svi uslovi teoreme!! o diferencijabilnosti grani¢ne funkcije familije dife-
rencijabilnih funkcija, pa na osnovu nje zaklju¢ujemo da F(3,y) = I(y) (6 — b) na [c, d|
i vazi formula (11). W

Primer 15. Kao primer primene prethodne teoreme izracunajmo Dirihleov integral

“+oo

D(y):/smxyxdx, y €R.

0

Neposredna primena Lajbnicovog pravila je nemoguca, jer bi se formalnim diferenci-
+oo

ranjem dobio divergentan integral [ cosyxdr. Posmatrajmo zato, za fiksirano o > 0,
0

parametarski integral
+oo

I(y) = / Smyxe_axdx, y = 0.

T
0

Taj integral zadovoljava sve uslove Teoreme 9: podintegralna funkcija je neprekidna
zajedno sa svojim parcijalnim izvodom po y (kada se pogodno dodefinise za = = 0),
integral dobijen diferenciranjem

—+00

/ e “cosyxrdr =
0

(6%
y2+a2

UTeorema: Neka su f; : [a,b] — R diferencijabilne funkcije za t € T C R i neka je to € R tacka
nagomilavanja skupa T'. Ako
1° familija {f; [t € T'} konvergira za neko zg € [a,b] kad ¢t — to;
2° familija izvodnih funkcija {f/ |t € T'} konvergira ravnomerno na [a, b] kad ¢ — o,
onda familija {f; |t € T} takode ravnomerno konvergira na [a, b] nekoj funkciji f koja je diferencijabilna

ivazi f'(x) = tIL% fi(x).
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+00
ravnomerno konvergira po y > 0, jer se majorira konvergentnim integralom [ e **dx
0
koji ne zavisi od y.

Iz I'(y) = 77 dobijamo I(y) = arctg? + c. Zamenom y = 0 dobijamo ¢ = I(0) = 0, pa
je

(12) I(y) = arctgg, a > 0.
«

Kao u primeru 14.2° | vazi

+00 +o0o

. L sinyr ., [ sinyr

lim /(y) = lim ——¢ dw—/ ——dz = D(y),
0 0

pa iz (12) dobijamo D(y) = § za y > 0. Kako je, ocigledno, D(0) = 0 i D(y) je neparna
funkcija od y, to je konacno

T
D(y) = 5sgny, ycR.A

3.2.3. Integracija nesvojstvenog integrala

Kod integracije funkcija definisanih nesvojstvenim parametarskim integralima razli-
kujemo dva slucaja: kada je taj novi integral svojstven, odnosno nesvojstven. U prvom
slucaju ako zelimo da promenimo redosled integracije moramo da vodimo rac¢una o tri
grani¢na prelaza, a u drugom o cetiri.

Teorema 10. Ako vaZe pretpostavke Teoreme 8, tj. ako je funkcija f neprekidna na
b
la,b) X [c,d] i (nesvojstveni) integral I(y) = [ f(z,y)dx ravnomerno konvergira na [c, d),

onda je funkcija I(y) integrabilna na [c,d] i vazi

d d b b d
(13) [1wds= [ ay [ 1o~ [ s [ )y

Dokaz. Iz neprekidnosti funkcije f, na osnovu odgovarajuéeg stava'?, sledi da za svako
B € [a,b) vazi

d B Ié] d
(14) [ [ tde= [ az [ g)an

12Stav: Neka je funkcija f : P — R neprekidna na pravougaoniku P = [a, b] x [c,d]. Tada je funkcija

b
I:[e,d) — R definisana integralom I(y) = [ f(z,y)dz integrabilna i vazi

a

d d

1wy = [ ay /b f(z, y)do = /b da /d F(z,9)dy.

C c
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Kako familija funkcija F'(/3,y) f f(z,y)dx, kad § — b, konvergira integralu f f(z,y)dz,
ravnomerno po y € [e,d], to iz odgovarajuce teoreme!?® sledi da leva strana jednakosti

(14) tezi fdyff(ac,y)dx, kad 3 — b. No, onda i desna strana ima grani¢nu vrednost

b d
kad 3 — b1 ta granicna vrednost je [dx [ f(z,y)dy. B

a C
U slucaju nenegativnosti podintegralne funkcije Dinijev kriterijum omoguéava da se
uslovi prethodne teoreme oslabe.

Posledica 6. Ako je f neprekidna i nenegativna realna funkcija na [a,b) X [c,d] i ako je

= [ f(z,y)dx neprekidna funkcija na [c,d], tada vaZi formula (13).

Kada je potrebno promeniti poredak dva nesvojstvena integrala, uslovi koji to obe-
zbeduju se dalje komplikuju. Dokaza¢emo samo jedno tvrdenje koje se odnosi na slucaj
nenegativne podintegralne funkcije.

Teorema 11. Neka je funkcija f : [a,b) X [¢,d) — R neprekidna i nenegativna i neka
oba (nesvojstvena) integrala

b d
(15) I(y) = / fay)de, J(x) = / F(y)dy

definisu neprekidne funkcije (od y € [c,d), odnosno od x € [a,b) ). Tada vazi jednakost

(16) /ddy/bf(%’y)dfc: /bdl‘/df(l",y)dy

pod pretpostavkom da bar jedan od tih uzastopnih integrala konvergira.

Dokaz. Pretpostavimo, na primer, da konvergira integral na levoj strani relacije (16).
Neka je 3 € [a,b). Tada iz Posledice 6 dobijamo da je

B d d B
[ [ s = [ [ sais

S druge strane, zbog f(z,y) > 0 je

oo o fo f e

13Teorema: Neka su f; : [a,b] — R integrabilne funkcije za svako t € T C R i neka je to tacka
nagomilavanja skupa T. Ako f; = f (t — o) na [a,b], tada je i f integrabilna funkcija na [a, b] 1 vazi

b b

/f(m)dx: lim /ft(x)dx.

t—>t0
a a
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Iz poslednje dve relacije sledi da i integral na desnoj strani relacije (16) konvergira i da

vazi , . J ,
[ [ty < [y [ s

Na slican nac¢in se dokazuje i obrnuta nejednakost. W
Ova teorema ne vazi bez pretpostavke o nenegativnosti funkcije f. Sledeca teorema
daje dovoljne uslove promene poretka integracije za funkcije promenljivog znaka.

Teorema 12. Ako vazZe sledeéi uslovi:

1° funkcija f je neprekidna na [a,b) X [¢,d);

2° oba nesvojstvena integrala (15) ravnomerno konvergiraju, prvi po y € [c,d], za svako
d € [e,d), a drugi po x € |a, 3], za svako B € [a,b);

3° konvergira bar jedan od integrala

d b

/@jW%MM,/MjU@M@

tada vazi formula (16).

Primer 16. 1° Neka je f : [0, +00) — R neprekidno diferencijabilna funkcija, pri ¢emu je
/" monotona funkcija i postoji lir}rq f(z) = f(+00). Dokazacemo da tada za sve a,b > 0

vazi sledeéa formula:

an) [ AL~ (fo0) — )0 2

T a

Zaista, neka je, na primer, a < b. Nije ograni¢enje opstosti ako pretpostavimo da je f
+o0
rastuca i pozitivna funkcija. Integral [ f'(yz)dx ravnomerno konvergira po y € [a, b,
0
“+00
jer se |f'(yx)| majorira sa f'(bx), a integral [ f’(bx)dz konvergira (vrednost mu je
0
b 400

w). Zato se na integral [ dy of f'(yx)dx moze primeniti Teorema 10, pa se
dobija
[ fCro) = fO) [ [
+00) —
froo) — fOm g = [Ty — [ay [ pigayao
a a 0
400 b 400 b
— /da:/f’(yx)dy: / f(be) = flaz) x);f(a:c)da?‘
0 a 0
Kao specijalan sluc¢aj formule (17) dobija se, na primer,
et e b [ arctgh / b
/e —e dlen_7/arcgm—arcgamdxzzln_.
x a T 2 a
0 0
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2° Polazedi od Dirihleovog integrala

+oo

/ SIYY e = z, y>0
x 2

0

(primer 15)koji ravnomerno konvergira na svakom segmentu [a, b] za ab > 0 dobijamo

/ cosax—Qcosbde: /da:/smymdy:/dy/ sinyde: E(b—a)
x x x 2
0 0 a a 0

2_ 2

3° Direktnim ra¢unom se dobija da je za funkciju f(x,y) = e

—+00 +oo

/dy/f:ry . %=/dx/fmy
/fxy /fxy

konvergiraju ravnomerno (prvi po y € [1,+00), a drugi po x € [1,+00) ). Iz ovog primera
zakljucujemo sledece:

(a) uslovi kao u Teoremi 10 nisu dovoljni da bi vazila formula (13) u slu¢aju da su oba
integrala u njoj nesvojstveni,

(b) uslovi Teoreme 11 nisu dovoljni da bi vazila formula (16) ako podintegralna funkcija
f nije stalnog znaka;

(¢) u datom slu¢aju nije ispunjen uslov 3° teoreme 12.

4° Primenom Teoreme 12 izra¢una¢emo Frenelove!* integrale

rl>l>1

Pri tom integrali

+oo “+o00

2 2
/smx dx, /cosx dx
0 0

Prvi od tih integrala se smenom 22 = t transformise u

+oo
i konvergira prema Dirihleovom kriterijumu. Koristeéi poznati rezultat [ e du = \/g ,

dobijamo da za t > 0 vazi

1 2

NG

1A, J. Fresnel (1788 — 1827), francuski fizi¢ar i matematicar

)
e " du,

O\_é_
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pa je

+00 +o0
sin 22dx = /smtdt/ —t® oy
o/ \/_ 0

Direktna primena Teoreme 12 na promenu redosleda dobijenih integrala nije moguca.
Zato ¢emo, sliéno kao kod Dirihleovog integrala (primer 15) posmatrati, za neko fiksirano
a > 0, integral

400 +0o0
1 sint 2
Ia) == / e dt = / ' sin tdt / e " du.
’ 0 \/E v 0

Sada su uslovi Teoreme 12 ispunjeni, jer je ‘e*"‘te*t“2 sin t‘ <e™zasvet>0,u>0,a

+0o0
integral [ e~*!dt konvergira. Tako dobijamo:
0

+o0 o0
1 du
d —(atu?)t g tdt:—/—.
[{e) \/_/ u/ S VT ) 1+ (a+u?)?
0

Kako integral I(a) ravnomerno konvergira po o > 0 (na primer, na osnovu Dirihle-
ovog kriterijuma), a dobijeni integral ravnomerno konvergira po « > 0 (na osnovu Va-
jerstrasovog kriterijuma), to prelaskom na limes kad o — 0+ dobijamo

+o0o

2 B ™
/sm:v d:v—alg&[ \/_/1+u4__\/;

0
—+00

Na slican nacin se izvodi da i integral [ cosz?dz ima istu vrednost. A
0
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3.3. QOjlerovi integrali

Medu najvaznije (neelementarne) funkcije koje se definisu parametarskim nesvojstvenim
integralima spadaju beta i gama funkcija koje se uvode Ojlerovim integralima.

3.3.1. Gama funkcija

Parametarski integral

(18) ['a) = /xalexdx

nazivamo gama funkcijom ili Ojlerovim integralom prvog reda (kao $to je to predlozio
Lezandr!?).

Ovaj integral ima singularitete x = +00 i (ako je a < 1) x = 0. Kada je x = +00, jasno je
da integral konvergira za svako a € R. Medutim, kada z — 0+, vazi 2 e ® ~ 297!, pa
zakljucujemo da integral (18) konvergira ako i samo ako je o > 0. Dakle, domen funkcije
I" je (0, +00).

Navedimo neke njene najvaznije osobine.

1° Za svako a > 0 vazi
(19) INa+1) =al(a).
Specijalno, za « = n € N dobijamo

(20) I'n+1)=nl'(n)=n(n—1)I'h—-1)=---=nl,

“+o0o
s obzirom da je I'(1) = [ e *dx = 1. Na taj nacin, gama funkcija se moze shvatiti kao

produzenje faktorijela saoskupa prirodnih na skup pozitivnih realnih brojeva.

Jos jedna posledica formule (19) je da pomo¢u nje mozemo definisati I'(«r) i za neke
negativne vrednosti argumenta. Naime, za —1 < a < 0 mozemo po definiciji staviti
MNa) = @ Nastavljajuci ovaj postupak, funkcija I' se definiSe za sve realne vrednosti
a, razlicite od 0 i od negativnih celih brojeva.

2° Funkcija I' je na svom (osnovnom) domenu (0, +00) beskonaéno diferencijabilna.

3° Osim §to je funkcija I": (0, +00) — R konveksna , ona je i logaritamski konveksna,
tj. funkcija InT" je konveksna.

4° Vazi sledeca Ojler-Gausova formula za gama funkciju

L o (n—1)!
P = i o D  asn =)

15A. Legendre (1752-1832), francuski matematicar
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5° Jedna od vaznih gama funkcija data je slede¢om formulom dopunjavanja

™

(21) Fa)l(1—a) = 0<a<l.

sinTa’

6° Stirlingoval!® formula opisuje asimptotsko ponasanje funkcije I' (a samim tim i
faktorijela) za velike vrednosti argumenta:

gde je 0 < f(a) < 1.
3.3.2. Beta funkcija

Funkeciju

(22) B(a, ) = /xa_l(l — ) ldx

nazivamo beta funkcijom ili Ojlerovim integralom drugog reda.

Ovaj integral konvergira ako je « > 01 3 > 0, pa je funkcija B(«,3) definisana za te
vrednosti promenljivih. Ona je i neprekidna po obe promenljive na svom domenu.
Navedimo neke njene najvaznije osobine.

1° Funkcija B je simetricna, tj. za sve «, § > 0 vazi

B, 3) = B(B, ).

2°Zaa>0106>0vaz

a—1
B = — B(a—1,0).
3° Smenom r = ﬁt u integralu (22) dobijamo drugu integralnu reprezentaciju funkcije
B,
+oo
ta—l "
B = | ———dt.
(CV>B) / (1 +t>a+ﬁ
0
4° Izmedu B i I' funkcije postoji veza
[(a)0(B)
23 B(a, ) = —— za o> 0,8 > 0.

16, Stirling (1696-1770), Skotski matemati¢ar
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Dokazimo ovu vezu. Pretpostavimo najpre da o > 11 3 > 1 i napiSimo proizvod

['(a)I(5) u obliku

+00 +o00
(24) F(a)l(B) = /a:a_le_xdx/zﬁ_le_zdz:
0 0
+o0 +o00
= /xalexd:c/xﬁyﬁle”’dy
0 0

(u drugom integralu uveli smo smenu z = zy). Da bismo mogli da promenimo redosled
integrala, proverimo da li su ispunjeni uslovi Teoreme 11. Funkcija

f(l’, y) _ Ia+ﬁfly571€7(1+y)x
je neprekidna i nenegativna na [0, +00) x [0, +00). Integrali

yot

0/ fz,y)dx = WF@ + ),

+o00o
“/1f(x,y)dy:=<ra‘1e‘xf(ﬁ)
0

definisu neprekidne funkcije od y € [0,400), odnosno = € [0,+00), a iz (24) sledi da
+o0 +oo

postoji uzastopni integral [ dz [ f(x,y)dy. Dakle, vazi
0 0

“+o00 —+00 “+o00 yﬁ—l

r@r) = [y [ sepie =T+ o) [ -

= I(a+0)B(a, B),

za a > 1,0 > 1. Da bismo dokazali da formula vazi za sve «,( > 0, dovoljno je da
primenimo formulu (19), kao i formule

a—1 6—1
B =———Bla—1 i B =——B —1).
@.8)= 5B -18) i Blaf)= LB
Kao posledicu formule (23), mogu se navesti jos neka svojstva funkcije B iz odgo-

varajucih svojstava funkcije I'. Na primer, iz osobine (20) dobija se

—Dl(n—1)!
B(m,n):(m )in — 1) , m,n € N,
(m+n-—1)!
a iz osobine (21),
Bla,1-a)= ——, O<a<l
sin Tav

Specijalno, B (3,3) = .
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Primer 17. Za «, 3 > —1, smenom sin® x = ¢, dobijamo

1

3 1 o _
[ sin®z cos? zdx = E/tzl(l — )7 dt =
0 0
(et By _
2 2 2
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