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1. Zaokru`iti slede}e brojeve na tri zna~ajne cifre i odrediti apso-
lutne (a) i relativne (r) gre{ke dobijenih pribli`nih brojeva:

(a) 2.1514; (b) 0.16152; (v) 0.01204;
(g) 1.225; (d) −0.0015281; (|) −392.85;
(e) 0.1545; (`) 0.003922; (z) 625.55;
(i) 94.525.

Re{ewe:
(a) 2.15, a = 0.14 · 10−2, r = 0.65 · 10−3;
(b) 0.162, a = 0.48 · 10−3, r = 0.3 · 10−2;
(v) 0.0120, a = 0.4 · 10−4, r = 0.33 · 10−2;
(g) 1.23, a = 0.5 · 10−2, r = 0.41 · 10−2;
(d) −0.00153, a = 0.19 · 10−5, r = 0.12 · 10−2;
(|) 393, a = 0.15, r = 0.38 · 10−3;
(e) 0.154, a = 0.5 · 10−3, r = 0.32 · 10−2;
(`) 0.00392, a = 0.2 · 10−5, r = 0.51 · 10−3;
(z) 626, a = 0.45, r = 0.72 · 10−3;
(i) 94.5, a = 0.25 · 10−1, r = 0.26 · 10−3.

2. Odrediti {ta je ta~nije:

(a) 6

25
∼= 1

4
ili 1

3
∼= 0.333;

(b) 1

9
∼= 0.1 ili 1

3
∼= 0.33;

(v) π ∼= 22

7
ili π ∼= 3.142;

(g)
√

10 ∼= 3.1623 ili 6

7
∼= 0.86.

Re{ewe: (a) Neka je

x =
6

25
, x∗ =

1

4
, y =

1

3
, y∗ = 0.333.

Kako je |x− x∗| = 0.01,
|x− x∗|
|x∗| = 0.04,

i |y − y∗| 6 0.001
|y − y∗|
|y∗| 6 1

333
< 0.0031,
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to je granica relativne gre{ke druge aproksimacije mawa, tj. druga ap-
roksimacija je ta~nija od prve.

Na isti na~in se pokazuje da su druge aproksimacije boqe i u slu~aje-
vima (b) i (v), dok je u primeru (g) boqa prva aproksimacija.

3. Odrediti broj sigurnih cifara u u`em smislu slede}ih pribli`nih
brojeva:

(a) 45.385± 0.034; (b) 1.2785± 0.0006; (v) 193.3± 0.1.
Re{ewe: (a) Neka je x∗ = 45.385, Ax∗ = 0.034. Kako je Ax∗ < 0.5 · 10−1

to je broj sigurnih cifara u u`em smislu jednak 3 (n = 1, n − k + 1 = −1
pa je k = 3).

(b) 3 (n = 0, n− k + 1 = −2)
(v) 3 (n = 2, n− k + 1 = 0).

4. Sa koliko sigurnih cifara u u`em smislu treba uzeti rezultate
slede}ih operacija:

(a) x =
1

3
; (b) x =

√
29; (v) x = 3

√
349;

(g) x = ln 13.7; (d) x = 0.345; (|) x = sin 1.3;

(e) x = e2.34; (`) x = sh 3.14;

tako da granica relativne gre{ke rezultata ne bude ve}a od 0.1%?
Re{ewe: U svim primerima koristimo vezu izme|u granice relativne

gre{ke i broja sigurnih cifara:

Rx∗ ≈
0.5

α1 · 10k−1
.

(a) Pribli`an broj broja x =
1

3
je x∗ = 0.33 . . . · 100. Prema tome,

granica relativne gre{ke je

0.5

3 · 10k−1
,

pri ~emu se k odre|uje tako da va`i

0.5

3 · 10k−1
6 0.001.

Najmawe k koje zadovoqava prethodnu jednakost je k = 4. Zna~i x∗ treba
uzeti sa ~etiri sigurne cifre, tj. x∗ = 0.3333.
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Evo re{ewa i u ostalim primerima:

(b)
√

29 = 0.5385 . . . · 101, k = 3;

(v) 3
√

349 = 0.7040 . . . · 101, k = 3;
(g) ln 13.7 = 0.2617 . . . · 101, k = 4;
(d) 0.345 = 0.4543 . . . · 10−2, k = 4;
(|) sin 1.3 = 0.9635 . . . · 100, k = 3;
(e) e2.34 = 0.1038 . . . · 102, k = 4;
(`) sh 3.14 = 0.1153 . . . · 102, k = 4.

5. Neka brojevi x∗ = 1.3134 i y∗ = 0.3761 imaju sve cifre sigurne u
u`em smislu. Izra~unati pribli`ne vrednosti za:

(a) xπ; (b) ye; (v) πe,
tako da rezultati imaju tri sigurne cifre u u`em smislu.

Re{ewe: (a) Neka je π∗ = 3.1 . . . pribli`na vrednost broja π. Kako je
x∗π∗ = 4.1 . . ., da bi broj x∗π∗ imao tri sigurne cifre treba da va`i

|x∗π∗ − xπ| 6 1

2
· 100−3+1 =

1

2
· 10−2.

Kako je

|x∗π∗ − xπ| 6 |x∗π∗ − x∗π||+ x∗π − xπ| 6 x∗Aπ∗ + πAx∗

i
Ax∗ 6 1

2
· 10−4, x∗ < 1.32, π < 3.2,

dobija se
|x∗π∗ − xπ| < 1.32 · Aπ∗ +

1

2
· 10−4 · 3.2.

Sada granicu apsolutne gre{ke Aπ∗ odre|ujemo iz uslova

1.32 · Aπ∗ +
1

2
· 10−4 · 3.2 6 1

2
· 10−2,

odakle je

Aπ∗ 6 1

2
· 10−2 · 1− 0.032

1.32
< 0.37 · 10−2 <

1

2
· 10−2.

To zna~i da broj π∗ treba da ima tri sigurne cifre, tj. π∗ = 3.14. Tada je
tra`eni rezultat x∗π∗ = 4.124076.

(b) Postupak je analogan delu (a).
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(v) Neka je π∗ = 3.1 . . . i e∗ = 2.7 . . .. Tada je π∗e∗ = 8.5 . . . i

|πe− π∗e∗| 6 |πe− πe∗|+ |πe∗ − π∗e∗| 6 πAe∗ + e∗Aπ∗ .

Da bi rezultat imao tri sigurne cifre treba da va`i

|πe− π∗e∗| 6 1

2
· 10−2.

Ako je
Ae∗ 6 A, Aπ∗ 6 A,

iz
|πe− π∗e∗| 6 πAe∗ + e∗Aπ∗ < (3.2 + 2.8)A 6 1

2
· 10−2

sledi A 6 5

6
· 10−3.

Zna~i, treba uzeti

π∗ = 3.1416, e∗ = 2.7183,

pri ~emu su sve cifre sigurne, jer je

|π − π∗| < 7.4 · 10−6, |e− e∗| < 1.9 · 10−5.

Tra`eni rezultat je
π∗e∗ = 8.53981128.

6. Odrediti pribli`nu vrednost funkcije i proceniti apsolutnu i
relativnu gre{ku ako su sve cifre zadatih brojeva sigurne u u`em smislu:

(a) y = ln(x1 + x2
2), x1 = 0.97, x2 = 1.132;

(b) y =
x1 + x2

2

x3

, x1 = 3.28, x2 = 0.932, x3 = 1.132;
(v) y = x1x2 + x1x3 + x2x3, x1 = 2.104, x2 = 1.935, x3 = 0.845.
Re{ewe: (a) Granice apsolutnih gre{aka pribli`nih brojeva x1 i x2

su Ax1 6 0.5 · 10−2 i Ax2 6 0.5 · 10−3. Neka je

b1 =

∣∣∣∣
∂y

∂x1

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣
1

x1 + x2
2

∣∣∣∣ = 0.444 . . .

i
b2 =

∣∣∣∣
∂y

∂x1

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣
2x2

x1 + x2
2

∣∣∣∣ = 1.005 . . . .

Tada je
Ay∗ 6 b1Ax1 + b2Ax2

∼= 0.27 · 10−2.
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Tra`ena pribli`na vrednost funkcije je y∗ = 0.81, a granica relativne
gre{ke

Ry∗ 6 Ay∗

|y∗|
∼= 0.33 · 10−2.

(b) y∗ = 3.66, Ay∗ 6 0.1 · 10−2, Ry∗ 6 0.27 · 10−2;
(v) y∗ = 7.48, Ay∗ 6 0.49 · 10−2, Ry∗ 6 0.64 · 10−3.

7. Re{iti obrnut problem za funkciju

y = ln x1 + ex2+
√

x3

da bi se za x1
∼= 1.93, x2

∼= 0.341, x3
∼= 12.506 pribli`na vrednost funkcije

dobila sa ~etiri sigurne cifre.
Re{ewe: Kako je

y∗ = 48.955142

zahteva se
Ay∗ 6 1

2
· 101−4+1 =

1

2
· 10−2.

Daqe je
∂y

∂x1

=
1

x1

,
∂y

∂x2

= ex2+
√

x3 ,
∂y

∂x3

=
1

2
√

x3

ex2+
√

x3

i

∂y(x∗1, x
∗
2, x

∗
3)

∂x1

= 0.518134 . . . ,
∂y(x∗1, x

∗
2, x

∗
3)

∂x2

= 48.297622 . . . ,

∂y(x∗1, x
∗
2, x

∗
3)

∂x3

= 6.828676 . . . .

(a) Princip jednakih uticaja daje

Ax∗1 6 0.5 · 10−2

3 · 0.518134
6 3.22 · 10−3,

Ax∗2 6 0.5 · 10−2

3 · 48.297622
6 3.45 · 10−5,

Ax∗3 6 0.5 · 10−2

3 · 6.828676
6 2.44 · 10−4.

(b) Princip jednakih granica apsolutnih gre{aka daje

Ax∗i 6 0.5 · 10−2

0.518134 + 48.297622 + 6.828676
6 8.99 · 10−5, i = 1, 2, 3.
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(v) Princip jednakih granica relativnih gre{aka daje

Ax∗1 6 0.5 · 10−2 · 1.93

1.93 · 0.518134 + 0.341 · 48.297622 + 12.506 · 6.828676
6 9.38·10−5,

Ax∗1 6 0.5 · 10−2 · 0.341

1.93 · 0.518134 + 0.341 · 48.297622 + 12.506 · 6.828676
6 1.66·10−5,

Ax∗1 6 0.5 · 10−2 · 12.506

1.93 · 0.518134 + 0.341 · 48.297622 + 12.506 · 6.828676
6 6.08·10−4.

8. Potrebno je izra~unati

y = c · sin α

sin(α + β)

za α ∼= 30◦, β ∼= 30◦ i c = 7.15 sa gre{kom mawom od 1%. Sa kakvom
ta~no{}u treba uzeti α i β? Zadatak re{iti koriste}i princip jednakih
granica apsolutnih gre{aka.

Re{ewe: Neka je α∗ = 30◦, β∗ = 30◦. Tada je

y∗ = c · sin α∗

sin(α∗ + β∗)
=

7.15√
3

= 4.12805 . . .

i
ε = 0.01 · y∗ =

0.0715√
3

.

Granice apsolutnih gre{aka Aα∗ i Aβ∗ odre|uju se iz uslova

Aα∗ = Aβ∗ 6 ε

b1 + b2

,

gde je

b1 =

∣∣∣∣
∂y(α∗, β∗)

∂α

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣c
cos α∗ sin(α∗ + β∗)− cos(α∗ + β∗) sin α∗

sin2(α∗ + β∗)

∣∣∣∣ =
14.3

3
,

b2 =

∣∣∣∣
∂y(α∗, β∗)

∂β

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣c
− sin α∗ cos(α∗ + β∗)

sin2(α∗ + β∗)

∣∣∣∣ =
7.15

3
.

Prema tome,
Aα∗ = Aβ∗ 6 0.0715

7.15
√

3
= 0.0057735.

9. Sa koliko sigurnih cifara u u`em smislu treba uzeti e i π da bi se
koreni kvadratne jedna~ine

x2 + ex− π = 0
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mogli izra~unati sa gre{kom mawom od 10−6? Zadatak re{iti koriste}i
princip jednakih uticaja.

Re{ewe: Brojeve e i π treba uzeti sa sedam sigurnih cifara.

10. Sa kolikom ta~no{}u treba odrediti promenqive x, y, z da bi se
veli~ina

f =
xy +

√
z

x + 2z

odredila sa ta~no{}u 10−3, ako su pribli`ne vrednosti

x∗ = 2.16, y∗ = 1.12, z∗ = 1.44

i ako se usvoji princip jednakih uticaja na gre{ku?
Re{ewe: Kako je

∂f

∂x
=

2yz −√z

(x + 2z)2
,

∂f

∂y
=

x

x + 2z
,

∂f

∂z
=

x− 2z − 4xy
√

z

2(x + 2z)2
√

z
,

imamo

∂f(x∗, y∗, z∗)
∂x

= 0.079743 . . . ,
∂f(x∗, y∗, z∗)

∂y
= 0.4285714 . . .

∂f(x∗, y∗, z∗)
∂z

= −0.2022864 . . . ,

pa je

Ax∗ 6 10−3

3
∣∣∣∂f(x∗,y∗,z∗)

∂x

∣∣∣
< 0.00418 . . . ,

Ay∗ 6 10−3

3
∣∣∣∂f(x∗,y∗,z∗)

∂y

∣∣∣
< 0.00077 . . . ,

Az∗ 6 10−3

3
∣∣∣∂f(x∗,y∗,z∗)

∂z

∣∣∣
< 0.00164 . . . .

11. Sa koliko sigurnih cifara u u`em smislu treba uzeti vrednost
argumenta x da bi se pri izra~unavawu vrednosti funkcije gre{ka mogla
oceniti sa 10−6?

(a) y = x3 sin x, x =
√

2;
(b) y = x ln x, x = π;
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(v) y = ex cos x, x =
√

3.
Koristiti princip jednakih uticaja.
Re{ewe: (a) 6 cifara; (b) 6 cifara; (v) 5 cifara.

12. U jednom trouglu su poznate dve stranice, a = 100.0 ± 0.1, b =
101.0± 0.1 i ugao koji one zaklapaju α = 1.00◦ ± 0.01◦.

(a) Odrediti du`inu tre}e stranice c i oceniti apsolutnu gre{ku.
(b) Pri izra~unavawu du`ine tre}e stranice c uzima se cos 1◦ ∼= 0.9998.

Odrediti uticaj gre{ke izra~unavawa cos 1◦ na gre{ku izra~unavawa du-
`ine c.

(v) Izraziti cos 1◦ na neki drugi na~in tako da se pri izra~unavawu
du`ine c dobija mawa granica apsolutne gre{ke.

Re{ewe: Du`ina tre}e stranice trougla je data formulom

c = c(a, b, α) =
√

a2 + b2 − 2ab cos α,

odnosno
c ∼= 2.01905.

Kako je

b1 =

∣∣∣∣
∂c(a∗, b∗, α∗)

∂a

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣
a∗ − b∗ cos α∗

c∗

∣∣∣∣ = 0.487664,

b2 =

∣∣∣∣
∂c(a∗, b∗, α∗)

∂b

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣
b∗ − a∗ cos α∗

c∗

∣∣∣∣ = 0.502826,

b3 =

∣∣∣∣
∂c(a∗, b∗, α∗)

∂α

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣
a∗b∗ sin α∗

c∗

∣∣∣∣ = 87.3031,

gre{ka se mo`e oceniti sa

Ac∗ 6 b1Aa∗ + b2Ab∗ + b3Aα∗

6 0.49 · 0.1 + 0.51 · 0.1 + 0.88 · 0.01 · 0.01745 < 0.12.

(b) Neka je cos α = x, x∗ = 0.9998 i Ax∗ 6 1

2
· 10−4. Kako je

c =
√

a2 + b2 − 2abx

i
∂c

∂x
= −ab

c
,



10 TEORIJA GRE[AKA

gre{ka se mo`e oceniti sa

Ac∗ 6 100 · 101

2.01905
· 1

2
· 10−4 6 0.25.

(v) Koriste}i identitet

cos α = 1− 2 sin2 α

2

dobija se

c =

√
(a− b)2 + 4ab sin2 α

2
.

Ako je t = sin α
2
i At∗ 6 1

2
· 10−4, onda je t∗ = 0.0087 i

c =
√

(a− b)2 + 4abt2.

Sada je
∂c

∂t
=

4abt

c
,

odnosno
Ac∗ 6

∣∣∣∣
∂c(a∗, b∗, t∗)

∂t

∣∣∣∣ At∗ < 0.009.

13. Ako su sve cifre aproksimacija

ch 3 =
e3 + e−3

2
= 10.067 i sh 3 =

e3 − e−3

2
= 10.018

sigurne, odrediti e−3 sa ~etiri sigurne cifre u u`em smislu.
Re{ewe: Iz jednakosti e−3 = ch 3 − sh 3 dobija se e−3 = 0.049 ± 0.001,

pa je potrebno izra~unati e−3 na drugi na~in.
Kako je

e3 = ch 3 + sh 3 = 20.085± 0.001 i e−3 =
1

e3
,

to je e−3 = 0.049788.Ocenimo sada gre{ku ove aproksimacije. Za funkciju

f =
1

x
, x = ch 3 + sh 3, x∗ = 20.085± 0.001

sledi
Af∗ 6 1

(x∗)2
· Ax∗ =

1

(20.085)2
· 10−3 6 0.3 · 10−5,
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pa pribli`an broj e−3 ∼= 0.049788 ima ~etiri sigurne cifre u u`em smislu
(n = −2, n− k + 1 = −5, pa je k = 4).

14. Izra~unava se pribli`na vrednost y = (
√

2−1)6, gde se za aproksi-
maciju

√
2 uzima 1.4. Mogu}e je izabrati neki od slede}ih na~ina za

izra~unavawe vrednosti y:
(a) y1 =

1

(
√

2 + 1)6
; (b) y2 = (3− 2

√
2)3;

(v) y3 =
1

(3 + 2
√

2)3
; (g) y4 = 99− 70

√
2;

(d) y5 =
1

99 + 70
√

2
.

Odrediti najboqi postupak.
Re{ewe: Za x =

√
2, x∗ = 1.4 i Ax∗ 6 0.015, potrebno je odrediti

granice apsolutnih gre{aka za y1, y2, . . . , y5:

Ay∗1 < 2 · 10−4, Ay∗2 < 3.6 · 10−3, Ay∗3 < 8.1 · 10−5,

Ay∗4 < 1.05, Ay∗5 < 2.8 · 10−5.

Dakle, najmawa apsolutna gre{ka se pravi ako se y∗ izra~unava kao

y∗5 = (99 + 70 · 1.4)−1 = 0.00507614 ∼= 0.0051.

15. Povr{ina trougla sa temenima (x1, y1), (x2, y2), (x3, y3) se izra~u-
nava kao |P |, gde je

P =
1

2

∣∣∣∣∣∣

x1 y1 1
x2 y2 1
x3 y3 1

∣∣∣∣∣∣
.

Ako su date pribli`ne vrednosti koordinata (x∗i , y
∗
i ), i = 1, 2, 3 sa istim

granicama apsolutnih gre{aka ε, dokazati da je

AP ∗ 6
(

max
i,j

|y∗i − y∗j |+ max
i,j

|x∗i − x∗j |
)

ε.

Re{ewe: Kako je

P =
1

2
(x1y2 + x2y3 + x3y1 − x1y3 − x2y1 − x3y2)
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i
∂P

∂x1

=
1

2
(y2 − y3),

∂P

∂y1

=
1

2
(x3 − x2),

∂P

∂x2

=
1

2
(y3 − y1),

∂P

∂y2

=
1

2
(x1 − x3),

∂P

∂x3

=
1

2
(y1 − y2),

∂P

∂y3

=
1

2
(x2 − x1),

sledi

AP ∗ 6
3∑

j=1

(
∂P

∂xj

(x∗1, . . . , y
∗
3)Ax∗j +

∂P

∂yj

(x∗1, . . . , y
∗
3)Ay∗j

)

6 ε

2
(|y∗2 − y∗3|+ |y∗3 − y∗1|+ · · ·+ |x∗2 − x∗1|) .

Iz
|x∗1 − x∗2|+ |x∗2 − x∗3|+ |x∗3 − x∗1| = 2 max

i,j
|x∗i − x∗j |

sledi

AP ∗ 6 ε

(
max

i,j
|y∗i − y∗j |+ max

i,j
|x∗i − x∗j |

)
.

16. Funkcija f ∈ C2(D) ima dve nule a i b u D. One se mogu odrediti
samo pribli`no sa gre{kom ε1, odnosno ε2. Ako je

I =

b∫

a

f(x) dx, I∗ =

b+ε2∫

a+ε1

f(x) dx,

dokazati da va`i
|I − I∗| 6 ε2

1G(a) + ε2
2G(b),

gde su

G(a) =
1

2
|f ′(a)|+ 1

6
F2|ε1| i G(b) =

1

2
|f ′(b)|+ 1

6
F2|ε2|,

a F2 = max
x∈D

|f ′′(x)|.
Re{ewe: O~igledno je

I − I∗ =

a+ε1∫

a

f(x) dx−
b+ε2∫

b

f(x) dx.
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Neka je F ′(x) = f(x). Iz f ∈ C2(D) sledi F ∈ C3(D). Sada je
∣∣∣∣∣∣

a+ε1∫

a

f(x) dx

∣∣∣∣∣∣
= |F (a + ε1)− F (a)|

=

∣∣∣∣ε1F
′(a) +

ε2
1

2
F ′′(a) +

ε3
1

6
F ′′′(α)

∣∣∣∣

=

∣∣∣∣ε1f(a) +
ε2
1

2
f ′(a) +

ε3
1

6
f ′′(α)

∣∣∣∣

6 ε2
1

(
1

2
|f ′(a)|+ 1

6
F2|ε1|

)
,

gde je α ∈ (a, a + ε1).
Analogno se dobija drugi deo ocene.

17. Neka je a = 2.100± 5 · 10−4, b = 3.300± 5 · 10−4 i

3x + ay = 10
5x + by = 20.

Oceniti gre{ku s kojom se mo`e izra~unati x + y.
Re{ewe: Iz datog sistema jedna~ina se lako dobija

x + y = f(a, b),

gde je
f(a, b) =

10

3

(
1 +

3− a

3b− 5a

)
.

Kako je a∗ = 2.100, Aa∗ = 5 · 10−4, b∗ = 3.300, Ab∗ = 5 · 10−4, dobija se

Af∗ 6
∣∣∣∣
∂f(a∗, b∗)

∂a

∣∣∣∣Aa∗ +

∣∣∣∣
∂f(a∗, b∗)

∂b

∣∣∣∣ Ab∗

=
10(5− b∗)

(3b∗ − 5a∗)2
Aa∗ +

10

3

(3− a∗) · 3
(3b∗ − 5a∗)2

Ab∗

=
10

0.62
(1.7 + 0.9) · 0.5 · 10−3 = 36 · 10−3.


