VEKTORSKI PROSTORI

Neka je V neprazan skup, F polje, + : V.xV — V, - : F xV — V. Uredjena cetvorka (V,+,-, F) je
vektorski prostor ako za svako x,y € V i svako «, 8 € F vazi:

(V1) (V,+) je Abelova grupa,

(Vo) a- (z+y)=a-z+a-y,

(Vz3) (a+8) z=a-z+ 0z,

(Vo) a-(3-2) = (aB) -«

(Vi) 1-z==x.

U tom slucaju elementi skupa V' se zovu vektori, a elementi polja F' skalari, operacija + sabiranje vektora,
a funkcija - mnozenje vektora skalarom. Neutralni u grupi (V,+) éemo oznacavati sa Oy ili samo 0 i zvati nula
vektor, a inverzni elementa x u ovoj grupi ¢emo oznacavati sa —z i zvati suprotan vektor od x.

Ako je F' = R reéi ¢emo da je vektorski prostor V realni vektorski prostor, a ako je F' = C kompleksni
vektorski prostor.

U vektorskom prostoru (V, +,-, F') za svako € V' i svako a € F' vazi:

Har=0<=a=0Ve=0,

(2) a(—z) = —(az) = (—a)z.

Zmak - ¢emo Cesto izostaviti, tj. umesto « - x pisa¢emo aux.

ZADACI

1. Neka je n € N i R polje realnih brojeva i neka su sabiranje elemenata iz R™ i mnozenje elemenata iz R"
realnim brojevima definisani na sledeéi nacin:

(1, Tn) + Wiy yn) = (@1 + Y1y, T+ Yn)s (X1, ... 20) = (a1, ..., QXy)

(za svako (z1,...,%n), (y1,---,Yn) € R", a € R)

Pokazati da je (R™, +, -, R) vektorski prostor.

2. Neka je (F,+,-,0,1) polje i E njegovo potpolje, tj. E C F takav da je (E,+,-,0,1) polje. Dokazati da je
Fg = (F,+, -, E) vektorski prostor, gde su + i - operacije iz polja F.

3. Neka je RY skup svih realnih nizova, Ako je sabiranje u R definisano sa
(al,ag,...) +(b1,b2,...) = (a1 +b1,a2+b2,...) (za (al,ag,...), (bl,bg,...) S RN),
a mnozenje elemenata iz RV realnim brojevima sa
a(ay,as,...) = (aay,aas,...) (zaa € R, (aj,az,...) € RY),
onda je (RN, +, - R) vektorski prostor.

4. Neka je Ry[x] skup svih polinoma po x stepena manjeg ili jednakog n (n € N) sa realnim koeficijentima,
tj. Rplz] = {ao + a1z + -+ - + ana™|ag, ..., a, € R}. Neka su sabiranje na R, [z] i mnoZenje elemenata iz R, [x]
realnim brojevima definisani sa

(ag+ a1z + -+ apx™) + (bo + byx + - - + bpx™) = (ag + bo) + (a1 + b1)x + -+ - + (an + bp)z"™

alag +arx + - + apz™) = (aag) + (aar)z + ... (cay)z™,

(za svako a € R,ap + a1 + -+ + anx™, by + - - - + bpz™ € Ry [z]).

Dokazati da je (Ry[x], +, -, R) vektorski prostor.

5. Neka je X # (), R = {f|f : X — R} i neka su sabiranje u R i mnozenje elemenata iz RX realnim
brojevima definisani na slede¢i nacin:

za f,g € R neka je f +¢g: X — Rtako da (f + g)(z) = f(x) + g(z), = € X,

za f € R ia € Ruekaje (af) : X — R tako da (af)(z) = af(z), v € X.

Dokazati da je (RX,+, -, R) vektorski prostor.

6. Neka je Rt = {z € R|z > 0}. Dokazati da je (R*,®,®, R) vektorski prostor, ako su & i ® definisani na
sledeéi nacin
a®b=ab, aGa=a"zaabER", a€R.

7. Dokazati da (R?,+, -, R) nije vektorski prostor, ako je + i - definisano sa
(@) (z,y) + (2,t) = (x + 2,y + 1), a(z,y) = (az,y),
(b) (z,y) + (2,t) = (z,9), a(z,y) = (azx, ay),
() (z,y) + (2,t) = (x + 2,y + 1), a(z,y) = (a®x,a>y),
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(d) (.li,y) + (Z7t) = (33 + Zvy+t)7 a(x,y) = (OZZ‘,O).

8. Dokazati da je aksioma komutativnosti sabiranja vektora posledica ostalih aksioma vektorskog prostora.

VEKTORSKI POTPROSTORI

Neka je (V,+,-, F) vektorski prostor. Podskup U skupa V je vektorski potprostor prostora V ako je
(U,+,-, F') vektorski prostor (gde su + i - nasledjeni iz V).
Teorema. Neprazan podskup U skupa V' je potprostor prostora (V,+, -, F') ako vazi
(Va, 8 € FY(Vx,y e U) ax + By € U.
Vektorski prostor V' ima bar dva potprostora: {0} i V. Ovi potprostori se zovu trivijalni potprostori.
ZADACI
1. Da li su slede¢i podskupovi i potprostori odgovarajué¢ih vektorskih prostora
={(a,b,0)|a,b € R}, R3,
(a,b,c,d)|a+b=c+d}, R,
(a,b,c)la+b=1}, R,
(a, b7c)|a—|—b+c =0, a,b,c € R}, R3,
={(x1,...,zp)|x; € Z,i=1,...,n}, R",
{ konvergentnih realnih nizova }, R,

h) W= {f € RR‘f(fz) = 7f($),f£ € R}7 RE.

2. Neka su U; i Us potprostori vektorskog prostora (V, +, -, F'). Pokazati:
(a) Presek potprostora U; i Us je potprostor prostora V.
(b) Unija potprostora U; i Us je potprostor prostora V' ako i samo ako je jedan od njih sadrzan u drugom.

LINEARNI POKRIVAC (LINEAL) SKUPA VEKTORA

Neka su x1,...x, vektori vektorskog prostora (V,+,-, F)). Kazemo da je vektor z linearna kombinacija
vektora x1,...,x, ako postoje skalari a,...,a, takvi da je x = o121 + ... anxyp.

Neka je (V,+,-, F') vektorski prostor i S C V. Skup svih konaé¢nih linearnih kombinacija vektora iz S se
zove linearni omotaé (lineal) skupa S i obelezava sa L(S). Dakle,

L(S) ={a1z1 + avxo + - + apapln € Nyaq,...,apn € Fyxq,...,z, €V}
L(S) je najmanji potprostor prostora V koji sadrzi skup S.
Ako je L(S) = V kazemo da skup S generise prostor V.

ZADACI

Ispitati da li vektor = (0, 1,4) pripada L{a = (1,2,4), b= (-2,3,-1), ¢ =(3,-2,4)}.
Pokazati L{(1,2,3), (0,1,2), (0,0,1)} = R3.
Odrediti uslov koji zadovoljavaju a,b,c € R ako (a,b,c) € L{(2,1,0), (1,-1,2), (0,3,—4)}.
Ispitati da lije L{p =22 +z, ¢g=2% -1, r=x + 1} = Ro[x].
Ako je (V,+, -, F') vektorski prostor, S neprazan podskup od Vi a € L(S) pokazati da je L(S) = L(SU{a}).

AN e A

SUMA VEKTORSKIH POTPROSTORA

Neka su U; i Us potprostori vektorskog prostora V. Skup Uy + Uy = {z + y|z € Uy, y € Us} se zove suma
prostora Uj i Us.
Teorema. Suma Uy + Us potprostora Uy i Us je potprostor vektorskog prostora V.

Suma potprostora Uy i Us je direktna ako je Uy N Uy = {0}, obelezava se sa Uy @ Us.
Teorema. V = U; & U, akko se svaki element € V' moze na jedinstven nac¢in prikazati kao zbir jednog vektora
iz U; 1 jednog vektora iz Us, tj.



Mz e V)(F1y e Uy)(FizelUs) z =y + 2.
U tom slucaju se y i z zovu projekcije vektora x na potprostore Uy i Us i obelezavaju y = pry,z, z = pry,«.
Neka su Uy, ..., U, potprostori vektorskog prostora V. Tada
Ul—l——|—Un:{al‘1—|-—l—l‘nll‘Z eU;,1= 1,...,n}

se zove suma potprostora Uy, ...,U,. Suma U; + --- 4+ U, je direktna akko vazi

Uiﬂ(Ul—‘r...Ui,l):{O}, 2<1<n.

ZADACI
1. Neka je W1 = {(a,a,a)la € R} i Wa = {(0,b,¢)|b,c € R}. Dokazati da je R® = Wy & Wh.

2. Akoje Wy = L{(1,1,1,1),(-1,-2,0,1)}, Wa = L{(-1,-1,1,-1),(2,2,0,1)} pokazati da je R* = W; & W,
i naéi prw, (4,2,4,4).

3. Akoje Wi = {(z1,...,zp)|z1+ -+ 2z, =0} i Wo = {(z1,...,2,)|x1 = - = 2, } pokazati R" = W; & W,
i naéi projekcije jedini¢énih vektora e; = (0,...,0,1,0,...,0) (¢ =1,...,n) na Wy i Wa.

4. Ako je Wy = {f € RE|f(-x) = f(z), » € R} i Wy = {f € RE|f(-2x) = —f(z), * € R} pokazati
RE = W, @ W, i naéi projekcije vektora f € R, f(x) = e® + sinx, na Wy i Wh.



