GRUPE

DEFINICIJA. Monoid u kome su svi elementi inverzibilni se zove grupa.
Ili, imajuéi u vudu definiciju monoida:

DEFINICIJA. Algebra (G,*,7 ! e), gde x : G* - G, 7' : G — G, e € G, je grupa
akko vazi:

(Gy) (z*xy)*xz=ax*(yx*z),
(Go) xxe =z,
(Gs) zxaxt=e, (2,y,2 € Q).
DEFINICIJA. Grupa (G, x, 7! e) je Abelova akko je operacija * komutativna.

U grupi (G, *,7 !, e) vazi:

e cxT =10,

° x_l*xze,

neutralni element e je jedinstven,

za svako z € G inverzni 27! je jedinstven,

o (x7H =g,

o (zxy) =y txz .

DEFINICIJA. Za svako a € G 1 svako n € N definiSemo

a’=e, a "= (a"")".

k

Dakle, u grupi je definisano a” za svako a € GG i svako k € Z.

DEFINICIJA. Neprazan podskup H skupa G je podgrupa grupe (G, *,” !, ¢e) (oznaka
H < @) akko vazi:

1. Vo,ye H) x*xy € H,
2. e€e H,
3. Vxe H)z '€ H.

Svaka grupa (G, *,e) ima bar dve podgrupe - {e} i G koje se nazivaju trivijalnim
podgrupama.

DEFINICIJA. Red grupe G, u oznaci 7(G) ili o(G), je broj elemenata skupa G.
Dakle, r(G) = |G]|.

TEOREMA (LAGRANGE) Red svake podgrupe konac¢ne grupe deli red te grupe.



DEFINICIJA. Preslikavanje f : G — H je homomorfizam grupe (G, , eg) u grupu
(H,o,ey) akko vazi f(z xy) = f(x) o f(y), za svako z,y € G.

U tom slucaju vazi :
flea) = en,
flz™) = (f(x))™!, zasvako z € G.

DEFINICIJA. Ako je f : G — H homomorfizam grupe G u grupu H onda se
skup kerf = {z € G|f(z) = eg} se zove jezgro homomorfizma f, a skup Imf =
{f(x)|z € G} slika homomorfizma f.

Primeri:

Z,+.,0), (Q,+,0) (R,+,0) - aditivne grupe,
Q \ {0}7 ) ) (R \ {0}7 ) 1)7

nZ,+,0), gde je nZ = {0,+n,£2n,...} za daton € N,

ZTL +TL7 )7

M, (R),+),
G,-) gde je G = {A € M,(R)|det(A) # 0},

Sim(S), o). Specijalno, za S = {1,2,...,n}, skup Sim(S) oznacavamo sa S,
grupu (S,, o) zovemo simetri¢nom grupom stepena n.
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(Z,\ {0}, ) je grupa akko je n prost broj,
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01|01 02 03 T1 T2 T3
02|02 03 01 T2 T3 T1
O3 |03 01 092 T3 T1 T2 .
T |T1 T3 T2 01 03 02
To | T2 T1 T3 02 01 03
73| T3 T2 T1 03 02 01

e Neka je P, pravilni n—tougao u ravni £ i D,, skup svih izometrija Z ravni E
takvih da je Z(P,) = P,, tada (D,, o) je grupa. Ova grupa se zove diedarska
grupa stepena n. D3 = {1g, Ri20°, Raaoe, Sp, Sg: Sr }, gde je R, rotacija oko
centra trougla za ugao a, a S, S;, S, osne simetrije u odnosu na simetrale p, ¢
i r stranica AB, BC'i AC trougla ABC. Tablica grupe Ds:
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1 Roswe Rizoee
Rizoe 1 Roape
Rose Rizee 1g

o Qs ={1,—-1,i,—1i,j,—j,k,—k} i operacija - je zadata tablicom

o1 -1 i =i o=k —k
1 1 -1 @ —i j —j k —k
“1|-1 1 =i i —j j -k k
il i o—i -1 1k -k —j j
—i| =i i 1 -1 -k k § —j
il j - =k k -1 1 i —i
—il=i ok -k 1 -1 —i i
k|l k -k j —j —i i -1 1
—k|l—-k kK —j i —i 1 -1

Grupa (Qs, ) se zove grupa kvaterniona.

ZADACI

1. Date su funkcije fi, fo, fs, fs : R\ {0} — R, fi(z) = z, folz) = %, fa(x) =
—z, fi(x) = —1. Dokazati da je ({1, fa, fs, fa}, ) grupa.

2. Dali je skup G = {fapla,b € R}, gde je fop: R — R, fap(z) = ax + b, grupa u

odnosu na operaciju o?

3. Ako je G' = {fapla # 0} (fup kao u prethodnom zadatku) i ¥ : G' — G,
F(fap) = fao, pokazati da je F' homomorfizam i odrediti kerF.

4. Pokazati da je (G, *) grupa akko je semigrupa i kvazigrupa.

5. Neka je (G, x) konacna semigrupa. Pokazati da je (G, *) grupa akko vaze zakoni

kancelacije.

6. Dokazati da za proizvoljne elemente aq, as, ..
| -1 -1
=a, *k...%a, *aj .

a,) "t

., ay, grupe (G, x) vazi (ag *ag ... %

7. Neka je (G, %) grupa, a,b € G, m,n € Z. Tada vazi:

(1) am * an — am—l—n’

@) (@) =,

(3) (axbxa )" =axb"xa!,



(4) axb=bxa= (a*xb)" =a" *b".
8. Pokazati da je grupa (G, x) Abelova akko (a * b)*> = a® x b?, a,b € G.

9. Pokazati da je grupa (G, *) Abelova akko je preslikavanje f : G — G, dato sa
f(xz) = z~! automorfizam.
10. Pokazati:

(a) Presek familije podgrupa grupe (G, ) je takode podgrupa grupe (G, *).

(b) Unija dve podgrupe grupe (G, ) je podgrupa grupe (G, *) akko je jedna od
njih sadrzana u drugoj.

(c) Ako su H i K podgrupe grupe (G, *) tada vazi: H x K je podgrupa grupe GG
akko H x K = K x H.
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11. Neka je (G, %) grupa i preslikavanje f : G — G dato sa f(z) = z° monomorfizam.

Pokazati da je grupa G Abelova.

12. Neka je (G, ,e) grupa i H neprazan konac¢an podskup od G. Pokazati da je H
podgrupa grupe G akko H « H = H.

GENERATORI GRUPE

Neka je (G, *,e) grupa i X C G. Presek svih podgrupa grupe G koje sadrze skup
X je takode podgrupa grupe G i to najmanja (u smislu inkluzije) koja sadrzi X.
Ova podgrupa se zove podgrupa generisana skupom X i obelezava < X >. Dakle,

DEFINICIIJA. Podgrupa
<X >=({H|H <G,X C H}

grupe (G, *) se zove podgrupa generisana skupom X. Skup X se zove skup genera-

tora grupe < X >. Ako je G =< X > kazemo da skup X generiSe grupu G.
Specijalno je < ) >={e} i < G >=G.

TEOREMA. Neka je (G, x,e) grupa i) # X C G. Tada

< X>={aP"*x...xz0"n€ N,z1,...,0, € X,001,..., 0y € Z}.

Specijalno, za X = {a} je < a >= {a*|k € Z}.

DEFINICIJA. Podgrupa < a > grupe (G, *) se zove ciklicna podgrupa generisana
elementom a € G.

Primeri: (Z,+) =<1>=<—-1>, (Z,,+,) =<1>.
ZADACI

1. Dokazati da je (a) (Z5,+5) =<1 >=<2 >=<3 >=<4 >,



(b) (Zg,+¢) =< 1>=<5>.
2. Dokazati da je S5 =< 09,71 >.
3. Ako je p = Riapee i 0 = S, dokazati da je D3 =< p,0 > .

4. Ako je p = Rogpe (rotacija oko centra kvadrata za 90°) i 0 = S, (osna simetrija u
odnosu na simetralu jedne stranice), pokazati da je Dy =< p, o >.

5. Neka su f,g : A — B homomorfizmi grupe (A, x) u grupu (B,¢) i neka je
A =< X >. Ako je f(z) = g(x) za svako z € X, dokazati da je f(a) = g(a) za
svako a € G.

6. Neka je (G, *,e) kona¢no generisana Abelova grupa sa skupom generatora X =
{z1,...,2,}. Dokazati da je G = {a" % ... x 20" |aq,...,a, € Z}.



