NORMALNE PODGRUPE

Ako je H podgrupa grupe (G,#*) iz € G onda se skup x *« H (H * x) zove levi
(desni) koset podgrupe H koji sadrzi element x.

DEFINICIJA. Podgrupa H grupe (G, *) je normalna (oznaka H < G) akko

(Ve € G) v« H=H * .
Ocigledno, sve podgrupe Abelove grupe su normalne. Takode, trivijalne pod-
grupe bilo koje grupe su normalne podgrupe.

DEFINICIJA. Relacija ekvivalencije ~ skupa G je kongruencija grupe (G,*,7!,e)
akko vazi:

(1) (Va,b,c,de G)(a~cAb~d=axb~cxd),
(2) (Va,be G)a~b=at ~b71).

TEOREMA. Ako je H normalna podgrupa grupe (G, %) onda je (G/H, o) grupa, gde
je

G/H ={z % H|x € G} (skup levih koseta podgrupe H),
a operacija ¢ definisana sa
rxHoyxH= (xxy)«*H.

Neutralni element ove grupe je H = e x H, a inverzni element koseta x x H je
koset 7! * H. Ova grupa se zove koli¢nicka ili faktor grupa grupe G po podgrupi
H.

ZADACI

1. Ako je H < G dokazati da su sledece relacije skupa G relacije ekvivalencije i naci
klase ekvivalencije:

(@ z~py<s=axyteH, b)r~y<s=a'txyecH (v,yeq).

2. Neka je (G,*) grupa i H < G. Dokazati da vazi:
(a) Hxx=H <= x€ H<= Hx*x=H.
(b) |H| =|H xx| = |z x H|, z € G.

(¢) Broj levih koseta podgrupe H u grupi G jednak je broju desnih koseta pod-
grupe H u grupi G, tj. |[{z * H|z € G}| = |[{H * x|z € G}|.

(d) Ako je G konac¢na grupa, onda |G/ ~p | = :((g)) = |G/~ |.

3. Odrediti sve kosete podgrupe 47 u grupi (Z, +).

4. Neka je (G, *) grupa. Pokazati: H<G < (Ve € G) x* H+xx~' C H.



5. Neka je (G, *,” ! e) grupa. Pokazati:

(a) Ako je H <G onda je relacija ~, kongruencija grupe (G, x).

(b) Ako je ~ kongruencija grupe G, onda je H = {z € G|z ~ e} < G.
6. Svaka podgrupa indeksa 2 je normalna podgrupa.

7. Ako je f : A — B homomorfizam grupe (A, *,e4) u grupu (B, o, Ep) dokazati
da je kerf < Q.

8. Ako je (G,*,7',e) grupa i H < G dokazati da je preslikavanje ¢ : G — G/H
definisano sa ¢(x) = x * H, x € G, epimorfizam. Nadi kerep.

9. Neka je f : A — B homomorfizam grupe (A, *,e4) u grupu (B, e, ep). Dokazati
da je A/kerf = Imf.

10. Dokazati da je Q*/QT = Zy, gde je Q* = Q \ {0}, QT = {x € QJz > 0}, a

operacija na @* je mnozenje.

11. Dokazati da je faktor grupa ciklicne grupe po bilo kojoj njenoj podgrupi takode
cikli¢cna grupa.

12. Odrediti sve neizomorfne grupe reda n € {1,2,...7}.

13. Odrediti sve podgrupe date grupe, ispitati koje od njih su normalne i za one
koje jesu odrediti faktor grupe: (a) (K4, %), (b) (Ss3,0), (c) (Dy,0), (d) (C12,%*),
(e) (Z,+), (f) (Qs,).



