KARAKTERISTICNE VREDNOSTI I KARAKTERISTICNI VEKTORI
LINEARNOG OPERATORA I MATRICE

Neka je f : V' — V linearno preslikavanje vektorskog prostora (V, +, -, F'). Skalar
A € F je karakteristi¢na vrednost operatora f ako postoji vektor x # 0 takav da je
f(z) = Ax. Vektor x se tada zove karakteristicni vektor operatora f.

Skup V), = {z € V| f(z) = Az} je potprostor prostora V i naziva se karakteristicni
potprostor koji odgovara karakteristicnoj vrednosti .

Skup svih karakteristicnih vrednosti linearnog operatora f se naziva spektar tog
linearnog operatora i obelezava Sp(f).

Karakteristicne vrednosti i karakteristicni vektori kvadratne matrice A € M, (F)
su karakteristi¢ne vrednosti i karakteristicni vektori linearnog operatora f4 : M, «1 —
Myxa, fa(X) = AX.

Karakteristi¢ni polinom kvadratne matrice A = [a;;] € M, (F) je polinom

pa(A) == det(A — XI). Dakle,

alp — A a12 e A1n
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Karakteristi¢ni polinom linearnog operatora f : V — V konacno dimenzionog
prostora V' je karakteristi¢ni polinom matrice reprezentacije operatora f u nekoj
bazi prostora V. Dakle,

P¢(X) :==pip.(A),  gde je e neka baza prostora V.

Ako je f : V — V linearno preslikavanje kona¢nodimenzionog prostora V' nad
poljem F'i A € F, onda vazi

A e Sp(f) <= psr(N) =0.

Linearno preslikavanje f : V — V konac¢no dimenzionog prostora V je dijago-
nalizabilno (dopusta dijagonalizaciju) ako postoji baza s prostora V' takva da je [f]s
dijagonalna matrica.

Linearno preslikavanje f : V' — V kona¢no dimenzionog prostora V je dijag-
onalizabilno (dopusta dijagonalizaciju) akko postoji baza s prostora V koju ¢ine
karakteristi¢ni vektori. Tada je matrica [f]s dijagonalna i na dijagonali se nalaze
karakteristicne vrednosti.

Matrica A € M, (F) je dijagonalizabilna ako je sli¢cna nekoj dijagonalnoj matrici,
tj. ako postoji regularna matrica P € M, (F) takva da je matrica B = P~'AP
dijagonalna.



Matrica A € M, (F') je dijagonalizabilna akko je linearni operator fu : M, x; —
M, x1, fa(X)= AX dijagonalizabilan.

Neka je f : V — V linearni operator, Potprostor U vektorskog prostora V je
f—invarijantan ako je f(U) C U.

Vektor x € V' je karakteristi¢ni vektor linearnog preslikavanja f : V' — V akko
je L{x} jednodimenzioni f—invarijantni potprostor prostora V.

Endomorfizam f n—dimenzionalnog vektorskog prostora V je dijagonalizabilan
akko je V' direktna suma n jednodimenzionih f—invarijantnih potprostora.

Ako je f: V — V linearni operator kona¢no dimenzionog prostora V', onda vazi
ps(f) =0.
Ako je A € M, (F), tada vazi ps(A) = 0.

ZADACI
1. Ako je f: R*> — R? rotacija za ugao a, (0 < a < 7) dokazati da je Sp(f) = 0.

2. Odrediti karakteristi¢ne vrednosti i njima pridruzene karakteristi¢ne vektore ma-
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3. Nadi karakteristicne vrednosti i karakteristicne vektore linearnog operatora f :
My(R) — Ms(R) definisanog sa f(X) = X7,
4. Neka je f: R?> — R? linearni operator definisan sa f(z,y) = (z + 4y, 2x + 3y).

(a) Odrediti karakteristi¢ne vrednosti i karakteristi¢ne potprostore linearnog op-
eratora f.

(b) Odrediti matricu prelaza iz standardne baze prostora R? u bazu koju €ine
karakteristi¢ni vektori, a zatim i matricu operatora f u novoj bazi.

5. Ako je f: Ra[x] — Ra[z] definisano sa f(p) = (z* — 1)p' — (2z + 1)p (p € Ra[z])
pokazati da je f linearni operator koji dopusta dijagonalizaciju.
6. Neka su f,g: R®* — R? definisani sa

flx,y,2) = (r — 3y + 32,3x — by + 3z,6x — 6y + 4z),

g(x,y,z) = (-3x+y— 2z, —Tex+ by — z, -6z + 6y — 42).

Koji od linearnih operatora f i g dopusta dijagonalizaciju?

4

7. Dokazati da je matrica A = [ _6 _2 ] slicna nekoj dijagonalnoj matrici, pa

na¢i A", zan € N.

1+20 141

8. Neka je A = [ w 0

:| S MQ(C) Naci AlO'



9. Prostor R? predstaviti kao direktan zbir svojih f invarijantnih potprostora, ako
je f: R® — R? definisano sa f(z,y,2) = (v +2y — 2,y + 2z, + y — 22).
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10.NekaJeA___1 2 |
(i) Nac¢i A%, (ii) Nadi jednu bazu i dimenziju prostora U = L{A"|n € N}.

g 1

11. Neka je A = 4 _9 | Odrediti A™.
a 2 2

12. Data je matrica A= | 2 —1 —4 | € M3(R) i potprostor U = L{A"|n € N}.
2 -4 -1

Odrediti dimenziju prostora U.



