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Uvod

Tekst ove knjige nastao je pre svega na osnovu sadrzaja kursa ”Algebra i logika
u racunarstvu” koji prvi autor drzi u petom i Sestom semestru grupe za matem-
atiku Prirodno-matematickog fakulteta u Kragujevcu i u kome se proucava teori-
jsko racunarstvo', matematicka disciplina koja se bavi modelima izraéunavanja,
vestackom inteligencijom?, formalnim jezicima koji se koriste u programiranju itd.
Pored toga, knjiga sadrzi i prikaz nekoliko originalnih nauc¢nih rezultata koje je prvi
autor (kao samostalni autor ili koautor) publikovao u vodeéim svetskim ¢asopisima
iz oblasti teorijskog racunarstva, dok je poglavlje 6 izvod iz magistarske teze drugog
autora koji je zajednickim radom prilagoden za potrebe ove knjige. Materija izloze-
na u knjizi omogucava razumevanje specificnih tema u racunarstvu i uspostavljanje
osnovnih matematickih paradigmi. Oblasti koje se obraduju su:

e teorija algoritama,

e matematicka logika,

e teorija formalnih jezika i automata i
e slozenost izra¢unavanja®.

Teorijsko ra¢unarstvo svoje korene ima u teoriji algoritama (tj. izrac¢unljivih
funkcija), oblasti koja je nastala izmedu 1930. i 1940. godine, dakle pre razvoja dig-
italnih racunara, kao rezultat pretresanja osnova matematike zbog paradoksa koji
su se pojavili krajem XIX i poc¢etkom XX veka. U razmatranju strogog zasnivanja
matematike, postavljalo se pitanje* da li postoji opsti postupak utvrdivanja istini-
tosti matematickih iskaza. Ovo pitanje vodi poreklo jos od Gottfried-a Leibnitz-a
(Lajbnié¢, 1646 — 1716) koji je u XVII veku, nakon uspesne konstrukcije mehanicke

ITheoretical computer science.

2 Artificial intelligence.

3Computational complexity.

4Pitanje je poznato pod nemackim nazivom Entscheidungsproblem, tj. problem odluéivanja.
Nezavisno jedan od drugog, Ceré i Tjuring su negativno odgovorili na ovo pitanje, svodeéi ga
na probleme jednakosti A-izraza, odnosno utvrdivanja da li ¢e se proizvoljna Tjuringova masina
zaustaviti (halting problem).



2 Glava 1. Uvod

racunske masine, razmisljao o konstrukciji masine koja bi mogla manipulisati sim-
bolima i na taj nacin odrediti istinitost iskaza. Problem je aktuelizovao David
Hilbert (1862 — 1943), najpre na Kongresu matematicara odrzanom 1900. godine
u poznatom desetom problemu, a zatim zajedno sa Wilhelm-om Ackermann-om
(Akerman, 1896 — 1962) 1928. godine. Da bi se na ovo pitanje moglo odgov-
oriti bilo je neophodno precizirati sta se podrazumeva pod postupkom mehani¢kog
izvodenja. U tom istrazivanju je matematicka logika imala prevashodnu ulogu,
tako da se teorija algoritama, a znac¢ajnim delom i teorijsko racunarstvo, smatraju
njenim disciplinama. Formalnu teoriju izracunljivosti su zasnovali Alonzo Church
(Ceré, 1903 — 1995), Kurt Godel (Gedel, 1906 — 1978), Jacques Herbrand (Erbran,
1908 — 1931), Stephen Kleene (Klini, 1909 — 1994), Emil Post (1897 — 1954), Alan
Turing (Tjuring, 1912 — 1954), Auapeir Mapkos (1903 — 1979) itd. ¢iji su rezul-
tati imali znacajan uticaj kako na teorijske, tako i na prakticne aspekte razvoja
racunarstva. To se odnosi na principe programibilnog digitalnog racunara opste
namene, koncept pisanja programa kao liste naredbi u formalnom jeziku, interpre-
tiranje i prevodenje programa, razvoj programskih jezika uopste itd.

Matematicka logika pruza formalni jezik za opisivanje i oruda za analizu prob-
lema koji se istrazuju u racunarstvu, a i sama je poligon za primenu rezultata iz
te oblasti, recimo za automatske dokazivace teorema. Razne klasi¢ne i neklasi¢ne
logike i drugi formalni sistemi se koriste u sistemima zakljucivanja, poput ekspert-
nih sistema i verifikaciji programa i elektronskih sklopova ra¢unara. Jedan od cilje-
va razvoja matematicke logike je konstrukcija dovoljno jakih sistema koji ée biti u
stanju da formalizuju sve Sire oblasti ljudskog misljenja, tako da njihova slozenost
bude u granicama tehnoloske ostvarljivosti. Rezonovanja o znanju se pokazalo ko-
risnim u vestackoj inteligenciji, ali i u teoriji igara i analizi paralelnih ra¢unarskih
sistema. I druge oblasti matematicke logike nalaze primene u racunarstvu. Reci-
mo, jedan efikasno implementiran segment klasi¢ne predikatske logike prvog reda
se nalazi u osnovi sistema baza podataka i jezika SQLS. Teorija tipova ¢ini okvir
za razvoj i analizu programskih jezika u kome se pogodno prikazuju napredni kon-
cepti savremenih jezika, poput nasledivanja i polimorfizma, omogucava rezonovanje
o programima i predlazu nove tehnike za kreiranje efikasnijih prevodilaca. Ideja o
programskom jeziku Prolog i logickom programiranju proizasla je iz istrazivanja na
polju automatskog dokazivanja teorema. Uopste, postojec¢a sredstva matematicke
logike u toj meri zauzimaju centralno mesto u rac¢unarstvu da se logika ¢esto sma-
tra ra¢unom rac¢unarstva, ¢ak i u ve¢oj meri nego sto je to matematika za prirodne
nauke.

Osnivaé teorije formalnih jezika i automata je Noam Chomsky (Comski, 1928).
U njoj se raspravljaju pitanja opisivanja formalnih jezika i strukture odredenih
klasa formalnih jezika. Formalni jezici i njima odgovarajuéi automati predstavljaju,
izmedu ostalog, osnov za kreiranje i implementaciju programskih jezika, ali i za
razne druge algoritme prepoznavanja oblika, verifikacije itd.

Teorija slozenosti izracunavanja je jedna od mladih grana teorijskog ra¢unarstva
proizasla iz analize funkcija u teoriji izracunljivih funkcija u kojoj se ispituje koliko
su i zasto neki zadaci teski, tj. koliko je vremena i prostora potrebno da bi bili
reseni. Na ovo pitanje nije u potpunosti odgovoreno, ali znacajan rezultat u formi
elegentne klasifikacije problema u odnosu na slozenost nam pruza argumente da sa

5Structured Query Language.



velikom pravom verujemo da su neki problemi jako teski za izrac¢unavanje, mada to,
mozda nismo u stanju da precizno dokazemo. Potom se pruza mogucnost analize
problema kako bi se pronasao uzrok njegove tezine i da li je neka alternativna formu-
lacija pogodnija za resavanje ili postoji prihvatljiv postupak pribliznog resavanja.
Teorija slozenosti ima sustinske primene u kriptologiji gde je njen zadatak donekle
obrnut, naime traga se za problemima koji su teski kako bi bili koristeni u zastiti
podataka i racunarskih resursa.

Danas se, iz raznih razloga, u prvi plan istice razvoj tehnologija na kojima se
baziraju racunari. Imajuéi u vidu do sada spomenuto treba reé¢i da je to jedna vrsta
pojednostavljivanja, pa i zamagljivanja, stvari kojoj je sklona propaganda industrije
racunara i racunarskih programa potpomognuta popularnim medijima. Pre svega
teorijski rezultati su ono orude koje inspiriSe i usmerava rad u racunarstvu dajuéi
sasvim nove ili, pak, elegantnije postupke. Poseban znacaj teorijsko racunarstvo
ima u verifikaciji prakti¢nih resenja. Dovoljno je samo setiti se ¢uvenih gresaka u
Intel-ovim procesorima do kojih verovatno ne bi doslo da su primenjeni postupci
zasnovani na teorijskim dostigni¢ima o kojima ¢e biti re¢i u ovoj knjizi. Takvih i
slicnih primera ima na pretek, tako da je sasvim izvesno da ¢e u buduénosti, kako
je to i do sada bio slucaj, oblasti kojima ¢e u nastavku teksta biti posvetena paznja
predstavljati glavne oslonce ra¢unarskih nauka i sa prakticne i sa teorijske strane.

Na osnovu prethodnih napomena moze se steéi tek delimi¢na predstava o dos-
tignué¢ima disciplina teorijskog racunarstva, njihovoj raznolikosti i isprepletenosti.
I pored svega postignutog, ova oblast se nalazi daleko od toga da bi bila okarak-
terisana kao da je poslednja re¢ u njoj data. Veliki broj problema, od kojih neke
mozemo nazvati i osnovnim, tek treba resiti. Dalji razvoj teorijskog racunarstva lezi
u takvim istrazivanjima, kao i u proucavanju pitanja koja stalno izviru u svakod-
nevnom radu ogromnog broja projektanata, programera i korisnika racunara.

Tekst knjige je podeljen na sledec¢a poglavlja: Izrac¢unljivost. Odlucivost, Kla-
sicna iskazna logika, Bulove algebre, Predikatska logika prvog reda, Opisne logike,
Neklasi¢ne logike, Verovatnosne logike, Teorija formalnih jezika i Teorija slozenosti
izracunavanja, nakon kojih slede (delimi¢no reseni) zadaci iz prethodno obradenih
oblasti i spisak koristene literature i indeks pojmova.

Poglavlje Izracunljivost. Odlucivost sadrzi prikaz osnovnih rezultata teorije
algoritama. Najpre su ukratko opisani intuitivni pojam algoritma i formalni mod-
eli izracunavanja, a zatim detaljno model Tjuringove masine i klasa parcijalno
rekurzivnih funkcija, dokaz ekvivalentnost ovih modela izracunljivosti i Cercova
teza. Poslednji deo poglavlja posvecéen je odlucivosti i aritmetickoj hijerarhiji
slozenosti. Dokazano je viSe osnovnih teorema u vezi klasifikacije odlucivih i
neodlucivih predikata. U ovom, ali isto tako i u slede¢im poglavljima, kao veoma
vazan pojavljuje se koncept nedeterministickog izracunavanja. Utisak mi je da
koncept nedeterminizma nije u dovoljnoj meri blizak ni iskusnijim istraziva¢ima sa
nasih prostora zbog ¢ega ¢e na vise mesta biti posebno istaknuta njegova uloga.

U poglavljima Klasi¢na iskazna logika, Bulove algebre, Predikatska logika pr-
vog reda i Opisne logike izlaze se materija u vezi iskazne i predikatske klasi¢ne
logike. Najpre se klasi¢na iskazna logika analizira sa stanovista modela, definisu
se pojmovi interpretacije, zadovoljivosti, tautologija i semantickih posledica. Raz-
matraju se razli¢ite normalne forme iskaznih formula, a posebno je opisana defini-
ciona forma koju (u najgorem slucaju) karakteriSe polinomijalno veéa duzina u
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odnosu na duzinu polazne formule. Zatim su dati osnovni pojmovi u vezi for-
malnih sistema i aksiomatizacije iskaznog racuna i dokazana teorema proSirene
potpunosti pristupkom Henkina u kome se konstruiSe maksimalno konzistentno
prosirenje konzistentnog skupa formula i uz pomo¢ teoreme dedukcije pokazuje da
se takav skup koristi u definisanju modela. Opisane su dve procedure pogodne za
automatsko dokazivanje teorema (rezolucija i metoda tabloa) i dokazana njihova
potpunost. Ispitivanje zadovoljivosti iskaznih formula predstavlja jedno od glavnih
pitanja primena matematicke logike. Jednom specificnom pristupu tom problemu,
preko genetskih algoritama, je posveten deo poglavlja u kome se izlazu neki origi-
nalni rezultati prvog autora. Deo teksta o iskaznoj logici zavrsava se izlaganjem o
Bulovim algebrama sa osvrtom na metodu BDD koja se koristi u logickoj sintezi
i verifikaciji elektronskih kola. Pojmovi uvedeni u iskaznom sluc¢aju se uopStavaju
u delu posveé¢enom predikatskoj logici prvog reda, nakon ¢ega se dokazuje teorema
neodlucivosti za ovu logike. Dokaz Erbanove teoreme predstavlja uvod za prikaz
metode rezolucije u predikatskoj logici, a poglavlje se zavrSava uopstenjem iskazne
metode tabloa. Konacno, u poglavlju Opisne logike uvodi se jedna klasa logika
novijeg datuma ¢ije proucavanja je inspirisano primenama u semantickom web-u,
bazama podataka itd.

Na pocetku poglavlja Neklasi¢ne logike se pomoc¢u Kripkeovih modela opisuje
semantika modalnih operatora i klasifikacija modalnih logika u zavisnosti od tipa
relacije dostiznosti. Potom se razmatraju i neke posebne vrste modalnih logika,
poput temporalne logike, logike znanja. U nekoliko primera se prikazuje primena
ovih logika u automatskom zaklju¢ivanju i proveri ispravnosti programa. Opisana
je i generalizacija metode tabloa za modalne logike, takozvana metoda prefiksiranih
tabloa, a takode i originalna metoda dualnih tabloa koju je prvi autor predlozio u
magistarskoj tezi i kasnije publikovao. U drugom delu poglavlja se prikazuju logike
alternativne klasi¢noj logici: nemonotone logike, intuicionisticka i visevrednosna
logika.

Poglavlje Verovatnosne logike sadrzi prikaz originalnih rezultata iz doktorske
disertacije prvog autora koji su kasnije razradeni i publikovani u relevantnim me-
dunarodnim ¢asopisima. Verovatnosne logike su posebna vrsta neklasi¢nih logika
koje imaju niz slicnosti sa modalnim logikama, a omogucavaju strogo, formalno,
zakljutivanje o verovatnodi.

U poglavlju Teorija formalnih jezika analiziraju se klase jezika definisane hi-
jerarhijom Comskog. Definisani su pojmovi formalnih gramatika i apstraktnih
automata i pokazana ekvivalencije klasa jezika definisanih gramatikama i klasa
koje prepoznaju odgovarajuéi tipovi automata. Takode, razmatra se odluc¢ivost ra-
zli¢itih problema iz ove oblasti, poput problema pripadanja reci jeziku neke od klasa
u hijerarhiji. Primene teorije formalnih jezika ilustrovane su opisima programskih
sistema Lex i Yacc za automatsko generisanje leksickih, odnosno sintaksnih, anal-
izatora. Poglavlje se zavrSava opisom konacnih automata nad beskona¢nim re¢ima
i njihovom primenom u automatskoj verifikaciji.

Poglavlje Teorija slozenosti izracunavanja, pocinje razmatranjem apstraktne
teorije slozenosti koja ne zavisi od vrste resursa koji se procenjuje. Zatim se anal-
izira teorija slozenosti bazirana na kategorizaciji u odnosu na vreme i upotrebljeni
prostor prilikom izracunavanja. Opisane su osnovne klase slozenosti: L, NL, P,
NP, PSPACE i EXP i njihovi karakteristi¢ni problemi. Posebno je analiziran prob-
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lem odnosa klasa P i NP §to se smatra jednim od osnovnih pitanja savremenog
ra¢unarstva. Dokazano je da problem SAT, utvrdivanje zadovoljivosti iskaznih for-
mula, predstavlja NP-kompletan problem. Opisane su i manje poznate, ali veoma
znacajne, verovatnosne klase slozenosti RP i BPP, sistemi interaktivnih dokaza i
protokoli bez prenosa znanja, a zatim i njihova primena u kriptologiji. Poglavlje
se zavrSava kratkim prikazom drugog pristupa problemu slozenosti zasnovanom na
radovima Kolmogorova.

Konaé¢no, poslednje poglavlje Zadaci sadrzi delimi¢no reSene zadatke iz pret-
hodno prikazanih oblasti teorijskog rac¢unarstva u kojima se primenjuju opisane
tehnike i razraduju dokazi koji su u tekstu samo skicirani.

Tako po prirodi pisanja duzih tekstova razdvojene u posebna poglavlja, oblasti
teorijskog racunarstva su medusobno tesno povezane tako da se Cesto rezultati iz
jedne koriste u drugim oblastima. Na pojedine takve primere ukazuje se u samom
tekstu. Usled velikog obima materijala u narednim poglavljima ponegde ¢e biti dati
samo iskazi tvrdenja, a povremeno ¢e dokazi biti prepri¢ani bez detaljisanja kako bi
¢italac mogao steéi predstavu o koristenoj metodologiji. Jedan od sustinskih delova
teksta, na koji ¢itaocima skre¢emo posebnu paznju, su primeri koji ilustruju stvarne
primene pojedinih oblasti teorijskog racunarstva. Na kraju svakog poglavlja nalazi
se odeljak Za dalje proucavanje u kome se ukazuje na literaturu posveéenu upravo
izlozenoj materiji. Ti tekstovi pruzavaju daleko detaljnije informacije o nastanku,
trenutnom stanju i otvorenim problemima odgovaraju¢ih oblasti nego $to je to bilo
moguce izloziti u ovoj knjizi. Zbog toga iskreno preporucujemo zainteresovanim
¢itaocima da obrate paznju na te izvore tim pre §to im je ¢esto moguce pristupiti
preko Interneta.

Zmnacajan deo teksta u poglavljima Izracunljivost. Odlucivost i Teorija formal-
nih jezika napisan je na osnovu beleski sa predavanja dr Aleksandra Jovanoviéa,
dr Zarka Mijajloviéa i dr Zorana Markoviéa koje je prvi autor pratio u okviru
redovnih studija na Matematickom fakultetu u Beogradu tokom 1986. i 1987. go-
dine. Zahvaljujemo se recenzentima, dr Zarku Mijajloviéu, profesoru Matematickog
fakuleteta u Beogradu, dr Zoranu Markovié¢u, viSem nau¢nom saradniku Matema-
tickog instituta SANU, dr Dragi¢u Bankovi¢u, profesoru Prirodno-matematickog
fakulteta u Kragujevcu, i dr Miodragu Raskovi¢u, profesoru Uciteljskog fakulteta
u Beogradu koji su su svojim komentarima doprineli znacajnim poboljsanjima tek-
sta. Zahvaljujemo se i dr BPordu Kadijevi¢u, docentu Univerziteta Megatrend, ¢iji
su metodoloski saveti unapredili formu i jezik izlaganja. Sa druge strane, autori
snose punu odgovornost za sve greske u tekstu.

1.1 Za dalje proucavanje
U [15, 47] se na pregledan nac¢in prikazuju teme spomenute u ovoj glavi, kao i veliki

broj drugih interesantnih referenci. Tekstovi se mogu pronaé¢i na Internet-adresi
http://www.math.ucla.edu/~ asl/bsl/0702-toc.htm.
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Izracunljivost. Odlucivost

Resavanje problema razvojem algoritama! i pisanjem programa je jedan od os-
novnih zadataka u racunarstvu. Recimo, potrebno je izra¢unati sumu ulaznih
veli¢ina ili urediti ¢lanove niza u rastuéemo poretku. Medutim, iako probleme
treba resavati, nisu samo oni mogué¢i predmet razmatranja. Matematickim sred-
stvima proucavaju se i sami postupci reSavanja, algoritmi.

Formalni modeli izracunavanja koje ¢emo razmatrati bi¢e Tjuringove masine i
parcijalno rekurzivne funkcije. Iako naizgled razli¢iti, ovi modeli odreduju jednu
te istu klasu algoritama S$to navodi na tezu da ti modeli izraCunavanja upravo
odreduju granice moguc¢nosti mehanickog izra¢unavanja. Te granice razdvajaju
klase problema na one na za koje, u principu, postoji moguénost programskog
reSavanja i one za koje to nije slucaj, tesno povezujuéi pojmove izracunljivosti i
odluéivosti.

2.1 Intuitivni pojam algoritma

Pojam algoritama spada, poput geometrijskih pojmova kao $to su tacka ili prava,
u osnovne matematicke koncepte i kao takav se ne definise. Medutim, sledeci
opsti uslovi se, prihvataju kao kriterijumi za nazivanje nekog postupka algoritmom
(efektivnom procedurom):

e postupak se opisuje kona¢nim nizom jednostavnih naredbi?,

e postoji idealna masina (ra¢unar) koja izvrSava te naredbe prema unapred
utvrdenim pravilima,

e ta masina zapocinje izracunavanje u nekom inicijalnom stanju; primenjena
na ulazne podatke masina izvrsava naredbe u diskretnim koracima u kojima
menja svoja stanja,

e izvrsavanje svake naredbe se izvodi u kona¢nom vremenu pri ¢emu se koristi
konac¢an memorijski prostor,

1Ret algoritam je nastala od imena persijskog matemati¢ara Abu Dzafar Mohamed ibn Musa
al-Hovarizmij-a (780 — 850).
2Primetimo da algoritmi mogu biti izrazeni vise ili manje detaljno.

7
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e izvrSavanje naredbe je deterministicko: iz jednog stanja izvrSavanjem iste
naredbe masina uvek prelazi u isto stanje i

e prelaskom u zavrsno stanje masina prestaje sa izracunavanjem.

Osobina determinisanosti izvrsavanja naredbi se drugacije moze formulisati kao
mogucénost ponavljanja izvrSavanja algoritama. Ako ga prihvatimo, postupci koji
ukljuéuju sluéajnost® ne spadaju u algoritme. U pojedinim slu¢ajevima mi éemo
odbaciti ovaj uslov i razmatrati i nedeterministicke algoritme.

Primetimo da se medu navedenim uslovima ne nalazi zahtev da se algoritam
uvek zavrdi, tj. da se rezultat uvek dobije u kona¢énom vremenu?, odnosno da
se ne zahteva da se dobije odgovor za sve mogucée ulazne podatke, dok se taj
zahtev postavlja za svaki pojedinaé¢ni korak izvrsavanja. Sli¢no je i sa zahtevom za
ukupno memorijsko zauzec¢e. Kao $to ¢emo u nastavku teksta videti ovakav pristup
u teorijskim razmatranjima pruza pogodnosti za elegantno opisivanje formalnih
metoda.

Algoritam predstavlja opis funkcije koja ulazne podatke preslikava u odgovor.
Funkeije za koje postoje algoritmi zato nazivamo algoritamskim funkcijama (efek-
tivnim funkcijama, izra¢unljivim funkcijama).

2.2 Formalni modeli izracunavanja

Poznat je veliki broj algoritama. Na primer, to su postupak za mnozenje celih bro-
jeva, tabli¢ni metod ispitivanja da li je neka iskazna formula tautologija, Euklidov
algoritam nalazenja najveéeg zajednickog delioca dva broja itd. Za probleme za
koje poznajemo postupke resavanja lako utvrdujemo da jesu algoritamski resivi.
Medutim, kako se napreduje u razvoju matematike, nailazi se na probleme za koje
nismo u stanju da damo resenje. Postavlja se pitanje da li je to samo posledica nase
nesposobnosti ili je re¢ o principijelnoj nemoguénosti. Da bi se na to pitanje odgov-
orilo potrebno je formalno precizirati pojmove algoritma i izra¢unljivih funkcija,
¢ime bi se jasno odredila za sada dosta nejasna ideja o granicama efektivnosti, tj.
dosega algoritama.

Problem postojanja efektivnog postupka za utvrdivanje da li proizvoljna diofan-

tovska jednaéina p(z1, ..., Z,) = 0 ima nenegativna celobrojna reenja je primer za
ovakvu situaciju. U prethodnoj jednacini p(z1,. .., %) je polinom sa celobrojnim
koeficijentima i promenljivim x1, ..., 2,,, recimo z{z3 — 325 + 6. Sa jedne strane,

nabrajanjem svih m-torki prirodnih brojeva i proverom da li predstavljaju nule poli-
noma bi se, pre ili posle, stiglo do resenja jednacine, ako ono postoji. Medutim,
kako neke jednacine ovog tipa, recimo 22—2 = 0, nemaju resenja, prethodno opisani
postupak se u takvim slucajevima ne bi nikada zavrsio, zbog ¢ega i ne predstavlja
reSenje problema. Provera postojanja resenja diofantovskih jednacina je zapravo
ekvivalentna formulacija desetog problema koji je postavio David Hilbert u svom is-
torijskom predavanju na Kongresu matematicara odrzanom 1900. godine u Parizu.
Primetimo da svaki eventualni odgovor na ovo pitanje mora na neki na¢in ponuditi

3Recimo, postupci u kojima prelazak sa jednog na drugi korak zavisi od dogadjaja kao §to su
dobijena strana prilikom bacanja nové¢iéa. Postupci takvog tipa su nedeterministicki.

4Qvakav zahtev bi se mogao nazvati konaénost, finitnost, algoritma. Videti s tim u vezi odeljak
2.10.8.
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i formalnu definiciju onoga $to se podrazumeva pod efektivnim postupkom, bilo u
smislu da ponudeno resenje potpada pod tu definiciju, bilo da ne postoji reSenje sa
zahtevanim svojstvima. Formalna definicija efektivnog postupka pojavila se razvo-
jem teorije algoritama, dok je Jurij Matijasevi¢ 1970. godine sredstvima razvijenim
u okviru te teorije negativno resio sam problem, o ¢emu ¢e biti vise re¢i u primeru
2.8.15.

U razvoju teorije algoritama ponudeno je viSe pristupa formalizaciji ovih gra-

nica:

Sistem izracunljivosti predstavljen u formalnom sistemu aritmetike je pre-
dlozio Gedel izmedu 1931. i 1934. godine, pri ¢emu se funkcija f smatra
izracunljivom ako za svako m i n za koje je f(m) = n, u formalnom sistemu
vazi - f(m) =n.

Prikazivanje izracunljivih funkcija kao jedinstvenih reSenja sistema funkci-
onalnih jednacina je u istom periodu opisao takode Gedel, a prema ideji
Erbrana.

A-racun koji je razvio Cer¢ do 1936. godine je jednostavan formalni jezik za
koji se definise pojam redukcije koji predstavlja izraCunavanje, a funkcija je
izra¢unljiva ako se moze opisati u jeziku.

Aritmeticki opis zasnovao je Klini takode do 1936. godine, a baziran je na
generalisanom pojmu definisanja indukcijom.

Sistemi zasnovani na automatima, medu kojima su:

— Tjuringove masine iz 1936. godine,

— Postova masine predstavljena takode 1936. godine,

— NeograniGena registarska masina® koju su Shepherdson (Seferdson) i
Sturgis (Stargis) opisali 1963. godine,

formalizuju pojam algoritma opisujuéi idealne modele ra¢unara®. Zanimljivo
je da su neki sistemi dati pre nastanka digitalnih racunara.

Sistemi produkcija (nekad se nazivaju i sistemi sa prezapisivanjem?), medu
kojima su:

— Postovi sistemi iz 1943. godine,

— Markovljevi algoritmi uvedeni 1954. godine i

— Gramatike Comskog predlozene 1956. godine,
su jedna vrsta formalnih sistema u kojima se opisuju moguce transforma-
cije (pravila izvodenja) jednih u druge re¢i na unapred fiskiranom alfabetu.

Funkeije se opisuju kao skupovi parova reéi (u, v) za koje postoji niz reci koje
se dobijaju pocev od u primenama pravila izvodenja i koji zavrsava recju v.

5Unbounded Register Machine, URM.

SBez obzira na upotrebu re¢i masina koja se javlja u nazivima ovih formalizama, uvek treba
imati u vidu da se ovde radi o apstraktnim matematickim konceptima, a ne realnim fizickim
objektima.

"Rewriting systems.



10 Glava 2. Izracunljivost. Odlucivost

e while-programi su vrsta notacije proizasle iz ideja Goldstine-a (Goldstajna)
i Jénos-a (John) von Neumann-a (Fon Nojman, 1903 — 1957) o algoritam-
skim semama® kao formalizmu za prikazivanje izra¢unljivih funkcija. while-
programi se sastoje samo od naredbi dodeljivanja, nizanja naredbi i while-
naredbi.

Njihovi izvori inspiracije se medusobno znacajno razlikuju, ali se pokazuje da su
sistemi medusobno ekvivalentni. Ovo, kao i neuspeh pokusaja konstrukcije zadatka
i postupka njegovog resavanja koji ne potpadaju pod ove klasifikacije daje za pravo
verovanju da je postignut nekakav apsolutni koncept i da se svi algoritmi mogu
izraziti u svakom od ovih sistema, §to je formulisano Cercovom tezom koja se
razmatra u odeljku 2.6.

2.3 Tjuringova masina

2.3.1 Model maSine za izracunavanje

Digitalni ra¢unar se na apstraktnom nivou obi¢no prikazuje kao celina sastavljena
od procesora, memorije i ulazno-izlaznih uredaja. Procesor iz memorije pribavlja
naredbe i podatke nad kojima se vrsi obrada u skladu sa znacenjem naredbi, a
dobijeni rezultati se vracaju u memoriju. Preko ulazno-izlaznih uredaja podaci
koji ¢e biti obradeni se unose u memoriju, odnosno iz memorije se preuzimaju
rezultati obrade i prikazuju na odgovarajuéi nac¢in. Komunikacija delova ra¢unara
se obavlja preko magistrala.

Tjuringova masina je preteca ovakvog modela ra¢unara, pri ¢emu su neka svo-
jstva idealizovana. To se pre svega odnosi na memoriju za koju se pretpostavlja da
je potencijalno beskonacna. Preciznije, na pocetku izvrsavanja Tjuringove masine
zauzet je samo konacan broj memorijskih registara, a isto vazi i u svakom ko-
raku izracunavanja. Ne postoji ogranicenje koliki je taj konacan broj registara.
U svakom koraku izra¢unavanja moguce je i zahtevati novi, do tada neiskoristeni
memorijski registar i svaki takav zahtev se ispunjava. Sa druge strane, Tjuringova
masina je restrikcija koncepta savremenog raCunara u smislu operacija koje je u
stanju da izvrSava, a koje su elementarne. Kako ¢emo videti, zanimljivo je da su
te operacije ipak dovoljne za opisivanje proizvoljnih algoritama. Njihova prednost
u odnosu na bogatije programske jezike je upravo u jednostavnosti koja olaksava
analizu.

U teorijskom racunarstvu se, inace, razmatraju i druge, slabije, klase masina
koje su restrikcije druge vrste u odnosu na aktuelne ra¢unare: neki modeli nemaju
memoriju (kona¢ni automati®) ili je memorija organizovana na poseban naéin (stek
kod potisnih automata'?), ulazno-izlazni podaci su ograniéeni na reci'l, neki éak

nemaju izlaz (kona¢ni automati). O ovim modelima biée reci u poglavlju 9.

8Flowchart.

9Finite automata.
10pPysh-down automata.
1 String.



2.3. Tjuringova masina 11

2.3.2 Alfabet

Pre opisa Tjuringove masine ukratko ¢emo izloziti nekoliko pojmova koji ¢e biti
detaljnije opisani u poglavlju 9.

Svaki problem se izrazava u nekom jeziku. Alfabet je skup znaka koji su
nedeljive celine. Re¢ na nekom alfabetu je bilo koja kona¢na sekvenca znaka tog
alfabeta. Sekvenca od nula znaka se naziva prazna re¢. Reci se razdvajaju znakom
blanko koji se ne smatra delom alfabeta ve¢ pomoénim simbolom. Jezik je neki
podskup skupa svih re¢i odgovarajuceg alfabeta. Rec t je podrec reci q ako postoje,
mozda i prazne, rec¢i u i v tako da je ¢ = utw.

Obicno je alfabet konac¢an skup znaka, jer sve sto se moze iskazati beskona¢nim
prebrojivim alfabetom {ay, as, ...} moze se iskazati i najjednostavnijim, unarnim,
alfabetom A = {1}. Reci ovog alfabeta: 1, 11, 111, ...se mogu identifikovati
sa znacima proizvoljnog beskonacnog alfabeta. U nastavku ovog poglavlja, sem
ako se posebno ne naglasi, koristi¢emo unarni alfabet A = {1}. Pored simbola 1
koristi¢emo i blanko-znak za Cije oznacavanje ¢emo zbog preglednosti upotrebljavati
znak 0.

2.3.3 Neformalni opis Tjuringove masine
Tjuringova masina se sastoji od:

e trake podeljene u ¢elije, memorijske registre, koja se neograni¢eno pruza na
levo i desno; broj éelija (tj. duzina trake) je neogranicen; sadrzaj svake éelije
je ili znak 1 ili blanko znak (znak 0),

e glave koja se uvek nalazi nad tacno jednom celijom trake i moze:

— procitati sadrzaj ¢elije nad kojom se nalazi i

— upisati u ¢eliju nad kojom se nalazi znak 1 ili 0 (blanko znak, tj. obrisati
¢eliju) ili pomeriti se za jedan korak u levo ili u desno u odnosu na
trenutnu poziciju,

e indikatora stanja masine.

Tjuringova masina se u svakom trenutku nalazi u tacno jednom od konacno
mnogo stanja koje se eventualno menja nakon svakog koraka izra¢unavanja. Skup
svih stanja masine oznac¢i¢emo sa S = {qo, q1, - - . }. IzvrSsavanje masine se izvodi pod
dejstvom programa koji ¢ini neki konac¢an niz naredbi. Svaka naredba je ¢etvorka
oblika:

qi $ 0 qj

gde su ¢; i ¢; neka stanja iz skupa S, s je znak nad kojim se nalazi glava masine, a
0 € {1,0, L, R} je oznaka operacije. U svakom koraku rada masina analizira stanje
u kojem se nalazi i sadrzaj ¢elije nad kojom je glava, a zatim izvrSava naredbu koja
ima odgovarajuce vrednosti parametara ¢; i s. Efekat izvrsenja naredbe je dvojak.
Najpre se, u zavisnosti od vrednosti parametra o obavi:

e ako je 0o =1, u ¢eliju nad kojom se nalazi glava upisuje se znak 1,
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e ako je o = 0, u ¢eliju nad kojom se nalazi glava upisuje se 0, tj. blanko znak,
e ako je o = L, glava se pomera ulevo za jednu ¢eliju i
e ako je o = R, glava se pomera udesno za jednu celiju.

Potom masina menja stanje i prelazi u stanje g;.
Primeri naredbi su:

g5 01 qu7,

g1 00¢q21i

7 1 L qo.
U prvoj naredbi, ako se maSina nalazi u stanju g¢s, a glava nad znakom blanko, u
¢eliju se upisuje znak 1 i prelazi u stanje ¢;7. U drugoj naredbi, ako se masina
nalazi u stanju ¢q1, a glava nad znakom blanko, u ¢eliju se upisuje blanko znak i
prelazi u stanje go. Ovakva naredba sluzi samo za promenu stanja masine. U trecoj
naredbi, ako se masina nalazi u stanju qg, a glava nad znakom 1, glava se pomera
ulevo, a masina ostaje u istom stanju.

Primetimo da, ako se zZeli da masina radi deterministicki, program sme sadrzati
samo jednu naredbu za svaku kombinaciju stanja ¢; i sadrzaja s ¢elije nad kojom
je glava. Na primer, u jednom programu se ne smeju pojaviti sledeée naredbe:

gal1lgsi

qa 1 L qo
jer im se vrednosti parametara ¢; i s poklapaju, a vrednosti parametara o i g;
razlikuju. U sluc¢aju nedeterministickih magina ovaj zahtev ne postoji.

U vezi sa Tjuringovom masinom prihvati¢emo sledece konvencije. Stanje gy € S
nazva¢emo pocetnim stanjem. Inicijalno, masina se uvek nalazi u po¢etnom stanju.
Pri tome traka sadrzi samo konatno mnogo ¢elija u koje je upisan znak 1, dok sve
ostale ¢elije sadrze znak 0. Re¢ se na traci prikazuje kao neprekidan niz ¢elija koje
sadrze znak 1, a sa leve i desne strane tog niza se nalazi najmanje po jedan blanko
znak, tj. znak 0. Po pravilu, na pocetku i na kraju izvrSavanja glava masine se
nalazi iznad najlevlje Celije koja sadrzi znak 1. Skup stanja S prosiricemo jednim
novi stanjem ¢, koje ne pripada do sada razmatranom skupu stanja. Stanje g,
nazva¢emo zavrsnim stanjem. Kada se maSina nade u stanju ¢, ona prekida sa
izvrSavanjem.

O Tjuringovoj masini mozemo razmisljati na dva nacina:

e kao o jedinstvenoj masini koja izvrsava sve programe (u smislu savremenog
racunara) i

e kao o posebnoj masini za svaki program u kom slucaju se pojam masine
poistove¢uje sa pojmom programa, tj. svaki program predstavlja posebnu
masinu

koja se u sustini medusobno ne razlikuju.

Definicija 2.3.1 Pod konfiguracijom Tjuringove masine podrazumevamo opis koji
sadrzi: opis sadrzaja trake, polozaj glave i stanje masine. Standardna konfiguracija
je konfiguracija u kojoj je:

e ili traka prazna (tj. sve éelije sadrze blanko znak) ili sadrzi najvise konacéno
mnogo nepraznih rec¢i razdvojenih po jednim blanko znakom,
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...01go1000. . . ...0111¢310. ..
...011¢0000. . . ...011¢3110. ..
...0110¢00. .. ...01g31110. ..
...0111¢;00. .. ...0g311110. ..
...01110g0. . . ...01g,1110. ..
.. 01111g30. ..

Slika 2.1. IzvrSavanje Tjuringove masine iz primera 2.3.2.

e glava masine je iznad prve (gledano sa leva) éelije trake koja sadrzi znak 1 i

e ako pocinje sa izvrSavanjem, masina se nalazi u pocetnom stanju qg, a ako
zavrSava sa radom u zavrsnom stanju gq,.

Sada se programi mogu shvatiti kao funkcije koje preslikavaju skup konfiguracija
masine u samog sebe.

Primer 2.3.2 Neka je na traci data samo jedna re¢ sastavljena od jedinica (a sve
ostale ¢elije sadrze znak 0) nad ¢ijim krajnjim levim znakom se nalazi glava. Sledeéi
program dopisuje dva znaka 1 sa desne strane reci, a zatim se glava vrac¢a na levo,
na pocetak reci, nakon cega masina staje:

q 1 R q glava se pomera udesno, na kraj reci
q 01 qq na mestu prve 0 upisuje se 1

1 1lRq glava se pomera udesno

q2 01 g3 na mestu druge 0 upisuje se 1

qg3 1 L g3 glava se pomera ulevo

q3 0 R q, do prve 0, ide udesno i zaustavlja se

Izvrsavanje ove Tjuringove masine, pod pretpostavkom da je traka na pocetku
sadrzala binarnu re¢ 11, prikazano je na slici 2.1. Porzicija oznake stanja (g;) na
slici predstavlja polozaj glave trake, tj. glava je iznad Celije u kojoj se nalazi cifra
levo od oznake stanja. [ |

Primetimo da se u opisu Tjuringove masine ne kaze sta se dogada ako za sadrzaj
¢elije nad kojim se nalazi glava i tekuce stanje masine u programu ne postoji odgo-
varajuca naredba. Ova situacija bi odgovarala ’zaglavljivanju’ programa pisanih
na standardnim programskim jezicima i moze se formalizovati kompletiranjem pro-
grama naredbama koje u takvim situacijama ne menjaju ni stanje, ni poziciju glave,
ni sadrzaj celije nad kojom se glava nalazi. Recimo, ako u programu ne postoji
naredba koja odgovara situaciji kada je masina u stanju qg, a sadrzaj celije nad
kojom se nalazi glava 0, mozemo program prosiriti naredbom:

90 00 qo
koja predstavlja jednu beskonacnu petlju. S obzirom na ovakvu moguénost, na
dalje ne¢emo voditi racuna da program bude u opisanom smislu kompletan.

2.3.4 Tjuringove masine i funkcije

U ovom odeljku é¢emo opisati kako se Tjuringove masine mogu iskoristiti kao algo-
ritmi, tj. za izracunavanje funkcija koje preslikavaju prirodne brojeve u prirodne
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brojeve.

Definicija 2.3.3 Aritmeticka funkcija je preslikavanje f za koje vazi:
e domen preslikavanja, Dom(f), je podskup skupa N¥ (k > 0) i
e kodomen preslikavanja, Im(f), je podskup skupa N.

Ako je za neki k > 0, Dom(f) = N*, f je totalna funkcija. Ako je Dom(f) C NF,
za neki k > 0 i Dom(f) # NF, f je parcijalna funkcija.

Definicija 2.3.4 Unarna reprezentacija prirodnog broja n u unarnom alfabetu A =
{1} je re¢ koja sadrzi n + 1 znak 1.

Definicija 2.3.5 Neka je f aritmeticka funkcija oblika f : X — N, gde je X C N.
Funkcija f je Tjuring-izracunljiva ako postoji program P za Tjuringovu masinu
tako da je za svaki m € X:

e pre pocetka izvrsavanja programa P Tjuringova masina u standardnoj kon-
figuraciji, pri ¢emu je jedina re¢ zapisana na traci unarna reprezentacija broja
m i

e po zavrSetku rada programa P Tjuringova masina u standardnoj konfigu-
raciji, pri ¢emu je jedina re¢ zapisana na traci unarna reprezentacija broja

f(m).

Program P tada izracunava funkciju f.

Primetimo da su prema definiciji 2.3.5 Tjuring-izrac¢unljive funkcije parcijalne,
odnosno ako se neki m ne nalazi u domenu Tjuring-izra¢unljive funkcije f, odgo-
varajucéi program P ne staje.

Primer 2.3.6 Slededi program:
7 00 qo

9 11qo
nikada ne staje, pa izrac¢unava jedino funkciju ¢iji je domen prazan skup. ]

Analogno definiciji 2.3.5 moguce je definisati k-arne aritmeticke Tjuring-izra-
cunljive funkcije. Jedina razlika je u tome Sto pocCetna standardna konfiguracija
masine odgovara traci na kojoj je prikazano k argumenata funkcije.

Sa P(x1,22,...,2,) | y oznacavamo da program P polazeéi od standardne
konfiguracije u kojoj traka sadrzi unarne reprezentacije prirodnih brojeva zi, 2,
..., T zavrsava rad pri ¢emu se masina nalazi u standardnoj konfiguraciji u kojoj
traka sadrzi unarnu reprezentaciju prirodnog broja y. Oznaka P(zq,x9,...,zk) |
znadi da je za neko y ispunjeno P(x1,xs,...,2k) | y. Oznaka P(x1,29,...,2%) T
znaci da nije P(xy,za,...,2) |.

Definicija 2.3.7 Program P konvergira za ulaz xy, x2, ..., ) ako je ispunjeno
P(xy,29,...,2x) |. Program P divergira za ulaz 1, xa, ..., x) ako je ispunjeno
P(xy,29,...,2x) 1.
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Sledi nekoliko primera programa i Tjuring-izracunljivih funkcija o kojima ¢ée
biti re¢i u kasnijim odeljcima.

Primer 2.3.8 Slededi program izracunava funkciju f(z) = 0.

90 10q¢

q0 01 qz

@1 0 R qo
Sadrzaj trake se briSe, pri cemu se glava pomera na desno. Kada se naide na prvi
znak 0, upisuje se znak 1 i zavrSava rad. Dakle, P(z) | 0. |

Primer 2.3.9 Sledeéi program izracunava funkciju naslednika prirodnog broja u
nizu prirodnih brojeva, f(z) = 2’

g 1 L qo

q0 01 qz
U programu se glava najpre pomera na levo, nakon ¢ega se nalazi iznad ¢elije koja

sadrzi znak 0. U tu celiju se upisuje znak 1 i prelazi u zavrsno stanje. Dakle,
P(z) | . |

Primer 2.3.10 Sledeéi program za fiksirane k i ¢ (k >4 > 1) izrac¢unava funkciju

koja se naziva i-ta projekcija, f(z1,...,zr) = ;.
q 10q brise zapisa broja x1
q 0 R g2
1 0 R qo
q; 10 qj41 brise zapisa broja x;_1
4 0 R gjy2
¢j+1 0 R g;
Gji+2 1 R qj42 prelazi zapis broja x;
Zj+2 0 R gjys
qj+3 10 qjtqa brise zapisa broja ;11

qj+3 0 R qj+5
Gj+4 0 R qjy3

10 gy brige zapisa broja xy

q 0L qs

a+1 0 R g

qs 0 L g5 vraca se na pocetak zapisa broja x;

qs 1 L QS+1

gs+1 1 L gs41

qs+1 O R q-
Na pocetku izvrsavanja unarne reprezentacije brojeva x1, ..., Ty su na traci razd-
vojene jednim blanko znakom. Glava se najpre pomera do kraja zapisa broja x;_1 i
pri tom brise sve jedinice, zatim prelazi preko zapisa broja x; i ponovo brise zapise
brojeva x;41, ..., xx. Kona¢no, masina se vraca na pocetak zapisa broja x; i staje.
U programu je dato reSenje u kojem se podrazumeva da je k > ¢ > 1, ali se on
jednostavno preraduje za preostale slucajeve. |
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2.3.5 Tjuring-neizracunljive funkcije

Definicijom 2.3.5 povezana je jedna klasa funkcija nazvanih Tjuring-izracunljivim
sa programima za Tjuringovu masinu. Kako je svaki program konacan niz naredbi,
a svaka naredba konacan niz simbola iz nekog prebrojivog skupa, to postoji samo
prebrojivo mnogo programa. Kako svih aritmetickih funkcija ima neprebrojivo
mnogo, to znaci da postoje funkcije koje nisu Tjuring-izrac¢unljive. Prethodno
obrazlozenje je u stvari dokaz sledeceg tvrdenja:

Teorema 2.3.11 Tjuring-izracunljivih funkcija ima prebrojivo mnogo. Postoje
funkcije koje nisu Tjuring-izracunljive.

2.3.6 Formalni opis Tjuringove masine

U ovom odeljku ¢emo strozije definisati ve¢ uvedene pojmove.

Definicija 2.3.12 Tjuringova masina je uredena petorka (S, qo, ¢, A, d) gde su:
e S konacan skup stanja,
e (o je pocetno stanje, gg € S,

® ¢, je zavrsno stanje, g, € S,

A ={1,0} alfabet,

§:(S\{g:}) x A— (AU{L,R}) x S.

Na dalje ¢emo pretpostaviti da su ¢elije trake numerisane celim brojevima, tako
da je ¢elija nad kojom je glava pre pocetka izvrSavanja programa oznacena brojem
0, celije levo od nje redom sa —1, —2, —3, ..., a desno od nje sa 1, 2, 3, ... Opis
trake shvatamo kao preslikavanje F' : Z — A, sa idejom da je F(z) = 1, ako je
u Celiji oznacenoj brojem z upisan znak 1, inaCe ako ¢elija z sadrzi blanko znak,

F(z)=0.

Definicija 2.3.13 Konfiguracija Tjuringove masine M = (S, qo, ¢z, 4, 6) je svaka
trojka (F, ¢, e) gde su:

e [ opis trake,
e g € S stanje i
e ccZ.

Ideja u definiciji konfiguracije je da je g tekuce stanje, a e broj ¢elije nad kojom
se nalazi glava. IzvrSavanje programa se odvija u koracima u kojima se menjaju
konfiguracije.

Definicija 2.3.14 Naredba Tjuringove masine M = (S, qo,q., A,d) je svaka Cet-
vorka (g;, s,0,q;) gde je 6(¢;,s) = (0,q;). Preslikavanje ¢ se naziv program.
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Primetimo da iz uslova da je ¢ preslikavanje sledi da ne postoje dve naredbe koje
se poklapaju po vrednostima parametara ¢; i s, a koje se razlikuju bar po jednoj
koordinati para (o, g;).

Definicija 2.3.15 Racunski korak Tjuringove masine M = (S, qo, ¢», A, ) za na-
redbu I = (g;, s, 0,¢;) je svaki par konfiguracija ((F’,¢’,¢’), (F",q",€")) za koje je
ispunjeno:

°q=dq,
o F'(e/) =s,
e g =¢",

e ako je operacija o = 1, onda vazi:

—d=¢"1

— F'i F" se poklapaju, sem sto je F"(e") =1,
e ako je operacija o = 0, onda vazi:

—d=¢"1

— F'i F" se poklapaju, sem sto je F”(e”) =0,
e ako je operacija o = L, onda vazi:

—e —-1=€"1i

— F’'i F” se poklapaju,
e ako je operacija o = R, onda vazi:
—e+1=¢€"1

— F’'i F” se poklapaju,

Navedeni uslovi oznacavaju da je stanje u prvoj konfiguraciji ¢;, da se glava
u prvoj konfiguraciji nalazi iznad celije koja sadrzi znak s, zatim da je stanje u
drugoj konfiguraciji ¢; i opisuju kako se menja opis trake i pozicija glave nakon up-
isivanja znaka 1, odnosno 0, tj. nakon pomeranja glave ulevo, odnosno udesno. Sa
(F',q¢',¢') Fr (F",q",€") éemo oznacavati da je ((F',q',¢e’), (F",q",€")) racunski
korak naredbe I.

Definicija 2.3.16 Izracunavanje za Tjuringovu masinu M = (S, qo, q., A, 0) i pro-
gram P opisan funkcijom d je niz konfiguracija (Fy, ¢°, o), (F1,q%,e1), - .., (Fm,q™,

em) sa osobinom da vazi:

e za (Fy,q" e0) k1, (F1,q',e1), za neku naredbu I; programa P i stanje ¢° =
do,

e za svaki prirodan broj k, 0 < k < m—1je (Fr_1,¢" % en_1) Fr. (Fr,q" er),
neku naredbu I programa P,
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(Fp1,q™ Y em_1) Fr., (F,q™, em), za neku naredbu I,, programa P i
stanje ¢ = q.,

e za svaki k € {0,m — 1}, stanje q’C #qs,

e ¢y =01zasvakii <0, Fy(i) =0,

e postojen > 01 ky, ..., k, takvi da je eg < k1 < ko < ... < k, i za svaki
i za koji je eg < i < ki, Fo(i) = 1, Fo(ky + 1) = 0, za svaki i za koji
je ki +1 < i< ky Foi) =1, Foka +1) = 0, ..., za svaki i za koji je

kn—1+1<i<k,, Fo(i) =11 za svaki i za koji je k, <1, Fy(i) =0,
o F(em)=1izasvakii<epy, F,(i)=01

e postoji k > e, tako da je za svaki i za koji je e,, < i <k, F,,(i) = 11za
svaki j >k, F,(j) = 0.

2.3.7 Kombinovanje Tjuringovih masina

Dosadasnji primeri programa za Tjuringovu masinu su bili uglavnom jednostavni.
U ovom odeljku ¢emo opisati kako se kombinovanjem jednostavnih programa mogu
graditi slozeniji programi, sto podse¢a na ideju potprograma kod standardnih pro-
gramskih jezika.

Program iz primera 2.3.9 je izracunavao funkciju naslednika f(x) = a/, sto je
zapravo f(x) = x + 1. Pretpostavimo da Zelimo napisati program koji izra¢unava
funkciju g(z) = « + 2. Tada mozemo postupiti na jedan od dva nacina: napisati
novi program, slican programu iz primera 2.3.2, ili uociti da je g(z) = f(f(z)),
tj. da se funkcija g dobija kompozicijom funkcije f sa samom sobom, te iskoristiti
program iz primera 2.3.9 za kreiranje novog programa.

Neka je P neki program za Tjuringovu masinu. Sa S(P) ozna¢imo skup stanja
programa P. Dva programa P; i P, imaju disjunktne skupove stanja ako je S(P;)N
S(P2) = {a0, 0z }-

Posmatrajmo sada dve kopije programa iz primera 2.3.9 sa tako imenovanim
stanjima da imaju disjunktne skupove stanja. Neka je ¢' takvo stanje da se ne
nalazi ni u S(P;) ni u S(Pz2). Zatim zamenimo sve pojave zavrinog stanja u prvoj
kopiji programa, i sve pojave pocetnog stanja u drugoj kopiji programa stanjem g'
i nadovezimo drugu kopiju programa na prvu. Ovako dobijeni program je kompozi-
cija dva razmatrana programa.

Transformacija slicna kompoziciji se moze napraviti i u nesto slozenijim okolnos-
tima. Najpre ¢emo oslabiti zahtev iz definicija 2.3.14 i 2.3.16 programa za Tjurin-
govu masinu: u standardnoj konfiguraciji glava masine ne mora da se pozicionira
nad kranjom levom celijom trake koja sadrzi znak 1 ni na pocetku, ni na kraju
izvrSavanja masine. Neka su P, @) i R takvi programi. Uz to pretpostavimo i da
su im skupovi stanja medjusobno disjunktni i oznac¢imo zavrsno stanje programa
P sa ¢, a pocetna stanja programa @ i R sa qé? i gff. Posmatrajmo sada slededi
program:
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Slika 2.2. Grananje pri komponovanju Tjuringovih masina.

P naredbe programa P
q? 00 qg2 prelazi se na program @)
qf 11 ¢f prelazi se na program R
Q naredbe programa @
R naredbe programa R

Sematski prikazan na slici 2.2. Nakon izvrSavanja programa P, ako se glava nalazi
nad ¢elijom koja sadrzi znak 0, nastavlja se sa izvrSavanjem programa @, a ako je
sadrzaj éelije znak 1, nastavlja se sa izvrSavanjem programa R. Ocigledno je da ova
konstrukcija podse¢a na grananje u programima pisanim na nekom standardnom
programskom jeziku.

Slede¢i jednostavni programi za Tjuringovu masinu mogu posluziti kao osnovne
gradivne jedinice slozenijih programa koji se dobijaju kompozicijom i grananjem:

2.3.

program koji u tekucu celiju upisuje znak 1 i potom staje,
program koji u tekuéu ¢eliju upisuje znak 0 i potom staje,
program koji pomera glavu za jedno mesto u levo i potom staje i

program koji pomera glavu za jedno mesto u desno i potom staje.

8 Varijante Tjuringove masine

Ovde izabran pristup u definisanju Tjuringove masine je samo jedan od mogudih.
Recimo, posmatraju se Tjuringove masine u kojima:

alfabet kojim se zapisuje sadrzaj ¢elija trake ne mora biti unarni,

pored zavrsnog stanja ¢, uvode se i neka specijalna zavr$na stanja, recimo
Qda 1 gne koja, intuitivno, znace pozitivan, odnosno, negativan odgovor na
postavljeni problem,

dozvoljena je traka koja je beskona¢na samo na jednu stranu, tj. postoji
krajnja leva ¢elija, dok se na desno traka pruza neograniceno,

umesto samo jedne postoji vie traka, a za svaku traku postoji posebna glava,
nad jednom trakom postoji vise glava umesto samo jedne,

traka je dvodimenzionalna, a ne jednodimenzionalna, tj. traka podsec¢a na
beskona¢nu sahovsku plocu,
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e 1 jednoj naredbi masine moguce je i upisati znak u ¢eliju i pomerati glavu,

e ne vazi zahtev za determinisanoséu, tj. dozvoljeno je da postoje naredbe koje
odgovaraju istom stanju i znaku u éeliji nad kojom se nalazi glava, a koje se
razlikuju po dejstvu (operaciji koja se izvrsava i/ili stanju u koje se prelazi)
itd.

Zanimljivo je da u smislu izra¢unljivosti gotovo sve od ovih varijanti Tjuringove
masine odgovaraju istoj klasi funkcija, tj. klasi Tjuring-izra¢unljivih funkcija, kao
i osnovna verzija masine. Izuzetak predstavljaju neki slabiji, restriktivni slu¢ajevi:
recimo, masina Cija traka je ograni¢ena sa jedne strane i koristi unarni alfabet ili
masina koja ima samo dva stanja i koristi alfabet od dva znaka. Ekvivalencija
varijanti Tjuringove masine se dokazuje tako $to se pokaze da za svaki program P
za neku od varijanti Tjuringove masine postoje programi za preostale varijante koji
simuliraju izvrenje programa P i izracunavaju istu funkciju. Skicira¢emo neke od
ovih postupaka.

Izbor varijante Tjuringove masine zavisi od primene kojom se bavimo. Recimo,
u analizi slozenosti algoritama u glavi 10 se koristi viSe varijanti masina zavisno od
klase slozenosti koja se proucava.

Tjuringova masina sa bogatijim alfabetom

Kao §to je napomenuto u odeljku 2.3.2 reci bilo kog prebrojivog alfabeta se mogu
prikazati pomoéu unarnog alfabeta, tako da se u slu¢aju Tjuringove masine sa
trakom koja nije ograni¢ena ni sa jedne strane i u veéini drugih slucajeva alfabet
moze, zavisno od potrebe, slobodno odredivati. Na primer, u glavi 10, kada bude
analizirana slozenost algoritama, prirodni brojevi ée biti dati u binarnoj, a ne kao
do sada u unarnoj, reprezentaciji. Ostvarena usSteda ¢e biti znacajna posto je
unarna reprezentacija prirodnih brojeva eksponencijalno duza od binarne.

Tjuringova masina sa trakom koja ima pocetak sa leve strane

Alfabet kod masina ove vrste sadrzi jo$ jedan specijalni znak, recimo >, koji sluzi da
se prepozna pocetna celija sa leve strane. Preko tog simbola se nikada ne prepisuje
ni jedan drugi simbol, niti se glava sme pomeriti levo, tako da je jedina moguéa
naredba kada je znak > u éeliji ispod glave oblika:

g > R g
za neka stanja ¢; i g;.

Ocigledno je da se sve funkcije koje se izra¢unavaju pomoc¢u Tjuringove masine
¢ija traka ima najlevlju ¢eliju mogu izracunati i pomocu standardne varijante masi-
ne: jednostavno se necée koristiti deo trake koji se nalazi sa leve strane éelije iznad
koje je pozicionirana glava pre pocetka izvrSavanja.

Posmatrajmo Tjuringovu masinu M; koja na traci neograni¢enoj u oba smera
izracunava neku funkciju f. Konstruisimo masinu M, ¢ija traka je ogranicena
sa leve strane. Najpre, oznac¢imo ¢elije trake masine M; celim brojevima kao u
definiciji opisa trake. Tada je sa 0 oznacCena ¢elija nad kojom je glava, celije na
levo od nje sa —1, —2, ..., a desno od nje sa 1, 2, ...Zamislicemo da je traka
presavijena tako da formira dva reda, kao na slici 2.3, pri ¢emu su u gornjem redu
¢elije numerisane sa 0, 1, 2, ..., a u donjem sa —1, —2, ...1i da je dodata jos$ jedna
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. 0 1 2
-1 -2 -3
Slika 2.3. Jednostrana traka.

posebna celija koja predstavlja levi kraj tako dobijene trake. Celije trake masine
M> sadrzace simbole koji bi se nalazili u odgovarajué¢im ¢elijama trake masine M.

Alfabet koji ée koristiti masina My ée biti As = {(0,0),(1,0),(0,1),(1,1),>},
dakle sadrzace parove znakova 1 i 0 i simbol >. Znak > ée se nalaziti samo u
najlevljoj celiji. Parovi znakova ¢e opisivati sadrzaj odgovarajucih parova c¢elija
trake masine M;. Stanja ove maSine Ce biti sledeceg oblika: za svako stanje ¢
masine M; postojace stanja (g, 1) i (g, 2) koja ¢e redom znaciti ‘'masina M> u stanju
q radi nad ¢elijama iz gornjeg reda’ i 'maSina M, u stanju ¢ radi nad ¢elijama iz
donjeg reda’. Stanja {(q.,1) i (g.,2) ¢e oba biti zavrsna stanja.

Naredbe programa za masinu M; se transformisu na sledeé¢i nacin:

e Ako je naredba oblika g; s 0 g; posmatraju se dve naredbe koje simuliraju
izvrSavanje na levoj, odnosno desnoj strani trake masine M;:

- <qia 1> (S,LE) o <qja 1>7 gde je

zao=1L
zao=R
,x) zao=1
,x) zao=0

iz € {0,1}. Ovom naredbom se menjaju polozaj glave, odnosno sadrzaj
¢elija u gornjem redu koji odgovara desnoj strani trake masine My,

- <q1a2> (.’E,S) o <Qja2>7 gde je

L zao=R
R za o= 1L
(x,1) zao=1
(z,0) zao=0

iz € {0,1}. Ovom naredbom se menjaju polozaj glave, odnosno sadrzaj
¢elija u donjem redu koji odgovara levoj strani trake masine M;. Zbog
numeracije ¢elija u traci sa dva reda, kretanje glave masine M; u levo
nad ¢elijama sa negativnim brojevima, ovde se prikazuje kao kretanje
glave u desno.

e Za svako stanje ¢ maSine M; dodaju se naredbe:
— (1) > R (q,2) i
—(¢,2) > R (q,1)

koje se izvrsavaju kada se glava masine Ms nade nad krajnjom levom éelijom
u koju je upisan posebni simbol . Na ovu éeliju se moze doéi pri pomeranju
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ulevo glave koja obraduje gornji red trake masine Ms, nakon ¢ega treba nas-
taviti kretanje obradujuéi donji red trake (tada se kretanje u levo kod masine
M, prikazuje kao kretanje u desno masine Ms). Prelazak sa obradivanja
gornjeg na obradivanje donjeg reda je opisan promenom druge kordinate u
stanju masine. Sli¢no se desava i kada se obraduju¢i donji red trake glava
pomera ulevo, §to bi odgovaralo pomeranju udesno glave masine M.

Pretpostavimo da masSina M; za neki ulaz x izrac¢unava rezultat y. Tada,
opis masine M, garantuje analogno ponasanje, pri ¢emu C¢e sadrzaj Celija 0, 1, 2,
... magine M; biti predstavljen prvim koordinatama znaka u ¢elijama trake masine
M, koje se nalaze neposredno do éelije trake koja sadrzi znak .

Tjuringova masina sa viSe traka

Pretpostaviéemo da je ova varijanta masina organizovana na slede¢i nacin. Za neki
k > 0 Tjuringova masina sa k traka sastoji se od traka oznacenih sa 1, 2, 3, ...,
k. Sve trake imaju kraj sa leve strane, Sto nije ogranicenje, kao sto je pokazano u
odeljku 2.3.8. Nad svakom trakom nalazi se posebna glava. U svakom koraku ¢ita
se tekuca ¢elija na svakoj od traka i preduzima odgovarajuca akcija, tj. neke glave
upisuju znak, neke se pomeraju levo, a neke desno. Na pocetku izvrsavanja ulazni
podaci se smestaju na prvu traku, dok su sve ostale trake prazne. Ako izvrsavanje
masine shvatimo kao izracunavanje neke funkcije, rezultat se smesta u poslednju,
k-tu traku.

U nekim situacijama masina sa viSe glava olakSava programiranje. Takav slucaj
je, recimo, sa ispitivanjem da li je neka re¢ palindrom'?. Najpre se reé¢ iz prve
trake iskopira na drugu, glava prve trake se vrati na levo, dok glava druge ostaje
u krajnjoj desnoj poziciji. Konacno, dve glave se kre¢u u suprotnim smerovima i
ispituju da li se nalaze nad jednakim znacima.

Posto Tjuringova masina sa jednom trakom trivijalno spada u klasu masina sa
viSe traka, svaka funkcija izrac¢unljiva masinom prve vrste je automatski izracunljiva
iu drugom slucaju. Obrnuto, pretpostavimo da je M7 Tjuringova masina sa k traka
koja izracunava neku funkciju f. Konstruisaéemo masinu M5 sa jednom trakom
koja ¢e simulirati izvrSavanje masine M;. Sadrzaji k traka masine M; bic¢e redom
smesteni u jedinoj traci masine Ms. Uobicajeni unarni alfabet ée biti prosiren na
slede¢i nacin:

e novi znak > ¢e oznacavati pocetak trake sa leve strane, tako da se glava trake

ne sme kretati levo od njega,

e novi znak >’ ée oznacavati pocetak sadrzaja svake od k traka masine M i
preko njega Ce glava masine My smeti da prelazi na levo,

e novi znak < ¢e sluziti kao oznaka desnog kraja trenutnog zauzecéa svake od
predstavljenih traka, a dva uzastopna znaka < ¢e oznacavati kraj sadrzaja
svih k traka masine M; zapisanih na jedinoj traci masine M,

e novi znak < ¢e sluziti kao privremena varijanta znaka < prilikom simuliranja
nekih koraka izvrsavanja masine M7 i

12Re¢ je palindrom ako se ¢itanjem sa leva na desno i sa desna na levo dobija isti niz znaka.
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e novi znaci 1, 0 ¢e oznacavati da se glava neke od traka nalazi upravo iznad
znaka 1, odnosno 0 u toj ¢eliji

Recimo, polazni sadrzaj trake masine M bi izgledao kao:

> wap a4
—_——

k—1

gde w predstavlja ulazne podatke zapisane na prvoj traci masine M; i prvi znak iz
w je podvucena verzija znaka jer se nad njim nalazi glava.

Masina M, simulira jedan korak izvrsavanja masine M; tako $to dva puta prelazi
sadrzaj svoje trake sa leva na desno i nazad. U prvom prolazu prikuplja informacije
o k znaka koji se trenutno nalaze ispod glava masine M; - to su podvuceni znaci
na traci masine Ms. Da bi se omoguéilo pamcéenje potrebno je uvesti nova stanja
koja odgovaraju kombinacijama stanja masine M; i k-torki simbola. Na primer,
ako se masina M; nalazi u stanju ¢, a simboli u éelijama iznad kojih su glave
traka su redom o1, ..., ok, odgovarajuée stanje masine My mozemo oznaciti sa
q(o1,...,0x). Na osnovu svog stanja nakon prvog prelaska, masina My u drugom
prelasku izvrsava akciju koja simulira razmatrani korak rada masine M;. To se
izvodi tako §to se prelazi preko ¢elija trake masine Ms i eventualno menja sadrzaj
¢elija u koje su upisani podvuceni znaci. Promena se ogleda ili u prepisivanju
tekuéeg podvucenog znaka novim podvucenim znakom (ako je operacija pisanje)
ili zamenom povucene verzije znaka nepodvuc¢enom i promenom jednog od susednih
znaka u podvucenu verziju (ako je akcija pomeranje glave). Jedini problem nastaje
kada je trenutna pozicija upravo desni kraj zapisa neke od traka masine M, a glava
treba da se pomakne na desno. To znaci da se u ¢eliji iznad koje je glava nalazi
znak <. Kod masine M; to ne bi predstavljalo problem, ali ovde desno od znaka <
nema slobodnog prostora jer se tu nalaze zapisi sadrzaja ostalih traka masine M.
Zato se najpre znak < prepisuje znakom <, pa se pomere svi znaci po¢ev od njega
za po jedno mesto u desno, zatim se glava vraca na levo do prvobitne pozicije znaka
<’ i prepisuje ga blanko znakom. Konacno, zbog kopiranja sadrzaja u prvoj desnoj
¢eliji je jos jedan znak <’ koji se prepisuje znakom <. Simulacija se nastavlja dok se
masina Ms ne zaustavi, nakon Cega briSe sve delove trake koji prikazuju sadrzaje
traka masine M7, sem za k-tu traku koja predstavlja rezultat.

Pretpostavimo da |z| oznac¢ava duzinu ulaznih podataka masine My, a f funkciju
za koju vazi da je broj koraka izra¢unavanja masine M; za ulaz x najvise f(|z])
i primetimo da ni na jednoj od k traka maSine M; ne moze biti zauzeto vise od
f(Jz|) éelija. Prema tome, svakom koraku izvrsavanja masine M; odgovara najvise
c1-k f(|x|) koraka rada masine My potrebnih za dvostruki prelazak trake i co-k f(|x])
koraka rada masine M, potrebnih za eventualno pomeranje sadrzaja u desno, za
neke konstante ¢ i co. MasSina Ms treba da na pocetku izvrsavanja postavi polazni
sadrzaj trake pri éemu pomera ulazne podatke i dopisuje znake &' i <, kao i da na
kraju obriSe deo trake zauzet prikazom prve k — 1 trake magine M, za Sta joj je
potrebno cs3- f(|x]) koraka, za neku konstantu c3. Na osnovu ove analize je o¢igledno
da je ukupna duZina izvrSavanja masine My ograni¢ena odozgo sa ¢4 - (f(|2]))? za
neku konstantu cg4, tako da simulacija radi samo polinomijalno duze od masine M;.
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q,s
01,41 02,42 03,43 Ok, gk

Slika 2.4. Nedeterministicki korak u izvrsavanju Tjuringove masine.

Nedeterministicka Tjuringova masina

U komentaru u odeljku 2.3.3, ponasanje do sada koristenih verzija Tjuringove
masine je okarakterisano kao deterministicko, tj. za svaku kombinaciju tekucéeg
stanja i znaka bila je predvidena samo jedna akcija. Kod nedeterministicke Tjurin-
gove masine ovaj zahtev ne postoji. U odnosu na definiciju 2.3.12 Tjuringove
masine, jedina razlika je u slede¢em:

o 0:(S\{g:}) x A= P((AU{L, R}) x 5),

gde je P() oznaka partitivnog skupa, odnosno za stanje ¢ € S\ {¢.} i znak s € A,
(g, s) je proizvoljan konacan podskup skupa ((AU{L, R}) x S). Drugim rec¢ima,
za tekuéu konfiguraciju masine moze postojati vise razlicitih konfiguracija do kojih
se dolazi izvrSavanjem neke od naredbi programa.

U izvrSavanju nedeterministicke Tjuringove masine postoji svojevrsna mogué-
nost izbora: u slucaju da za neko stanje ¢ neki znak s postoji vise moguéih naredbi
treba izabrati neku od njih i nastaviti izvrSavanje, sto je Sematski prikazano kao
deo jednog drveta na slici 2.4. Grananje u drvetu je konac¢no, §to znac¢i da u
svakom koraku izvrSavanja postoji samo kona¢no mnogo opcija za izbor, dok grane
predstavljaju mogucée redoslede izvrsavanja programa.

Deterministickim Tjuringovim masinama definisana je jedna klasa izracunljivih
funkcija. Kod nedeterministickih masina situacija je donekle izmenjena. One su
pre svega pogodne za davanje odgovora ’da’ ili 'ne’ na pitanja oblika ’da li za ulazne
podatke vazi ...?" Imajuéi u vidu ideju o uvodenju novih stanja qg, 1 gne zaus-
tavljanje u nekom od ovih stanja ima znacenje pozitivnog, odnosno negativnog,
odgovora. Snaga, odnosno na jeziku savremenih ra¢unara - brzina, nedetermin-
istickih Tjuringovih masina je posledica sledete asimetri¢ne konvencije: masina
potvrdno odgovara na pitanje ako se bar jedno od mogucéih izra¢unavanja zavrsava
u stanju gg,, dok jedino okon¢anje svih moguéih izrac¢unavanja u stanju g, znaci
da je odgovor 'ne’. Na osnovu ovog dogovora, nedeterministicka masina se moze
zamisliti kao viSeprocesorski sistem koji se ponaSa na sledeéi nacin. U svakom
koraku svaki od procesora kreira onoliko novih procesora koliko ima razli¢itih kon-
figuracija u koje taj procesor moze preéi izvrsavanjem tekuce naredbe. Ako mu u
nastavku izvrSavanja bilo koji od njegovih potomaka vrati informaciju o potvrdnom
odgovoru, procesor tu informaciju prosleduje svom neposrednom pretku. Negati-
van odgovor se prosleduje samo ako je dobijen od svih neposrednih potomaka. Za-
pravo, svaki procesor izracunava disjunkciju odgovora svojih potomaka. Primetimo
da, ako ni jedno izrac¢unavanje ne dovodi do stanja ¢4, i bar jedno izracunavanje
ne dovodi ni do kog zavrsnog stanja, nedeterministicka masina divergira.
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Ovakav model masine je pogodan za reSavanje nekih slozenih problema, o ¢emu
¢e viSe reci biti u glavi 10. Na primer, pretpostavimo da zelimo ispitati da li je neki
prirodan broj n slozen ili prost. Obitnom Tjuringovom masinom problem bi se
mogao resiti na slede¢i nacin: delili bismo broj svim prirodnim brojevima izmedu
21 5 ina osnovu toga dali odgovor. U slucaju nedeterministicke Tjuringove masine
na jednom mestu bismo imali moguénost izbora broja kojim delimo broj n, pa ako
je mn slozen, a izabrani broj delilac, mogli bismo dati odgovor u jednom koraku, $to
bi bio znacajan dobitak u odnosu na deterministicki postupak. Lako je uociti da
ovaj postupak nije realan, u smislu da izbor delioca podrazumeva da mi ve¢ znamo
da je n slozen, tj. da nam je poznat bar jedan njegov ¢inilac. Medutim, i pored
toga, nedeterministicka Tjuringova masina se moze simulirati deterministickom
masinom, tako da se izrazajnost u smislu onoga $ta masina moze odgovoriti ne
menja.

Pretpostavimo da je M; nedeterministicka Tjuringova masina. Odgovarajuéa
deterministicka Tjuringova masina My ée sistematski prelaziti sve moguce redoslede
izvrsavanja masine M, najpre duzine 1, pa duzine 2 itd'®. Ovo obezbeduje da ni
jedno moguce konacno izvrsavanje nece biti preskoceno. Zato, ako bi se masina M;
u nekom trenutku izvrsavanja nasla u stanju gq,, to isto ¢e pre ili posle biti slucaj i
sa masinom Ms. Ako svi mogudéi redosledi izvrsavanja masine M7 dovode do stanja
Gne, 1 masina Mo ¢e se nac¢i u tom stanju kada iscrpi sve mogucénosti. Konacno ako
masina M divergira za date ulazne podatke x i masina My se neée zaustaviti.

Deterministicka masina My ¢e imati tri trake: prva traka uvek sadrzi ulazni po-
datak i nikada se ne menja, na drugoj traci ¢e se simulirati izvrSavanje masine My,
a na trecoj ¢e se, kao na nekom steku, pamtiti niz brojeva koji predstavljaju prikaz
izabranih pravaca u svim moguéim trenucima izbora naredbe koja se izvrsava. Na
pocetku izvrsavanja masine My ulazni podatak se nalazi na prvoj traci, dok su
preostale dve trake prazne. U osnovnom ciklusu rada masina kopira sadrzaj prve
na drugu traku i koriste¢i sadrzaj trec¢e trake, kao uputstvo za redosled koraka,
simulira jedan deterministicki redosled izvrsavanja masine Mj.

Ocigledno je da deterministicka masina My u najgorem slucaju bar jednom
posecuje svaki ¢vor drveta koje prikazuje izvrsavanje nedeterministicke masine Mj.
Ovih évorova moze biti eksponencijalno vise nego $to je duzina najkra¢eg moguéeg
izracunavanja masine M; koje dovodi do stanja ¢4, ako takvo uopSte postoji.
Zato je izvrsavanje deterministicke masine My u najgorem slucaju eksponencijalno
duze nego izvrSavanje nedeterministicke masine M;. Za sada nije poznato da li je
simulaciju moguce izvesti uz samo polinomijalni gubitak vremena. U vezi sa tim
je ¢uveni problem da li je P = NP o ¢emu ¢e biti reci u glavi 10.

U istoj glavi bice koristena i jedna specijalna vrsta nedeterministickih Tjurin-
govih masina, koje se zovu precizne, a u kojima u svakom koraku izvrsavanja koji
nije poslednji korak postoje ta¢no dva mogucéa nastavka rada. Ovakvo] masini
odgovara drvo stepena granjanja dva. Svaka nedeterministicka masina se moze
prevesti u masinu ovog tipa tako Sto se svaka situacija sa visestrukom moguénoséu
grananje prevodi u niz naredbi u kojima postoje samo po dve moguénosti, dok se u
situacijama u kojima nema izbora vestacki doda naredba koja ne menja ni poziciju
glave, ni sadrzaj trake.

130vo podseéa na mehanizam pretrage po &irini.
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2.3.9 Univerzalna Tjuringova masina

Univerzalna Tjuringova masina, u oznaci UT'M, je svojevrstan primer programi-
bilnog digitalnog ra¢unara opste namene sa programom i podacima smesStenim u
memoriju koji simulira izvrSavanje ostalih Tjuringovih masina. Ulazni podaci koji
se smesStaju na traku univerzalne Tjuringove masinu su opis neke posebne masine,
tj. njen program, i ulazni podaci te masine, a rezultat izvrsavanja je rezultat rada
simulirane posebne masine.

Postojanje univerzalne Tjuringove masine se moze dokazati direktno, davan-
jem njenog opisa, $§to ovde neé¢emo raditi. Umesto toga, pozvacemo se na teo-
reme 2.5.1 i 2.5.2 iz odeljka 2.5 kojima se uspostavlja jednakost izmedu klasa
Tjuring-izracunljivih funkcija i parcijalno rekurzivnih funkcija. Postojanje uni-
verzalne funkcije opisane u odeljku 2.4.12 kao posledicu ima postojanje univerzalne
Tjuringove masine.

2.4 Rekurzivne funkcije

U ovom odeljku ¢emo analizirati drugi pristup definiciji izracunljivosti koji je naiz-
gled potpuno razlic¢it od Tjuringovih masina. Medutim, kao Sto ¢emo videti, oba
pristupa odreduju jednu te istu klasu funkcija. Proucavanje ¢emo zapoceti takoz-
vanim primitivno rekurzivnim funkcijama. Iako sadrzi sve uobic¢ajene funkcije sa
kojima se redovno sre¢emo, u ovoj klasi ipak nisu sve funkcije za koje intuitivno
smatramo da su izracunljive. Zbog toga se klasa $iri sto dovodi do pune klase
parcijalno rekurzivnih funkcija.

2.4.1 Primitivno rekurzivne funkcije

Prilikom definisanja aritmetickih funkcija ¢esto se javlja induktivni postupak kojim
se uvodi, recimo, funkcija faktorijel:

0! =ges 1
(n+ D! =aes (nl) - (n +1).

Ovde je funkcija faktorijel induktivno definisana pomoc¢u funkcije mnozenja. U
opStem slucaju induktivni postupak definisanja funkcije f na osnovu funkcije ¢
je oblika f(0) = m, f(n+1) = g(f(n),n). Pod pretpostavkom da je funkcija
g definisana, lako se vidi da je i funkcija f dobro definisana: f(0) = m, f(1) =
g<f<0)’0) = g(m,O), f(2> = g(f(l)a 1) = g(g(mao)v 1)v R f(n+1> = g(f(n)>n) =
co=g(9( .. (g(m,0),1),...,n—1),n).

U definiciji klase primitivno rekurzivnih funkcija koristicemo upravo ovu ideju
u definisanju funkcija: polazeéi od jednog malog broja jednostavnih funkcija defin-
isa¢emo nove koristeé¢i donekle uopsteni postupak induktivnog definisanja.

2.4.2 Definicija primitivno rekurzivnih funkcija
Definicija 2.4.1 Klasa primitivno rekurzivnih funkcija sadrzi osnovne funkcije:

e nula funkciju Z(n) = 0, za svako n € N,
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e funkciju naslednika S(n) prirodnog broja n u nizu prirodnih brojeva i
e funkcije projekcije Pj(z1,...,x,) = z; zasve i i k takve daje 1 <i <k
i sve funkcije koje se od njih dobijaju kona¢nim brojem primena osnovnih operacija:

o kompozicije, tj. ako su veé definisane funkcije g : N™ — Nihy, ..., hy : NF —
N, definisana je i funkcija f : N¥ — N tako da je za sve (z1,...,z;) € N*:

flay, ..o xp) =g(hi(z1, .y xk)y o b (21, - Tg))
i
e primitivne rekurzije, tj. ako su ve¢ definisane funkcije g : N™ — N i h :

N™*+2 — N, definisana je i funkcija f : N™*! — N tako da je za sve
(x1,...,Tm) € N™:

— f0,x1,.. . ) =g(x1, .oy Tm) 1
— fin+ L zq,...;20) =h(f(n,21,...,Tm), 0, T1, ..., Ty) zan € N,

Pri tome je funkcija f definisana primitivnom rekurzijom nad h sa bazom g.

Tako je za funkciju naslednika ispunjeno S(n) =n + 1, da smo u definiciji 2.4.1
izabrali taj nacin uvodenja funkcije S, sabiranje bi moralo biti osnovna funkcija.
Ovako, sabiranje ¢e biti definisano. Primetimo i da se operacija primitivne rekurzije
u sluc¢aju kada je funkcija f unarna svodi na induktivnu definiciju: funkcija g je u
tom slucaju konstanta, f(0) =di f(n+1) = h(f(n),n).

Drugi nac¢in definisanja klase primitivno rekurzivnih funkcija je da se ona uvede
kao najmanja klasa koja sadrzi osnovne funkcije i zatvorena je za osnovne op-
eracije. Ova definicija pretpostavlja postojanje beskonacne kolekcije klasa koje
sadrze ovakve funkcije, pri ¢emu se najmanja klasa dobija kao presek svih takvih
klasa. Sa druge strane definicija 2.4.1 je konstruktivni na¢in za opisivanje klase i
svojevrstan nacin da se izbegne beskona¢nost u analizi izracunljivosti.

Primetimo da su sve osnovne funkcije totalne, a da osnovne operacije primen-
jene na totalne funkcije takode daju totalne funkcije. Prema tome, primitivno
rekurzivne funkcije su totalne. Iz teoreme 2.5.1 takode sledi da su primitivno
rekurzivne funkcije Tjuring-izra¢unvljive.

2.4.3 Primeri primitivno rekurzivnih funkcija

Da bi se za neku funkciju pokazalo da je primitivno rekurzivna potrebno je naci
njen opis u smislu definicije 2.4.1, tj. pokazati da je ona inicijalna ili da se moze
iz inicijalnih funkcija dobiti konaénim nizom primena operacija kompozicije i/ili
primitivne rekurzije.

Primer 2.4.2 Sve konstantne funkcije K,i :N* — N za koje je K,z(ml, cey X)) =]
za sve (x1,...,71) € NF su primitivno rekurzivne. Najpre, za k = 1 re¢ je o
konstantnim funkcijama oblika K7 : N — {j}, gde je j € N konstanta, koje su
primitivno rekurzivne jer ih mozemo definisati kao K- { (r) = S7(Z(x)). Neka je k >
1. Tada mozemo definisati funkciju K ,JC 41 brimitivnom rekurzijom nad projekcijom
Pkl+2 sa bazom K,z:
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KZ+1(0,x1,~~.7$k) = Kj(z1,...,2x),
Ki+1(”+179317~--a17k) :P,€1+2(K,J;+l(n,a:1,...,xk),n,xl,...,ask).
Primetimo da je moguée definisati i KJ(z1,...,xx) = S7(Z(PL(z1,...,2x))). N

Primer 2.4.3 Funkcija sabiranja f(n,z) = n+ je primitivno rekurzivna. Najpre
uo¢imo da je funkcija S(P3(z,vy, 2)) primitivno rekurzivna jer se dobija kompozi-
cijom osnovnih funkcija naslednika S() i projekcije P4 (). Funkciju sabiranja sada
mozemo definisati sa:

f(O,SL‘) = Pll(x)
fn+1,2) = S(P5(f(n,z),n,)).

U prvom redu definicije koristimo unarnu funkciju projekcije, a u drugom funkcije
naslednika i projekcije. Prema tome, funkcija f je definisana primitivnom rekurzi-
jom nad S(P4()) sa bazom PL(). [ |

Primer 2.4.4 Funkcija prethodnik definisana sa

0 zazxz =0
prethodnik od x u nizu prirodnih brojeva za x >0

preth(x) = {
je primitivno rekurzivna jer se dobija primenom operacije primitivne rekurzije:

preth(0) =0

preth(n + 1) = P#(preth(n),n).

Primetimo da je funkcija preth, kako je ovde definisana, totalna, za razliku od
istoimene Tjuring-izracunljive funkcije iz zadatka 11.5 koja je parcijalana. |

2.4.4 Primitivno rekurzivne operacije

Neku operaciju nazva¢emo primitivno rekurzivnom ako primenjena na primitivno
rekurzivne funkcije daje primitivno rekurzivnu funkciju, tj. ako se moze simulirati
koristenjem kompozicije, primitivne rekurzije i osnovnih primitivno rekurzivnih
funkcija. Primitivno rekurzivne operacije omogucice nesto jednostavnije definisanje
primitivno rekurzivnih funkcija.

Eksplicitna transformacija

Definicija 2.4.5 Neka je g : N¥ — N k-arna funkcija i neka su hy, ..., hy : Nt = N
l[-arne funkcije od kojih je svaka ili projekcija ili konstantantna funkcija. Funkcija
f definisana sa:

flay,... x) = glha(ze, ..o 2p), .. iz, .o 2p))

je dobijena iz funkcije g eksplicitnom transformacijom.
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Ocigledno je da je funkcija f dobijena iz funkcije g dupliranjem i/ili permutovan-
jem argumenata i zamenom argumenata konstantama. Eksplicitna transformacija
predstavlja jednu vrstu kompozicije, pa vazi:

Teorema 2.4.6 Ako je funkcija g primitivno rekurzivna, primitivno rekurzivne su
i sve funkcije dobijene iz nje eksplicitnom transformacijom.

Primer 2.4.7 Neka je funkcija ¢ : N> — N primitivno rekurzivna. Tada je i
funkcija f(x,y,2) = g(z,2) primitivho rekurzivna jer je dobijena eksplicitnom
transformacijom iz primitivno rekurzivne funkcije g. |

Primer 2.4.8 Funkcija monus'* definisana sa

~(n7x):{0 zax <n

T—mn, zar>n

je primitivno rekurzivna jer se dobija primenom operacije primitivne rekurzije:
(0,2) = Pl(a)
“n+1,2) = h(:(n,z),n,x)

gde je funkcija h defnisana sa h(z,y, z) = preth(Pj(z,vy,2)), tj. kao prethodnik
prve projekcije, pa je prema teoremi 2.4.6 primitivno rekurzivna jer je dobijena
eksplicitnom transformacijom iz primitivno rekurzivne funkcije preth. |

Napomenimo da funkcija x — y nije totalna, pa nije ni primitivno rekurzivna,
zbog Cega se i razmatra funkcija monus.
Ograni¢éena suma i ogranic¢eni proizvod

Definicija 2.4.9 Ogranicena suma je funkcija oblika fo(z) + ... + fn(x) za koju
¢emo koristiti oznaku Y"1, fi(x).

Teorema 2.4.10 Neka su funkcije fo, ..., f, primitivno rekurzivne. Tada je i
ogranitena suma » ., fi(z) primitivno rekurzivna funkcija.

Dokaz. Ako je n = 0, funkcija Z?:o fi(x) = fo(x) je trivijalno primitivno rekur-
zivna funkcija. Pretpostavimo da je za sve k& < m tvrdenje dokazano. Tada je
funkeija Y10 fi(z) = +(Z£61 fi(x), fm(x)) primitivno rekurzivna funkcija jer je
dobijena kompozicijom primitivno rekurzivnih funkcija. ]

Definicija 2.4.11 Ograniceni proizvod je funkcija oblika fo(z) - ...  fn(x) za koju
¢emo koristiti oznaku II7_ f; ().

Teorema 2.4.12 Neka su funkcije fo, ..., f, primitivno rekurzivne. Tada je i
ograni¢eni proizvod II_ f;(x) primitivno rekurzivna funkcija.

Dokaz. Dokaz se sprovodi analogno dokazu teoreme 2.4.10. |

Sliéno se definisu ograni¢ene sume i proizvodi veée arnosti.

14Drugi naziv za ovu funkciju je ograni¢eno oduzimanje.
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Primitivno rekurzivni predikati

Predikat je relacija, odnosno neki podskup skupa N* za neki prirodan broj k > 0.
Unarni predikat R je primitivno rekurzivan ako je primitivno rekurzivna njegova
karakteristicna funkcija

_ [ 1 ako vazi R(n)
Cr(n) = { 0 ako ne vazi R(n)

i slicno za predikate proizvoljne arnosti.

Primer 2.4.13 Predikat =, tj. relacija jednakosti, je primitivno rekurzivan jer je

primitivno rekurzivna njegova karakteristiéna funkcija C=(z,y) = *(sgn(*(z,y) +
“(y,x)),1). Prema zadatku 11.15 funkcija sgn je primitivno rekurzivna. |

Primer 2.4.14 Predikat <, tj. relacija biti manji, je primitivno rekurzivan jer je
primitivno rekurzivna njegova karakteristi¢na funkcija C<(x,y) = sgn(-(x,y)). B

Definicija 2.4.15 Neka su P i () dva unarna predikata.
Konjunkcija predikata P i @, u oznaci P A @, je unarni predikat sa karakter-
isticnom funkcijom

_ [ 1 akovazi P(n)iQ(n)
Cprrg(n) = { 0 ako ne vazi P(n)iQ(n)

Disjunkcija predikata P i @, u oznaci P V @), je unarni predikat sa karakter-
isti¢énom funkcijom

[ 1 akovazi P(n) ili Q(n)
CPVQ(n) = { 0 ako ne vazi P(n) ili Q(n)

Negacija predikata P, u oznaci —P, je unarni predikat sa karakteristicnom
funkcijom
_ [ 1 ako ne vazi P(n)
C-p(n) = { 0 ako vazi P(n)

Analogno se definiSu konjunkcija, disjunkcija i negacija za k-arne predikate.

Teorema 2.4.16 Ako su P i@ dva primitivno rekurzivna predikata, tada su prim-
itivno rekurzivni i predikati PA Q, PV Q, =P.

Dokaz. Neka su predikati P i @ unarni. Predikati P A Q, PV @, =P su primi-
tivno rekurzivni jer su im primitivno rekurzivne karakteristi¢ne funkcije Cpag(n) =
Cp(n) - Co(n), Crvo(n) = sgn(Cp(n) + Co(n)), C-p(n) = *(Cp(n), 1). Tvrdenje
se slicno dokazuje i za k-arne predikate. ]

Primitivno rekurzivni predikati se koriste u daljem definisanju primitivno rekur-
zivnih funkcija. Sliéno binarnoj konjunkciji i disjunkciji za neko fiksirano n €
N, definisale bi se i konjunkcija i disjunkcija n predikata i pokazalo da, ako su
ti predikati primitivno rekurzivni, da su primitivno rekurzivni predikati n-arne
konjunkcije i disjunkcije.
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Definicija po slucaju

Neka su Ag, ..., A, unarni primitivno rekurzivni predikati takvi da je za svaki
prirodan broj n ispunjen ta¢no jedan od njih i neka su funkcije hg, . . . by, primitivno
rekurzivne. Kazemo da je funkcija f definisana po slucaju ako je oblika

ho(n)  ako vazi Ag(n)
hm(n)  ako vazi A, (n)
Analogno se po sluc¢aju definisu k-arne funkcije.

Teorema 2.4.17 Funkcija f definisana po slu¢aju u odnosu na predikate Ay, ...,

A,, i funkcije hq, ...hy, je primitivno rekurzivna.
Dokaz. Funkcija f se drugacije moze definisati kao ograni¢ena suma f(z1,...,zy)
=> " ohi(@,. .. zk) - Ca,(x1,...,21), pa je primitivno rekurzivna. [ |

Jednostavan primer primene definicije po slucaju se javlja kada se funkcija
definise eksplicitnim zadavanjem vrednosti za prvih [ prirodnih brojeva, a u pre-
ostalim slu¢ajevima koriste¢i neku drugu primitivno rekurzivnu funkciju.

Ogranicena kvantifikacija

Definicija 2.4.18 Neka je k prirodan broj i R jedan k + 1-arni predikat.
Ogranicena egzistencijalna kvantifikacija predikata R je k4 1-arni predikat @ za

koji vazi Q(x1, - . . , Tk, m) ako i samo ako postoji prirodan broj 4, takav da je 0 < i <
m ivazi R(x1,...,x,1). Oznaka za Q(x1,...,xk,m) je (Fi <m)R(x1,...,xk,1).

Ogranicena univerzalna kvantifikacija predikata R je k + l-arni predikat Q) za
koji vazi Q(x1,...,xE, m) ako i samo ako za svaki prirodan broj i, takav da je
0 <i<mivazi R(xy,...,2k,1). Oznaka za Q(z1,...,zE,m) je (Vi <m)R(zq,...,
Tk, ’L)

Teorema 2.4.19 Ako je R primitivno rekurzivni k + 1-arni predikat, primitivno
rekurzivni su i predikati ogranicene egzistencijalne i univerzalne kvantifikicije za R.

Dokaz. Primitivno rekurzivna je karakteristicna funkcija predikata ogranicene
univerzalne kvantifikicije Cy;<(z1, ..., zk, m) = IIT2 Cr(z1, ..., zk, ). Kako (I <
m)R(x1,...,Tk,4) vazi ako i samo ako vazi —(Vi < m)-R(xy,...,2k, 1), to se
karakteristi¢na funkcija predikata ogranicene egzistencijalne kvantifikicije zapisuje
kao Cgi<(z1,..., x5, m) = (11" (- (Cr(z1,...,2k,%),1),1), pa je i on primitivno
rekurzivan. ]

Sledi nekoliko primera predikata definisanih pomoéu ograni¢ene kvantifikacije.

Primer 2.4.20 Neka je P predikat arnosti 4 za koji vazi P(x,y,2,t) ako i samo
ako z¢ + y* = z'. On je primitivno rekurzivan jer se karakteristi¢na funkcija Cp
dobija kompozicijom primitivno rekurzivnih funkcija stepenovanja i karakteristi¢ne
funkcije C—. Neka je m € N fiksiran prirodni broj. Binarni predikat @) definisan
tako da vazi Q(k,m) ako i samo ako z¥ + y*¥ = z* za bar neke z,y,z < m je
primitivno rekurzivan jer se definise sa (3z < m)(3y < m)(3z < m)P(z,y,z,k). B
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Primer 2.4.21 Neka predikat neparno(n) vazi ako i samo ako je n neparan broj.
On je primitivno rekurzivan jer vazi ako i samo ako vazi (Im < n)(n=2-m+1).
Predikat parno(n), tj. biti paran, je primitivno rekurzivan jer vazi ako i samo ako
vazi (Gm < n)(n=2-m). [ ]

Primer 2.4.22 Neka predikat +(m,n) vazi ako i samo m deli n bez ostatka. On
je primitivno rekurzivan jer vazi ako i samo ako vazi (3k < n)(n = k-m). Predikat
prost(n), tj. biti prost broj, je primitivno rekurzivan jer vazi ako i samo ako vazi
IT<nm)A(Mm<n)(m=1)V(m=n)V (== (m,n)). [ |

Ogranic¢ena minimizacija

Definicija 2.4.23 Neka je k prirodan broj i R jedan k + 1-arni predikat. Ograni-
¢ena minimizacija za predikat R je k + l-arna funkcija f(z1,..., 2k, n) definisana
sa

najmanji prirodni broj p <n
(up < n)R(z1 T.p) = za koji je R(z1,...,x,p) ako takav postoji
0 inace

Teorema 2.4.24 Neka je k prirodan broj i R jedan k+1-arni primitivno rekurzivni
predikat. Ograni¢ena minimizacija za predikat R je primitivno rekurzivna funkcija.

Dokaz. Posmatrajmo funkciju

D ako (3 < n)R(z1,...,x, 1)
hip,n,z1,...,21) = n+1l ako R(z1,...,x5,n+ 1)A=(Fi<n)R(z1,..., 2, 1)
0 ako nije (3 < n+1)R(x1,..., Tk, 1)

Ona je primitivno rekurzivna jer je definisana po sluc¢aju koristenjem primitivno
rekurzivnih predikata i funkcija. Sada se funkcija (up < n)R(z1,...,2%,p) moze
definisati primitivnom rekurzijom:

(up <O0)R(z1,...,2%,p) =0
(:up <n+ 1)R(w17"'7mk7p) = h((MP < n)R(wlw-~733k7p)7n7$17~-~7$k)

U drugom koraku ove definicije, vrednost funkcije je minimalno p < n za koje
vazi R(x1,...,2k,p), ako takvo postoji ili n + 1, ako takvo p ne postoji, a vazi
R(x1,...,xp,n+ 1) ili 0, ako ni za jedno p < n + 1 nije R(x1,...,xk,p). Posto
je h primitivno rekurzivna funkcija, takva je i funkcija ograni¢ene minimizacije
(,Ltpﬁn)R(xl,...,xk,p). u

Primer 2.4.25 Neka je vrednost funkcije p(n) jednaka n-tom prostom broju. U
primeru 2.4.22, pokazano je da je predikat prost(n), tj. biti prost broj, primi-
tivno rekurzivan. Posmatrajmo sada funkciju h(n,y) = (pz < (I(n) + 1))((n <
x) A prost(x)) za koju se kao i u teoremi 2.4.24 moze pokazati da je primitivno
rekurzivnal®. Funkciju p(n) definiSemo primitivnom rekurzijom

15U definiciji funkcije se koristi poznato tvrdenje: ako je p prost broj, onda izmedu p i p! + 1
postoji bar jos jedan prost broj.
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p(0) =2,
p(n+1) = h(p(n),n).

Neka funkeija [z],, izracunava stepen n-tog prostog broja u dekompoziciji broja
z. Ona je primitivno rekurzivna jer je [z], = (uy < z)(—= + (p(n)?™1, 2)), tj. [z],
je najmanje y manje od x sa osobinom da y + 1-ti stepen n-tog prostog broja ne
deli z.

Funkcija duzina dekompozicije prirodnog broja duzina(z) daje redni broj naj-
manjeg prostog broja ¢iji je stepen u dekompoziciji broja x jednak 0. I ova funkcija
je primitivno rekurzivna jer se definie sa duzina(x) = (un < z)([z], = 0). Na
primer, kako je u nizu prostih brojeva p(0) = 2, p(1) =3, ..., zax = 280 = 23.5.7¢
je stepen uz 3, [z]1, jednak nula, pa je duzina(xz) = 1. [ |

2.4.5 Gedelizacija

U proucavanju modela izra¢unavanja postupak kodiranja igra znacajnu ulogu.

Primer 2.4.26 Jedan postupak kodiranja se sprovodi u racunaru. ASCII-znaci se
kodiraju brojevima izmedu 0 i 127 (255 kod takozvanog prosirenog skupa ASCII-
znaka), a zatim se re¢i zapisuju kao nizovi brojeva, tj. brojevi u nekoj pozicionoj
notaciji. Na primer, znak ’a’ se kodira sa 97, a znak *’ sa 76. Re¢ 'a*’ se kodira
sa 2561 - 97 + 76. [ |

Kodiranje omogucava da se objektima, a u nasem sluc¢aju to mogu biti funkcije
ili programi, pridruze prirodni brojevi. Nakon toga se umesto polaznih objekata
sredstvima aritmetike razmatraju njihove brojevne slike. Ovaj postupak je veoma
mocan jer dozvoljava da se neka funkcija, tj. njena slika, odnosno kod, javlja kao
sopstveni argument, Sto ¢emo iskoristiti u dokazima vise tvrdenja.

Kodiranje ispunjava da:

e ni koja dva objekta nemaju isti pridruzeni broj,

e za svaki objekat mozemo u konac¢nom broju koraka izracunati njemu pridru-
zeni broj i

e za dati prirodan broj moze se u konacnom broju koraka proveriti da li je to
broj nekog objekta i naéi taj objekat, ako postoji,

naziva se gedelizacija, a kod pridruzen objektu Gedelov broj. Ako kodiranje
zadovoljava prethodne uslove, onda sama njegova forma nije bitna, jer tvrdenja i
dokazi ne zavise od nje.

U odeljku 2.4.11 ¢éemo detaljno opisati postupak kodiranja jedne klase funkcija
koja sadrzi sve primitivno rekurzivne funkcije. Prema tome, primitivno rekurzivnih
funkcija, a time i unarnih primitivno rekurzivnih funkcija, ima prebrojivo mnogo,
te ih je moguce poredati u niz. Pozicija u nizu je indeks funkcije.

U kodiranju koje ¢emo koristiti znac¢ajni su prosti brojevi i jedinstvenost prikazi-
vanja svakog broja u obliku proizvoda prostih brojeva dignutih na neki stepen. Rec-
imo, broj 270 se dekomponuje kao 2! - 33 - 5. Od pomoénih funkcija upotrebiéemo
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funkcije: p(n) (n-ti prost broj), [z], (eksponent n-tog prostog broja u dekompozi-
ciji broja ), duzina(z) (duzina dekomporzicije broja x) za koje je u primeru 20
pokazano da su primitivno rekurzivne.

Neka je dat niz brojeva (ag, a1, ..., a,). Takav konac¢an niz brojeva ¢emo kodi-
rati na slede¢i nacin:

gb(ag, ai,...,an) = p(0)** p(1)mtt. . p(n)s Tt

Za kodiranje broja a; koji se nalazi na i-tom mestu u nizu brojeva iz tehnickih
razloga koristiéemo oblik p(i)%*1, a za dekodiranje funkciju (x); = (1, [z];) koja
daje za 1 umanjen stepen n-tog prostog broja u dekompoziciji. Razlog za ovo je $to
mnozenje sa p(n)® = 1 ne menja vrednost proizvoda, a komplikuje dekompoziciju.
Primetimo da je funkcija gb primitivno rekurzivna. Takode ¢emo usvojiti dogovor
da za svaki broj x vazi da kodira sekvencu duzine do duzina(x)%, a da broj z za
koji je duzina(z) = 0 kodira praznu re¢. Na primer, za x = 756 = 22.3% .7 =
p(0)? - p(1)% - p(3) je duzina(z) = 2, pa z kodira (1,2). Kako je gb(1,2) = 108,
oc¢igledno je da razni brojevi mogu predstavljati isti niz brojeva. Ali, razli¢iti nizovi
se uvek kodiraju raznim brojevima.

2.4.6 Izracunljive i primitivno rekurzivne funkcije

Jedna od posledica moguénosti nabrajanja svih primitivno rekurzivnih funkcija je
da mozemo zamisliti intuitivno izracunljivu totalnu funkciju koja nije primitivno
rekurzivna. Posmatrajmo samo unarne primitivno rekurzivne funkcije i bilo koje
njihovo nabrajanje: fo, f1, f2, ... Definisimo unarnu funkciju g(z) = f.(x)+1. Tako
je ova funkcija totalna i intuitivno izrac¢unljiva'?, ona nije primitivno rekurzivna.
Ako pretpostavimo da funkcija jeste primitivno rekurzivna, ona ima neki indeks k,
pa bi prema definiciji funkcije bilo fi (k) = g(k) = fr(k) + 1, sto je kontradikcija.

Upravo primenjen postupak naziva se dijagonalizacija.

Sledeca funkcija, nazvana po Akermanu koji ju je definisao 1928. godine:

A(0,n, k) =n+k

1,n,0) =0

A(m+1,n,0) =n, zam > 1,

(

(
A(2,n,0) =

(

(

Am+1,n,k+1) = A(m,n, A(m + 1,n,k)), za k >0

je intuitivno izracunljiva, recimo moze se napisati program na programskom jeziku
Pascal, ili program za Tjuringovu masinu koji za ulazne podatke m, n i k u
konacénom, iako mozda velikom, broju koraka izracunava vrednost A(m,n, k). Za
funkciju A vazi: A(0,n,k) =n+k, A(1,n, k) =n-k, A(2,n,k) =n*, ...i moze se
pokazati da dijagonala ove funkcije f(n) = A(n,n,n) raste brze od svake unarne

160dnosno, z kodira sekvencu ((z)o, .. ., (®)duzina(z)—1)-
17Pod pretpostavkom da su primitivno rekurzivne funkcije izracunljive, zamislimo da za x
konstruisemo fy, izracunamo f;(z) i dodamo 1.
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primitivno rekurzivne funkcije, pa da ni funkcija A nije primitivno rekurzivna'®.

Isto vazi i za sliénu funkciju definisanu sa A’(0,n) =n+1, A'(m+1,0) = A'(m, 1),
Am+1n+1)=A(m,A(m+1,n)).

Prema tome, iako se u klasi primitivno rekurzivnih funkcija nalazi veliki broj
interesantnih funkcija, postoje funkcije koje jesu intuitivno izrac¢unljive a koje ne
pripadaju klasi primitivno rekurzivnih funkcija. U odeljku 2.4.7 ¢emo videti koje
su jos operacije nad osnovnim funkcijama potrebne za Sirenje klase funkcija.

2.4.7 Parcijalno rekurzivne funkcije

Jedno od ogranic¢enja koje u sebi ima klasa primitivno rekurzivnih funkcija je da je
zatvorena za operaciju minimizacije koja sme biti samo ogranicena. Klasa parci-
jalno rekurzivnih funkcija se dobija kada se eliminiSe to ogranic¢enje. Pokazaéemo
da je to dovoljno da se klasa funkcija prosiri toliko da se poklopi sa Tjuring-
izracunljivim funkcijama.

2.4.8 Definicija parcijalno rekurzivnih funkcija

Definicija 2.4.27 Klasa parcijalno rekurzivnih funkcija sadrzi osnovne funkcije:
e nula funkciju Z(n) = 0, za svako n € N,
e funkciju naslednika S(n) prirodnog broja n u nizu prirodnih brojeva,
e funkcije projekcije Pj(z1,...,x,) = z; za sve i i k takve daje 1 <i <k

i sve funkcije koje se od njih dobijaju konacnim brojem primena operacija:

e kompozicije, tj. ako su veé¢ definisane m-arna funkcija g i k-arne funkcije hq,
..+, hm, definisana je i k-arna funkcija f tako da je za sve (z1,...,z) € N¥:

flze, .. xg) = gha(ze, . 2k), ooy b (21, .oy 28)),

o primitivne rekurzije, tj. ako su ve¢ definisane m-arna funkcija g i m + 2-arna
funkcija h, definisana je i m+1-arna funkcija f tako da je za sve (x1,...,2m) €
N,

— f0,z1,. .. ) = g(x1, .oy Tp) 1

— fin+1L,2z1,...,2m) =h(f(n,z1,...,2m),n,T1,...,Tm) zasve n € N.

Pri tome je funkcija f definisana primitivnom rekurzijom nad h sa bazom g i

18 Primetimo da se rekurzija u Akermanovoj funkciji sprovodi istovremeno po dva argumenta, -
prvom i tre¢em. Pokazalo se da se istovremenom rekurzijom po tri, ¢etiri itd. argumenta dobijaju
redom sve §ire i §ire klase funkcija koje su intuitivno izracunljive i ¢ine takozvanu Grzegorczyk-ovu
hijerarhiju. Pokazuje se da je klasa funkcija koje se definisu rekurzijom po n argumenata pravi
podskup klase funkcija definisanih rekurzijom nad n+ 1 argumentom, za svaki n > 0. Zanimljivo
je da klasa intutivno izra¢unljivih funkcija nije podskup ni jedne klase u toj hijerarhiji.
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e neogranicene minimizacije, tj. ako je veé definisana k + l-arna funkcija f,
definisana je i funkcija

najmanje z za koje je f(z1,...,25,2)=01
za svako y<z je f(z1,...,zg,y) definisano
(1) (f (@1, v y) = 0) = y<zje flas,-- oY)

nedefinisano, inace.

Primetimo da je (uy)(f(z1,..., 2k, y) = 0) u stvari funkcija arnosti k ¢iji argu-
menti su z1, ..., T 1 da je intuitivno izracunljiva slede¢im postupkom. Najpre se
racuna f(z1,...,xk,0). Ako je funkcija definisana za te argumente i ima vrednost
0, rezultat je 0. Ako je funkcija definisana za te argumente, a vrednost joj nije
0, prelazi se na izracunavanje f(z1,...,zx,1). Ako funkcija nije definisana za ar-
gumente (z1,...,zx,0) ni funkcija (uy)(f(x1,...,2k,y) = 0) necée biti definisana.
Operacijom neograni¢ene minimizacije mogu se dobiti i parcijalne funkcije.

Primer 2.4.28 Funkcija (uy)(% — 1 = 0) nije definisana ni za jedno x posto nije
definisano ni deljenje nulom. ]

Ocigledno je da prema definiciji 2.4.27 klasa parcijalno rekurzivnih funkcija
sadrzi sve primitivno rekurzivne funkcije, posto se u njoj nalaze osnovne funkcije i
zatvorena je za osnovne operacije. Sa druge strane, u klasi parcijalno rekurzivnih
funkcija se nalaze i funkcije koje nisu totalne, pa samim tim nisu ni primitivno
rekurzivne!?

Definicija 2.4.29 Rekurzivne funkcije su totalne parcijalno rekurzivne funkcije.

Definicija 2.4.30 Predikat R je rekurzivan ako je njegova karakteristi¢na funkcija
Cr rekurzivna.

Rekurzivi predikati se ¢esto nazivaju i odlucivim predikatima.

Oznake f(x1,...,2%) L, f(x1,...,2x) L y 1 f(z1,...,2,) T, analogno oznakama
za Tjuringove masine, znace da je funkcija f arnosti k i da je definisana za argu-
mente x1, ..., T, da je njen rezultat y, odnosno da nije definisana za te argumente.

Definicija 2.4.31 Dve parcijalno rekurzivne funkcije f i g su jednake?® (f ~ g)
ako su iste arnosti i za iste arumente ili obe nisu definisane (f(...) Tig(...) 1) ili
su obe definisane (f(...) | i g(...) |) i imaju istu vrednost (f(...) =g(...)).

2.4.9 Parcijalno rekurzivne operacije

Sliéno primitivno rekurzivnim operacijama i ovde postoje operacije ¢ija korektnost
se dokazuje u odnosu na definiciju 2.4.27, a koje primenjene na parcijalno rekurzivne
funkcije daju nove parcijalno rekurzivne funkcije.

19Takode, postoje i totalne funkcije koje nisu primitivno rekurzivne, a koje jesu parcijalno
rekurzivne. Primer takve funkcije je Akermanova funkcija.
20 Ekstenzionalno se poklapaju, tj. poklapaju se kao skupovi uredjenih k + 1-torki.
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Teorema 2.4.32 Ako je predikat R ¢ N¥+! rekurzivan, a h k + l-arna parcijalno
rekurzivna funkcija, parcijalno rekurzivne su i sledece funkcije:

o (py)(h(x1,...25,y) =a),zaa € N1
o (ﬂy)(R(xl,Z’k,y))

Dokaz. U prvom slucaju umesto h(xy,...xx,y) dovoljno je posmatrati funkciju
sgn(:(h(x1,... 2k, 9),a)+-(a, h(x1,. .. K, y)) i tvrdenje sledi neposredno. U sluc¢aju
funkcije (py)(R(z1,...2k,y)), umesto predikata R(z1,...xg,y) posmatra se jed-
nakost Cr(x1,...25,y) = 1. [ |

2.4.10 Izracunljive i parcijalno rekurzivne funkcije

U odeljku 2.4.11 ¢emo prikazati jedan postupak gedelizacije parcijalno rekurzivnih
funkcija, odakle sledi da ovih funkcija ima prebrojivo mnogo. Posebno, unarnih par-
cijalno rekurzivnih funkcija ima prebrojivo mnogo. U analizi odnosa izra¢unljivih
i primitivno rekurzivnih funkcija u odeljku 2.4.6 to je iskoristeno da bi se primenio
postupak dijagonalizacije. Ovde, medutim tako nesto nije moguce, jer iako se moze
definisati g(z) = f.(z) 4+ 1, mozda f,(x) nije definisano. Sledeca teorema pokazuje
da se taj problem ne moze zaobiéi, tj. da se problem da li je funkcija f, definisana
za T ne moze resiti u opstem slucaju.

Teorema 2.4.33 Ne postoji rekurzivna funkcija definisana sa

() = 1 ako je f.(x) definisano
IEI= 0 ako fz(2) nije definisano.

Dokaz. Pretpostavimo da je moguce definisati ovu funkciju. Tada bi funkcija

h(z) = nedefinisana  ako je f,(z) definisano
700 ako f,(x) nije definisano

bila parcijalno rekurzivna funkcija oblika (uy)(y+g(x) = 0), pa bi i ona bila jednaka
funkciji f;, za neki indeks [, iz niza svih unarnih parcijalno rekurzivnih funkcija.
Ali, tada bi bilo

h(l) = { nedefinisano  ako je h(l) = fi(I) definisano

0 ako h(l) = fi(I) nije definisano

§to je kontradikcija. [ |

2.4.11 Nabrajanje parcijalno rekurzivnih funkcija

Postupak koji ¢éemo primeniti u kodiranju parcijalno rekurzivnih funkcija u osnovi
ima sledeée korake koji koriste kodiranje nizova brojeva opisano u odeljku 2.4.5:

e osnovne funkcije se kodiraju sa gh(Z) = 0, gb(S) = gb(1), gb(P}) = gb(1,1),
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e ako su gb(g) = a, gb(h1) = by, ..., gb(hm) = by, veé odredeni, onda je broj
funkcije koja se dobija kompozicijom ovih funkcija jednak gb(g(hi, ..., hm))
= gb(a, gb(b1,...,bm),0),

e ako su gb(g) = a igb(h) = b veé odredeni, onda je broj funkcije koja se dobija
primitivnom rekurzijom nad h sa osnovom g jednak gb(a,b,0,0) i

e ako je gb(g) = a ve¢ odreden, onda je broj funkcije koja se dobija neogranice-
nom minimizacijom (uy)(g(z1,...,2k,y) = 0) jednak gb(a,0,0,0,0).

Broj promenljivih ne figuriSe u samom kodiranju, pa se on odreduje prilikom
dekodiranja, $to na neki na¢in odgovara izra¢uvanju funkcija sa promenljivim bro-
jem argumenata koje je moguce definisati, recimo u programskom jeziku C. Prime-
timo da su u postupku kodiranja razli¢itim funkcijama i operacijama pridruzeni
kodovi nizova razli¢ite duzine. Prilikom dekodiranja ¢emo koristi dogovor da broj
x kodira sekvencu duzine do duzina(z), zbog Cega ¢e beskona¢no mnogo razlicitih
brojeva oznacavati istu funkciju. Na primer, funkciji koja se dobija primenom prim-
itivne rekurzije nad funkcijama sa indeksima a i b bi¢e pridruzen svaki broj z sa
osobinom da je duzina(x) = 41 (z)g = a, ()1 = b. Takode, da bismo obezbedili da
je svaki prirodan broj kod neke funkcije, pretpostavi¢emo da, ako je duzina(x) > 5,
onda z kodira funkciju dobijenu neogranicenom minimizacijom funkcije fz),-

Prilikom raspakivanja broja x, zbog jedinstvenosti dekompozicije na proste fak-
tore, redom ¢e se dobijati konaéni nizovi prirodnih brojeva sve dok se ne stigne do
potpunog opisa odgovarajuce funkcije, odnosno opisa kako se ta funkcija definise i
izracunava. Recimo, neka je z = gb(3276,817,0,0). Tada je funkcija f, dobijena
primenom primitivne rekurzije na funkciju fg17 sa bazom koju predstavlja funkcija
f3276. Dalje se analizom indeksa 817 i 3276 postupak ponavlja dok se ne stigne
do osnovnih funkcija. Posto se kodiranje sprovodi u skladu sa na¢inom definisanja
funkcija, dekodiranje dovodi do opisa funkcije koji koristi osnovne funkcije i op-
eracije nad njima $to omogucava izracunavanje funkcije za proizvoljne argumente.
To nam pruza moguénost da definiSemo jednu parcijalno izra¢unljivu funkciju koja
¢e simulirati rad svih parcijalno izra¢unljivih funkcija, o ¢emu ¢e biti re¢i u odeljku
2.4.12.

Postupak dekodiranja ¢emo sada opisati preciznije. Najpre, ponovimo da arnost
funkcija ne figurise u samom kodiranju, tako da isti kod dobijaju odgovarajuce
funkcije sa razli¢itim brojem argumenata, na primer gh(P}) = gb(P;} +1)- Pret-
postavimo da su promenljive uvek obelezene sa 1, ..., xy i da je funkcija sa k > 1

promenljivih ¢iji je indeks n oznacena sa f¥. Ako je:
e duzina(n) = 0, tj. n kodira prazni niz brojeva, re¢ je o nula-funkciji Z,

e duzina(n) = 1, tj. n kodira jednoc¢lani niz brojeva (n)g, re¢ je o funkciji
naslednika S,
e duzina(n) = 2, tj. n kodira niz brojeva ((n)o, (n)1) i ako je:
— (n)p = 0, ili se projektuje po koordinati (n); = 0, re¢ je o nula-funkeiji
Z,
— (n)o > 1 i projektuje se po koordinati 1 < (n); < k, re¢ je o funkciji
P
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— (n)o > 1 i projektuje se po koordinati (n); > k, re¢ je o funkeiji PF,
e duzina(n) = 3, tj. n kodira niz brojeva ((n)o, (n)1, (n)2) i ako je:
— kod funkcija argumenata duzina((n);) = 0, re¢ je o funkciji f(kn)U i

— kod funkcija argumenata duzina((n);) > 1, re¢ je o funkciji dobijenoj

... duzina((n)1) [ pk k
kompozicijom f(n)o ' (f((n)l)(w T f((n)l)i(l,duzina(("h)))’

e duzina(n) = 4, tj. n kodira niz brojeva ((n)o, (n)1,(n)2, (n)s) i ako je

— broj argumenata funkcije k& = 1, tada je re¢ o funkciji f1(0) = (n)o,
fHai+1) = f(Qn)l(f}L(xl),xl) dobijenoj primitivnom rekurzijom i

— broj argumenata funkcije & > 1, tada je re¢ o funkciji f¥(0,xa,...,xs)
= floH@as o), fR(@ 41 e, ) = FESH (R (o, wa, 0 2p), 2,
X9, ..., x)) dobijenoj primitivnom rekurzijom i

e duzina(n) > 5, tj. n kodira niz brojeva ((n)o, (1)1, (n)2, ()3, (n)4,...) onda
je @@y wy) = (paee) (G5 (21,02, @) = 0).

Konac¢no, mozemo zakljuciti da parcijalno rekurzivnih funkcija ima prebrojivo
mnogo i da postoji postupak njihovog nabrajanja koji je primitivno rekurzivan.
2.4.12 Univerzalni predikat i univerzalna funkcija

U ovom odeljku ¢emo pokazati da postoji univerzalni predikat pomocu kojeg mo-
zemo proveriti za proizvoljnu funkciju f i neke fiksirane argumente da li je funkcija
definisana i njena vrednost jednaka nekom fiksiranom broju. Sa UP(n,gb(aq,...,

ay),b,y) éemo oznaciti da je funkcija f* definisana za argumente ay,...,as, da je
f(a1,...,ar) = bida je najveéi broj koji se koristi u tom izra¢unavanju manji do
jednak od .

Teorema 2.4.34 Postoji primitivno rekurzivni predikat UP arnosti 4 tako da je
zasve n ik, f¥(ay,...,ar) = b ako i samo ako (3y)UP(n,gb(ay,...,ax),b,y).

Dokaz. Predikat UP ¢emo definisati po slucaju koriste¢i pri tome postupak kodi-
ranja opisan u odeljku 2.4.11. Posto to kodiranje garantuje da je svaki prirodan
broj kod neke funkcije, predikat koga razmatramo ¢e biti uvek definisan. Praveci
paralelu sa slucajevima koje smo tom prilikom razmatrali, predikat UP(n,a,b,y)
vazi u slede¢im slucajevima:
e ako duzina(n) =01 b =0 (slucaj nula funkcije),
e ako duzina(n) =1ib= (a)g+ 1 (slucaj funkcije naslednika),
e ako duzina(n) = 2 (slu¢aj funkcije projekcije) i
— akoje (n)o=01ili (n); =01ib=0,
—akoje (n)o > 111 < (n); < duzina(a) i b= (a):(1,n),)
—ako je (n)o > 1ik < (n)11b=(a):(1,duzina(a))s
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o ako duzina(n) = 3 (slucaj kompozicije) i

— ako je duzina((n)1) = 01 vazi UP((n)o,a,b,y),

— ako je duzina((n);) > 11 postoji d < y koje kodira rezultate funkcija
argumenata kompozicije za koje je duzina(d) = duzina((n);) i vaze
predikati UP(((n)1)i,a, (d):,y), 0 < i < *(1,duzina((n)1)), i UP((n)o,
d, b,y),

e ako duzina(n) = 4 (slu¢aj primitivne rekurzije) i

— ako je duzina(a) =11 (a)g =01ib=(n)p?,

— ako je duzina(a) = 1i(a)g > 1 1post0316 0<e<yivaziUP(n, §,e,y)
L UP((n)1,8b(e, - (1, (a)o))ab, v)*,

— ako je duzina(a) > 11 (a) = 0 i vazi predikat UP((n)o, gb((a)1, ...,
(@):(1,duzina(a)))s bs y)

— ako je duzina(a) > 11 (a)o > 1 1 postoji e, 0 < e < y tako da
je Up(n’%7€7y) i UP(( )1 ( ( ( ) ) ( )1ﬂ"'?( )f(l,duzzna(a)))aba
y)*

)

e ako duzina(n) > 5 i vazi UP((n)o,a - p(duzina(a))**?,0,y)?° i za svakii < b
postoji e, 0 < e < y tako da vazi UP((n)o,a - p(duzina(a))'* e, y) (slucaj
neogranicene minimizacije).

Razmotrimo detaljnije nekoliko od prethodnih slucajeva. Najpre se podsetimo da
argumenti predikata U P(n, a, b, y) oznacavaju redom indeks funkcije, kod argume-
nata, rezultat i jedno gornje ogranicenje brojeva koristenih u izracunavanju. Ako
je duzina(n) = 0 radi se o funkciji Z pa predikat UP vazi za b = 0, bez obzira na
vrednosti ostalih argumenata. Ako je duzina(n) = 1 radi se o funkciji S pa predikat
UP vazi za b = (a)p + 1 bez obzira na vrednosti ostalih argumenata, pri ¢emu je
(a)o vrednost prve koordinate u dekompoziciji broja a. Ako je duzina(n) = 2 radi
se o funkciji projekcije P{ koja se kodira sa n = gb(1,i) = gb((n)o, (n)1) i mogudi
su slededi slucajevi. Ako je (n)g = 0 ili se projektuje po koordinati (n); = 0 re¢
je o degenerisanom slucaju koji predstavlja funkciju Z, pa je rezultat b = 0. Ako
je (n)o > 1 i projektuje se po koordinati 1 > (n); > duzina(a), rezultat je ar-
gument a; za i = (1, (n);). Konaé¢no, ako je (n)g > 1 i za koordinatu projekcije
vazi k < (n)1, rezultat je b = (@):(1,duzina(a))- Ako je duzina(n) > 5, radi se o
neograni¢enoj minimizaciji. Vrednost (n)y prve koordinate dekompozicije broja n
je indeks funkcije po kojoj se radi minimizacija, a - p(duzina(a))'*® je kod argume-
nata funkcije f(,,), koja za te argumente ima vrednost 0, a y je ogranicenje brojeva
koristenih u izracunavanju. Sli¢no je i u preostalim sluc¢ajevima.

21 Odnosi se za slucaj funkcije oblika f(0) = c.

220dnosi se na slucaj funkcije oblika f(x 4+ 1) = h(f(z),z). Izraz 5 znaéi da se za 1 smanjuje
argument.

23 Qdnosi se za slucaj funkcije oblika £(0,...) = g(...).

240dnosi se na slucaj funkcije oblika f(z + 1,...) = h(f(z,...),,...). Izraz 5 znagi da se za
1 smanjuje argument po kome se sprovodi indukcija.

25funkcija p(x) je primitivno rekurzivna funkcija koja izraGunava z-ti prost broj.
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Na osnovu definicije lako se uocava da je predikat UP primitivno rekurzivan.
Preostaje da se pokaze da je f¥(ay,...,a;) = b ako i samo ako je (Jy)UP(n, gb(a,

.y ak), b, y).

Dokaz sa leva na desno se sprovodi indukcijom po nipo a = gb(aq, ..., ax). Za
slucajeve duzina(n) < 2 radi se o osnovnim funkcijama i tvrdenje je istinito. Neka
za svako | < n tvrdenje vazi, kao i za n i sve * < a. Neka je f¥(ay,...,a1) =
b i duzina(n) = 5, odnosno radi se o funkciji dobijenoj neograni¢enom mini-
mizacijom. Tada je f(knJgj(al, ...,ag,b) = 01 posto je (n)g < m po indukcijskoj
hipotezi postoji neko v tako da vazi UP((n)o,gb(as,...,ax,b),0,v). Dalje, za
svako i < b je f(]:gj(al, ..., ag,1) definisano i veée od nule. Prema indukcijskoj
hipotezi postoje ug, ..., up—1 i vg, ..., vp—1 takvi da za svako ¢ < b — 1 vazi

UP((n)o,gb(a1,...,ak,1),u;,v;), gde je u; > 0. Definisimo y = max{uo,...,up_1,
Voy -+, Up—1,b} + 1. Zakljutujemo da vazi UP(n,gb(ay,...,ax),b,y). Slicno se
analiziraju i ostali slucajevi.

Dokaz sa desna na levo je direktna posledica definicije predikata UP. |

Predikat UP ¢emo nazvati univerzalni predikat.

Posmatrajmo sada funkciju fy(n,a) = ((uz)(UP(n,a,(2)o, (2)1)))o €iji argu-
menti su redom kod funkcije n i kod niza argumenata a = gb(aq,...,ax) koja
je definisana ako postoji z = gb(b,y), kod dvoclanog niza sastavljenog od rezul-
tata b funkcije f, i ograniCenja y za maksimalno dozvoljeni broj koji se koristi
u izracunavanju funkcije f,. Rezultat funkcije je prva koordinata u dekompozi-
ciji broja z, tj. b. Ova funkcija je parcijalno rekurzivna posto je UP primitivno
rekurzivni predikat i naziva se univerzalna funkcija. Na osnovu prethodne teoreme,
za svaku parcijalno rekurzivnu funkciju f arnosti k, njen kod n i sve k-torke ar-
gumenata vazi fn(a1,...,ar) = ((uz)(UP(n,a,(2)o,(2)1)))o- Na osnovu definicije
je jasno da je univerzalna funkcija parcijalno rekurzivna, ali nije totalna. Ona za-
visi od izbora kodiranja pomoc¢u koga nabrajamo parcijalno rekurzivne funkcije,
ali, prema teoremi 2.4.34, za svako fiksirano kodiranje postoji univerzalna funkcija.
Primetimo analogiju izmedu ove funkcije i univerzalne Tjuringove masine UT M:
funkcija izrac¢unava sve ostale funkcije kao sto UT'M simulira izvrsavanje svih os-
talih Tjuringovih masina.

Teorema 2.4.35 Svaka parcijalno rekurzivna funkcija se moze definisati koriste-
njem najviSe jednog operatora neograni¢ene minimizacije.

Dokaz. Tvrdenje je direktna posledica postojanja univerzalne funkcije u ¢ijoj
definiciji figurise samo primitivno rekurzivni predikat U P, odnosno njegova karak-
teristicna funkcija, u ¢ijoj definiciji nema operatora neograni¢ene minimizacije, a
na koji je je primenjen tacno jedan operator p. ]

Teorema 2.4.35 se po svom autoru naziva Klinijeva teorema o normalnoj formi.

2.4.13 s-m-n-teorema i teorema o fiksnoj tacki

Ako posmatramo neku parcijalno rekurzivnu funkciju f(z,y) i pretpostavimo da
fiskiramo vrednost prvog argumenta tako da bude jednaka nekom parametru a
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mozemo posmatrati unarnu funkciju f(a,y) €iji jedini argument je y. I ta nova
funkcija je parcijalno rekurzivna, ¢ak se moze izra¢unati i njen indeks. U sledecoj
teoremi iskazano je uopstenje ovog tvrdenja.

Teorema 2.4.36 (s-m-n-teorema) Neka su prirodni brojevi m,n > 1. Tada
postoji m + l-arna rekurzivna funkcija 5] takva da za proizvoljnu m + n-arnu
parcijalno rekurzivnu funkciju f. vazi

fe(zla ey Tmy Y1y .- 7yn) = fS,,’L"(e,Il,...,a:m)(yla s 7yn)

Dokaz. Neka je funkcija f nastala iz funkcije f. zamenom prvih m argumenata
konstantama a1, ..., a,,. Preciznije, funkcija f je nastala kompozicijom funkcije
fe, konstantnih funkcija i funkcija projekcije tako da je

f(y17~-~7yn) :fe ( K’?Ll(ylw"ayn)w"?sz(yl""7yn)a
P’;‘::(yl?"'7yn)7"'7P’[’77:L(y17"‘7yn))‘

Za fiksirane e, i ay, ..., am,, Gedelov broj funkcije f je
S™ (e, a1, ... am) = gb(e,gb(gh(K),...,gb(K%),gb(Pl),... gb(P™)),0).

Funkcija S™ koja izra¢unava taj broj je primitivno rekurzivna, pa i rekurzivna, jer
n b b
je definisana kao kompozicija primitivno rekurzivnih funkcija. |

s-m-n-teorema se naziva i teorema o parametrizaciji ili teorema iteracije. Ima-
juéi u vidu ekvivalentnost pojmova izracunljivih funkcija i programa, u teoremi
se zapravo kaze da se podaci mogu efektivno ugraditi u program. A kako se pro-
grami mogu kodirati podacima, teorema u sustini uvodi postupak koji se moze
interpretirati kao pozivanje potprograma.

Teorema 2.4.37 (O fiksnoj tacki) Ako je h unarna rekurzivna funkcija, postoji
prirodan broj n tako da je f,, =~ fu(n), gde su f, i fyn) parcijalno rekurzivne
funkcije sa indeksima n odnosno h(n).

Dokaz. Posmatrajmo parcijalno rekurzivnu funkciju g(z,y) ~ fu(s, ) (y). Pre-
ma s-m-n-teoremi postoji rekurzivna funkcija S(z) koja daje indeks tako da je
9(x,y) ~ fs@) W), pajei far )W) = fs@ (y). I sama funkcija S ima svoj
indeks m. Fiksirajuéi * = m i S(m) = n dobijamo fi(f,.(m) (%) = fs@m)(¥),
odnosno fi(n)(y) = fu(y)- u

Teorema 2.4.37 se naziva i teorema o rekurziji. Primetimo da se ni u njenoj
formulaciji, ni u dokazu, ne insistrira da je n = h(n), ve¢ da su jednake parcijalne
funkcije ¢iji su n i h(n) indeksi. I pored toga broj n iz teoreme se naziva fiksna
tacka funkcije h.

26 Primetimo da u formulaciji s-m-n-teoreme funkcija S ima i argument koji je indeks funkcije.
Ovde se, medutim, razmatra fiksna funkcija g, pa je taj indeks takode fiksiran i ne smatra se
argumentom funkcije.
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Pored teoreme 2.4.37 postoji jo§ jedna teorema rekurzije koja ima sli¢nu for-
mulaciju, ali se odnosi na operatore, tj. funkcije koje kao domene i kodomene
imaju klase funkcija. Na primer, jedan operator h* indukovan funkcijom h pres-
likava funkcije u funkcije, tako da je h*(f;) = fu()- U toj teoremi se dokazuje
da svaki rekurzivni operator koji preslikava klasu n-arnih parcijalno rekurzivnih
funkcija u samu sebe ima najmanju nepokretnu tacku. Analogno mozemo pos-
matrati i operatore koji preslikavaju programe, recimo za Tjuringovu masinu, u
programe. Recimo, neka je h*(P;) = Pj(s), gde su Py i Py () programi koji redom
izratunavaju funkcije fz i fp(y). Druga teorema rekurzije se odnosi i na takve op-
eratore Sto ima primenu u semantickoj analizi programskih jezika jer omoguéava
da se odredi znacenje rekurzivnih programa.

Do kraja odeljka ¢emo proanalizirati neke posledice teoreme 2.4.37.

Teorema 2.4.38 Svaka unarna rekurzivna funkcija ima beskona¢no mnogo fiksnih
tacaka.

Dokaz. Pokaza¢emo da za svaku unarnu rekurzivnu funkciju h i za svaki prirodan
broj m postoji prirodan broj n > m tako da je f, =~ fj(n). Posmatrajmo skup M =
{f1,--+, fm} prvih m parcijalno rekurzivnih funkcija. Posto postoji beskonaéno
mnogo medusobno razli¢itih parcijalno rekurzivnih funkcija, postoji i parcijalno
rekurzivna funkcija f. ¢ M. Definisimo funkciju

wo={ 5w 225T

Zaxr >m

I ova funkcija je rekurzivna i ima bar jednu fiksnu tacku ng koja je veca od m jer
zan <mje fony = fe # fn. Prema definiciji funkcije g, ng je istovremeno i fiksna
tacka funkcije h. ]

Teorema 2.4.39 Ako je f(z,y) parcijalno rekurzivna funkcija, onda postoji priro-
dan broj n takav da je f(n,y) ~ fn(y).

Dokaz. Neka je indeks n fiksna tacka funkcije Si () iz teoreme 2.4.36, tj. fs1(n) =
fn- Tada je f(xay) = fSi(a:)(y) i f(nay) = fS%(n)(y) = fn(y) n

Primer 2.4.40 Primenjujuéi teoremu 2.4.39 na funkciju f(y,z) = a¥ zakljucu-
jemo da postoji broj n € N takav da je f(n,z) ~ f,(z), odnosno da je f,(z) ~ a™.
Sliéno postoji broj n € N takav da je Dom(f,) = {n}, jer za funkciju

0 zaz=y
g(%y)—{ ' sazty

postoji n € N tako da je f(n,y) ~ f,(y) i pri tome je Dom(f,) = {n}. [ |

Funkcija f je samoreprodukujuca ako vazi f(z) | gb(f), tj. bez obzira na argu-
ment funkcija daje svoj sopstveni kod, tj. indeks funkcije.

Teorema 2.4.41 Postoji samoreprodukujuéa funkcija.

Dokaz. Posmatrajmo parcijalno rekurzivnu funkciju f(y,z) = y. Prema teoremi
2.4.39 postoji prirodan broj n takav da je f(n,x) = fn(x) = n. [ |
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Zanimljivo je da se analogno razmatranje moze primeniti i na programe i po-
kazati da postoji samoreprodukujuci program koji kao izlaz daje svoj sopstveni
kod. Ako analiziramo znacenje ovakvog tvrdenja videcemo da je taj program
upravo ono $to se u savremenom racunarstvu naziva programski virus, koji se
razmnozava Sireéi svoje kopije tokom izvrSavanja. Pojava samoreprodukujuéih
masina donekle protivreci intuiciji da masina mora biti slozenija od svog proizvoda
jer mora sadrzati bar nacrt konstrukcije tog proizvoda, ali je o¢igledno i teorijski i
prakti¢no potvrdena.

2.5 Tjuring-izracunljive i parcijalno rekurzivne
funkcije

Tako su medusobno razli¢iti, modeli izra¢unavanja definisani Tjuringovom masinom
i klasom parcijalno rekurzivnih funkcija medusobno su ekvivalentni, tj. odreduju
jednu te istu klasu izracunljivih funkcija.

Teorema 2.5.1 Svaka parcijalno rekurzivna funkcija je Tjuring-izracunljiva.

Dokaz. Primetimo najpre da za sve osnovne funkcije (Z, S, P,g) postoje odgo-
varajuc¢e Tjuringove masine, $to je i pokazano u primerima 2.3.8, 2.3.9 i 2.3.10.
Ostaje da se pokaze da je Tjuringovim masinama moguce simulirati operacije kom-
pozicije, primitivne rekurzije i neograni¢ene minimizacije.

Neka su hyq, ... h,, parcijalno rekurzivne funkcije arnosti k i g parcijalno rekur-
zivna funkcija arnosti m za koje postoje odgovarajuée Tjuringove masine. Opisace-
mo Tjuringovu masinu Mpem, koja izracunava funkeiju koja odgovara kompoziciji
g(h1 (z1,-.-,2k)s -, Am(x1, ..., 2k)). Masina Myem,p Ce biti dobijena kompono-
vanjem masina Mg, Mp,, ..., My, koje izracunavaju funkcije g, hi, ..., hp.
Na pocetku izvrSavanja masine Mo, traka ¢e sadrzati unarni zapis brojeva x1,
...xg. U prvoj fazi rada masina pravi kopiju ulaznih podataka i na njihovo mesto
smesta rezultat izvrSavanja maSine My, koja izracunava vrednost hq(z1,...,Tk).
Postupak se ponavlja m puta, nakon cega traka sadrzi m unarnih zapisa rezultata
masina My, ..., My, . Sada se na tu traku primeni program Tjuringove masine
Mg, nakon ¢ega masina Mjopm, zavrsava rad.

Primetimo da, ako za neko ¢ funkcija h;(x1,...,x) nije definisana, odgova-
rajuca Tjuringova masina M}, se nece zaustaviti, pa ¢e se isto dogoditi i masini
Mpomp- Sli€no vazi i u preostala dva slucaja ¢ija analiza sledi, pa ovu situaciju
ne¢emo posebno pominjati.

Dalje ¢emo opisati Tjuringovu masinu My, koja za date parcijalno rekurzivne
funkcije g arnosti m i h arnosti m + 2, tj. odgovaraju¢e Tjuringove masine M, i
My, izracunava funkciju f definisanu primitivnom rekurzijom nad h sa bazom g.
Na pocetku izvrSavanja masine M, na traci su smeSteni unarni zapisi argumenata
niwy, ...,z funkcije f. U jednoj petlji masina M,, proverava da li je argument
n po kome se radi primitivna rekurzija jednak 0. Ako nije, pomera udesno sadrzaj
trake i na oslobodeno mesto smesta argumente rekurzivnog poziva, tako da nakon
zavrSetka petlje, kada argument po kome se radi rekurzija ima vrednost 0, izgled
trake

101%110 ... 01%*T101101% 0. .. 01210, .. 017 T o1* t10. .. 017+ L
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podseca na stek na kome se nalaze argumenti za pozivanje funkcija. Sada se redom
koriste najpre Tjuringova masina M, i odgovarajuéi broj puta Tjuringova masina
My, nakon Cega se prekida izvrSsavanje masine M, .

Konacno, neka je data parcijalno rekurzivna funkcije f arnosti k + 1, tj. odgo-
varajuéa Tjuringova masina M. Opisacemo Tjuringovu masinu M,, koja izracu-
nava funkciju (uy)(f(x1,...,2%,y) = 0) definisanu neograni¢enom minimizacijom
u odnosu na funkciju f. Na pocetku izvrSavanja masine M, na traci su smesteni
unarni zapisi argumenata x1, ..., Tk, 0 funkcije f. Ovaj sadrzaj se kopira na desno
od krajnje desne celije koja sadrzi znak 1 i nad tom kopijom se izvrsi izracunavanje
primenom masine M. Ako je dobijeni rezultat unarni zapis broja 0, brisu se svi
zapisi brojeva x1, ..., rr i kao rezultat prikazuje zapis argumenta po kome se vrsi
minimizacija. Ako rezultat izvr§avanja masine M/ nije nula, on se briSe, uvecava
se vrednost argumenta po kome se vrs$i minimizacija i postupak ponavlja. |

Teorema 2.5.2 Svaka Tjuring-izra¢unljiva funkcija je parcijalno rekurzivna.

Dokaz. Neka je f funkcija koju izrac¢unava Tjuringova masina My. Pretpostavi-
mo da je f unarna funkcija, a ako nije posmatrajmo Tjuringovu masinu koja kao
ulazni podatak dobija Gedelov broj niza ulaznih podataka koji najpre raspakuje
¢ime dobija sve ulazne podatke i zatim primenjuje program za M. U dokazu
teoreme izvrSi¢emo kodiranje programa i konfiguracija Tjuringove masine My i
opisati parcijalno rekurzivne funkcije koje manipulisuéi tim kodovima simuliraju
izvrSavanje masine M.

Najpre ¢emo svim stanjima i operacijama pridruziti kod, odnosno prirodan broj.
Na primer, neka kod stanja ¢, bude 0, a za sva ostala stanja ¢; neka je kod ¢ 4 1.
Operaciju upisivanja 0, odnosno 1, kodirajmo sa 0, odnosno 1, operaciju pomeranja
glava ulevo L sa 2, a operaciju pomeranja glave udesno R sa 3. Program masine
M/ se moze opisati funkcijom oblika h(x) = a, gde je = kod para (¢;, s), a a kod
para (o,q;), za stanja ¢; i g;, znak s i operaciju o. Kako je program kona¢ni niz
naredbi, funkcija h se definiSe po slu¢ajevima, pa je primitivno rekurzivna. Sa
s(z,t) oznaci¢emo funkciju ¢ija vrednost je 1 ako se nakon ¢ koraka glava masine
My koja je zapocela izvrSavanje sa ulaznim podatkom z nalazi iznad ¢elije u kojoj je
upisan znak 1, inace je s(z,¢) = 0. Sa l(x,t) oznac¢i¢emo Gedelov broj niza znaka
koji se nakon t koraka izvrSavanja maSine My koja je zapocela rad sa ulaznim
podatkom x nalaze levo od aktuelne ¢éelije zakljuéno sa najlevljom éelijom u kojoj
se nalazi znak 1. Analogno, neka je d(z,t) Gedelov broj niza znaka sa desne
strane aktuelne celije nakon ¢ koraka izvrSavanja masine M koja je zapocela rad
sa ulaznim podatkom z, zaklju¢éno sa krajnjom desnom celijom koja sadrzi znak
1. Sa ¢(x,t) ozna¢imo broj tekuceg stanja masine M koja je zapocela izvrsavanje
sa ulaznim podatkom z. Konfiguracija masine My koja je zapocela izvrSavanje
sa ulaznim podatkom x nakon t koraka rada je jednoznacno opisana vrednostima
I(x,t), s(x,t), d(z,t) i g(x,t), §to je ilustrovano slikom 2.5. Funkcije I(z,1), s(x,t),
d(x,t) 1 q(x,t) se definisu induktivno. Za ¢t = 0, Sto odgovara pocetku izvrsavanja
masine, ako su na traku smestene x + 1 jedinica koje ¢ine unarni zapis ulaznog
podatka z, bice: ¢(x,0) = 1, I(z,0) = 0, s(z,0) = 11 d(x,0) = gb(1*). Neka
je t > 0, vrednost h(gb(q(z,t — 1),s(z,t — 1)) = a i a = gb(o,q(z,t)) kod para
koji ¢ine operacija i naredno stanje, onda je g(x,t) = (a);. Zavisno od vrednosti
o = (a)p, odreduju se vrednosti za I(z,t), s(z,t) i d(z,t). Na primer, ako kod o
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Slika 2.5. Funkcije s, [, d i g opisuju konfiguraciju Tjuringove masine.

operacije odgovara upisu znaka 1, bi¢e I(z,t) = l(x,t — 1), s(x,t) = 1 i d(x,t) =
d(x,t—1). Sli¢no se postupa i u ostalim slu¢ajevima. Posto je funkcija h primitivno
rekurzivna, a funkcije I, s, d i ¢ se na osnovu nje definisu po sluc¢ajevima i one su
primitivno rekurzivne.

Tjuringova masina M se zaustavlja nakon ¢ koraka u standardnoj konfiguraciji
ako i samo ako je ispunjen uslov SK da je (Vi < t)(q(x,i) # 0), g(x,t) = 0,
Ux,t) =0, s(z,t) =11 (Vi < d(z,0)+t)(=+(p(i)?, d(z,t)) — ~=(p(i+1)?,d(x, 1)),
gde je p() i-ti prosti broj. Uslov SK je primitivno rekurzivan. Pojasnimo poslednji
deo uslova SK. Nakon ¢ koraka izvrSavanja broj koristenih celija je manji do
jednak od d(x,0) 4+ t. Ako se maSina nade u standardnoj konfiguraciji znaci da
na traci postoji tacno jedan neprekidni blok znakova 1, odnosno kada se pojavi
prvi znak 0, onda se desno od njega nalaze samo znaci 0. U kodu koji opisuje
zauzete éelije prisustvo znaka 1 u éeliji i se prikazuje prisustvom faktora p(i)? u
proizvodu, odnosno time $to je vrednost koda deljiva sa p(i)?. Prema tome, ako
se u standardnoj konfiguraciji pojavi éelija i koja sadrzi znak 0, tj. p(i)? ne deli
d(x,t), isto ¢ée vaziti i za sve ostale éelije i + 1,742, ...

Ako se masSina My zaustavi u standardnoj konfiguraciji, rezultat y je pred-
stavljen re¢ju unarnog alfabeta 1¥*!, odnosno blokom neprekidnih jedinica duzine
duzina(d(z,t)). Prema tome bice f(x) = duzina(d(x, (ut)SK)). [ |

Posledica ovih teorema je da se tvrdenje o postojanju univerzalne Tjuringove
masine moze dokazati indirektno, kao Sto je spomenuto u odeljku 2.3.9. Naime,
Tjuringovu masinu koja interpretira univerzalnu parcijalno rekurzivnu funkciju fr
oznacimo sa UTM. IzvrSavanje proizvoljne Tjuringove masine mozemo simulirati
pomocu neke parcijalno rekurzivne funkcije, koju opet simuliramo pomoc¢u fy7, a
zatim masinom UT M. Analogno se, na osnovu postojanja masine UT M i prethod-
nih teorema pokazuje postojanje univerzalne parcijalno rekurzivne funkcije fy .

2.6 Cercova teza
Cuvena Cercova teza je iskaz da

svaki algoritam definise funkciju koja
pripada jednoj dobro definisanoj klasi funkcija

(klasa parcijalno rekurzivnih funkcija, klasa Tjuring-izracunljivih funkcija, klasa
A-definabilnih funkcija ili neka druga ekvivalentna klasa), odnosno da se klasa in-
tuitivno izrac¢unljivih funkecija poklapa sa svakom od nabrojanih klasa. Iako je vise
istrazivaca skoro u isto vreme imalo sliéne ideje, tezu je prvi formulisao Ceré, pa
je po njemu i dobila ime.
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Intuitivni pojam algoritma je zasnovan na iskustvenom znanju o ljudskim um-
nim sposobnostima, dok su klase izracunljivih funkcija precizno definisane u odgo-
varajuéim formalnim modelima izracunavanja. Cercova teza izjednacava nefor-
malni i formalni pristup pojmu efektivne izracunljivosti, te se ne moze u stro-
gom smislu smatrati matematickim tvrdenjem, vec je sliénija formulacijama raznih
fizickih zakona. Teza se ne moze dokazati u okviru neke formalne teorije, ali moze
biti opovrgnuta ako bi bila pronadena funkcija koja jeste intuitivno izracunljiva,
a nije, recimo, Tjuring-izrac¢unljiva. Cinjenica da se tako nesto nije dogodilo od
njenog formulisanja govori u prilog tezi. Drugi vazan argument u korist teze je
medusobna ekvivalentnost raznorodnih formalnih modela izrac¢unavanja do koje
tesko da bi doslo da neka od intuitivnih karakteristika algoritama nije njima obuh-
vatena. Zbog svega toga, posto visedecenijsko istrazivanje nije uspelo da je obori,
Cercova teza se moze prihvatiti i kao definicija izracunljivosti.

Tokom svih tih decenija razvijane su moéne tehnike za dokazivanje medusobne
ekvivalentnosti formalnih modela izracunavanja i proucavanje Siroke klase intu-
itivno izracunljivih funkcija. Nagomilano iskustvo omogucéava relativno lako pre-
poznavanje da li nekom neformalno opisanom postupku odgovara parcijalno izra-
¢unljiva funkcija i rutinski prelazak sa intuitivnog na strogi opis algoritma. To za
posledicu ima primenu Cercove teze u nesto sirem smislu nego §to je prethodno
naznaceno. Naime, da bi se u raznim dokazima istakle sustinske ideje i izbegli
tehnicki detalji Cesto se pribegava formulaciji oblika: ’funkcija je intuitivno izra-
¢unljiva, pa je prema Cercovoj tezi parcijalno izracunljiva’. Time se dokazi skraéuju
i ¢ine preglednijim, no treba skrenuti paznju da ovakvo pozivanje na Ceréovu tezu
ne znaci sustinski gubitak strogosti jer za svaki takav korak mora postojati formalno
opravdanje koje se i iznosi u sluc¢aju potrebe.

Cercova teza se koristi i kao argument pri objasnjavanju zasto neki problem nije
resiv. Naime, ako pokazemo da se postupak za reSavanje problema ne nalazi u nekoj
od formalizovanih klasa izracunljivih funkcija, na osnovu Cercove teze zakljuéujemo
i da ne postoji efektivni postupak za reSavanje tog problema. U poglavlju 2.8 ¢e
ovaj tip obrazlozZenja biti osnova za razdvajanje problema na one na koje smo u
stanju da odgovorimo i one kod kojih to nije slucaj, tako da Cesto nece ni biti
eksplicitno istaknut.

Za kraj ovog odeljka spomenimo i jedan aspekt intuitivne izracunljivosti kome
do sada nije bila posvetena paznja. Naime, razmotrimo i Sta se intuitivno po-
drazumeva pod algoritamskom izracunljivoséu. Kao Sto ¢e se videti u glavi 10,
postoje rekurzivne funkcije za ¢ije izracunavanje je potrebno vreme duze od vre-
mena proteklog od pretpostavljenog nastanka kosmosa, i/ili se zahteva veéi broj
memorijskih registara nego $to je broj atoma od kojih je sastavljena nasa planeta.
Postavlja se pitanje da li su takve funkcije zaista izracunljive, jer je o¢igledno da se
bar neke njihove vrednosti prakti¢no ne mogu izracunati. Ako se pod intuitivhom
izracunljivoséu podrazumeva ono §to se stvarno moze izracunati, uglavnom se pri-
hvata da su izracunljive funkcije za ¢ije izracunavanje je potrebno ne vise od broja
koraka koji je polinomijalna funkcija duzine ulaznih podataka, Sto je ocigledno
prava potklasa klase rekurzivnih funkcija. U tom sluc¢aju, Cercova teza predstavlja
korisnu granicu klase funkcija izvan koje sigurno nema izrac¢unljivih funkcija.
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2.7 Relativna izracunljivost

Klasa funkcija koje nisu parcijalno rekurzivne je daleko veéa od klase parcijalno
rekurzivnih funkcije posto ovih drugih ima samo prebrojivo mnogo dok svih ar-
itmetickih funkcija ima neprebrojivo mnogo. Relativna izracunljivost predstavlja
odnos izmedu dvaju funkcija, recimo f i g, kojim izrazavamo da, recimo, funkciju f
mozemo izracunati pomocu osnovnih funkcija i funkcije g primenom kompozicije,
primitivne rekurzije i minimizacije. Tada kazemo da je f relativno izra¢unljiva u
odnosu na g. Jasno je da, ako funkcije g jeste parcijalno rekurzivna to isto vazi i
za funkciju f, dok to prestaje da vazi ako g nije parcijalno rekurzivna. Na primer,
u teoremi 2.4.33 je pokazano da unarna funkcija g(z) ¢ija vrednost je 1 ukoliko
fz(z) |, a inace 0, nije parcijalno rekurzivna, pa nisu parcijalno rekurzivne ni
funkcije koje se dobijaju koristenjem ove funkcije.

Neka je g proizvoljna totalna funkcija. Funkcije izraéunljive pomoéu orakla®”
za funkciju g su funkcije koje se relativno izra¢unavaju u odnosu na g, odnosno
formiraju klasu koja kao osnovnu funkciju ima i funkciju g. Analogno se definisu
i programi za neku masinu sa oraklom za funkciju g koji kao deo programa imaju
naredbu koja izrac¢unava funkciju g. Ako je, recimo, funkcija f izra¢unljiva pro-
gramom P sa oraklom za funkciju g, onda je u nekom smislu f laksa za izra¢una-
vanje od g, jer znajuéi da izracunamo ¢ to umemo da uradimo i za f. Opisivanje
klase funkcija koju dobijamo uklju¢ujuéi i neke posebne neizracunljive funkcije
medu osnovne funkcije se sprovodi analogno postupku za opis parcijalno rekurzivnih
funkcija. Oznaku f < g koristimo da kazemo da je funkcija f izracunljiva pomocu
orakla za g.

Primer 2.7.1 Neka je g(z) funkcija ¢ija vrednost je 1 ukoliko f.(z) |, a inace
0. U teoremi 2.4.33 je pokazano da ona nije parcijalno rekurzivna. Neka je C
klasa funkcija koja pored parcijalno rekurzivnih sadrzi i funkcije koje su relativno
izracunljive u odnosu na g. Jasno je da klasa C sadrzi i funkcije koje nisu parcijalno
rekurzivne, jer je g < g. Ipak, postoje i funkcije koje nisu u klasi C' posto je
C prebrojivo beskona¢na, dok svih aritmetickih funkcija ima neprebrojivo mnogo.
Neka je f1, fa, ...jedno nabrajanje funkcija klase C'. Analogno postupku iz teoreme
2.4.33 se pokazuje da funkcija h definisana sa

hz) = { 1 ako f.(z) |

1 0 inace
ne pripada klasi C. [ ]

Klasa funkcija C' sa osobinom da za svake dve funkcije f,g € C vazidaje f < g
i g < f naziva se Tjuringov stepen. Tjuringovi stepeni ¢ine jednu hijerarhiju klasa
funkcija koja se intenzivno proucava.

2.8 Odlucivost

U odeljku 2.2 je kao razlog uvodenja formalnih modela izra¢unavanja navedeno
utvrdivanje da li za neki problem postoji algoritam koji ga reSava. Posto defini-

270rakl je rupa koja se nalazila u proro¢istu u Delfima u antickoj Grékoj iz koje su dobijani
¢udotvorni odgovori.
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cije Tjuring-izracunljivih i parcijalno rekurzivnih funkcija odreduju jasnu granicu
dosega algoritama u nastavku ovog poglavlja analiziraéemo vise problema i videti
da za neke od njih u opstem sluc¢aju ne postoji reSenje. U problemima koje éemo
sretati se uglavnom trazi izraCunavanje posebne vrste funkcija koje uvek imaju
vrednost ili 0 ili 1, $to se moze tumaciti i kao ne i da. U ovakvim sluc¢ajevima prob-
lemi se obi¢no formulisu sa ’dalije ...’ ili’dali vazi ...’ isl. Ako smo u stanju da
na takvo pitanje uvek odgovorimo problem je resiv. Jasno je da probleme mozemo
shvatiti kao predikate, pa se u terminologiji koju koristimo za resive probleme kaze
da su odlucivi.

2.8.1 Odlucivi i neodlucivi predikati i skupovi

Kao §to je u odeljku 2.4.4 receno, pod predikatima se podrazumevaju relacije nad
NF za k = 1,2,..., dok je karakteristicna funkcija predikata totalna funkcija koja
za k-torku argumenata ima vrednost 1 ako za tu k-torku predikat vazi, inace je
vrednost funkcije 0. U definiciji 2.4.30 predikat je nazvan rekurzivnim ili odlucivim
ako je njegova karakteristi¢na funkcija rekurzivna, tj. totalna parcijalno rekurzivna
funkcija. Ako taj uslov za karakteri¢nu funkciju nije ispunjen, predikat je neodluciv.
Imajuéi u vidu dokazanu ekvivalentnost klasa parcijalno rekurzivnih funkcija i
Tjuring-izra¢unljivih funkcija, lako se uocava da je neki predikat odlué¢iv ako i samo
ako postoji program koji izracunava karakteristicnu funkciju predikata, tj. defin-
isan je za svaki ulaz odgovarajuée arnosti i daje rezultat 1 (ili zavrsava rad u stanju
dda) ako predikat vazi za ulazne podatke, a u suprotnom slu¢aju daje rezultat 0
(ili zavrsava rad u stanju ¢ne). Posto je relacija nekakav podskup skupa nad kojim
je definisana, prirodno je da se razmatra i odlucivost skupova. Zapravo, analogno
se kaze za neki skup A da je rekurzivan (odlu¢iv), odnosno neodluciv, ako mu je
karakteristi¢na funkcija (Ca(z) =1 ako je € A, inace je Cx(x) = 0) rekurzivna,
odnosno nije rekurzivna. U nastavku ¢emo ravnopravno upotrebljavati re¢ skup i
predikat u razmatranju (ne)odluéivosti.

Primeri odlu¢ivih skupova su skup N, svaki njegov konaéan podskup?®, skup
parnih i skup neparnih brojeva itd. Klasa odlu¢ivih skupova (a time i predikata)
je zatvorena za osnovne operacije komplementiranja (u odnosu na skup Nk), unije,
preseka i razlike, $to trivijalno proizilazi iz razmatranja karakteristi¢nih funkcija za
skupove dobijene tim operacijama.

U teoremi 2.4.33 susreli smo se sa jednim neodlucivim problemom — pokazano
je da problem utvrdivanja da li je f,(z) |, tj. da li je unarna parcijalno rekurzivna
funkcija sa indeksom x definisana za argument x nije odlu¢iv. Znaéi da predikat P
definisan tako da P(z) vazi ako i samo ako je f;(x) | nije odluciv. Sledi jos nekoliko
primera neodluéivih predikata. Do kraja ovog odeljka koristi¢emo oznake Dom(f)
za domen funkcije f, Im(f) za kodomen funkcije f, f, za funkciju sa indeksom z u
nekom nabrajanju parcijalno rekurzivnih funkcija i C za komplement nekog skupa,
odnosno relacije, u odnosu na N* za neko k > 0.

Primer 2.8.1 Neka je Cr, karakteristicna funkcija unarnog predikata Tot(x)
koji vazi ako i samo ako je f, totalna funkcija. Koristeéi metodu dijagonalizacije

287a konacan skup A = {a1,...,an} prirodnih brojeva karakteristi¢na funkcija z = a1 V...Vx =
an, je ocigledno rekurzivna.
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pokaza¢emo da predikat Tot nije odlu¢iv. Posmatrajmo najpre funkciju A defin-
isanu sa:

h(0) = (ny)(Ctor(y) = 1)
h(n+1) = (uy)(y > h(n) A Cro(y) = 1)

Ako bi funkcija Crp,: bila rekurzivna, isto bi vazilo i za funkciju h, jer totalnih
funkcija ima neograni¢eno mnogo, recimo sve konstantne funkcije su totalne. I'm(h)
¢ine svi kodovi totalnih funkcija. Neka je funkcija f definisana sa:

f@) = fa@(x) +1

Ako je h rekurzivna, onda je i funkcija f rekurzivna, znaci i totalna, pa postoji
njen indeks e takav da za neko ng € N vazi h(ng) = e. Tada bi vazilo f(ng) =
fhne)(no) +1 = f(no) + 1, 8to je ocigledna kontradikcija, pa funkcija Cyor nije
rekurzivna, tj. predikat Tot nije odlu¢iv. Dakle, problem ’da li je funkcija totalna’
nije odluciv. ]

Primer 2.8.2 Neka je Cpg,;p karakteristicna funkcija binarnog predikata Halt
(x,y) koji vazi ako i samo ako je f.(y) definisano?® i predstavlja uopstenje prob-
lema da li f,(x) |, tj. da li je funkcija f, definisana za argument x za koji je
u teoremi 2.4.33 pokazano da nije odluéiv i §to ¢emo neposredno iskoristiti. Ako
bi funkcija Cpai(x,y) bila rekurzivna, to bi bila i funkcija f(z) = Chan(z, x).
Medutim, funkcija f(z) je ustvari karakteristicna funkcija problema f,(x) | i nije
rekurzivna, pa to nije ni funkcija Cpq:. Dakle, predikat Halt, odnosno problem
‘da li je funkcija definisana’; nije odluciv. |

Na osnovu dokazane ekvivalentnosti klasa Tjuring-izrac¢unljivih i parcijalno re-
kurzivnih funkcija ¢injenica da predikat Halt nije odluciv se moze protumaciti i na
sleded¢i nacin: u opStem sluc¢aju ne mozemo odgovoriti da li neki program za dati
ulaz zavrSava rad u konaénom broju koraka®’.

Primer 2.8.3 Neka je Cp karakteristicna funkcija predikata O(z) koji vazi ako
i samo ako je f, nula funkcija, tj. za sve argumente ima vrednost nula. Pret-
postavimo da je Cp rekurzivna funkcija. Napraviéemo takvu funkciju za koju ¢e
se pitanje da li je jednaka nula-funkciji svesti na jedan drugi neodlucivi problem.
Nula funkciju ¢emo obeleziti sa fQ. Posmatrajmo funkciju f definisanu sa:

Funkcija f je parcijalno rekurzivna, pa postoji indeks e u nekom nabrajanju par-
cijalno rekurzivnih funkcija tako da je f ~ f.. Po s-m-n-teoremi (teorema 2.4.36),
bice f(z,y) = fsi(e,a)(y). Lako se vidi da je fg1(c,) nula funkcija, odnosno da
je Co(Si(e,z)) = 1 ako i samo ako je Chan(r,y) = 1, tj. da bi iz odlucivosti
predikata O sledila odlucivost predikata Halt. Posto predikat Halt nije odluciv,
isto vazi i za predikat O, pa problem ’da li je funkcija nula-funkcija’, nije odluéiv.

|

290vaj problem se naziva i halting-problem, odnosno problem zaustavljanja.
30Kao sto je re¢eno u poglavlju 1, Tjuring je neodluéivost ovog problema iskoristio za davanje
negativnog odgovora na Hilbertov Entscheidungsproblem.
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Primer 2.8.4 Problem jednakosti dve parcijalno rekurzivne funkcije, odnosno da
li je fy ~ fy, nije odluciv. Ovo je direktna posledica prethodnog primera. Posto je
nula-funkcija rekurzivna, a time i parcijalno rekurzivna, ona ima svoj indeks e, pa
ako bi problem f, ~ f, bio odluéiv, to bi bio i problem f, ~ f., §to nije slucaj. W

Teorema 2.8.5 (Rajsova teorema) Neka je B neprazna prava potklasa klase
svih parcijalno rekurzivnih funkcija. Problem da li je f, € B nije odluciv.

Dokaz. Neka je h unarna funkcija koja nije definisana ni za jedan n € N. Pret-
postavimo da h ¢ B (u suprotnom, ako h € B posmatra¢emo komplement klase B,
CB, koji je odluciv ako i samo ako je odluciva klasa B). Neka je g € B funkcija
razlicita od h. Takva funkcija uvek postoji posto je B # 0, a pretpostavili smo
da h ¢ B. Takode, ako je klasa B odluciva, takvu funkciju uvek mozemo pronaéi
proveravaju¢i redom da li se neka od funkcija iz bilo kog nabrajanja svih parci-
jalno rekurzivnih funkcija nalazi u B. Zbog osobina klase B, taj postupak mora,
pre ili posle, dovesti do trazene funkcije g. Neka je funkcija K{(x) totalna kon-
stanta funkcija koja uvek ima vrednost 1. Posmatrajmo funkciju f(z,y) definisanu
sa g(y) - Ki(f:(x)) koja je parcijalno rekurzivna. Znaé¢i da postoji njen indeks e
u nekom nabrajanju parcijalno rekurzivnih funkcija. Po s-m-n-teoremi (teorema
2.4.36) bice f(z,y) ~ fs1(e,z) (y), pri éemu je funkcija S§ rekurzivna. Kako je e kon-
stanta, zapravo je f(x,y) = fS}(x)(y) Ako je z € Dom(fx) bice fSll(x) ~geB,
a ako x ¢ Dom(f;) bice fs1(;) = h ¢ B. Prema tome fs1(,) € B vazi akko
x € Dom(f,). Poslednje pitanje, kao $to je ranije pokazano, nije odlucivo, pa to
ne moze biti ni problem pripadanja funkcije klasi B. ]

Teorema, 2.8.5 zapravo kaze da su svi netrivijalni skupovi parcijalno rekurzivnih
funkcija neodluc¢ivi. Na primer:

Teorema 2.8.6 Sledeéi problemi nisu odluéivi:
e domen funkcije je konacan,
e domen funkcije je beskonacan,
e kodomen funkcije je konacan i

e kodomen funkcije je beskonacan.

Dokaz. Tvrdenja su direktna posledica teoreme 2.8.5 posto je re¢ o klasama
funkcija koje nisu ni prazne niti se poklapaju sa klasom svih parcijalno rekurzivnih
funkcija. |

Medu neodlucive spadaju i sledeéi poznati problemi:

e problem reci za grupe, tj. ako je grupa G sa jedini¢nim elementom e gener-
isana skupom elemenata Geng = {g1,92,...}, da li za proizvoljan izraz t;
sastavljan od elemenata iz Geng (recimo t; = g%gflg5) vazi t] = e,

e resivost diofantskih jednacina,

e problemi zadovoljivosti i valjanosti formula predikatskog ra¢una prvog reda,
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e problem pokrivanja3' ravni u kome je dat konagan broj proizvoljnih oblika
poligona, a postavlja se pitanje da li je moguce u potpunosti, bez preklapanja,
pokriti ravan poligonima samo tih oblika itd.

dok su problemi zadovoljivosti i valjanost iskaznih formula odlucivi. Za neku teoriju
T kazemo da je odluciva ako postoji rekurzivna karakteristicna funkcija problema
"formula « je teorema teorije T”. Primeri odluc¢ivih teorija su pored iskaznog ra¢una
i teorija Bulovih algebri, teorija mnoZenja prirodnih brojeva, teorija Abelovih
grupa, teorija realno zatvorenih polja, elementarna euklidska geometrija itd. Sa
druge strane, pored predikatskog ra¢una, neodlucive su i teorije Peanova aritmetika,
teorija grupa, teorija prstena, teorija polja, ZF teorija skupova itd.

2.8.2 Klasifikacija neodlucivih predikata i skupova

U odeljku 2.8.1 je prikazano vise primera neodluc¢ivih predikata i skupova. Zapravo
se moze reéi da je neodluc¢ivost pravilo, a odluc¢ivost izuzetak imajuéi u vidu bro-
jnost jednih i drugih sluc¢ajeva. U ovom odeljku ¢emo razmotriti jednu klasifikaciju
neodlucivih predikata.

Parcijalno odluéivi predikati i skupovi

Definicija 2.8.7 Predikat R je parcijalno odluciv ako je njegova karakteristi¢na
funkcija parcijalno rekurzivna, tj. oblika3?

1 ako vazi R(z1,...,%n)
nedefinisano  inace.

Cr(z1,...,x,) = {

Drugaciji naziv za parcijalno odluc¢ive predikate je rekurzivno nabrojivi predikati.
Analogno predikatima defini$u se i parcijalno odlucivi, odnosno rekurzivno nabro-
jivi, skupovi i problemi. Kao i ranije, ove pojmove ¢emo ravnopravno koristiti.

Teorema 2.8.8 Skup P je parcijalno odluciv ako i samo ako postoji parcijalno
rekurzivna funkcija f ¢iji je domen skup P.

Dokaz. Ako je P parcijalno odlué¢iv skup, funkcija f je njegova karakteristi¢na
funkcija. Obrnuto, ako postoji parcijalno rekurzivna funkcija f ¢iji domen je jednak
P, onda je Cp(z1,...,2,) = K{(f(z1,...,2,)) karakteristi¢na funkcija za P. Cp
je parcijalno rekurzivna funkcija, pa je po definiciji P parcijalno odluéiv. |

Na osnovu definicije 2.8.7 je jasno da je svaki odlu¢iv predikat istovremeno
i parcijalno odlu¢iv posto je svaka rekurzivna funkcija istovremeno i parcijalno
rekurzivna, dok obrnuto ne mora vaziti. Slede¢i primer prikazuje jedan takav
predikat.

Primer 2.8.9 Predikat Halt je, kao Sto je pokazano u primeru 2.8.3, neodluéiv.
Kako je Crai(z,y) = Ki(f:(y)) parcijalno rekurzivna funkcija, predikat Halt je
parcijalno odluciv. ]

31Tiling problem.
320va definicija se moze oslabiti tako to se dozvoli da za neke, ali ne nuzno sve, z1,..., T, za
koje R(z1,...,xn) ne vazi, bude Cgr(z1,...,zn) = 0.
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Teorema 2.8.10 Predikat P(z1,...,z,) je parcijalno odluciv ako i samo ako pos-
toji odlué¢iv predikat R(z1,...,2,,y) tako da vazi P(z1,...,z,) ako i samo ako
vazi (Jy)R(z1,. .., %n, y).

Dokaz. Neka je R trazeni predikat. Definisimo funkciju Cp(z1,...,z,) tako
da bude jednaka K{((uy)(R(z1,...,7n,y))). Funkcija Cp je oigledno parcijalno
rekurzivna, pa kako predstavlja karakteristicnu funkciju za P, sam predikat P
je parcijalno odluc¢iv. Obrnuto, neka je predikat P parcijalno odlu¢iv i neka
je Cp njegova parcijalno rekurzivna karakteristi¢cna funkcija. Neka je njen kod
u nekom nabrajanju parcijalno rekurzivnih funkcija e. Posmatrajmo predikat
R(x1,...,x,,y) definisan kao UP(e,gb(x1,...,2n), (¥)o, (¥)1). UP je univerzalni
predikat uveden u teoremi 2.4.34, gde je dokazano da je on primitivno rekurzivan,
a time i odluéiv, pa je to i predikat R. Pri tome vazi P(z1,...,z,) ako i samo ako
Cp(z1,...,2,) | ako i samo ako (Fy)R(x1,...,Tn,y), Sto je i trebalo dokazati. W

Ocigledno je, dakle, da parcijalna odlu¢ivost ne povlaéi i odlu¢ivost predikata,
ali ako su i predikat i njegov komplement parcijalno odlucivi, onda je i sam predikat
odluciv, $to se dokazuje slede¢om teoremom.

Teorema 2.8.11 Predikat P je odluc¢iv ako i samo ako su predikati P i CP par-
cijalno odlucivi.

Dokaz. Ako je predikat odluciv, odluciv je i njegov komplement, pa su oba i par-
cijalno odlucivi. Obrnuto, pretpostavimo da su P i CP parcijalno odlucivi predikati

arnosti n. Prema teoremi 2.8.10 postoje odlucivi predikati R(x1,...,x,,y) 1 S(x1,
..o, Zn,y) takvi da vazi P(zy,...,x,) ako i samo ako (3y)R(z1,...,%n,y) i CP(zq,
...,xy) ako i samo ako (Jy)S(z1,...,2n,y). Primetimo da za svaku fiksiranu
n-torku x1,...,x, vazi taéno jedan od predikata (Jy)R(z1,...,Zn,y), odnosno

(3y)S(x1,...,2n,y). Uotimo funkciju g(z1,...,2n,y) = Cr(x1, ..., Tn,y)+Cs(x1,
.oy T, Yy), gde su Or i Cg rekurzivne karakteristicne funkcije predikata R i S.
Ocigledno je da je funkcija g rekurzivna. S obzirom na vezu predikata R i S sa
predikatima P i CP, za svaku fiksiranu n-torku x1, ..., z,, jedna od funkcija Cg i
Cs je nula-funkcija za svako y, dok ona druga za neke y ima takode vrednost 0, ali
i za neke y ima vrednost 1. Prema tome, kodomen I'm(g) funkcije g je skup {0, 1}.

Posmatrajmo sada funkciju f(x1,...,2,) = (uy)(g(z1,...,zn,y) = 1). Na osnovu
prethodnog i funkcija f je rekurzivna, dok je za fiksirane z1, ..., x, njena vrednost
minimalno y za koje je ispunjeno da vazi bilo R(z1, ..., z,,y), bilo S(z1,...,Zn,Yy).

Kona¢no, definisimo funkciju:

1 ako Cr(z1,...,%n, o)) =1
CP($1,...,xn)—{ 0 ?n;ée.R(ml Tp, f(21 Tn))

Ova funkeija je rekurzivna i ima vrednost 1 ako i samo ako Cr(z1,. .., Zn, f(21,. ..,
x,)) = 1 ako i samo ako vazi (Jy)R(z1,...,%n,y), odnosno ako i samo ako vazi
P(x1,...,x,), pa je to karakteristi¢na funkcija predikata P. Odatle je predikat P
odluéiv. ]

Intuitivno rec¢eno, predikat P(z) je parcijalno odlué¢iv ako postoji program koji
odgovara potvrdno u slucaju da predikat vazi za argumente programa, inace pro-
gram ne mora da se zaustavi. Ako bi postojali takvi programi Progp za predikat
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P i Progcp za njegov komplement CP, mogli bismo na dva ra¢unara da ih pokren-
emo paralelno. Posto za svaki x vazi ili P(x) ili CP(z) jedan od programa e se
posle izvesnog vremena zaustaviti. Ako se zaustavi program Progp odgovor bi bio
'vazi P(z)’, a ako se zaustavi program Progcp odgovor bi bio 'ne vazi P(x)’, pa bi
predikat P bio odluciv.

Primer 2.8.12 Imajuéi u vidu dokazano u teoremi 2.4.33 predikat P takav da vazi
P(z) ako i samo ako x € Dom(f,) nije odluc¢iv. Kako je karakteristi¢na funkcija
predikata Cp(z) = K{(f.(z)) parcijalno rekurzivna, on je parcijalno odluéiv. Zbog
toga i rezultata teoreme 2.8.11, njegov komplement = ¢ Dom(f,) ne moze biti
parcijalno odluéiv, jer da jeste, predikat € Dom(f,) bi bio odluéiv. [ |

Teorema 2.8.13 Neka je A C N. Tada je ekvivalentno:
1. A je parcijalno odluéiv,
2. A=0{ili A je kodomen neke rekurzivne funkcije i

3. postoji indeks e i broj n (e,n € N) takvi da je A kodomen n-arne parcijalno
rekurzivne funkcije f..

Dokaz. (1 = 2) Prema teoremi 2.8.8 skup A je domen neke parcijalno rekur-
zivne funkcije f.. Ako ta funkcija nije nigde definisana skup A je prazan. Pret-
postavimo zato da je A # (). Tada postoji a € A. Posmatrajmo predikat T'(e, x, )
definisan analogno univerzalnom predikatu UP iz teoreme 2.4.34 sem $to ne vodi
racuna o rezultatu funkcije. Jasno je i da je predikat T primitivno rekurzivan.
Definigimo funkciju g(z,t) = z - Cr(e,x,t) + a - Cor(e, z,t) koja je trivijalno par-
cijalno rekurzivna i totalna i ima vrednost = ako je x € A, odnosno a ako x & A.
Prema tome, A = Im(g).

(2 = 3) Trivijalno, jer je svaka rekurzivna funkcija i parcijalno rekurzivna.

(3= 1) Ako je A = Im(f.) za neku n-arnu parcijalno rekurzivnu funkciju f., karak-
teristiéna funkcija skupa A definisana sa Ca(z) = Ki((uy) fe((W)o,- - (Y)n_1) =
x)) je parcijalno rekurzivna, pa je i skup A parcijalno odluéiv. ]

Primer 2.8.14 Skup Tot = {z : f, je totalna funkcija} nije parcijalno odluéciv.
Ako bi to bio, prema teoremi 2.8.13, bio bi jednak i kodomenu neke rekurzivne
funkcije h. Niz funkcija fj(,) sadrzao bi sve rekurzivne funkcije, sto bi dovelo do

kontradikcije kao i u primeru 2.8.1. |
Primer 2.8.15 Neka je p(x1,...,%m,¥1,---,Yn) polinom sa celobrojnim koefici-
jentima i promenljivim x1,...,%m,¥y1,...,yn. Predikat P, takav da vazi P(x1,
..., Ty) akoisamo akoje (Jy1) ... Fyn)p(x1, .. s Ty Y15+ -+, Yn) = 0, naziva se dio-

fantovski. Jurij Matijasevic je pokazao da je svaki parcijalno odluéiv predikat ekvi-
valentan nekom diofantovskom predikatu odakle direktno sledi da problem resivosti
diofantovskih jednacina nije odluciv. |
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Aritmeticka hijerarhija

Kao $to smo videli u primeru 2.8.14, postoje problemi koji ne samo da nisu odlucivi
ve nisu ni parcijalno odluc¢ivi. Zapravo postoji ¢itava jedna hijerarhija slozenosti
skupova prirodnih brojeva koja se naziva aritmeticka hijerarhija. Kao i ranije,
smatracemo da su skupovi i predikati jedno te isto. Klase odlué¢ivih i parcijalno
odlucivih skupova su na samom dnu ove hijerarhije, odnosno predstavljaju najjed-
nostavnije klase. Skupovi koji pripadaju klasama iz aritmeticke hijerarhije nazivaju
se aritmeticki skupovi. Hijerarhija se definise induktivno:

Definicija 2.8.16 Skup prirodnih brojeva A C N je u klasi X¢ ako i samo ako
postoji odluéivi binarni predikat B takav da x € A ako i samo ako (Jy)B(z,y).

Skup prirodnih brojeva A C N je u klasi I1Y ako i samo ako postoji % skup A’
takav da je A = CA’.

Skup prirodnih brojeva A C N je u klasi A ako i samo ako pripada klasi
2O NI,

Skup prirodnih brojeva A C N je u klasi Z?H_l ako i samo ako postoji I1% binarni
predikat B takav da « € A ako i samo ako (Jy)B(z,y).

Skup prirodnih brojeva A C N je u klasi IIY , ; ako i samo ako postoji ¥
skup A’ takav da je A = CA’.

Skup prirodnih brojeva A C N je u klasi A? 11 ako i samo ako pripada klasi
Spar NI 4.

Za podskup A skupa N*, za k > 1, odnosno predikat veée arnosti, smatraéemo
da pripada onoj klasi kojoj pripada skup kodova nizova duzine k koje ¢ine k-torke
iz A. Primetimo da su, na osnovu teorema 2.8.10 i 2.8.11, klase A} i £ u stvari
klase odlu¢ivih i parcijalno odluéivih skupova. Skupovi iz klase II{ se nazivaju
koparcijalno odlucivi, odnosno korekurzivno nabrojivi. .

Moze se pokazati da je ova hijerarhija prava, tj. da za svako n vazi: A% C X9
A £ 30 A Il AY £ 10, 10 #3913 1% ¢ AY. ;. Recimo, u primeru
2.8.12 je pokazano da problem z € Dom( f;) nije odluciv, a jeste parcijalno odluéiv,
dok njegov komplement = ¢ Dom(f,) nije parcijalno odlu¢iv. Moze se pokazati i
da su sve ove klase zatvorene za konaé¢ne unije i preseke.

Kona¢no treba reé¢i i da postoje skupovi prirodnih brojeva koji nisu u ovoj
hijerarhiji.

2.9 Teorija izracunljivosti i programski jezici

Opisivanja izra¢unljivih funkcija u razli¢itim formalizmima uticalo je i na razvoj
programskih jezika. Naveséemo nekoliko primera za to.

Zapisivanje algoritamskih Sema u vidu nizova naredbi je dovelo do uvodenja
labela, tj. adresa, naredbi i naredbi uslovnog i bezuslovnog skoka33 koje su tipi¢ne
za nestruktuirane programske jezike. Primetimo takode da naredbe Tjuringove
masine u sebi sadrze ideju programskog skoka u formi promene stanja. Sa druge
strane, jezgro programskog jezika PASCAL je nastalo tako $to je formalizam while-
programa obogacen proizvoljnim logickim izrazima.

334f S then go to A i go to A.
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Formulacija izracunljivih funkcija na bazi A-racuna, proSirena numerickim i
funkcijama za rad sa re¢ima predstavlja osnovu za programski jezik LISP34, iz koga
su proizasli i mnogi drugi savremeni funkcionalni jezici. Za izvrsavanje funkcional-
nih programskih jezika su razvijene posebne vrste i idealnih3® i stvarnih masina koje
se znacajno razlikuju od standardnih rac¢unara jer dozvoljavaju direktnu i visoko
paralelizovanu redukciju objekata koji predstavljaju funkcije.

Programski jezik SNOBOL je nastao iz ideje pravila kod Markovljevih algori-
tama kao jezik specijalizovan za operacije obrade re¢i. SNOBOL sadrzi naredbe
dodeljivanje, zamene podreci i uslovnog skoka.

Osnova programskog jezika PROLOG3% se moze shvatiti kao deduktivno zas-
novan mehanizam reSavanja sistema jednacina kojima se definisu funkcije. Sistem
zamisljamo kao da se sastoji od jednac¢ina u formi Hornovih klauza Ry A.. . AR, —
Q, gde su R; i Q oblika f(z1,...,2,) = y, Sto ne predstavlja ograni¢enje. Na
primer, jednacina f(x) = g(h(z)) se moze zapisati u obliku h(z) =y Ag(y) =z —
flz) =z

2.10 Drugi formalni modeli izracunavanja

U narednim odeljcim ¢emo ukratko prikazati jos nekoliko formalnih modela izra¢u-
navanja. Za sve njih je pokazano da su jednako izrazajni.

2.10.1 Postova masina i normalni sistemi

Postova masina je sistem razvijen nezavisno i pre nego §to je objavljen rad koji
opisuje Tjuringovu masinu, ali je publikovan neSto kasnije, pa je prosto izne-
nadujuéa njihova slicnost. I kod Postove masine postoji beskonacna traka podeljena
na ¢elije u koje moze biti opisan blanko znak ili znak crtice, odnosno znaci 01 1, i
glava koja se pomera, Cita sadrzaj ¢elija i u njih upisuje jedan od znakova.

Post se bavio i istrazivanjima takozvanih normalnih sistema, posmatrajuéi na-
jpre pravila izvodenja oblika agvia1vs ... Vo — Bov) 105 . .. v, B gde su oy, f;
re¢i nekog alfabeta i v;, v; promenljive za re¢i. Pokazao je da je dovoljno koristiti
samo produkcije oblika av — v da bi se opisao svaki skup parova re¢i u unarnoj
notaciji oblika (1", 1/(") za sve prirodne brojeve n. Ovako definisane funkcije se
nazivaju generisane i njihova klasa se poklapa sa klasom rekurzivnih funkcija.

2.10.2 M-racun

A-racun je formalni model izracunavanja koji je tridesetih godina dvadesetog veka
razvio Ceré zajedno sa svojim studentima Klinijem i John-om Rosser-om (Roser,
1907 — 1989) pokusavajuéi da da predlog definicije efektivne izracunljivosti. Vre-
menom, A-racun je postao osnova za implementiranje funkcionalnih programskih
jezika. Jedine sintaksne celine u A-racunu su A-izrazi koji mogu biti:

e konstante,

34Ime dolazi od prvih slova reéi List Processing.
35SECD masina, SK masina.
36Ime dolazi od prvih slova re& Programming in Logic.
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e imena promenljivih,
e aplikacije oblika A —izraz A —izraz i
e apstrakcije oblika A ime promenljive.\-izraz

U izrazima se koriste i zagrade kako bi se povecala ¢itljivost.

A-apstrakcijom se definisu funkcije, recimo Azx. + x 1 se shvata kao funkcija
sa argumentom x u kojoj se vrednost argumenta uvecava za 1. Promenljiva koja
neposredno sledi znak A je formalni parametar funkcije, a A-izraz iza tacke je telo
funkcije. Ovakva definicija funkcija je sli¢na sa onom u standardnim programskim
jezicima, izuzimajudi da je ovde funkcija neimenovana i da poseduje samo jedan ar-
gument. Funkcije sa vise argumenata, recimo f(x,y) = x+y, uvode se uzastopnim
apstrakcijama3” oblika Az.(\y. + y) .

Aplikaciji u programskim jezicima odgovara poziv funkcije, recimo (Azx.+ x 1) 4.
Ovaj izraz bi, u programerskom Zzargonu, vratio vrednost 5 posto se vrednost ar-
gumenta funkcije fiksira da bude 4 i zatim se uveéa za 1. Argument aplikacije sme
biti i drugi A-izraz.

U svom najcistijem obliku A-ra¢un ne sadrzi ugradene funkcije, poput sabiranja,
ali se imajuci u vidu primene, Cesto proSiruje aritmetickim i logickim funkcijama
(+, —, *, 3, not, and, or), konstantama (0, 1, ..., true, false, ’a’,’b’, ..., NIL38),
uslovnom i f — then — else funkcijom, funkcijama koje barataju sa listama i koje se
definisu sa HEAD(CONSab) = a i TAIL(CON Sab) = b itd. Sve ove funkcije i
konstante su zapravo skraceni zapisi odgovarajué¢ih A-izraza i koriste se kako bi se
zapis ucinio preglednijim i ne povecavaju izrazajnost jezika. Recimo, definise se:

CONS = (Ma\b.Af.f ab)
HEAD = (Ac.c(Aa.\b.a)) i
TAIL = (Ac.c(Aa.\b.b)).

Sli¢no, ako definisemo TRUE = (Az.\y.z) i FALSE = (Az.\y.y), onda se uslovna
funkcija definise sa

Zf E1 then E2 else E3 = ()\E1>\E2>\E3E1 E2 Eg)

Prosirivanje jezika ovim elementima inspirisano je zahtevima za efikasnoséu posto
se spominjane konstante i funkcije direktno reprezentuju u racunaru.

U A-rac¢unu su precizno definisane transformacije jednih u druge A-izraze. Pos-
tupak transformacije odgovara izrac¢unavanju vrednosti izraza. Pravila kojima se
vr§i transformacija iz jednog u drugi, ekvivalentni, A-izraz nazivaju se konverzije.

Definicija 2.10.1 Pojava promenljive u izrazu moze biti slobodna ili vezana. Pro-
menljiva se javlja kao slobodna u sledeéim situacijama:

e promenljiva x je slobodna u =z,

e promenljiva z je slobodna u M-izrazu (E'F) ako je x slobodna u M-izrazu E
ili u A-izrazu F' i

37Carrying.
380znaka kraja liste.
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e promenljiva z je slobodna u A-izrazu A\y.E ako su x i y razlicite promenljive
pri ¢emu je x slobodna u A-izrazu E.
Promenljiva se javlja kao vezana u slede¢im situacijama:

e promenljiva = je vezana u M-izrazu (EF) ako je x vezana u izrazu E ili u
izrazu F' i

e promenljiva x je vezana u A-izrazu A\y.E ako su x i y iste promenljive ili je x
vezana u F.

Ni jedna promenljiva nije vezana u izrazu koji se sastoji od samo jedne promen-
ljive, ili konstante. U M-izrazu (Az.+ x y) 4 promenljiva x je vezana, a promenljiva
y slobodna.

U narednoj definiciji koristicemo oznaku E[M/z] koja znaci da se u izrazu E
slobodne pojave promenljive x zamenjuju sa M.

Definicija 2.10.2 Konverzije u A-racunu su:

e o-konverzija, ako y nije slobodno u F,
(A2.E) <o (A\y-Ely/z])
e (-konverzija,
(Az.EYM 3 E[M/x]
e 7-konvrezija, ako z nije slobodno u A-izrazu E koji oznacava funkciju,

(Az.E x) <, E.

Kada se konverzije izvode sa leva na desno, i 7 konverzije nazivaju se redukcije i
oznacavaju sa —.

Nije tesko proveriti da a-konverzija predstavlja jednostavno preimenovanje for-
malnog parametra funkcije, na primer:

M.+ zl) =4 (My.+ 9y 1)

[B-konverzijom, ili preciznije S-redukcijom, se vrsi prenos parametara pri nekoj
aplikaciji, odnosno pozivu funkcije. Efikasnost funkcionalnog jezika zavisi pre svega
od kvaliteta realizacije B-redukcije. Rezultat ove transformacije primenjene na
neku A-aplikaciju je instancijacija tela funkcije, tj. A-apstrakcije, koja ucestvuje u
aplikaciji, pri ¢emu se sve slobodne pojave formalnog parametra u telu apstrakcije
zamenjuju argumentom aplikacije:

Az, 4+ z1)d -5+ 41
Sliéno, redukcija uslovne funkcije se izvodi na sledeé¢i nacin:
if TRUFE then M else N
= (ApAgArp qr)TRUE M N
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—3 (AgArPTRUE qr)M N
—4 (\"TRUE M r)N

—3 TRUE M N

= Az \y.x)M N

—5 (\y.M)N

s M

Prilikom primene (-redukcije postoji skrivena opasnost kolizije stvarnog parametra
sa formalnim parametrom neke unutrasnje A-apstrakcije. Na primer, neka je A-izraz

E=\fAx.f (f2))
Posmatrajmo sada izraz E E i pokusajmo sprovesti S-redukciju:

EE

= \fAxf(fz)E
—5 (A\z.E (E x))

= (Az.E ((A\f.Az.f (f x)) x))

U podvu¢enom delu izraza ne bi bilo korektno izvrsiti zamenu formalnog parametra
f sa x, pri ¢emu bi se dobilo

—g (Az.E (A\z.2 (z x)))

jer je x takode formalni parametar unutrasnje A-apstrakcije. U takvim situacijama
se problem resava preimenovanjem formalnog parametra, odnosno a-konverzijom

Az B (Af A x.f (f 2)) x))
<o Av.E (M Ay-f (fy) ©))

—p (M. E (Ay.z (v y)))

U A-racunu je dopustena i obrnuta transformacija koja se naziva (-apstrakcija i
oznacava sa «—petq-
n-konverzija izrazava intuitivnu ekvivalentnost izraza, na primer

(Az. + 1z) <y (+1)

dok nisu n-ekvivalentni izrazi (Az.(+ x) ) i (+ z) jer je u prvom izrazu x slobodno
u izrazu (+ x). Ocigledno je da se pri n-redukeiji eliminisu nepotrebne apstrakcije.

Radi potpunosti navedenim konverzijama treba dodati i §-konverziju (d-pravilo)
koja predstavlja zajednicko ime za skup transformacija nad ugradenim funkcijama
i konstantama. Recimo,

+41<—>55
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odgovara pravilu za redukciju operacije sabiranja itd.

Postupak koji se izvodi redukcijama i/ili konverzijama odgovara izra¢unavanju
u nekom standardnom programskom jeziku. U preostalom delu ovog odeljka opi-
sa¢emo §ta predstavlja rezultat takvog izrac¢unavanja.

Definicija 2.10.3 Redeks je A-izraz koji se moze redukovati §-redukcijom. M-izraz
koji ne sadrzi ni jedan redeks je u normalnoj formi.

Normalna forma izraza je oblik izraza do kojega pokusavamo da dovedemo svaki
izraz. Normalna forma ne postoji za svaki izraz, recimo:

(Az.z z)( M.z z) =g (A\z.x z)(Av.z x)

dok kod nekih izraza redosled redukovanja redeksa utice na (ne)dobijanje normalne
forme. Na primer, izraz

(Ax.3)(\z.zx)(Az.2x)

bi se redukovao na 34, ako bi se prvo primenila redukcija na apstrakciju (Az.3)
bez izracunavanja argumenata, a u suprotnom bismo upali u beskonaé¢ni ciklus
redukcije.

Moze se pokazati da neki redosledi redukovanja uvek dovode polazni izraz u
normalnu formu, ukoliko normalna forma za taj izraz postoji. U vezi sa tim su
naredne definicije i teoreme koje dajemo bez dokaza.

Definicija 2.10.4 Normalni redosled redukcije odreduje da se uvek prvo redukuje
najlevlji spoljasnji redeks. U aplikativnom redosledu redukcije se najpre redukuju
argumenti aplikacije.

Teorema 2.10.5 (Prva Ceré — Roser-ova teorema) Ako za izraze E; i By vazi
FE, — E5 postoji izraz E takav da se oba izraza F; i F» mogu redukovati na njega
(F1y — E 1 B3 — E). Normalna forma je jedinstvena do na a-konverziju.

Teorema 2.10.6 (Druga Ceré — Roser-ova teorema) Ako za izraze E i F vazi
da je F — F'ida je F' u normalnoj formi, onda postoji niz redukcija iz F u F u
normalnom redosledu.

Ove teoreme garantuju postojanje najvise jedne normalne forme i preciziraju
redosled redukcija kojima se dolazi do normalne forme, ukoliko ona postoji. Nor-
malni redosled je uz to veoma pogodan, jer je u nekim sistemima za redukciju i
najkraéi po duzini - broju pojedina¢nih redukcija.

2.10.3 Markovljevi algoritmi

Sistem Markovljevih algoritama, nastao pedesetih godina dvadesetog veka, pred-
stavlja vrstu produkcionih sistema. Neka je A = {1} unarni alfabet i neka se
blanko znak oznacava sa 0. Algoritmom nad alfabetom A nazivamo svaku efektivno
izracunljivu funkciju ¢iji domen ¢ini niz od fiksiranog broja re¢i nad A (razdvojenih
znakom 0), a kodomen reci nad A. Algoritamska Sema se sastoji od kona¢nog niza
prostih pravila oblika P — @ i/ili zavrsnih pravila oblika P — -Q, gde su P i Q
re¢i nad A. Oznaku P — (-)Q ¢emo koristiti da ozna¢imo bilo koje od ove dve
vrste pravila. Za datu re¢ P i algoritamsku Semu A oblika
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P — ()Q1

P — (1)Qk

koristimo oznaku A : P! ako ni jedna od re¢i P; nije podre¢ re¢i P. Ako je m
(1 < m < k) najmanji broj takav da je P, podre¢ re¢i P i ako je R re¢ dobijena iz
P zamenom najlevlje pojave rec¢i Py, re¢ju @,,, onda pisemo P 4 R, ako je pravilo
P,, — (1)Qm prosto, odnosno P 4 -R, ako je pravilo zavrsno. Sa P =4 ()R
oznacavamo da postoji niz re¢i P = Ry, Ry, ..., R, = R takva da je R; Fa R;+1
za0<qg<n—21iR,_1Fa (-)R,. Kazemo da je A(P)= R ako je

e PE4 Rili
e P=4RiA:RL

Ovako definisano preslikavanje A je normalni Markovljev algoritam. Cinjenica da
opisani uslovi za izvodenje jednoznacno odreduju redosled koraka transformacije
opravdava upotrebu reci algoritam.

Primer 2.10.7 Algoritamska Sema
11—-1
1—-1

definise normalni algoritam A4 za koji vazi A(n) = 0 za svaki prirodan broj n. W

2.10.4 Neogranicena registarska masina

Neogranic¢ena registarska masina, ili URM, opisana je Sestdesetih godina dvadesetog
veka. Sastoji se od beskonacne trake podeljene u registre, tj. Celije, numerisane
prirodnim brojevima. U svaki registar se moze upisati bilo koji prirodni broj, a
naredbe su:

e Z(m) postavlja nulu u registru m,
e S(m) uvectava sadrzaj registra m za 1,
e T(m,n) u registar n upisuje sadrzaj registra m i

e J(m,n,q) uslucaju da su sadrzaji registara m i n razli¢iti prelazi se na sledeéu
naredbu, inace se prelazi na g-tu naredbu.

Program je niz numerisanih naredbi ¢ije izvrsavanje zapocinje od prve naredbe i
nastavlja se redom, sem eventualno u sluc¢aju naredbe J kada moze do¢i do skoka,
a prekida se prelaskom na nepostojecu naredbu. Rezultat se na kraju rada nalazi
u registru 0. Sledi primer jednog programa za URM.

Primer 2.10.8 Pod pretpostavkom da su u prva dva registra smesteni brojevi =
iy, a da su svi ostali registri sadrze nulu, program:
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izracunava vrednost x + y. Prva naredba proverava da li su sadrzaji registara 1
i 2 jednaki i ako jesu prelazi na naredbu 5, odnosno zavrsava rad u kom slucaju
je rezultat u registru 0. Kako se u registru 2 na pocetku nalazi nula, ako se posle
prvog poredenja u naredbi 1 zavrsi rad, to znaci da je i sadrzaj registra 1 takode
nula, pa je rezultat x + 0 jednak z, tj. sadrzaju registra 0. Preostale tri naredbe
redom za po jedan povecavaju sadrzaje registara 0 i 2 i vracaju izvrSavanje na
naredbu 1, zapravo y puta za jedan uvetavaju x. |

2.10.5 Predstavljivost u aritmetici

Ovaj sistem je uveo Gedel u prvoj polovini tridesetih godina dvadesetog veka.
Posmatrao je formalnu, takozvanu Robinsonovu, aritmetiku, teoriju prvog reda ¢iji
jezik sadrzi promenljive, logicke veznike, konstantu 0 i operacijske simbole ' za
unarnu operaciju naslednik i binarne + i -. Numerali su konstantni termi 0, 0’, 0,
... koji odgovaraju prirodnim brojevima 0 1, 2, ...Numerali se oznacavaju i sa 0,
1, 2 ... Aksiome teorije su aksiome predikatskog rac¢una prvog reda sa jednakoscu i
uobicajene aksiome za aritmeticke operacije, dok za potrebe predstavljanja aksioma
indukcije nije neophodna. Formula ¢(z,y) ove teorije predstavlja unarnu funkciju
f N — N ako za svako m, n € N vazi f(m) = n ako i samo ako se u formalnoj
aritmetici moze dokazati - o(m,y) < (y = n).

2.10.6 Sistemi jednacina

Ovaj formalni sistem izrac¢unavanja je predlozio Erbran, a do kraja razvio Gedel
do 1934. godine. Pristup se zasniva na ideji da, ako su 1y, ..., ¥y poznate,
a ¢ nepoznata funkcija i postoji jedinstveno reSenje po ¢ sistema funkcionalnih
jednacina u kojima su funkcije 1); i ¢ argumenti jedne drugima, onda je ¢ definabilna
sistemom. Gedel je pokazao da se klasa definabilnih funkcija poklapa sa klasom
rekurzivnih funkcija.

2.10.7 Algoritamske Seme, while-programi i for-programi

Algoritamske Seme3? su kao sredstvo prikazivanja programa, odnosno funkcija,

predlozili su Goldstajn i Fon Nojman krajem cetrdesetih godina dvadesetog veka.
Seme imaju samo jedan ulaz i kona¢an broj izlaza, a izgraduju se povezivanjem
ulaznih i izlaznih ivica osnovnih blokova. Svaki osnovni blok sadrzi neku od naredbi
dodeljivanja oblika X := 0, X := X + 1 ili X := X — 1, ili predstavlja uslovnu
naredbu oblika X = 07. Blok dodeljivanja ima jednu ulaznu i jednu izlaznu ivicu,
dok uslovni blok ima jednu ulaznu i dve izlazne ivice koje se odnose na odgovor
‘da’, tj. 'ne’. Izlazne ivice blokova se mogu spojiti sa ostatkom Seme u proizvoljnoj

39Flowchart.



2.10. Drugi formalni modeli izracunavanja 63

tacki. Pokazuje se da je funkcija parcijalno rekurzivna i samo ako je izraziva algo-
ritamskom Semom.

while-programi su zapisi algoritamskih Sema pri ¢emu se ne koriste naredbe
skoka, ve¢ samo naredbe dodeljivanja, nizanja naredbi i naredba while. I za klasu
while-programa je dokazano da je jednaka klasi parcijalno rekurzivnih funkcija.
Jedno slabljenje while-programa je u vidu for-programa u kojima se umesto naredbe
while koristi naredba oblika for Y do S koja neki fiksirani broj (Y') puta izvrsava
naredbu S. Pokazuje se da je klasa for-programa jednaka klasi primitivno rekurzi-
vnih funkcija.

2.10.8 Pristup sa totalnim algoritmima

U literaturi je prisutan i nesto drugaciji pristup modelima izracunavanja od pre-
thodno opisanog. U tom modelu se zahteva da je jedan od kriterijuma koje algo-
ritmi ispunjavaju i to da algoritam uvek zavrsava rad, odnosno da su izracunljive
funkcije totalne. U slu¢aju Tjuringovih masina razmatrali bi se samo progra-
mi koji uvek konvergiraju, dok bi se u definiciji 2.4.27 zahtevalo da je funkcija
f na koju se primenjuje operacija neograni¢ene minimizacije reqularna, tj. da
u izrazu (py)(f(z1,...,2k,y) = 0) funkcija f(z1,...,zE,y) bude totalna i da
jednac¢ina f(z1,...,zE,y) = 0 ima uvek resenje po y. Medutim, na pitanje da li
f(z1,..., 2k, y) = 0 ima reSenje po y ne mozemo uvek odgovoriti, pa se tako defin-
isane funkcije ne mogu efektivno nabrojati. A kada bi se mogle nabrojati, metodom
dijagonalizacije lako bismo konstruisali totalnu, intuitivno izrac¢unljivu, funkciju
koja ne bi bila u toj klasi. U ovde predstavljenom pristupu ¢ini se ustupak time
Sto se u klasi razmatranih funkcija nalaze i parcijalne funkcije, ali se zato blokira
da se postupkom dijagonalizacije dode do intutivno izracunljive funkcije koja nije
obuhvacéena klasom. Takode, zahtevajuéi da se pod izrac¢unljivim funkcijama sh-
vataju samo totalne funkcije dosli bismo do neobi¢nog, mozda ¢ak neprihvatljivog,
zakljucka da mmnogi postupci koje karakteriSemo kao efektivne nisu obuhvadéeni
definicijom. Na primer, takav bi bio postupak ispitivanja zadovoljivosti formula
predikatske logike prvog reda, odnosno svi oni postupci kojima se izjasnjavamo o
parcijalno odluc¢ivim predikatima.

U vezi sa ovom primedbom prodiskutujmo operaciju (miny)(f(z1,..., Tk y) =
0) definisanu kao najmanje resenje jednacine f(x1,...,2x,y) = 0, ako takvo pos-
toji, inace nedefinisano koja primenjena na funkciju f arnosti £ + 1 daje funkciju
arnosti k. U slucaju da se zahteva da je funkcija f regularna, tj. da je totalna i da
uvek postoji resenje jednacine f(z1,...,2%,y) = 0, dobijena funkcija bi uvek bila
totalna. Na taj na¢in, polazeéi od primitivno rekurzivnih funkcija dodavanjem op-
eracije miny dobili bismo klasu totalnih parcijalno rekurzivnih funkcija?’. Prime-
timo da, ako se u definisanju ograni¢imo na regularne funkcije, operacije miny i py
imaju isti efekat. Sa druge strane, ako odbacimo zahtev za regularnoséu, operacije
nisu jednake. Razmotrimo sledeée funkcije:

h(z) = 2 koja je nedefinisana za 2 = 0 i ima vrednost 0 za z > 0,

gu(x) = (px)(h(r) = 0) i

400va klasa se ponekad naziva i klasa generalno rekurzivnih funkcija.
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9min () = (minz)(h(z) = 0).

Funkcija g, nije definisana ni za jedno  posto h(0) nije definisano, dok je funkcija
Jmin Konstantna i uvek ima vrednost 1. Sa stanovista intuitivne izra¢unljivosti,
opredeljenje za operaciju neograni¢ene minimazicije ima svoje prednosti. Kao sto
smo ilustrovali u odeljku 2.4.8, funkcije dobijene neograni¢enom minimizacijom su
intuitivno izra¢unljive. U slu¢aju operacije min problem nastaje u tome sto reéi da
je (miny)(f(z,y) = 0) = 1 znaci da ili je f(x,0) > 0 ili da f(x,0) nije definisano.
Kako nije uvek moguée utvrditi da li je f(x,0) definisano, to odredivanje vrednosti
(miny)(f(z,y) = 0) nekada podrazumeva okonacanje jednog beskonacnog procesa.

2.11 Za dalje proucavanje

Teorija izrac¢unljivih funkcija je detaljno opisana u [20, 23, 29]. U [29] pristup
je zasnovan na Tjuringovim masinama, a u [20] na neograni¢enim registarskim
masinama. Pregledi raznih sistema izracunavanja su dati u [77, 87]. Klinijev
pristup primitivno rekurzivnim funkcijama je opisan u [65]. Veéi broj zadataka
iz teorije izracunljivosti je resen u [120]. [110] je programerski orijentisan uvod u
lambda rac¢un i implementaciju funkcionalnih programskih jezika. Opsiran prikaz
znacaja Hilbertovih problema na razvoj matematike, a u okviru toga i tekst o
neodlucivosti diofantovskih jednacina, dat je u [81].
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Klasi¢na iskazna logika

Prema opste prihvacenoj klasifikaciji savremena matematicka logika obuhvata: teo-
riju modela, teoriju izracunljivosti, teoriju skupova, teoriju dokaza, konstruktivnu
matematiku, algebarsku logiku itd. U ovom poglavlju baviéemo se onim delom
matematicke logike koji izuc¢ava formalni matematicki jezik, teorije (skupove for-
mula) izgradene na njemu, modele tih teorija i postupke dokazivanja tvrdenja o tim
teorijama. Pri tome ¢emo se ograni¢iti na slucaj (klasi¢ne) iskazne logike. Naredna
poglavlja bi¢e posveéena klasi¢noj predikatskoj logici i neklasi¢nim logikama.

Matematicka logika se Cesto koristi u racunarstvu $to ¢emo ilustrovati raznim
primerima, a takode ¢emo razmotriti i neke primene ra¢unarstva u logici. Klasi¢na
(i iskazna i predikatska) logika prvog reda je pogodna za predstavljanje mnogih
iskaza koji se standardno pojavljuju u matematici, pa i u teorijskom racunarstvu.
Na primer, funkcije koje su reprezentovane integrisanim elektronskim kolima mogu
se izraziti i analizirati sredstvima klasi¢ne iskazne logike. Takode, mnoge pri-
mena matematicke logike pocivaju na ¢injenici da se zakljucivanje, koje se prip-
isuje coveku, ponekad moze sasvim prihvatljivo opisati u terminima automatskog
dokazivanja teorema koje se bazira na formalnim, sintaksnim, osnovama. U vezi
sa tim razmotri¢emo dve metode automatskog dokazivanja: rezoluciju i analiticke
tabloe. Zadovoljivosti iskaznih formula je jedan od centralnih problema kojima se
bavi iskazna logika. Njegova slozenost je dovela do razvoja heuristickih metoda
reSavanja, od kojih ¢emo jedan prikazati na kraju poglavlja.

3.1 Iskazi i iskazne formule
Medu recenicama koje se upotrebljavaju u svakodnevnom komuniciranju, posebno
mesto zauzimaju one koje imaju svojstvo da su bilo tacne, bilo netacne. Takve

recenice se nazivaju iskazima.

Primer 3.1.1 Iskazi su: 'Sneg je beo’, 'Kucéa je zuta’, ili *Ja se zovem Nikola’, dok
iskazi nisu: 'Dobar dan’, ili 'Dovidenja’. |

U primeru 3.1.1 navedeni su iskazi koji se ne mogu rastavljati na prostije
reCenice. Takvi iskazi se nazivaju atomskim. U formalnom radu sa iskazima

65
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uobicajeno je da se iskazna slova p, q, 7, s, p1, P2, q1, ...Koriste za oznacavanje
atomskih iskaza.

Slozeni iskazi se grade od atomskih iskaza upotrebom logickih veznika: ne-
gacije, konjunkcije, disjunkcije, implikacije i ekvivalencije. Logicki veznici se mogu
primeniti i na slozene iskaze ¢ime se dobija bogat skup recenica koji ¢emo na dalje
koristiti.

Negacija iskaza p je iskaz 'Nije p’. Negacija iskaza je ta¢na ako iskaz koji se
negira nije tacan. Konjunkcija iskaza p i q je iskaz 'p i ¢’. Konjunkcija dva iskaza
je taéna samo ako su tacna oba iskaza. Disjunkcija iskaza p i q je iskaz 'p ili ¢’. Da
bi disjunkcija dva iskaza bila ta¢na dovoljno je da je samo jedan od iskaza tacan.
Implikacija iskaza p i q je iskaz ’Ako p onda ¢’. Implikacija dva iskaza je ta¢na uvek,
sem ako je prvi iskaz (p) tacan, a drugi iskaz (¢) netacan. Fkvivalencija iskaza p i
q je iskaz 'p ako i samo ako ¢’. Da bi ekvivalencija dva iskaza bila ta¢na, potrebno
je da su oba iskaza bilo ta¢na, bilo neta¢na. Za slozeni iskaz se kaze da je netacan,
ukoliko u skladu sa recenim nije tacan.

Primer 3.1.2 SloZeni izkazi su: ’Ako je to Ivanov pas, onda je pas sive boje’, 'Nije
kuca zuta’, 'Sneg je beo i ja se zovem Nikola’, 'Idem kuéi ako i samo ako je kuca
zuta ili je njen vlasnik Nikola’ itd. ]

Kao sto iskazna slova oznacavaju atomske iskaze, znaci —, A, V, — i < sluze
za oznacavanje logickih veznika, i to redom negacije, konjunkcije, disjunkcije, im-
plikacije i ekvivalencije. Pojam iskazne formule dat slede¢om definicijom, precizno
i pregledno uvodi pojam slozenih iskaza.

Definicija 3.1.3 Iskazne formule (ili kratko: formule) se definisu na sledeéi nacin:
e Iskazna slova su atomske formule.
e Atomske formule su iskazne formule.

e Ako su A i B iskazne formule, onda su i (-A4),(AAB),(AV B),(A— B) i
(A < B) iskazne formule.

e Iskazne formule se grade samo kona¢nom primenom prethodnih pravila.

Zagrade, koje uokviruju iskazne formule, ili njihove podformule, se ne pisu kad
god to ne unosi zabunu. Asocijativnost konjunkeije i disjunkcije (videti tabelu 3.4)
omogucava izvesnu slobodu u pisanju formula. Tako formula A; V Ay V Ag V Ay
oznacava bilo koju od sledeéih formula ((A4;V A2)V A3)V Ay, (A1V A2)V (AsV Ay),
A1V (A3 V A3)V Ay, A1V (A2 V As) V Ay) ili AV (Ag V (A3 V Ay)).

Primer 3.1.4 Neka p i ¢ oznacavaju redom iskaze. ’Sneg je beo’ i 'Ja se zovem
Nikola’. Formula p A ¢ oznacava slozeni iskaz ’Sneg je beo i ja se zovem Nikola’. B

U definiciji 3.1.3, a i na dalje, ¢esto se koriste slova A, B, C, itd. da oznace
iskazne, odnosno, predikatske formule. Formule u kojima figurisu ovakve oznake su
shema-formule 1 predstavljaju veéi broj 'pravih’ formula. Te 'prave’ formule se od
shema dobijaju takozvanom sistematskom zamenom. Ova zamena podrazumeva
da se u shema-formuli isto slovo zamenjuje uvek istom formulom sastavljenom od
iskaznih simbola. Tako dobijene formule su primerci! shema formula.

nstance.
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Primer 3.1.5 Iskazna formula p A ¢ je primerak shema formule A A B, pri ¢emu
je A zamenjeno sa p, a B sa ¢. Iskazna formula (p — —¢q) < (¢ V r) je primerak
sheme A < (B V C), pri ¢emu je A zamenjeno sa (p — —q), Bsag,aCsar. N

Definicija 3.1.6 Duzina iskazne formule A, u oznaci |A|, je funkcija za koju je:
e ako je A iskazno slovo, onda je |A| =1,
e ako je A oblika =B, onda je |A| =1+ |B| i
e ako je A oblika BAC, BVC, B— Cili B« C,ondaje |A| = |B|+1+|C]|.

Iskazne formule A i B su podformule odgovarajuéih iskaznih formula uvedenih u
drugom koraku definicije 3.1.3, kao i sopstvene podformule. Takode, sve podformule
od A i B su takode i podformule iskaznih formula ¢ije su A i B podformule. Skup
svih podformula formule A se oznacava sa Sub(A).

Primer 3.1.7 Posmatrajmo formulu pA(gAr). Tada je Sub(pA(gAr)) = {pA(gAr),
P AT, q T} |

Teorema 3.1.8 Broj podformula neke iskazne formule nije veéi od duzine te for-
mule, tj. |[Sub(A)| < |A|.

Dokaz. Dokaz ¢emo sprovesti indukcijom po slozenosti formule. Ako je formula
A iskazno slovo, onda je Sub(A) = {A}, pa je |Sub(4)| =1 < |A|. Ako je formula
A oblika =B, onda je Sub(A) = {=~B} U Sub(B), pa je |Sub(A)| = 1+ |Sub(B)] sto
je po indukcijskoj pretpostavei manje do jednako od 1+ |B| = |A]. Ako je formula
A oblika BAC, onda je Sub(A) = {BAC}USub(B)USub(C), pa je |Sub(A)| < 1+
|Sub(B)| + |Sub(C)|. Nejednakost vazi jer moze biti Sub(B) N Sub(C) # (. Prema
indukcijskoj pretpostavci dalje je 1 + [Sub(B)| + |Sub(C)| < 1+ |B|+ |C| = |A].
Preostali slu¢ajevi se analogno ispituju. |

3.2 Interpretacija i tacnost iskaznih formula

U radu sa iskaznim formulama nas pre svega zanima njihova istinitosna vrednost,
a ne stvarne recenice koje predstavljaju. Upravo glavni zadatak iskazne logike je
odredivanje nacina kako da, polazeéi od logickih vrednosti atomskih iskaza, dodemo
do istinitosne vrednosti slozenih iskaza.

U klasi¢noj logici istinitosna vrednost iskaza je jedna od dve: tacno ili neta¢no.
Prethodno je objasnjeno kada su slozeni iskazi ta¢ni, a kada netacni, u zavisnosti
od istinitosti iskaza od kojih su formirani. Formalnije se vrednost iskaznih formula
uvodi slede¢om definicijom, pri ¢emu simboli T i L redom oznacavaju istinitosne
vrednosti tacno i netacno.

Definicija 3.2.1 Interpretacija I je preslikavanje koje iskaznim slovima pridruzuje
vrednosti iz skupa {T, L}. Vrednost formule A pri interpretaciji I (u oznaci I(A))
je sledeca:

e ako je A iskazno slovo p, onda je I(A) = I(p),
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e ako su vrednosti I(A) i I(B) formula A i B veé izracunate, onda su vrednosti
formula =A, ANB, AV B, A— BiA < B redom, kao u tabeli 3.1, I(—A4),
I(AAB), I(AV B), I(A— B) i I(A < B).

Iskazna formula A je taéna pri interpretaciji I (u oznaci: I = A) ako je, polazedi
od istinitosne vrednosti pri interpretaciji I iskaznih slova koja se javljaju u A,
izracunato I(A) = T. Skup iskaznih formula T" = {A;,..., A,,...} je tacan pri
interpretaciji I (u oznaci: I = T') ako je za svaku formulu A; tog skupa I(A;) = T.

[T(A) [1(B) [ I(-A) | I(AAB) [ I(AVB) [ I(A— B) [ I(A< B) |
T T 1 T T T T
T 1 1 1 T 1 1
L T T L T T L
1 1 T 1 1 T T

Tabela 3.1. Istinitosna tablica osnovnih operacija.

Primetimo da, ako je skup formula T' = {A4;,..., A,} konacan, onda I E T
ako i samo ako I = A; A ... A A,. Neposrednom proverom u tabeli 3.1 lako
se pokazuje da vazi I(AA B) = I(-(A — -B)), I(AV B) = I((-m4) — B) i
I(A < B) = I((A — B)AN(B — A)). Takode, ocigledno je da se istinitosna
vrednost neke formule moze u kona¢nom broju koraka jednoznaé¢no izracunati na
osnovu istinitosne vrednosti iskaznih slova koja ulaze u tu formulu.

Primer 3.2.2 Ako je I(p) = T ilI(q) = L,ondaje I E —q, I Ep < —qi
ITE(@Aq — (p< —q), anije I | q, niti I = p A q. Slicno, ako je I(p) = L i
I(g)=T,ondaje I =g, I Ep— ~qilE(pAq — (pe —q)anijel =pAg,
niti I = p. [ |

Umesto 'formula A je ta¢na pri interpretaciji I’, kaze se i formula A je zadovo-
ljena pri interpretaciji I, formula A vazi pri interpretaciji I, I zadovoljava A, ili T
je model za A. Ako nije I = A, interpretacija I je kontramodel za formulu A, §to
se oznacava sa I [~ A.

Definicija 3.2.3 Formula A je zadovoljiva ako postoji interpretacija I takva da
I = A. Ako formula nije zadovoljiva, ona je nezadovoljiva. Skup formula T
je zadovoljiv ako postoji interpretacija I takva da I |= T, u suprotnom skup je
nezadovoljiv.

Ovde je veoma vazno obratiti paznju da se o znacenju formule, odnosno o istini-
tosnoj vrednosti formule moze govoriti samo nakon interpretiranja. Interpretacija
daje semantiku iskaznim slovima i formulama.

Problem zadovoljivosti iskaznih formula, u oznaci? SAT, je prvi problem za koji
je pokazano da je NP-kompletan (videti odeljak 10.6.4) i kao takav veoma detaljno
se obraduje. O jednom novom pristupu ovom problemu bice vise reci u odeljku 3.9.

20d engleskog termina satisfiability.
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3.2.1 Tautologije, kontradikcije i istinitosne tablice

Na istinitosnu vrednost formule uti¢u samo istinitosne vrednosti iskaznih slova
koja se u njoj pojavljuju (videti primer 3.2.4). Ako u nekoj formuli ima n razli¢itih
iskaznih slova, razli¢itih interpretacija ovih iskaznih slova ima ukupno 2™.

Primer 3.2.4 Neka su A iskazna formula, a Iy i Is dve interpretacije koje se
poklapaju na iskaznim slovima koja se javljaju u formuli A (tj. za svako iskazno
slovo p koje se pojavljuje u formuli A je I (p) = I2(p)). Koristedi indukeiju po
slozenosti formule, pokazujemo da je I;1(A) = I3(A). Slucaj kada je formula iskazno
slovo je trivijalan. Ako je A= BAC,ondaje I,(A) = L(BAC)=L(B)AL(C) =
I;(B) AN I3(C) = I;(B A C) = Ix(A) i sliéno za ostale slucajeve. [ |

Primer 3.2.5 U tabeli 3.2 su u ¢etiri reda prikazane sve (4 = 22) razli¢ite inter-
pretacije formule koja od iskaznih slova sadrzi samo iskazna slova p i q. ]

Tabela 3.2. Sve interpretacije iskaznih slova p i gq.

Definicija 3.2.6 Formula A je tautologija (kao sinonim se ¢esto upotrebljava i
termin valjana formula), u oznaci = A, ako je tatna pri svakoj interpretaciji.
Formula A je kontradikcija ako nije ta¢na ni pri jednoj interpretaciji.

Primer 3.2.7 Formula ((p — ¢) Ap) — ¢ je jedna tautologija. Ovo se neposredno
proverava ispisivanjem sve 4 razlic¢ite interpretacije iskaznih slova p i ¢, racunanjem
istinitosnih vrednosti podformula formule i, kona¢no, ra¢unanjem istinitosne vred-
nosti same formule koju razmatramo, kao sto je prikazano u tabeli 3.3. Sli¢nim
razmatranjem se ustanovljava da je formula (p — ¢) A (p A 7q) kontradikcija. W

(plalr—=a]llp—=aArp[((p—aAp) —q]
TIT] T T T
TIL1] L T T
(T T T T
T T T T

Tabela 3.3. Istinitosna tablica formule.

Postupak koji je koristen u primeru 3.2.7 se naziva metoda istinitosnih tablica.
Istinitosne tablice se koriste za utvrdivanje da li je neka formula tautologija, zado-
voljiva ili kontradikcija, tj. nezadovoljiva. Primetimo da, posto je broj iskaznih
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slova u svakoj formuli konacan, konacan je i broj razli¢itih intepretacija tih iskaznih
slova, pa i broj redova istinitosne tablice formule. Dalje, i svaki red se izra¢unava
u kona¢nom broju koraka, tako da zaklju¢ujemo da vazi teorema

Teorema 3.2.8 Problemi ispitivanja da li je iskazna formula tautologija, zado-
voljiva ili kontradikcija su odlucivi.

Neke od vaznih tautologija su (sa T su oznacene uvek tacne formule, dok L
oznac¢ava uvek netacne formule) prikazane su u tabeli 3.4.

Tautologije su vrsta formula koje imaju veliku primenu. To su formule koje su
ta¢ne na osnovu svoje forme, odnosno nac¢ina na koje su izgradene, a ne na osnovu
neke posebne vrednosti iskaznih slova od kojih su sastavljene. Tautologije su zato
obrasci ispravnog zakljucivanja, sto ¢e biti kasnije ilustrovano primerima. Posto
je negacija svake tautologije kontradikcija, i te, uvek neta¢ne, formule se obilato
koriste kao pokazatelji stranputica do kojih se doslo u zakljucivanju.

Primer 3.2.9 Iskaz ’ako niz nije ograni¢en, onda nije konvergentan’ predstavlja
kontrapoziciju poznatog tvrdenja iz realne analize ’ako je niz konvergentan, onda
je ogranicen’; zbog ¢ega su iskazi ekvivalentni. |

U primeru 3.2.10 su opisani generalizovani sluc¢ajevi nekih od navedenih tau-
tologija. U vezi tautologija vazna su slede¢a tvrdenja. Prvo od njih se odnosi na
postupak zaklju¢ivanja modus ponens.

Primer 3.2.10 Indukcijom se mogu dokazati generalisani zakoni De Morgana i
distributivni zakoni: = —(AL;A;) < (VI_,-A), E (VI A) < (A —A;),
= ((ViZi4i) A (VimiBj)) < (V2 (Vi (Ai A By))), = (N2 40) V (ANji By)) <
(AL (A1 (As V Bj)))- u

Teorema 3.2.11 Ako su formule A i A — B tautologije, tautologija je i formula
B.

Dokaz. Razmotrimo bilo koju interpretaciju I skupa formula {4, B}. Ako je
I(B) = 1, zbog I(A — B) = T mora biti I(A) = L, sto je kontradikcija, jer je
I(A) = T. Dakle, mora biti I(B) = T. Kako je I proizvoljna interpretacija, sledi
da je E B. [ |

Tvrdenjem 3.2.12 se uvodi metod ekvivalentnih transformacija.

Teorema 3.2.12 Neka je formula A <« B tautologija i F(A) formula ¢ija je A
podformula i neka je formula F'(B) nastala zamenom jedne ili vise pojava formule
A formulom B. Tada je F(A) < F(B) tautologija.

Dokaz. Razmotrimo bilo koju interpretaciju I skupa formula {A, B, F(A),F(B)}.
Posto je = A < B to znaci da je I(A) = I(B). Dokaz se sprovodi indukcijom po
slozenosti formule F'(A). Ako je formula F(A) jednaka formuli A, onda je F(B)
formula B, paje I[(F(A)) = I(A) = I(B) = I(F(B)). Pretpostavimo dalje da F'(A)
nije isto §to i formula A. Ako je F(A) oblika =C, onda je I(F(A)) = I(-C(A)).
Po indukcijskoj pretpostavci je I(C(A)) = I(C(B)), pa je I(F(A)) = I(-C(B)) =
I(F(B)). Slicno se analiziraju i ostali slucajevi. Kako ovo vazi za proizvoljnu
interpretaciju, sledi da je = F(A) « F(B). [ |
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A— A zakon refleksivnosti implikacije)
Av-A zakon isklucenja treceg)
—(AA-A) zakon neprotivreénosti)

——A— A zakon dvojne negacije)

zakon tranzitivnosti za implikaciju)

(A= B)A(B—C)) = (A=)
(A=B)A(B< () — (A< ()

zakon tranzitivnosti za ekvivalenciju)

A — B) -AV B zakon uklanjanja implikacije)
A < B) (A— B)A(B— A)) zakon uklanjanja ekvivalencije)
-A— (BA-B))— A zakon svodenja na apsurd)
ANA)— A zakon idempotencije za A)
AVA)— A zakon idempotencije za V)
ANB) < (BANA) zakon komutativnosti za A)
AV B) < (BVA) zakon komutativnosti za V)
AN(BAC)) < (ANB)AC) zakon asocijacijativnosti za A)
AV(BVQ)) < ((AVB

AN(AVB))— A zakon apsorpcije)

AV (AAB))— A zakon apsorpcije)
AN(BVQC))«— (ANB)V(AAC)) (zakon distribucije A prema V )
AV(BANC)) < ((AVB)AN(AVC)) (zakon distribucije V prema A)

zakon De Morgana)
zakon De Morgana)
modus ponens)
modus tolens)

zakon kontrapozicije)

—\(A/\B)) “— (—\AV—\B)
ﬁ(AVB)) — (—\A/\—\B)
AN(A— B))— B
(A— B)A—-B) — A

AVT)e—=T zakon disjunkcije sa tautologijom)
ANT)— A zakon konjunkcije sa tautologijom)
AVv1)— A zakon disjunkcije sa kontradikcijom)
ANL) - L zakon konjunkcije sa kontradikcijom)

(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
yv C) (zakon asocijacijativnosti za V)
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(

zakon negacije tautologije)

Tabela 3.4. Spisak nekih tautologija.

3.2.2 Druge interpretacije iskaznih formula

Ovde ¢emo navesti jo§ dve vrste interpretacija iskaznih formula u kojima se ne
interpretiraju znaci — i <. Imajuéi u vidu izlozeno u odeljku 3.3 ovo nije stvarno
ogranicenje posto se sve formule mogu transformisati u takav oblik.

U prvoj interpretaciji iskaznim slovima i njihovim negacijama odgovaraju preki-
daci koji su u stanju 0 ili 1 (pri tome ako je iskazno slovo p u stanju 0, njegova
negacija —p je u stanju 1 i obrnuto), dok se sloZenije formule u kojima se negacija
primenjuje samo na iskazna slova interpretiraju kao logicke mreze koje provode
struju. Konjunkciji odgovara redno povezivanje podformula, a disjunkciji paralelno
(tj. razgranato) povezivanje. Na slici 3.1 je dat primer jedne mreze kojoj odgovara
formula (p A q) V (r A =p). Moze se uociti da tautologijama odgovaraju mreze (i
obrnuto) kroz koje uvek protice struja.

Iskazna slova se mogu interpretirati i kao elementi partitivnog skupa P(.S) nekog
nepraznog skupa S, dok se znaci -, A i V interpretiraju kao skupovne operacije
komplementa, preseka i unije. Ako je skup S jednoclan, ova interpretacija se svodi
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r ——"P

Slika 3.1. Logicka mreza.

na istinitosnu interpretaciju iz odeljka 3.2.1, pri ¢emu se () poistoveéuje sa L, a
sam skup S sa T. Medutim, ako skup S ima bar dva ¢lana, vrednost formule se
finije gradira izmedu krajnosti koje predstavljaju () i S, pa se ovakva interpretacija
naziva visevrednosna ili polivalentna.

3.3 Normalne forme za iskaznu logiku

Povremeno se javlja potreba da se neka formula transformise iz jednog oblika u
drugi, naro¢ito u oblik normalne forme.

U jednoj vrsti ovih transformacij klju¢nu ulogu imaju ranije navedene valjane
formule. Pomocu njih, polazeé¢i od neke formule A, u nizu koraka redom se do-
bijaju medusobno ekvivalentne formule Ay, Ao, ..., Sto se zavrSava dobijanjem
zeljene normalne forme, u oznaci NF(A). Zbog zakona tranzitivnosti ekvivalencije
(videti tabelu tautologija) vazi da su formule A i NF(A) ekvivalentne, tj. A je
valjana (odnosno zadovoljiva, ili kontradikcija) ako i samo ako je NF(A) valjana
(zadovoljiva, ili kontradikcija).

Definicija 3.3.1 Literal je atomska formula ili njena negacija. Formula je u kon-

Junktivnoj normalnoj formi®, ako je oblika

DiANDyAN...ND,

pri ¢emu je svaki od D;-ova disjunkcija literala oblika D; = L;1 V ...V L;pm,.

Formula je u disjunktivnoj normalnoj formi*, ako je oblika

Ki{VKyVv...VK,
pri ¢emu je svaki od Kj-ova konjunkcija literala oblika K; = L1 A ... A L pm,.

Primer 3.3.2 Formula (pV —g V1) A (=pV q) je konjunktivnoj normalnoj formi,
dok je formula (p A =g A7) V (=p A ¢) u disjunktivnoj normalnoj formi. [ |

Konjunktivna normalna forma ¢e imati vaznu ulogu u proceduri rezolucije
u odeljku 3.7, a jedna posebna vrsta konjunktivne normalne forme, takozvane
Hornove formule, u odeljku 5.13.1. Svaka formula se moze transformisati u njoj

30va forma se naziva i sastavna formula, a svaki ¢lan u konjunkeciji sastavak. Takode se koriste
i oznake CNF i POS (product of sums).

4Qva forma se naziva i rastavna formula, a svaki ¢lan u konjunkciji rastavak. Takode se koristi
i oznaka SOP (sum of products).
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ekvivalentnu konjunktivnu, odnosno disjunktivnu normalnu formu, $to se dokazuje
u teoremi 3.3.3. Za neku formulu A konjunktivna normalna forma se oznacava sa
KNF(A), a disjunktivna normalna forma sa DN F(A).

Teorema 3.3.3 Za svaku formulu A postoje njoj ekvivalentne formule K NF(A)
i DNF(A) u konjunktivnoj, odnosno u disjunktivnoj normalnoj formi.

Dokaz. Na osnovu zakona o uklanjanju implikacije i ekvivalencije i prema ekviva-
lentnoj transformaciji, formula A je ekvivalentna formuli u kojoj nema znakova — i
—, zbog Cega ¢emo bez gubitka opstosti pretpostaviti da se u formuli A nalaze samo
logicki veznici —, A i V. Dokaz tvrdenja ¢emo sprovesti indukcijom po slozenosti
formule A. Ako je A iskazno slovo, tvrdenje trivijalno vazi.

Neka je A oblika —A; i neka za A; tvrdenje vazi, tj. KNF(A;) i DNF(A;) su
redom konjunktivna i disjunktivna normalna forma ekvivalentne formuli A;. Neka
je KNF(A1) = N_1(ViZ L) za neke literale L; ;. Tada je, prema uopstenim
zakonima De Morgana (primer 3.2.10) A ekvivalentno redom sa = A7 (V72 L; ),
Vi = (Vi Lig), Vie (A2 =L g) i Visy (AJ2 Li j), gde je Li j oznaka za negaciju
literala. L; ; u kojoj je, eventualno, prema zakonu dvojne negacije uklonjena dvos-
truka negacija®. Poslednja formula je u disjunktivnoj normalnoj formi i ekviva-
lentna je sa A, pa je to trazena DNF(A). Analogno, polazeéi od ~DNF(A;),
dobija se KNF(A).

Neka je A oblika A; A As, i neka za A; i As tvrdenje vazi, tj. KNF(A;),
DNF(Ay), KNF(A3)i DNF(A3) suredom konjunktivne i disjunktivne normalne
forme ekvivalentne formulama A, odnosno As. Odmah se vidi da je formula A
ekvivalentna formuli KNF(A;) A KNF(As) koja je u konjunktivnoj normalnoj
formi, pa je to KNF(A). Takode, formula A je ekvivalentna formuli DNF(A;) A
DNF(Ay). Neka su DNF(A;) = VL K(A1); i DNF(Az) = Vi_1K(Az)i, gde
su K(A1); 1 K(Az); odgovarajuéi konjunkti literala. Prema uopstenim distribu-
tivnim zakonima (primer 3.2.10), formula A je ekvivalentna sa Vi, (Vi_; (K'(A1)iA
K'(A2);)). Sa K’ smo oznag¢ili da su u K'(A;); AK'(Az),; prema zakonima idempo-
tencije eliminisane dvostruke pojave literala, kao i da su prema zakonu disjunkcije
sa kontradikcijom eliminisani svi konjunkti u kojima se nasao i neki literal i njegova
negacija. Dakle, poslednja formula je u disjunktivnoj normalnoj formi i predstavlja
trazenu formulu DN F(A).

Analogno se sprovodi dokaz slucaja za A = A1 V As. |

U proceduri NomalnaForma je opisan jedan od postupaka kojim se dobijaju
konjunktivna, odnosno disjunktivna, normalna forma.

procedure NormalnaForma

begin

1 Koristeci zakone o uklanjanju ekvivalencije i implikacije
dobiti formule u kojima nema simbola < i —.

2 Ponavljati primenu

2a, De Morganovih zakona i

2b zakona dvojne negacije

5Ako je L;,; negacija iskaznog slova p, tada je L; ; jednako samom p.
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da bi se simboli — uklonili, ili spustili neposredno do iskaznih slova.

3 Ako se zeli konjunktivna normalna forma, ponavljati
primenu zakona distributivnosti V prema A.
4 Ako se zeli disjunktivna normalna forma, ponavljati

primenu zakona distributivnosti A prema V.
end

Primer 3.3.4 Primenimo proceduru NormalnaForma za dobijanju disjunktivne
normalne forme formule (p V —¢) — r. Polazeéi od same formule (p V —¢q) — 7,
primenom pravila (1) dobija se formula =(pV—q) Vr. Primenom pravila (2a) dobija
se formula (—pA——q)Vr. Primenom pravila (2b) dobija se formula (—-pAq)Vr, koja
je u disjunktivnoj normalnoj formi. U ovom izvodenju nije koristeno pravilo (4),
ali primena dualnog pravila (3) je neophodna da bi se formula (p A (¢ — r)) — s
transformisala u konjuktivnu normalnu formu (sV —=pV g) A (s V —=pV —r). [ |

Normalne forme se direktno primenjuju u ispitivanju valjanosti, zadovoljivosti i
nezadovoljivosti iskaznih formula. Recimo, neka je DNF(A) = K1 VKo V...V K.
Ako svaki od Kj;-ova sadrzi istovremeno i neko iskazno slovo i njegovu negaciju,
prema navedenim tautologijama, A je pri svakoj interpretaciji netacna. Ako bar
jedan medu K;-ovima ne sadrzi istovremeno nijedno iskazno slovo i njegovu ne-
gaciju, formula A je tacna pri interpretaciji koja zadovoljava upravo taj K;. Sli¢no,
neka je KNF(A) =Dy ADy A...AD,. Ako svaki od D;-ova sadrzi istovremeno i
neko iskazno slovo i njegovu negaciju, onda je A tautologija.

Primer 3.3.5 Sve formule ¢ija je konjunktivna normalna forma oblika (p V g V
=¢) A (pV gV rV-r)suvaljane. Sve formule ¢ija je disjunktivna normalna forma
oblika (p A g A —q) V (p A =g Ar A —r) su kontradikcije. [ |

Primetimo da za neku formulu A njene KNF(A) i DNF(A) ne moraju biti
jedinstvene. Recimo, formula A = pVqV—q je veé i sama u disjunktivnoj normalnoj
formi, ali jedna njena DNF(A) je i oblika ¢ V —q. Takode, razli¢ite medusobno
ekvivalentne formule imaju iste konjunktivne i disjunktivne normalne forme.

U mnogim primenama, poput dizajniranja digitalnih kola, interesantne su sto
kra¢e normalne forme. Medutim, primene zakona distributivnosti pri pravljenju
normalnih formi ¢esto dovode do eksponencijalnog rasta duzine §to u principu
nije moguce izbeci. Zbog toga se normalne forme optimizuju, recimo metodom
Karnuaugh (Karnu). Iako medusobno razlicite, metode optimizacije se svode na
skrac¢ivanje na osnovu distributivnih i drugih iskaznih zakona, kao u primeru 3.3.6.

Primer 3.3.6 Skraé¢ivanjem na osnovu distributivnog zakona i zakona disjunkcije
sa tautologijom, polazeéi od formule (p V ¢) A (p V —¢q) dobijaju se ekvivalentne
formule p Vv (g A —q), pV L ip. [ |

Primer 3.3.7 Razmotrimo formulu A = (p1Vgi)A... A(pnV@,). Jednu DNF(A)
¢ine svi disjunkti oblika x1 A ... Az, gde je x; bilo p;, bilo ¢;, pa ona oc¢igledno ima
eksponencijalnu duzinu u odnosu na broj iskaznih slova polazne formule. Kakvi su

zahtevi za proizvoljnu DN F(A)? Sledee razmatranje se oslanja na ekvivalentnost
formula A i DNF(A). Najpre procenimo duzinu disjunkata iz DNF(A). Posto
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je A zadovoljiva formula, to je i DNF(A), pa DNF(A) sadrzi bar jedan disjunkt
K koji nije kontradiktoran. Neka taj disjunkt ne sadrzi iskazna slova p; i ¢; za
neko i i neka je I interpretacija za koju je I | K;. Za tu interpretaciju mora
biti i I = A. Neka je I’ interpretacija koja se od I eventualno razlikuje po tome
sto je I'(p;) = I'(¢;) = L. Prema primeru 3.2.4 vazi I’ = K, ali je I'(A) = L,
pa A1 DNF(A) ne bi bile ekvivalentne. Odatle, za svako i svaki disjunkt iz
DNF(A) mora sadrzati bar jedno od, eventualno negiranih, iskaznih slova p;, ¢;.
Sada procenimo broj disjunkata u DN F'(A). Posmatrajmo interpretaciju I takvu
da je za svako i bilo I = p;, bilo I = ¢;, ali nije I | p; A q;- Interpretacija ovog
oblika, ako razmatramo samo iskazna slova koja se javljaju u A, ima 2™. Neka je,
recimo, za svako i, I(p;) = T 1 I(q;) = L. PoSto I |E A, mora postojati i disjunkt
K, iz DNF(A) takav da je I = K;. Prema prethodnom, da bi bilo I(K;) =T, K
mora za svako i sadrzati bar jednu od formula p; i —¢;, a ne sme sadrzati ni jednu
od formula —p; 1 ¢;. Ni jedna od interpretacija razmatranog oblika koja se razlikuje
od I ne zadovoljava K;. Dakle, za svaku od 2" interpretaciju posmatranog oblika
postoji poseban disjunkt u DNF(A) koga zadovoljava samo ta interpretacija, pa
je broj disjunkata u DNF(A) bar 2". Iz navedenog sledi da je svaka DNF'(A)
eksponencijalno duza od A. ]

Ako u primeru 3.3.7 Zelimo da sacuvamo disjunktivni oblik, nikakva optimizacija
ne bi sustinski skratila rezultujué¢u normalnu formu. Takode, u mnogim sluc¢ajevima
u kojima se normalna forma i moze uprostiti nije pogodno najpre generisati dugacku
normalnu formu, pa je potom skraéivati, jer to zahteva puno ra¢unarskih resursa.
Zato se razvijaju postupci koji bilo direktno prave kra¢u normalnu formu, bilo
odbacuju zahtev za ekvivalentnoséu formule i njene normalne forme. U odeljku 4.3
¢emo razmotriti postupak nalazenja kompaktnih i kratkih normalnih formi koje
nisu obavezno u disjunktivnom, odnosno konjunktivnom, obliku. U odeljku 3.3.1
¢emo prikazati postupak u kome se vrsi transformacija u jednu vrstu konjunktivne
normalne forme, pri ¢emu se o¢uvava jedino svojstvo zadovoljivosti polazne formule.

3.3.1 Transformacija u definicione forme

Normalna forma u konjunktivnom obliku ¢iji postupak dobijanja ¢e biti naveden
naziva se definiciona forma®. Njenu prednost u odnosu na konjunktivnu normalnu
formu dobijenu ekvivalentnim transformacijama predstavlja to sto joj je duzina
najvise polinomijalno, a ne i eksponencijalno, ograni¢ena duzinom polazne formule.
Definiciona forma neke formule je zadovoljiva ako i samo ako je zadovoljiva polazna
formula.

Ako se u polaznoj formuli nalazi podformula H « J, nju treba pre transforma-
cije prepisati u ekvivalentan oblik (H — J) A (J — H). Ideja na kojoj se bazira
transformacija formule F u definicionu formu je da se za svaku formulu G koja
je podformula of F' uvede novo iskazno slovo Lg i formula Cg u konjunktivnoj
normalnoj formi koja ¢e cuvati informaciju o strukturi formule G. Preciznije:

e ako je G atomska formula, onda je Cq = (Lg V -G) A (=Lg V G),

e ako je G=-H,onda je C¢ = (LgV Lyg) A (—Lg V —Lg),

6Definitional form.
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e akojeG=HAJ,Cg=(LgV—-LgV-Lj)A(~LgV Lyg)A(—LgV Ly),
e akojeG=HVJ,Cg=(LgV-Ly)N(LgV-Lj)AN(—~LgV LgV Lj)i
e akoje G=H — J, CG:(Lg\/LH)/\(Lg\/—!L,])/\(—!Lg\/—'LH\/LJ).

Ako je formula G oblika HpJ, gde je p neki binarni logicki veznik, formula Cg je
u konjuktivni oblik transformisana formula Lg < (LgpLy), a slicna situacija je i
ako je G oblika —H. Odatle, formula Cg uvodi iskazno slovo Lg kao neku vrstu
skracenice za formulu G. Ovde treba obratiti paznju da je formula F' sopstvena
podformula, pa se uvodenje iskaznog slova Lg i formule Cr odnosi i na nju.

Definicija 3.3.8 Neka je C(F) = Agesup(r)Ca konjunkcija svih formula Cg
takvih da je G podformula od F. Definiciona forma F’ formule F je formula
C(F) ANLp.

Osnovno tvrdenje koje se odnosi na definicionu formu je:

Teorema 3.3.9 Formula F' je zadovoljiva ako i samo ako je zadovoljiva njena
definiciona forma.

Dokaz. (<) Pretpostavimo da je formula F' zadovoljiva. Tada postoji inter-
pretacija I takva da je I = F. Posmatrajmo interpretaciju I’ takvu da je I'(Lg) =
I(G) za svaku podformulu G formule F i I'(G) = I(G) za svako iskazno slovo G
koje se javlja u F. Posto je I(F) = T, vazi da je I'(Lr) = T. Pokazad¢emo i da
je I'(Cq) = T za svaku formulu G € Sub(F'). Ako je G iskazno slovo, onda je
Ce = (LgV —-G) A (—Lg V G), pa tvrdenje vazi po definiciji interpretacije I’. Ako
je G = =H, onda je C¢ = (Lg V Lg) A (—mLg V —Lp). Kako je I(G) = —I(H),
to je i I'(Lg) = —I'(Ly), pa je I'(Cg) = T. Ako je G = H A J, onda je
Co = (LgV—LyV-L;)A(~LeVLy)A(~LeV Ly). Kako je I(G) = I(H) NI (J),
to je I'(Lg) = I'(Ly) ANI'(Ly), pa je I'(Cg) = T. Slicno se pokazuju i preostali
slu¢ajevi. Prema tome, I'(C(F)) = I'(Lr) = T, paje I'(F’) = T, odnosno formula
I’ je zadovoljiva.

(=) Pretpostavimo da je formula F’ zadovoljiva, tj. da postoji interpretacija
Izakojujel = F'. Tadaje I = Lp il = C(F), tj. I = Cg za svaku formulu
G € Sub(F). Posmatrajmo interpretaciju I’ takvu da je I'(G) = I(L¢g) za svako
iskazno slovo G koje se javlja u F' i pokazimo da to isto vazi i za svaku formulu G €
Sub(F). Najpre, tvrdenje vazi za iskazna slova na osnovu definicije interpretacije
I’. Posmatrajmo formulu G = —=H. Tada je Cq = (LgVLyg)AN(—LgV—Lpg). Posto
vazi I(Cq) = T, to je I(Lg) = —I(Lg). Na osnovu indukcijske pretpostavke se
dobija I(Lg) = —I'(H), odakle direktno sledi I'(G) = I(Lg). Neka je G = H A J.
Tada je Cg = (Lg V ~Lyg) A (LgV —Lj) A (—~LgV Ly V Ly). Posto vazi I(Cg) =
T, toje I(Lg) = I(Lyg) A I(Ly). Na osnovu indukcijske pretpostavke se dobija
I(Lg) = I'(H) AN I'(J), odakle direktno sledi I'(G) = I(Lg). Sliéno se dokazuju i
preostali slucajevi. Prema tome je I'(F) = I(Lgr) = T, pa je F zadovoljiva. [ |

Primetimo da se definiciona forma neke formule nalazi u konjunktivnoj nor-
malnoj formi. Takode, njena duzina |F’| je ograni¢ena linearnom funkcijom broja
podformula, pa i duzine, formule F'.
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Primer 3.3.10 Ako je formula F iskazno slovo p, njena definiciona forma je I’ =
(LpV=p)A (=L, Vp)ALy. Ako je F oblika pV ¢, onda su formule C),, = (L, V =p) A
(=LpVDp), Cy = (LgV—-q)AN(—LyVq) i Cp = (LpV-L,)AN(LpV-Lg)AN(~LpVL,VL,),
dokje F’ :OF/\CP/\Cq/\LF.

3.3.2 Potpune normalne forme

Da bi se za neku formulu A dobila DNF(A) moguée je iskoristiti i istinitosnu
tablicu formule A tako §to svaki red tablice u kome formula ima vrednost T odgo-
vara jednom konjunktu. Posmatrajmo jedan red tablice koji odgovara interpretaciji
I za koji je I(A) = T i opisimo odgovarajuéi konjunkt K. Literali koji se javljaju
u konjunktu K; se odreduju na sledeéi naéin. Ako je I(p) = T za neko iskazno
slovo koje se nalazi u formuli A, u K se javlja literal p, a ako je I(p) = L, u K;
se javlja literal —p. Da bi se dobila KNF(A) radi se dualno, tj. posmatraju se
samo redovi u kojima je vrednost I(A) = L, dok se u Dy javlja literal p ako je
I(p) = L, a —p ako je I(p) = T. Primetimo da se u svakom disjunktu, odnosno
konjunktu, ovako dobijenih formi pojavljuju sva iskazna slova (ili njihove negacije)
koja se nalaze i u samoj formuli A. Zbog toga se ovakve normalne forme nazivaju
potpunim.

Definicija 3.3.11 Neki sistem prikazivanja objekata je kanonski ako su dva ob-
jekta jednaka (ekvivalentna) ako i samo ako imaju istu reprezentaciju u tom sis-
temu.

Potpuna disjunktivna normalna forma i potpuna konjunktivna normalna forma
su ekvivalentne polaznoj formuli i jedinstvene, pa predstavljaju kanonske sisteme.
Zbog toga se ispitivanje ekvivalentnosti formula moze sprovesti uporedivanjem
odgovarajuéih parova ovih formi.

Primer 3.3.12 Za formulu p — ¢ istinitosna tablica je data u tabeli 3.5. Prema
opisanom postupku, potpuna disjunktivna normalna forma je oblika (p Aq)V (-pA
q) V (=p A =q), dok je potpuna konjunktivna normalna forma oblika —p V q. [ |

[p—a]

| | =] ||

q
T
L
T
L

—| | -]

Tabela 3.5. Istinitosna tablica formule p — gq.

Primer 3.3.13 Puni sabira¢” je elektronsko kolo sa tri ulaza =, y i c, gde z i y
odgovaraju bitovima koji se sabiraju, a ¢ prenosu pri sabiranju prethodnog para
bitova, i dva izlaza: r, bit rezultata, i s, bit prenosa koji predstavlja ulazni podatak

7 Full adder. Drugi naziv je binarni sabiraé.
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za sabiranje slede¢eg para bitova. Uvidom u istinitosnu tablicu 3.6, dobijaju se
potpune disjunktivne normalne forme za r, (~x A—-yAc)V (mz Ay A-c)V (xA-yA
o)V (xAyAc)izas, (rzAyAe)V(zA-yAe)V(zAyA-c)V(xAyAc). Ove forme
se mogu optimizovati u (—z A ((my Ac) V (y A —c))) V(A ((-y A—e) V (y Ac))),
odnosno (y Ac)V(z A ((my Ac)V (yA-c))). Ako uvedemo veznik za ekskluzivnu
disjunkciju ¥ tako da je pY g skracenica za (—=pAgq)V (pA—q), onda se optimizovane
forme mogu zapisati u obliku 2 Y (y ¥ ¢) za r, odnosno (yAc)V(zA(yYce)) zas. B

e L i L R A IS

e e e |

e L e I

e L T e
e | I T BB

Tabela 3.6. Istinitosna tablica punog sabiraca.

3.4 Semanticke posledice

U postupku zakljuc¢ivanja cesto je potrebno utvrditi kada je neki iskaz posledica
nekog skupa iskaza, odnosno da li iskaz sledi iz nekog skupa iskaza, tj. da li je iskaz
semanticka posledica skupa iskaza.

Definicija 3.4.1 Formula A je semanticka posledica skupa formula T' = {Bj, Ba,
..}, (uw oznaci {By, Ba,...} E A) ako je A tacno pri svakoj intepretaciji I koja
zadovoljava sve formule B; € T'. Formule B; su premise formule A.

Cesto se umesto {Bi, By, ...} = A piSe bez zagrada By, B,,... = A, odnosno
umesto {B1, Bs,...} U{B} | A koristimo By, Ba,...,B = A.

Primer 3.4.2 Neka su iskazi 'Dan je suncan’, ’Ako je dan suncan, onda ne pada
kisa’ i 'Ne pada kisa’ predstavljeni formulama, redom p, p — ¢ i ¢. Neposrednom
proverom pomocu iskaznih tablica, kao u tabeli 3.3, utvrduje se da je g tacno, kad
god su tac¢ne obe formule p i p — ¢. Dakle, ¢ je semanticka posledica skupa formula

{p,(p — @)} L

Veza semantickih posledica i nekih tautologija opisana je slede¢im tvrdenjem.

Teorema 3.4.3 Formula A je semanticka posledica skupa formula {By,...,B,}
ako i samo ako je formula (B A...A B,) — A tautologija, odnosno ako i samo ako
je formula (B; A ... A B, A —A) kontradikcija.
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Dokaz. Ako pretpostavimo da je Bi,...,B, = A, to znaci da pri svakoj inter-
pretaciji I za koju je I(B;) = T, za i = 1,n, vazi i I(A) = T, odakle direktno
sledi da kad god je I(By A... A B,) = T, onda je i I(A) = T, odnosno da je
I((ByA...By) — A)=T. Ako je pak I(By A B3 A...B;,) = 1, onda je trivijalno
I((B1A...By) — A) = T. Prema tome, vazi da je = (B1A...B,) — A. Obrnuto,
pretpostavimo da je = (B1 A...B,) — A. Tada, trivijalno, za svaku interpretaciju
Iakoje I(ByA...ANB,)=T,ondajeilI(A)=T,tj. vazi By,...,B, E A.
Drugo tvrdenja u kome se razmatra formula (By A...A B, A—A) je jednostavna
posledica zakona o uklanjanju implikacije i De Morganovih zakona. ]

Analogno se dokazuje i sledeéa teorema.

Teorema 3.4.4 (Teorema dedukcije) Za formule A i B i skup formula T vazi
T,B = A ako i samo ako T = B — A.

Jedna od posledica teoreme 3.4.3 je i

Teorema 3.4.5 Za svaki konac¢an skup formula 7" i svaku formulu A odluéiv je
problem da li je T = A.

3.5 Formalni sistemi

U dosadasnjem razmatranju iskaznih formula koristen je postupak koji se naziva
semanticki. Iskaznim slovima je bilo pridruzeno znacenje (istinitosna vrednost)
i onda, na osnovu njihove istinitosne vrednosti, odredivana je istinitost jedne for-
mule, ili skupa formula. Ova tehnika se koristila i u ispitivanju da li je neka formula
posledica nekih drugih formula. U matematickoj logici su razvijeni i drugaciji, sin-
taksni, postupci u kome se sa simbolima radi formalno, bez razmatranja njihove
istinitosti, svodedi intuiciju na najmanju meru. Takvi sistemi se nazivaju formalni
sistemi i njima se formalizuju odgovarajuée semanticke strukture, tj. teorije, u ko-
jima je definisan pojam istinitosti. Formalni postupci se prirodno realizuju pomocéu
racunara, gde se na masinskom nivou manipuliSe nizovima sastavljenim od cifara 0
i 1, kojima se ne daje znacenje. Sintaksni postupci predstavljaju osnovu za takoz-
vane inteligentne programske sisteme, kao $to su programski jezik Prolog, razni
ekspertni sistemi itd. u kojima se izvodi automatsko dokazivanje teorema.

Primer jedne teorije koja se formalizuje je logika iskaza koju smo veé upoz-
nali. U ovom trenutku mozda nije jasno zaSto je potrebno pored intuitivno sasvim
jasnog semantickog postupka istinitosnih tablica, koji je u slucaju iskazne logike
sasvim zadovoljio jer su problemi ispitivanja tautologi¢nosti, zadovoljivosti i kon-
tradiktornosti odluéivi, uvoditi neki drugi postupak. Odgovor na to pitanje dobija
se razmatranjem slozenijih logika, poput predikatske logike prvog reda, u kojima
istinitosne tablice ili neki drugi semanticki postupci nisu uvek primenljivi ili do-
voljni.

Sintaksni postupak podrazumeva postojanje nekog formalnog sistema koga od-
reduju:
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e najvise prebrojiv skup elementarnih znaka (jezik®) od koga se grade slozene
konstrukeije (formule) formalnog sistema,

e pravila za izgradnju formula,

e skup aksioma, formula od kojih se polazi u zaklju¢ivanju (u nekim sistemima
ovaj skup je prazan) i

e rekurzivan skup rekurzivnih pravila izvodenja pomocéu kojih se od aksioma
i ve¢ izvedenih formula izvode nove formule; pravila izvodenja su u stvari
n-arne relacije nad skupom formula, pa ako za neko pravilo P i formule A,

o Ap—1, Ay vazi (Ay, ..., Ap—1, Ay) € P, onda kazemo da se iz formula
Ay, ..., A,_1 primenom pravila P izvodi formula A,°.

Uobicajeno je da se u formalnim teorijama koristi jezik koji sadrzi znake teorije
koja se formalizuje. Pravila izvodenja se mogu prikazivati na razne nacine, od kojih
su neki:

AL Agy A

P
A, ’

P : iz skupa formula {A;, As, ..., A,_1} izvesti formulu 4,,, itd.

U formalnim sistemima se definisu pojmovi dokaza, teoreme, sintaksne posledice
itd. koji su pandani semantickih pojmova kao $to su ispitivanje istinitosti, val-
janost, semanticke posledice itd. u odgovarajué¢im strukturama koje formalizuju
posmatrani sistemi. Medusobne veze sintaksnih i semantickih pojmova se postizu
interpretiranjem formalnog jezika i dokazivanjem tvrdenja o korektnosti, komplet-
nosti i karakterizaciji.

Definicija 3.5.1 Dokaz, ili izvodenje, u formalnom sistemu je konacan niz formula
Ay, Ay, ..., Ay, takvih da je svako A; bilo aksioma, bilo formula dobijena pri-
menom nekog od pravila izvodenja na prethodne formule u dokazu. Formula A je
teorema formalnog sistema (u oznaci - A) ako u formalnom sistemu postoji dokaz
koji se zavrSava formulom A.

Jedna formalna teorija je opisana u slede¢em primeru.

Primer 3.5.2 Posmatrajmo unarni jezik {1}, skup formula koji se sastoji od
svih nepraznih rec¢i, jednoc¢lani skup aksioma koji sadrzi formulu 1 i skup pravila
izvodenja koji sadrzi samo pravilo ’iz B izvesti B11’, gde je B proizvoljna formula.
Formula A oblika 11111 je teorema ovog formalnog sistema jer za nju postoji dokaz
koji sadrzi sledeéi niz formula: 1, 111, 11111, gde je prva formula askioma, druga
formula se dobija kada se na prvu formulu primeni pravilo izvodenja, a sli¢cno
se primenom pravila izvodenja na drugu formulu dobija tre¢a formula, odnosno
razmatrana formula B. Ovde se zapravo moze lako dokazati i sledeé¢e tvrdenje:

8Primetimo da se ovde, za razliku od preostalog dela knjige, termin jezik koristi u smislu
alfabet.

97Zbog napomene o rekurzivnosti za neku n-torku formula uvek je moguée utvrditi da li je
neka formula dobijena primenom nekog od pravila izvodenja na ostale formule i odrediti koje je
to pravilo.
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formula A je teorema formalnog sistema ako i samo ako je ¢ini konaé¢ni niz sastavl-
jen od neparnog broja jedinica. U jednom smeru dokaz pociva na ¢injenici da je
jedina aksioma niz od jednog, dakle neparnog broja, znaka 1 i da pravilo izvodenja
oc¢uvava neparnost broja znaka u izvedenim formulama. Obrnuto, ako se formula
A sastoji od 2n + 1 jedinica, za neko n € N, dokaz za formulu A ¢ini niz formula
koji pocinje aksiomom 1 za kojom sledi n formula koje se iz prethodne dobijaju
primenom jedinog pravila izvodenja. ]

Definicija 3.5.3 Formula A je sintaksna posledica skupa formula T = {Bj, Ba,
..}, (uw oznaci {By, Bs,...} B A) ako u formalnom sistemu postoji konacan niz
formula Ay, Ao, ..., A, takvih da je svako A; bilo aksioma, bilo neka od formula iz
skupa T, bilo formula dobijena primenom nekog od pravila izvodenja na prethodne
formule u nizu i A = A,,. Ovaj niz formula se naziva dokaz za A iz skupa T.

Kao i kod semantickih posledica, ¢esto se pise By, Ba, ... A, umesto {B1, Ba,
... }FA1T,BF A, umesto T U{B} F A.

Primer 3.5.4 Posmatrajmo formalni sistem iz primera 3.5.2 i skup formula T' =
{11}. Lako je proveriti da su sve formule sintaksne posledice skupa T ]

Definicija 3.5.5 Formalni sistem je korektan u odnosu na teoriju koju formalizuje
ako su sve teoreme formalnog sistema valjane formule. Formalni sistem je komple-
tan u odnosu na teoriju koju formalizuje ako su sve valjane formule istovremeno
i teoreme formalnog sistema. Formalni sistem karakterise teoriju koju formalizuje
ako je korektan i kompletan u odnosu na nju.

Definicija 3.5.6 Formalni sistem je odluciv ako postoji efektivan postupak (tj.
algoritam) kojim se za proizvoljnu formulu moze u kona¢nom vremenu utvrditi da
li je, ili nije, teorema sistema.

Imajué u vidu definiciju 2.4.30 i Cercovu tezu, formalni sistem je odluciv,
ako postoji rekurzivna funkcija koja preslikava formule (zapravo kodove formula)
formalnog sistema u skup {0,1}, tako da svakoj teoremi pridruzuje 1, a svakoj
formuli koja nije teorema 0, tj. ako postoji program, recimo za Tjuringovu masinu,
koji izraCunava tu funkciju tako da, ako na ulazu ima formulu koja je teorema
daje rezultat 1, a ako je ulazni podatak formula koja nije teorema daje rezultat
0. Postoje teorije poput predikatske logike prvog reda koje nisu odlucive, odnosno
za koje svaki program koji ispituje da li je formula teorema ponekad upada u
beskonaénu petlju. Sa druge strane, postoje formalne teorije, kao sto je iskazni
racun, koje jesu odlu¢ive. Formalni sistem je rekurzivno aksiomatizabilan ako mu
je skup aksioma odluéiv, tj. postoji postupak kojim se za proizvoljnu formulu
utvrduje da li, ili ne, pripada skupu aksioma. Primetimo da je kod rekurzivno
aksiomatizabilnih formalnih sistema moguce kodirati i nabrojati sve dokaze, tako
da se u jednoj petlji za svaki prirodan broj proverava da li je kod nekog dokaza i,
ako jeste, nalazi poslednja formula u dokazu. Time se definiSe parcijalno rekurzivna
karakteristi¢cna funkcija predikata kojim se za proizvoljnu formulu ispituje da li je
teorema formalnog sistema. Odatle je problem da li je formula teorema rekurzivno
aksiomatizabilnog sistema u najgorem slucaju parcijalno odluciv.
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Za opisivanje neke formalne teorije upotrebljava se jezik i neka matematicka
teorija koje nazivamo meta-jezik, odnosno meta-teorija, dok se jezik formalne teorije
i ona sama nazivaju objekt-jezik, i objekt-teorija. Teoreme formalnog sistema sis-
tema (definicija 3.5.1), takozvane objeki-teoreme, su formule na objekt-jeziku, a
tvrdenja u meta-jeziku, poput iskaza o kompletnosti, koja govore o formalnom sis-
temu su meta-teoreme. Recimo, u primeru 3.5.2, jedna objekt-teorema je 11111,
dok je recenica ’formula je teorema ako i samo ako se sastoji od neparnog broja
jedinica’ meta-teorema.

U nastavku ¢emo proanalizirati nekoliko formalnih sistema koji se odnose na
iskaznu logiku: jedan sistem nazvan hilbertovskim u ¢ast Davida Hilberta, sistem
zasnovan na rezoluciji i sistem zasnovan na tabloima.

3.6 Iskazni racun

Jedan od najpoznatijih hilbertovskih formalnih sistema je iskazni ra¢un L, oznacen
tako po poljskom matematicaru Lukasievicu (Jan Lukasiewicz, 1878 — 1956). Razni
hilbertovski sistemi za iskaznu logiku se medusobno razlikuju u jeziku, aksiomama
i pravilima izvodenja, ali su medusobno ekvivalentni u smislu da svi karakterisu
istu iskaznu logiku. Iskazni racun L je odreden slede¢im stavkama:

e Jezik sistema se sastoji od: prebrojivo mnogo iskaznih slova p, q, r, s, p1, q1,
...1znaka -, — ileve i desne male zagrade,

e Formule fomalnog sistema se uvode sa:

1. iskazna slova su atomske formule,

2. atomske formule su formule,

3. ako su A i B formule, onda sui (—-A4) i (A — B) formule i
4

. formule se dobijaju samo kona¢nom primenom pravila 1, 2 1 3.
e Skup aksioma sadrzi sledece tri shema-formule:

1. (A— (B—A))
2. (A= (B=0) = (A= B) = (A=0C))
3. (B —-4)— (A— B)

e Skup pravila izvodenja sadrzi samo jedno pravilo, modus ponens:

1. Iz Ai (A — B) izvesti B

Shema aksiome predstavljaju prebrojivo beskonac¢ni skup primeraka, formula
dobijenih sistematskom zamenom slova A, B i C' iskaznim formulama. PoSto je
jezik iskaznog ra¢una prebrojiv, a formule konacni nizovi znaka, to i svih formula,
pa i aksioma, ima prebrojivo mnogo. Uobicajeno je da se zagrade ne pisu kad god
to ne unosi zabunu, a i da se skraéeno pise (A A B) umesto (=(A — —=B)), (AV B)
umesto ((mA) — B) i (A < B) umesto ((A — B) A (B — A)). Primetimo da, na
osnovu recenog u odeljku 3.2, ovakvo skraéivanje je intuitivno opravdano posto su
vrednosti odgovarajué¢ih formula pri proizvoljnoj interpretaciji jednake.
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Primer 3.6.1 Slededi niz formula:

1. (A-((A—A4)—A)—>((A—(A—A)—(A—A)) (primerak aks. 2)

2. A—-((A—-A)— A (primerak aks. 1)

3. A—-A—-4)—-(A—A (iz11i2poopr 1)

4. A— (A— A (primerak aks. 1)

5. A— A (iz31i4 popr. 1)
je dokaz za formulu A — A u ra¢unu L. |

Do kraja ovog odeljka razmotricemo odnos iskaznog rac¢una i iskazne logike
dokazujudi vise meta-tvrdenja.

Teorema 3.6.2 (Korektnost) Iskazni racun je korektan u odnosu na iskaznu
logiku.

Dokaz. Lako se pokazuje da su sve aksiome valjane formule i da pravilo modus
ponens o¢uvava svojstvo ’biti valjana formula’ (teorema 3.2.11), tj. da primenjeno
na valjane formule daje formulu koja je takode valjana. Prema tome, sve teoreme
jesu valjane formule, pa je iskazni racun korektan u odnosu na iskaznu logiku. W

Sledece tvrdenje je sintaksni pandan teoreme 3.4.4.

Teorema 3.6.3 (Teorema dedukcije) Za formule A i B i skup formula T vazi
T,B+F A akoisamo ako T+ B — A.

Dokaz. Pretpostavimo najpre da je T, B - A i dokazimo da je T+ B — A.
U dokazu ¢emo koristiti indukciju po duzini dokaza za A. Ako je duzina dokaza
1, formula A je bilo aksioma, bilo A € T, bilo A = B. U prva dva slucaja je
T+ A. Kako je A — (B — A) aksioma, pa i teorema, to vazi T+ A — (B — A).
Primenom pravila modus ponens dobija se T - B — A. U tretem slucaju je
FA— A paiTHA— A tj. TH B — A. Pretpostavimo da je duzina dokaza
k > 1. Formula A moze ponovo biti aksioma, pripadati skupu 7T ili biti jednaka
formuli B u kom slucaju bi kao i malopre bilo T+ B — A. Formula A moze biti
dobijena i primenom pravila izvodenja na prethodne formule u dokazu. Tada su
njene pretpostavke oblika C'i C' — A. Dokazi ovih pretpostavki su kraéi od k, pa
je na osnovu indukcijske pretpostavke T+ B — C i T F B — (C — A). Kako
je formula (B — (C — A)) — (B — C) — (B — A)) aksioma, pa i teorema,
dvostrukom primenom pravila modus ponens se dobija T H B — A.

Obrnuto, pretpostavimo da je T B — A i dokazimo da je T, B + A. Ocigledno
jedavazi T,BF B — A, jer je T C T U{B}. Takode je i T, B+ B tako da se
primenom pravila modus ponens odmah dobija T, B - A. |

U sledeé¢em primeru je prikazana jedna primena teoreme dedukcije u dokazi-
vanju teorema iskaznog racuna.

Primer 3.6.4 Dokazademo da je u iskaznom ra¢unu F B — (4 — A). Kako je
FA— A toje BFA— A, papo stavu dedukcije F B — (A — A). [ |
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Tvrdenje da iskazni racun karakteriSe neku iskaznu logiku se moze kratko za-
pisati sa

Teorema 3.6.5 (Obi¢na kompletnost) Za svaku iskaznu formulu A vazi
F A ako i samo ako = A.

tj., formula je teorema iskaznog rac¢una ako i samo ako je tautologija. Za ovo
tvrdenje postoji direktan dokaz na osnovu koga se moze konstruisati dokaz za
proizvoljnu teoremu, ali ¢emo ovde prikazati jedan drugi postupak koji je uz izvesne
izmene pogodan za sli¢ne dokaze kod nekih drugih logika, pre svega kod predikatske
logike prvog reda i modalnih logika. Najpre ¢emo definisati pojam konzistentnosti
skupa formula u odnosu na formalni sistem.

Definicija 3.6.6 Skup formula T je konzistentan'® u odnosu na iskazni raéun L
ako postoji formula A tako da nije T+ A. U suprotnom, ako za svaku formulu A
vazi T+ A, skup je nekonzistentan. Formula A je konzistentna, odnosno nekonzis-
tentna, ako je skup {A} konzistentan, odnosno nekonzistentan. Skup formula T je
maksimalno konzistentan ako je konzistentan i svaki konzistentni nadskup od T se
poklapa sa T

Slede dokazi vise teorema iskaznog rac¢una koje ¢e biti koristene u dokazu kom-
pletnosti.

Teorema 3.6.7 Za bilo koje formule A, B, C' vazi:
1. AA—-—BB—CFHCiA—-B,B—-CFA-C
2. A,-mA+BiF-A— (A— B)

@

l—ﬁﬁA—>A

e

FA— A

5. F (A — B) = (=B — —A)
6. AB+-A— B

7. F (A A —A)

Dokaz. 1. Kako je AJ/A —- BB - CFAiAA—- BB—->CHFA—> B,
pravilom modus ponens dobijamo A, A — B,B — C F B. Kako je zatim A, A —
B,B — C + B — (C, ponovo pomoc¢u pravila modus ponens dobijamo A, A —
B,B — C' F C. Na osnovu teoreme dedukcije sledi A - B,B—-CFA — C.

2. Prvi deo tvrdenja se dokazuje sa: (1) =A,A F —A, (2) "A,A F A —
(=B — —A) prema aksiomi 1, (3) =A, AF (=B — —A) (iz 1,2, modus ponens), (4)
F (=B — —A) — (A — B) prema aksiomi 3, (5) "A,A+ A — B (iz 3, 4, modus
ponens) (6) A, A+ A (7) A, AF B (iz 5 i 6, modus ponens). Drugi deo tvrdenja
sledi iz (7) po teoremi dedukcije.

10Koriste se i termin neprotivrecan.
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3. Dokazac¢emo da je =—A F A, odakle po teoremi dedukcije sledi F ——A — A:
(1) —mAF -4, (2) —AF -—=A — (mA — —-——A) prema teoremi 3.6.7.2, (3)
——AF -A — =——A (iz 1, 2, modus ponens) (4) F (-4 — =—=A) — (-—A4 — A)
aksioma 3, (5) -—A F =-—=A — A (iz 3, 4, modus ponens) (6) ~—A+ A (iz 1, 5,
modus ponens).

4. Prema teoremi 3.6.7.3 vazi F -——A — —A, a kako po aksiomi 3 imamo
F (-——A —- -A) - (A — —=A), to primenom pravila modus ponens dobijamo
FA— A

5. Najpre se pokazuje da A — B,—-—=A+ --B: (1) A— B,-—AF A — B, (2)
A— B,m—AF -4, (3) F ——A — A (prema teoremi 3.6.7.3), (4) A — B,-—AF
A (iz 2, 3, modus ponens), (5) A — B,——A F B (iz 1, 4, modus ponens), (6)
F B — —=—B (prema teoremi 3.6.7.4), (1) A — B,—-—A F =—B (iz 5, 6, modus
ponens) Odavde, prema teoremi dedukcije dobijamo F (A — B) — (-—A — =—B).
Kako je po aksiomi 3 (-—A — ——=B) — (=B — —A) koristeéi teoremu 3.6.7.1
dobijamo (A — B) — (=B — —A).

6. Dokaz je izvodenje: (1) A,B+ B, (2) v B — (A — B) (aksioma 1), (3)
A, B+ A — B (iz 1, 2, modus ponens).

7. Dokaz je izvodenje: (1) F A — ——A (prema teoremi 3.6.7.4), (2) - (A —
—-=A4) —» =—(A — —-—A) (prema teoremi 3.6.7.4), (3) F -—(A — ——A) (iz 1, 2,
modus ponens) (4) =(A A =A) (prema definiciji A). [ ]

Teorema 3.6.8 Neka je T skup formula i Tiskup svih sintaksnih posledica skupa
T. Ako je T konzistentan, konzistentan je i 7'

Dokaz. Pretpostavmo da skup T nije konzistentan. Tada je svaka formula sin-
taksna posledica ovog skupa, tj. za svaku formulu A postoji dokaz iz skupa T za
formulu A. U tom dokazu ucestvuje samo konaéno mnogo formula iz T\ T. Za
te formule postoje dokazi iz T. Progirujuéi dokaz T F A tim dokazima, dobijamo
dokaz za A iz skupa formula T'. Dakle, za svaku formulu A bi bilo T+ A, pa bi i
T bio nekonzistentan. |

Teorema 3.6.9 Ako je T maksimalno konzistentan skup formula i vazi T F A,
tada je A e T.

Dokaz. Kako je trivijalno T' C T, T maksimalan konzistentan skup i, na osnovu
teoreme 3.6.8, 1" konzistentan, po definiciji maksimalno konzistentnog skupa sledi
dajeT =T. [ |

Prethodno tvrdenje se moze formulisati i na sledeé¢i nac¢in: maksimalno konzis-
tentan skup je deduktivno zatvoren, odnosno sadrzi sve svoje posledice.

Teorema 3.6.10 Skup 7T je nekonzistentan ako i samo ako postoji iskazno slovo
p tako da je T+ p A —p.

Dokaz. (=) Ako je T nekonzistentan, onda po definiciji T + A, za bilo koju
formulu, pa i za p A —p.

(<) Ako je T F pA—p, kako je prema teoremi 3.6.7.7 - =(pA—p), a s obzirom da
prema teoremi 3.6.7.2 vazi - =A — (A — B) za proizvoljnu formulu B, dvosturkom
primenom pravila modus ponens za A = p A —p dobili bismo da je T+ B za svaku
formulu B, pa bi T' bio nekonzistentan. ]
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Teorema 3.6.11 Neka je skup 7" maksimalno konzistentan. Tada za svaku for-
mulu A vazi A € T ako i samo ako A ¢ T, odnosno za svaku formulu A je ili
AeTili-AeT.

Dokaz. Najpre, ne mogu biti i A i =A u skupu T jer bi prema teoremi 3.6.7.2
za svaku formulu B bilo T+ B, tj. skup T bi bio nekonzistentan. Ako bi bilo
A €T, to znaci da bi skup T'U{A} bio nekonzistentan, pa bi prema teoremi 3.6.10
bilo T U {A} F p A —p za neko iskazno slovo p. Dalje je po teoremi dedukeije
T+ A — (pA-p), odnosno prema teoremi 3.6.7.5 T + —(p A —p) — —A. Kako
je prema teoremi 3.6.7.7 - —(p A —p), dobijamo T + —A. Posto je T deduktivno
zatvoren skup, prema teoremi 3.6.9 je ~A € T. Sli¢no bi se pokazaloidaiz A & T
sledi A € T. Dakle, taéno jedna od formula A i =A je u skupu 7. [ |

Teorema 3.6.12 Formula —A je konzistentna ako i samo ako nije - A.

Dokaz. (<) Pretpostavimo da —A nije konzistentno. Prema teoremi 3.6.10 tada
postoji iskazno slovo p tako da je A F p A —=p. Prema teoremi dedukcije tada je
F—A — (pA-p), a prema teoremama 3.6.7.5, 3.6.7.31 3.6.7.1 je - =(p A —p) — A.
Kako je prema teoremi 3.6.7.7 - =(p A —p), pravilom modus ponens dobijamo F A.
Dakle, ako nije F A, onda je = A konzistentno.

(=) Pretpostavimo da je - A. Tada bi bilo -A F A i, prema teoremi 3.6.7.2,
-AF A — B za bilo koju formulu B. Odatle je i =A F B, §to bi znaéilo da je = A
nekonzistentno. Prema tome nije - A. [ |

Kada kazemo da je iskazni racun kompletan u odnosu na iskaznu logiku, to
znadi da za svaku formulu A vazi da

ako je = A, onda je F A,

odnosno
ako nije F A, onda nije ni | A.

Prema tome, kompletnost znaci da
ako nije + A, onda je = A zadovoljivo.

Medutim, u teoremi 3.6.12 smo pokazali da nije - A ako i samo ako je = A konzis-
tentno, tako da je iskazni ra¢un kompletan ako za proizvoljnu formulu A vazi

ako je A konzistentna, onda A ima model.

U nastavku éemo dokazati zapravo nesto jace tvrdenje, takozvanu teoremu pro-
sirene kompletnosti, u kojoj se dokazuje da svaki konzistentan skup formula ima
model.

Teorema 3.6.13 (Lindenbaumova lema) Svaki konzistentan skup formula T
se moze proSiriti do maksimalno konzistentnog skupa formula.

Dokaz. Neka je Ap, Ay, ...jedno nabrajanje svih formula i T konzistentan skup
formula. Definisa¢emo niz skupova na sledeé¢i nacin:
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To =T,

T; ako je T; U {A;} nekonzistentno

za svaki i > 0, T = { T, U{A;} ako je T; U{A;} konzistentno

Konacno, neka je T* = U,;T;. Ocigledno je da su svi T; konzistentni skupovi formula
idajeT CT".

Ako bi T* bio nekonzistentan postojao bi konacan dokaz iz T za formulu pA—p
za neko iskazno slovo p. Posto je dokaz konacan niz formula, postoji maksimalan
indeks tih formula u razmatranom nizu formula Ay, Aj, ...Neka je taj indeks n.
Tada je T,+1 F p A —p, pa bi i skup T;,+1 bio nekonzistentan, Sto je kontradikcija.
Prema tome, skup T* je konzistentan.

Ako skup T™ nije maksimalno konzistentan, postoji konzistentan skup formula
S takav da je T* C S i T* # S. Tada bi postojala formula A4, € S\ T*. Prema
konstrukeiji niza skupova, posto A, & T*, skup T,, U{A,} je nekonzistentan, pa bi
i skup S koji sadrzi T;, U {A,, } bio nekonzistentan. Dakle, skup 7™ je i maksimalno
konzistentan. |

Teorema 3.6.14 (Prosirena kompletnost) Skup formula T je konzistentan ak-
o i samo ako je zadovoljiv.

Dokaz. (<) Neka je interpretacija I takva da je T tacan pri I. Ako bi skup T
bio nekonzistentan, prema teoremi 3.6.10 postojalo bi iskazno slovo p takvo da je
T+ p A —p. Posto su prema teoremi 3.6.2 sve teoreme valjane formule, pa i ta¢ne
pri I, i vazi da ako I(A) = TiI(A — B) =T, ondajei I(B) =T, tosuisve
posledice skupa T tacne pri interpretaciji I. Prema tome bilo bi I(p A —p) = T,
Sto je kontradikcija, pa nije ispravna pretpostavka o nekonzistentnosti skupa 7T, tj.
skup T je konzistentan.

(=) Obrnuto, pretpostavimo da je skup T konzistentan. Prema teoremi 3.6.13,
skup T se moze prosiriti do maksimalno konzistentnog skupa 7*. Definisimo inter-
pretaciju I~ tako da za svako iskazno slovo p vazi

| T akopeT™
IT*(p)_{ 1 akopgT*

Posto je u teoremi 3.6.11 pokazano da za svako iskazno slovo p vazi ili p € T* ili
—p € T*, interpretacija je korektno definisana.

Sada ¢emo indukcijom po slozenosti formule pokazati da za svaku formulu A
vazi A € T* ako i samo ako Ip«(A) = T. Najpre, za iskazna slova to vazi po
definiciji interpretacije Ir«. Neka je A = —B. Formula =B € T* ako i samo
ako B ¢ T* ako i samo ako Ir«(B) = L ako i samo ako Ir«(A) = T. Neka je
A =B — C. Ako je formula A ta¢na pri interpretaciji Ir», moguéi su sledeéi
slucajevi: ili je I« (B) = L ili It«(B) = I« (C) = T. Ako je IT+(B) = L, prema
indukcijskom koraku je B ¢ T, odnosno ~B € T*. Kako je prema teoremi 3.6.7.2,
F =B — (B — () pravilom modus ponens dobijamo T* + B — C, odnosno
B — C € T, jer je skup T* deduktivno zatvoren. Ako je Ip«(B) = Ir+(C) =T,
po indukcijskoj pretpostavci sledi da je B € T* 1 C' € T™, pa prema teoremi 3.6.7.6
vazi T* v B — C, odnosno B — C € T*. Obrnuto, neka je B — C € T*.
Posto je ili B € T* ili =B € T*, pretpostavimo najpre da je B € T*. Kako je
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T+ B — CiT* F B, pravilom modus ponens se dobija T*  C, odnosno C' € T*.
Prema indukcijskoj hipotezi Ir«(B) = T i Ir«(C) = T, paje It«»(B — C) = T.
Konacno, pretpostavimo da je =B € T*. Prema ve¢ dokazanom, u tom sluc¢aju je
Ir«(B)=L1,pajeIr«(B—C)=T.

Dakle, skup T je tac¢an pri interpretaciji I7«. Odatle sledi da je i skup formula
T, kao podskup skupa T*, tacan pri interpretaciji I+, odnosno da je skup T
zadovoljiv. ]

Teoremom kompletnosti smo povezali semanticki pojam valjanosti i sintaksni
pojam dokazivosti. To omogucava da se u raznim dokazima slobodno mesaju se-
manticki i sintaksni postupak. Ne primer, obrazlozenje nekog koraka dokaza oblika
F A moze biti A je valjana formula’. Naveséemo i dve posledica teoreme o jakoj
kompletnosti. Prvo tvrdenje povezuje pojmove semanticke i sintaksne posledice
skupa formula, a drugo ¢e imati znacajnu primenu u odeljku 5.10.

Teorema 3.6.15 Neka su 7" skup formula i A formula. Tada je
T |= A ako i samo ako T+ A.

Dokaz. (<) Pretpostavimo daje T = A. To znaci da skup formula TU{—-A} nije
zadovoljiv, pa po teoremi 3.6.14 nije ni konzistentan. Tada za neko iskazno slovo p
prema teoremi 3.6.10 vazi T, = A F pA—p i po teoremi dedukcije T+ —A — (pA—p).
Prema teoremama 3.6.7.5, 3.6.7.313.6.7.1 vazi T+ —(p A —-p) — A i kako je prema
teoremi 3.6.7.7 - =(p A =p) imamo da je T+ A.

(=) Neka je T + A. Neka je I proizvoljna interpretacija takva da je skup T
tacan pri I. PoSto su prema teoremi 3.6.2 sve teoreme valjane formule, pa i ta¢ne
pri I, i vazi da ako I(A) = TiI(A — B) =T, ondajei I(B) =T, to suisve
posledice skupa T tacne pri interpretaciji I. Prema tome T |= A. ]

Uzimajucéi da je skup T prazan, iz teorema 3.6.15 direktno sledi teorema obi¢ne
kompletnosti 3.6.5.

Teorema 3.6.16 (Kompaktnost) Skup formula T je zadovoljiv ako i samo ako
je svaki njegov konac¢an podskup zadovoljiv.

Dokaz. (=) Ako je T zadovoljiv, postoji interpretacija I takva da je T tac¢an pri
1. Tada je trivijalno i svaki podskup skupa T tacan pri 1.

(<) Obrnuto, pretpostavimo da je svaki konac¢an podskup od T zadovoljiv, dok
sam skup 7T nije zadovoljiv. Na osnovu teoreme 3.6.14, skup T nije konzistentan,
pa prema teoremi 3.6.10 za neko iskazno slovo p vazi T F p A =p. Ovaj dokaz
iz T za p A —p je konacan, pa postoji neki konacan skup Ty C T takav da je
To F p A —p. Medutim, prema teoremi 3.6.14, tada ni skup Ty ne bi bio zadovoljiv,
§to je suprotno pretpostavci. |

3.7 Rezolucija u iskaznoj logici

Formalni sistem zasnovan na rezoluciji se unekoliko razlikuje od iskaznog ra¢una o
kome je bilo re¢i u odeljku 3.6. Najpre, ovde se razmatraju samo formule speci-
jalnog oblika, takozvane klauze. Takode, u ovom sistemu nema aksioma, veé¢ se
izvodenje svodi na primenu jednog jedinog pravila.
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Definicija 3.7.1 Literali Ly i Ly su komplementarni, ako je jedan od njih atomska
formula, a drugi njena negacija. Klauza'! je disjunkcija literala. Prazna klauza (u
oznaci 0) je disjunkcija nula literala, tj. ne sadrzi ni jedan literal.

Posto je klauza disjunkcija literala, neka interpretacija I zadovoljava klauzu C
ako zadovoljava bar jedan njen literal, pa prazna klauza nikada nije zadovoljena.
Skup klauza je zadovoljen pri interpretaciji I ako su pri I sve klauze ta¢ne. Prazan
skup klauza je uvek tacan. Dva skupa klauza S7 i Sy su ekvivalentna, u oznaci
S1 =~ S5, ako ih zadovoljavaju iste interpretacije. Ponekad ¢e biti pogodno klauzu
shvatiti kao skup literala, tako da se umesto p V —¢q pise samo {p, —q}. Pri tome
se podrazumeva da to nije nikakav nov pojam, veé¢ samo zgodniji zapis, kao i da
je skup literala koji ¢ine klauzu zadovoljiv ako je zadovoljiv bar jedan njegov ¢lan.
Pravilo rezolucije je dato slede¢om definicijom.

Definicija 3.7.2 Neka su C; i Cs klauze i neka su L i Ly komplementarni literali,
takvi da se L1 nalazi u C1, a Ly u Cy. Rezolventa klauza C; i Cy po literalima L
i Lo je klauza

Res(Cy,Cy, Ly, La) = (C1 \ {L1}) U (Ca \ {L2})

dobijena tako sto je iz C7 izbrisan L1, a Ly iz Cs, i preostali literali povezani
disjunkcijom. Klauze C7 i Cy su roditelji, a rezolventa njihov potomak.

Primer 3.7.3 Rezolucijom klauza (p V —q) i (¢ V r) dobija se klauza (p V 7). Re-
zolucijom klauza (—pV ¢V )i (—gqV s) dobija se klauza (—p VrV s). Rezolucija se
ne moze primeniti na klauze (p vV —=q) i (=g V r). [ |

U sledecoj teoremi ¢emo pokazati da, kada skup klauza prosirimo nekom re-
zolventom klauza iz skupa, dobijeni skup ne sadrzi nove informacije u odnosu na
polazni skup, zapravo da su ta dva skupa medusobno ekvivalentna. Odatle je niz
primena rezolucije logicki ispravan postupak zakljucivanja.

Teorema 3.7.4 Neka su C; i Cy dve klauze i R njihova rezolventa. Tada je
{01702} = {01702)R}'

Dokaz. Neka je I interpretacija za koju je I = {C1,Ca, R}. Tada je trivijalno
i I = {Cy,C2}. Obrnuto, neka je I interpretacija za koju je I | {C1,Cs}, tj.
I'ECyiIE Cy Nekasu Li—L literali po kojima se vrsi rezolucija klauza Cj i
Cy, takvida je Le Cyi-L € Cy. Ako I =L, onda I = C5>\ {-L}, pal = R.
Sliéno je i za I = —L. Dakle, I | {C1,Cs, R}. [ ]

Definicija 3.7.5 Dokaz za klauzu C iz skupa klauza {A;, As, ...} je niz klauza
C1,Co,...,Ch, gde je svaka od klauza C; bilo neka od A;, bilo klauza dobijena
primenom pravila rezolucije na neke dve prethodne klauze u dokazu i C,, = C.

Ako je FE bilo kakav skup klauza, neka R(FE) oznacava skup svih klauza iz F i
svih klauza dobijenih primenom pravila rezolucije na klauze iz skupa E. Neka je
sada F' skup klauza, Reso(F) = F, iza i > 0, Resit1(F) = R(Res;(F)). Neka
Res*(F') oznacava uniju svih skupova Res;(F).

Formalni sistem zasnovan na pravilu rezolucije pociva na slede¢em tvrdenju.

11Kod nas je u upotrebi i termin sastavak.
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{-p,q} {~q}

{-p} {r}

\/

{0}

Slika 3.2. Rezolucijsko izvodenje iz primera 3.7.7.

Teorema 3.7.6 Skup klauza F' je kontradiktoran ako i samo ako je prazna klauza
u skupu Res*(F).

Dokaz. Prema teoremi 3.7.4 je Res*(F) ~ F.

(<) Ako je O € Res*(F), ovaj skup je kontradiktoran posto ni jedna inter-
pretacija ne zadovoljava praznu klauzu. Odatle je nezadovoljiv i skup F.

(=) Ako je skup F nezadovoljiv, to je i skup Res*(F'). Na osnovu teoreme 3.6.16
o kompaktnosti iz skupa Res*(F') se moze izabrati konacan nezadovoljiv podskup
S = {C,...,Cy}. Oznacimo sa |C| broj literala u klauzi C. Tvrdenje éemo
dokazati indukcijom po broju n = |C1|+...4+|Cp| —m. Ako je n = 0, moguce je da
su ili sve klauze jednoclane, ili da je neka klauza prazna. U drugom slucaju tvrdenje
je dokazano, dok u prvom, posto je S nezadovoljiv, moraju postojati dve klauze ¢iji
su literali komplementarni. Primenom pravila rezolucije na ove dve klauze izvodi
se prazna klauza, pa je ) € Res*(F). Neka indukcijska pretpostavka vazi za svako
n < kinekajen =|Ci|+...+|Cpn|—m = k. Sada bar jedna od klauza sadrzi bar
dva literala, neka je to C;, ona je oblika C! U C/, gde su C! i C}' neprazni skupovi
literala. Posmatrajmo skup klauza {C1,...,C;_1,C},Cit1,...,Cp}. Kako je skup
S nezadovoljiv, nezadovoljiv je i ovaj skup, ali je za njega |Cy|+...+|Cp|—m < k,
pa se iz ovog skupa klauza moze izvesti prazna klauza. Ako u tom izvodenju nije
ucestvovala klauza C/, isto vazi i za polazni skup S. Ako klauza C/ jeste ucestvovala
u izvodenju prazne klauze, razmotrimo izvodenje u kome se umesto C/ koristi C;.
To bi bio dokaz za C}'. Ponovnom primenom indukcijske pretpostavke na skup
{C1,...,Ci1,CY,Ciq1, ..., Cyy} zakljucujemo da se i iz ovog skupa izvodi prazna
klauza. Odatle se i iz polaznog skupa klauza S izvodi prazna klauza. |

Primer 3.7.7 Neka je skup klauza F' = {{-p, ¢}, {—q}, {p}}. Rezolventa prve dve
klauze skupa je klauza {—p}. Rezolviranjem ove i poslednje klauze iz skupa F
izvodi se prazna klauza. Prema teoremi 3.7.6 skup klauza F' je kontradiktoran. W

Rezolucijsko izvodenje se ponekad prikazuje u formi drveta. Izvodenje prazne
klauze u primeru 3.7.7 je prikazano na slici 3.2.

Na prvi pogled rezolucija nije pogodna za rad sa iskaznim formulama proizvo-
linog oblika. Medutim, kao §to je u odeljku 3.3 receno, svaka iskazna formula
ima ekvivalentnu formulu u konjunktivnoj normalnoj formi, odnosno definicionu
formu koja je zadovoljiva ako i samo ako je zadovoljiva i sama formula. Na osnovu
prethodnog tvrdenja i ¢injenice da je formula A zadovoljiva pri nekoj interpretaciji
I ako i samo ako —A nije zadovoljivo pri interpretaciji I, moguce je ispitivanje
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valjanosti, odnosno zadovoljivosti svih formula iskazne logike. Ako se zeli ispitati
valjanost formule A, ona se najpre negira, potom se tako dobijena formula prevede
u konjuktivnu normalnu formu ili definicionu formu i potom primenom rezolucije
poku8ava izvodenje prazne klauze. Ako se u tome uspe, skup klauza koji odgo-
vara K NF(—A), odnosno definicionoj formi formule —A4, je kontradiktoran, pa je
kontradiktorna i formula —A, odnosno A je valjana.

Da li je formula zadovoljiva ili kontradikcija se ispituje analognim postupkom
u kome se polazi od KNF(A) ili definicione forme formule A. Ako se rezolucijom
dobije prazna klauza, formula A je kontradikcija, a u suprotnom je zadovoljiva.

Ako je skup klauza F konacan, nije teSko proveriti da ée i skup Res*(F') biti
takode konacan pa se moze dobiti u kona¢no mnogo koraka izvodenja. Ovo je bitno,
posto garantuje da e se, ako racunar ima dovoljno memorije, uvek dobiti odgovor
na postavljeno pitanje (zadovoljivost, odnosno valjanost ulazne formule), $to je jos
jedan dokaz odlucivosti tih problema za iskaznu logiku.

Primer 3.7.8 Negiranjem formule p — (¢ — p) i njenim pevodenjem u konjunk-
tiviu normalnu formu, dobija se skup klauza F = {p,q, —p}. Primenom pravila
rezolucije na prvu i treéu klauzu skupa izvodi se prazna klauza, pa je formula
p — (¢ — p) valjana. [ |

Neka formula A je posledica skupa formula {By,..., B,}, ako i samo ako se iz
skupa klauza koje odgovaraju formuli (B; A ... A B, A —A) izvodi prazna klauza.
Ovakav postupak se naziva metoda opovrgavanja jer se negira polazna formula (By A
...ABy) — A koja je, po teoremi 3.4.3, valjana ako i samo ako je By,..., B, | A,
pa ako je dobijena negacija kontradikcija, zakljuéuje se da A zaista jeste semanticka
posledica skupa formula {By,..., By}

Primer 3.7.9 Formula s; je posledica skupa formula {(pAq) — (rAs), (p1Aq1) —
r1,(r1 As) — $1,p,p1,4¢,¢q1}, poSto se iz skupa klauza F = {(-pV —q V r),(-pV
=qV s),(=p1V —q1 Vi), (—-r1 vV 2s Vs1),p,01, 9, q1, 781} izvodi prazna klauza. B

3.7.1 Programska realizacija metode rezolucije

Jedna programska realizacija metode rezolucije za iskaznu logiku kojom se je ispi-
tuje valjanost iskaznih formula sprovodi se slede¢om procedurom:

procedure IskaznaRezolucija

begin

1 Prevesti negaciju ulazne formule A u KNF(—A) ili definicionu formu
Dy ANDsA...N\Dy,.
F = {Dl,DQ,. . ,Dn}

2 Resog(F) :=F
Resy(F) := R(Reso(F))

1:=1

3 while ((Res;(F) # Res;—1(F))and () € Res;(F)) do
begin

4 1:=14+1

Res;(F') := R(Res;—1(F))
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end
5 if (0 € Res;(F))
then Formula je valjana
else Formula nije valjana
end

gde je R funkcija koja kao argument dobija skup klauza E, a kao rezultat vraca skup
FE prosiren klauzama koje se dobijaju rezolucijom dve klauze iz skupa E. Svaku
klauzu mozemo predstaviti kao listu literala, uredenih po nekom fiksnom redolsedu,
a skup klauza kao listu klauza. U jednom pozivu procedure R rezolviraju se klauze
koje pocinju komplementarnim literalima.

3.7.2 Komentar o metodi rezolucije

Primetimo da je pravilo rezolucije uopstenje pravila modus ponens. Naime, modus
ponens se moze predstaviti kao primena pravila rezolucije na klauze {-pV ¢} i {p},
pri ¢emu se dobija klauza {q}.

Pravilo rezolucije se moze objasniti i na sledeéi na¢in. Neka su klauze C; i
Cy redom oblika C{ V p i =p V C4, odnosno -C7 — p i p — Ch. Na osnovu
tranzitivnosti implikacije dobijamo —C} — C%, odnosno Cf V C4. Ovo je upravo
klauza potomak klauza C; i Ca, pa je rezolucijsko pravilo primena tautologije o
tranzitivnosti implikacije.

Metoda rezolucije je po svojoj prirodi mehanicka, odnosno orijentisana ka racu-
narskom izvrSavanju, Sto se lako uocava kod primene na vece skupove formula
kada se pojavljuje ogroman broj klauza. Covek se tada tesko snalazi pretrazujuéi
klauze koje treba rezolvirati. Naime, tokom rezolviranja od klauza roditelja se ¢esto
dobijaju klauze koje nisu u polaznom skupu, niti su deo nekih klauza polaznog
skupa, §to ima za posledicu potencijalno eksplozivni rast broja klauza. Konacno,
rezolucija se moze elegantno primeniti samo ako je moguée proizvoljne formule
prevesti u oblik konjunktivne normalne forme, $to nije slucaj sa veéinom logika.
Pored relativno jednostavne implementacije, razlog za izucavanje metode rezolucije
je pre svega u tome $to predstavlja osnov mehanizma izvodenje na kome je baziran
programski jezik Prolog.

3.8 Metoda analitickih tabloa u iskaznoj logici

Za razliku od metode rezolucije, metoda analitickih tabloa se primenjuje u vecini
logika koje se koriste u racunarstvu. U postupku izvodenja se koriste samo podfor-
mule polaznih formula, odakle potice pridev analiticki u imenu metode. Osnovna
ideja koja se koristi u metodi je slede¢a. Pod pretpostavkom da imamo klasu
modela kojom dajemo znacenje (semantiku) formulama i neki formalni sistem koji
karakterise tu klasu modela, obi¢no je pogodno koristiti aksiomatski sistem da bi
se pokazalo da formula jeste teorema (i zbog korektnosti valjana formula), dok je
konstrukcija kontramodela, koja je semanticki postupak, pogodnija da se pokaze da
nesto nije valjana formula, odnosno teorema. U metodi analitickih tabloa pokuSava
se objedinjavanje ova dva postupka, tj. formalno i sistematski se nastoji napraviti
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kontramodel za neku formulu, pa ako se u tome ne uspe, metoda garantuje da je
formula valjana. Zvog ovog oslanjanja na semantiku, metoda se nekada naziva i
semanticki tabloi.

3.8.1 Ujednacavajuca notacija

Postoji vise medusobno ekvivalentnih formulacija metode tabloa, a ovde éemo pri-
kazati opis koji koristi ujednacavajuéu notaciju'?.

Definicija 3.8.1 Neka se iskazni jezik sastoji od prebrojivog skupa @ iskaznih
slova, logickih veznika —, A, V i — i zagrada. Neka su 7" i F' novi formalni simboli
koji se ne nalaze u iskaznom jeziku. Ako je A iskazna formula, " A i1 F A su
oznacene formule. Konjugat oznacene formule T' A (u oznaci T A) je formula F A
i obrnuto F A =T A.

Oznacene formule shvatamo na sledeé¢i nacin. Za proizvoljnu interpretaciju I,
(T A)=I(A)iI(F A) =1(—A). Zapravo znak T ispred formule se moze shvatiti
kao ’tacno je’, dok se znak F' moze shvatiti kao ‘neta¢no je’.

Sve oznacene neatomske formule se dele u dve grupe, takozvane « i 8 formule.
U tabeli 3.7 je prikazana podela na te dve grupe formula i njihove komponente a7,
g, (1 1 P2 formule.

o [ o1 | as ]

TAANB |TA|TB B8 [ B ] B
FAVB |FA|FB FAANB |FA|FB
FA-B|TA|FB TAVB |TA|TB
T-A |FA|FA TA-B|FA|TB
F-A |TA|TA

Tabela 3.7. a i 8 formule.

Ocigledno je da se a formule ponasaju sliécno konjunkciji, dok se [ formule
ponagaju sli¢no disjunkciji. Taj utisak je iskazan sledeéim tvrdenjem.

Teorema 3.8.2 Za proizvoljnu interpretaciju I vazi:
e I(a) =T akoisamo ako I(a1) = I(a2) =T
e I(f)=T akoisamo ako I(8;) =T i I(G2) =T

e Oznacena formula je ta¢na pri interpretaciji I ako i samo ako je njen konjugat
netacan.

Dokaz. Analizirajudi tipove formula koje se klasifikuju kao «, odnosno g formule,
lako se dokazuje trazeno. Recimo, I(T AA B) = I(AA B) = T ako i samo ako
I(A)=I(B) =T akoisamo ako I(T'A)=I(T' B)=T. [ |

Uloga ujednacavajuce notacije je da se mnogobrojni sluc¢ajevi slozenih formula
koje treba analizirati svode samo na dva, tj. na slucaj « i § formula.

12Unifying notation.
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o
‘ B
o N
‘ B1 B2
Q2

Slika 3.3. « i @ pravilo.

3.8.2 Tablo

Analiticki tablo za formulu A je uredeno binarno drvo!? ¢iji évorovi sadrze oznacene
formule i koje se konstruiSe prema slede¢im pravilima:

e U korenu drveta je formula F' A.

e Neka je ¢vor Y kraj neke grane do tog momenta konstruisanog drveta. Za-
visno od formula na grani koja sadrzi Y, nastavak konstrukcije je moguce
izvesti na dva nacina:

a-pravilo: ako je neka « formula na grani, tada se grana produzava sa
dva nova ¢vora od kojih jedan sadrzi a; formulu, a drugi as formulu,

O-pravilo: ako je neka (§ formula na grani, tada se grana u ¢voru Y
grana, pri ¢emu levi naslednik sadrzi 1, a desni By formulu.

Pravila za konstrukciju tabloa se ¢esto Sematski prikazuju kao na slici 3.3. Ovde
je vazno obratiti paznju na sledeée. Ako kroz jedan évor prolazi vise grana, tj.
postoji grananje grane kojoj ¢vor pripada ispod ¢vora, primena pravila konstrukcije
na taj ¢vor se odrazava na sve grane kojima pripada, kao $to je to slucaj sa ¢vorom
(3) tabloa sa slike 3.5.
kazemo da je Ty direktno prosirenje Ty ako se T dobija iz T} primenom jednog od
a i (B pravila.

Odatle je T tablo za formulu A ako postoji konac¢an niz drveta Ty, Ts, ...,
T, =T,1Ty je drvo ¢iji je jedini évor (koren) oznacen sa F' A i za svako i =
1,2,...,n—1, T;y; je direktno prosirenje od T;.

Grana tabloa je zatvorena ako se na njoj nalazi neka formula i njen konjugat.
Tablo je zatvoren ako mu je zatvorena svaka grana. Dokaz za (neoznacenu) formulu
A je zatvoren tablo za A. Formula A je teorema (u oznaci - A) ako postoji tablo
koji je dokaz za nju. Grana je zavr§ena ako su odgovarajuca pravila konstrukcije
primenjena na sve ¢vorove sa te grane. Tablo je zavrsen ako mu je svaka grana
zavrSena ili zatvorena. Grana tabloa je zadovoljiva pri nekoj interpretaciji I ako

13 Drvo je DAG (videti definiciju 4.3.1) u kome postoji samo jedan ¢vor, koren, sa stepenom
ulaznog grananja nula, dok su svi ostali ¢vorovi njegovi potomci i imaju stepen ulaznog grananja
jedan. Cvorovi koji imaju stepen izlaznog grananja nula se nazivaju listovi. Grana je put u drvetu
koji pocinje u korenu, a zavrSava se u nekom listu. U binarnom drvetu ¢vorovi imaju najvise dve
izlazne ivice, za koje se zna koja je leva, a koja desna.
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(1) Fp—(¢—p)
(2) Tp

(3) Fq—p
(4) Tq

(5)

Slika 3.4. Tablo dokaz za formulu p — (¢ — p).

(1) F(pvaq) — (pAq)
2

(2)Tpvg
(3) FpAg
4) Tp (5) T'q
(6) F'p (7) Fq (8) Fp (9) Fq
X X

Slika 3.5. Tablo za formulu (pV ¢) — (p A q).

I zadovoljava sve oznacene formule koje se nalaze u ¢vorovima te grane. Tablo je
zadovoljiv ako postoji interpertacija I takva da je bar jedna grana tabloa zadovoljiva
pri I.

Primer 3.8.3 Slika 3.4 prikazuje tablo za formulu p — (¢ — p). Da bi se kon-
strukcija uc¢inila preglednijom, ¢vorovi su numerisani. Konstrukcija se obavlja na
sledeéi nac¢in. Najpre se u ¢vor (1) postavi formula sa prefiksom F. Primenom «
pravila na ¢vor (1) dobijeni su ¢vorovi (2) i (3), a potom primenom istog pravila
na ¢vor (3) dobijeni su (4) i (5). Kako (2) i (5) sadrze formule konjugate, jedina
grana, pa i sam tablo su zatvoreni.

Na slici 3.5 prikazan je tablo za formulu (pVgq) — (pAq). Konstrukcija se obavlja
na sledeéi nac¢in. Najpre se u ¢vor (1) postavi formula sa prefiksom F'. Primenom
a pravila na ¢vor (1) dobijeni su évorovi (2) i (3). Primenom pravila 3 na ¢évor
(2) dolazi do grananja i dobijaju se ¢vorovi (4) i (5). Pravilo § se primenjuje i na
¢vor (3). Grananje se vrsi na svim granama koje prolaze kroz ovaj ¢vor, tako da
se u ¢vorovima (4) i (5) dodaju ¢vorovi (6), (7), (8) i (9). U ovom momentu tablo
je zavrsen, grane koje zavrSavaju ¢vorovima (6) i (9) su zatvorene, ali preostale
dve grane nisu, pa nije zatvoren ni celi tablo i on ne predstavlja dokaz za polaznu
formulu. |

Intuitivno, « 1 8 pravila su konstruisana u skladu sa definicijom istinitosti for-
mula, tako da, ako su formule koje sadrze ¢vorovi na grani zadovoljive, onda je
to sluc¢aj i sa granom dobijenom nakon primene « pravila, odnosno sa bar jed-
nom granom nakon primene ( pravila. U sustini, konstrukcija tabloa za neku
formulu A, upravo kao $to je u uvodu i re¢eno, sistematski generise sve kontramod-
ele za A. Neuspeh u konstrukciji jednog kontramodela se ogleda zatvaranjem jedne
grane, poSto skup formula sa zatvorene grane ne moze biti zadovoljiv jer sadrzi i
neku oznac¢enu formulu i njen konjugat. Zatvaranje celog tabloa znac¢i da A nema



96 Glava 3. Klasi¢na iskazna logika

kontramodel i predstavlja dokaz za A. U narednom odeljku formalizova¢emo ove
konstatacije i pokazati da formula ima tablo dokaz ako i samo ako je valjana.

3.8.3 Korektnost i kompletnost metode tabloa

Teorema 3.8.4 Ako je tablo T} zadovoljiv i T njegovo direktno proSirenje, onda
je 1 tablo T, zadovoljiv.

Dokaz. Neka je grana 6 tabloa T zadovoljiva pri intepretaciji I. Ako je T dobijen
pravilom koje ne menja granu 6, onda je trivijalno i T3 zadovoljiv. Ako primena
pravila menja granu 6, to moze biti ili pravilo « ili 8. Ako je 0 proSirena primenom
pravila a na neku a-formulu, prema teoremi 3.8.2 je I(a) = I(aq) = I(a2) = T,
pa su i novodobijena grana i tablo 75 zadovoljivi. Sli¢no je i sa pravilom 3, kada
su bar jedan nastavak grane 6, a time i tablo T, zadovoljivi. ]

Teorema 3.8.5 (Korektnost) Ako formula A ima tablo dokaz, ona je valjana.

Dokaz. Neka je tablo T dokaz za A. To znaci da se u korenu tabloa nalazi formula
F A i da su sve grane tabloa T zatvorene. Ocigledno je da ni jedna zatvorena
grana ne moze biti zadovoljiva jer sadrzi formulu i njen konjugat. Kada bi formula
A imala kontramodel, tj. kada bi bilo I = F' A za neku interpretaciju I, morala
bi, prema teoremi 3.8.4, biti zadovoljiva i bar jedna grana tabloa T'. Kako to nije
slucaj, znac¢i da ni F A nije zadovoljivo, tj. da je formula A valjana. |

Teorema 3.8.6 Svaka zavrsena grana tabloa koja nije zatvorena je zadovoljiva.

Dokaz. Neka je 6 zavrSena grana tabloa koja nije zatvorena i neka je Sy skup
formula sa te grane. On ima sledeée osobine:

1. ni za jedno iskazno slovo p nije T'p € Sgp i F' p € Sy,
2. ako je neka a-formula o € Sy, tada sui ay,as € Sy i
3. ako je neka g-formula 8 € Sy, tada je 81 € Sy ili B2 € Sy.

Definisa¢emo interpretaciju I tako da za svako iskazno slovo p bude Ip(p) = T ako
i samo ako T' p € Sy. Zbog osobine 1 skupa Sy ova definicija je korektna, posto
ni za koje iskazno slovo p ne vazi T p, F' p € Sy. Indukcijom po slozenosti formula
se dokazuje da Iy zadovoljava sve formule iz skupa Syp. Za iskazna slova dokaz
neposredno sledi po definiciji interpretacije Iy. Ako se razmatra neka a-formula
a € Sp, u skupu Sy su i njene komponente a1 i as koje su manje slozenosti, pa
po indukcijskoj pretpostavci Iy = oy i Iy = as. Prema teoremi 3.8.2; tada je i
Iy = «. Slicno se dokazuje i sluc¢aj za G-formule. |

Teorema 3.8.7 (Kompletnost) Ako je formula A tautologija, svaki zavrSeni
tablo za A mora biti zatvoren.

Dokaz. Neka je T zavrSen tablo za formulu A. Ako neka grana tabloa nije
zatvorena, ona bi bila, prema teoremi 3.8.6, i zadovoljiva, pa bi postojala inter-
petacija I takva da je [ E F A, tj. I = —A, §to je kontradikcija sa pretpostavkom
da je = A. Dakle, svaki zavrseni tablo za A je dokaz za A. |
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Prema dokazanim teoremama, ako u zavrsenom tablou za neku formulu A pos-
toji grana 6 koja nije zatvorena, formula A nije valjana, tj. ima kontramodel. Taj
kontramodel se, prema dokazu teoreme 3.8.6 dobija definisanjem interpretacije Iy
za koju je Iy(p) = T ako i samo ako se formula T p nalazi na grani. Dakle, pored
toga $to metoda tabloa za formulu A pokazuje da nije valjana, lako se konstruise i
bar neki njen kontramodel. Metoda tabloa se moze koristiti i za ispitivanje da li je
proizvoljna formula A zadovoljiva, tako Sto se u koren tabloa postavi formula T° A
i dalje primenjuju ista pravila izvodenja. Ako se konstruise zavrseni tablo koji nije
zatvoren, kao i malope se sa grana koje nisu zatvorene nalaze modeli za A.

Primer 3.8.8 U primeru 3.8.3 je pokazano da je formula p — (¢ — ¢) valjana,
dok formula (pV q) — (p A ¢) nije valjana. Jedan kontramodel za ovu formulu se
konstruiSe na osnovu grane koja zavrsava ¢vorom (7): to je interpretacija za koju je
I(qg) = Lil(p) =T,pajedalje I(pAg) = L, I(pVq) = Til((pVq) — (pAg)) = L.
Drugi kontramodel se konstruiSe na osnovu grane koja zavrsava ¢vorom (8). To je
interpretacija za koju je I(p) = LiI(q)=T. [ |

Posto svaka iskazna formula sadrzi samo kona¢no mnogo veznika, a primenom
bilo kog pravila konstrukcije dobijaju se jednostavnije formule, konstrukcija tabloa
za bilo koju iskaznu formulu uvek zavrsava u konactno mnogo koraka. Kako se u
konaéno mnogo koraka moze proveriti i da li je tablo zatvoren, metoda tabloa pred-
stavlja jedan postupak odlu¢ivanja za probleme iskazne valjanosti i zadovoljivosti.

3.8.4 Programska realizacija metode tabloa

Metoda analitickih tabloa se moze isprogramirati, recimo, na slede¢i nacin. For-

sadrze pokazivace na delove drveta formule i oznake T i F, zavisno od toga koji
prefiks ima formula koja odgovara ¢voru. Ako se radi sekvencijalno, konstrukcija
tabloa se odvija grana po grana u skladu sa pravilima izvodenja. Posle primene
svakog pravila izvodenja proverava se da li je grana zatvorena ili zavriena. Ako
je grana zatvorena, prelazi se na sledeéu granu ukoliko takva postoji. Ako je
grana zavrSena, a nije zatvorena, polazna formula nije valjana i eventualno se
moze prikazati njen kontramodel. Ako su sve grane zatvorene, formula je val-
jana. Memorijska reprezentacija svake grane podsec¢a na stek na koji upravljacki
program dodaje nove ¢vorove, odnosno sa koga oslobada nepotrebne ¢vorove pri-
likom prelaska na novu granu. Pogodnost ovakvog postupka je malo memorijsko
zauzete posto nema kopiranja podformula formule A. U paralelnom izvodenju je
pogodno na svaki raspolozivi procesor poslati poseban deo formule koji odgovara
jednoj ili viSe grana, $to se moze uraditi prilikom primene (§ pravila kada se leva
grana zadrzava na aktuelnom procesoru, a desna Salje na neki slobodni procesor.

3.9 Genetski algoritmi za problem SAT

Kao $to je u odeljku 3.2 re¢eno, problem ispitivanja zadovoljivosti iskaznih for-
mula, SAT, je prvi problem za koji je dokazana kompletnost u odnosu na NP, klasu
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problema koji su reSivi nedeterministickim masinama u polinomijalnom vremenu.
Kod SAT, kao i u sluc¢aju drugih NP-kompletnih problema, sloZenost resavanja u
principu prevazilazi mogucénosti racunara, tako da se pribegava heuristickim meto-
dama koje najceée nisu u stanju da negativno odgovore na postavljeno pitanje. To
znac¢i da, ako primerak problema koji dobijaju kao ulazni podatak nema resenja
(na primer: formula nije zadovoljiva), ove metode uglavnom ne daju odgovor. U
tim situacijama se obi¢no postavlja neki kriterijum za ogranicenje duzine rada,
pa ako je kriterijum ispunjen program zavrsava rad uz poruku da nije uspeo da
resi zadatak. Primetimo da to ne znaci da dati problem nije resiv, ve¢ da pro-
gram nije u stanju da na to odgovori. Za metode ove vrste se zato Cesto kaze da su
polukompletne. U ovom odeljku prikaza¢emo jedan noviji, heuristicki, polukomple-
tan, pristup resavanju problema SAT koji je zasnovan na genetskim algoritmima.
Velicina SAT-primeraka na kojima je testirana primena genetskih algoritama je u
nekim situacijama takva da prevazilazi moguénosti standardnih kompletnih postu-
paka (tablo, rezolicija), tako da je polukompletnost cena koja se placa za efikasnost.

Pokazuje se da se bez gubitka opstosti u radu mogu koristiti samo formule date u
obliku konjunktivne normalne forme, pri ¢emu su svi konjunkti - disjunkcije koje se
sastoje od ta¢no tri literala. Tada se kaze da su formule u 3-cnf obliku. Eksperimen-
talni rezultati u dogotrajnim ispitivanjima su pokazali da najtezi primeri problema
SAT imaju osobinu da je broj klauza u formuli jednak | = 4.3 x n, gde je n broj
razli¢itih iskaznih slova u formuli, te da se testiranje kvaliteta reSenja problema
SAT vrsi upravo na formulama takvog oblika.

3.9.1 Genetski algoritmi

Genetski algoritmi su robusni i adaptivni metodi reSavanja problema bazirani na
principima prirodne evolucije koji se primenjuju se kod Siroke klase optimizacionih
problema. Genetski algoritmi obraduju konacne skupove jedinki koji se nazivaju
populacije. Svaka jedinka je zapis jednog potencijalnog resenja datog problema
u prostoru pretrazivanja, predstavljena je genetskim kodom, a dodeljuje joj se
funkcija prilagodenosti koja ocenjuje kvalitet date jedinke. Osnovni operatori
genetskih algoritama su: selekcija, ukrstanje i mutacija.

Operator selekcije vrsi izbor najboljih jedinki populacije, koje opstaju i prelaze
u narednu generaciju. LoSe jedinke, naprotiv, ne prelaze u naredne generacije veé
postepeno odumiru. Operator ukrstanja vrsi rekombinaciju gena jedinki i time
doprinosi raznovrnosti genetskog materijala. Na taj nacin i neki dobri geni koji
pripadaju relativno losijim jedinkama dobijaju svoje Sanse za dalju reprodukciju.
Posledica selekcije i ukrstanja je ukupno poboljsanje ¢itave populacije iz generacije
u generaciju. ViSestrukom primenom prethodnih operatora je moguée gubljenje
dela genetskog materijala, ¢ime neki regioni prostora pretrazivanja postaju nedos-
tupni. Primenom mutacije se vr$i nasumi¢na promena odredenog gena i time se
sprecava gubitak genetskog materijala. Pocetna populacija se generiSe na slucajan
nacin ili koristenjem neke druge heuristike.
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3.9.2 Pristup problemu SAT preko genetskih algoritama

Za problem SAT je izvriena sledeca vrsta reprezentacije problema u obliku pogod-
nom za genetski algoritam. Jedinke u populaciji predstavljaju valuacije - potenci-
jalne kandidate za zadovoljenje formule. Jedinke su date kao binarni nizovi duzine
n, gde je n broj iskaznih slova u formuli. Binarna cifra na i-tom mestu oznacava
vrednost i-tog iskaznog slova pri posmatranoj valuaciji. Funkcija prilagodenosti
jedinke se definiSe kao suma tezina zadovoljenih klauza formule pri posmatranoj
valuaciji. Na pocetku postupka sve klauze imaju jednaku jedini¢nu tezinu, da bi
tokom rada bile povetavane tezine onih klauza koje najbolja jedinka ne zadovol-
java. Promena tezine klauza se vrsi na svakih k ciklusa rada algoritma, gde je k
parametar izvrsavanja. Pored toga, u ispitivanju su varirani i sledeé¢i parametri:
veli¢ina generacije, verovatnoca mutacije, tip operatora ukrstanja i tip operatora
selekcije.

Kao prosirenje metode genetskih algoritama koris¢en je jedan oblik lokalnog
pretrazivanja. Na svakih m ciklusa rada osnovnog algoritma posmatraju se jedinke
tekuée generacije, menjaju se redom vrednosti bitova jedinki i proverava da li su
tako dobijene jedinke kvalitetnije, u kom slucaju se stare jedinke izbacuju, a nove
ukljuéuju u tekuéu generaciju. Pri tome su testirane sledeée varijante lokalnog
pretrazivanja:

e promena se vrsi na jednom sluc¢ajno izabranom bitu jedinke,

e promene se vrie redom odredenim slu¢ajnom permutacijom na svim bitovima
dok god se ostvaruje poboljsanje, ili

e promene se vrie redom odredenim sluc¢ajnom permutacijom na svim bitovima
dok god se ostvaruje poboljsanje, s tim da se nakon jednog prolaza testiranje
nastavlja dok god postoje poboljsanja.

Primena lokalnog pretrazivanja je takode testirana:
e na svim bitovima svake jedinke i

e samo na takozvanim zaledenim bitovima, tj. bitovima koji imaju istu vred-
nost u svim jedinkama tekuce generacije.

3.9.3 Eksperimentalni rezultati

Opisani genetski algoritam je testiran na dve grupe problema koji sadrze zadovoljive
formule. U prvoj grupi se nalazi 12 formula (po 3 formule sa redom 30, 40, 50 i 100
iskaznih slova) na kojima su sistematski podesavani parametri algoritma. U drugoj
grupi formula nalazi se po 1000 formula sa primerima u kojima je broj iskaznih
slova redom 20, 50 i 100 i po 100 formula sa primerima u kojima je broj iskaznih
slova redom 75, 125, 150, 175, 200, 225 i 250, Sto sve skupa ¢ini 4700 formula.

Formula iz prve grupe su testirane tako sto se za fiksirane vrednosti spomenutih
parametara i za svaku formulu algoritam izvrsavao 5 puta, dok je u drugoj grupi
problema veéina parametara fiksirana na osnovu prethodnih rezultata, a svaka
formula se izvrsava dok se ne ustanovi njena zadovoljivost.
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Testiranja na prvoj grupi problema su pokazala da izbor operatora ukrstanja
i selekcije ne utice znacajno na rezultate. Pokazalo se da je pogodna verovatnodéa
mutacije bliska 1/n, gde je n broj iskaznih slova u formuli. Smanjivanje ove
verovatnoée dovodi do brzog ujednacavanja genetskog materijala zbog ¢ega algo-
ritam ne daje dobre rezultate. Sa druge strane, preveliko povecanje verovatnoce
mutacije onemogucava konvergenciju ka resenju. Ustanovljeno je da se pri veli¢ini
generacije od 10 jedinki postizu mnogo bolji rezultati nego ako je generacija znatno
veca ili manja. Lokalno pretrazivanje daje slabe rezultate ako se koristi u prvoj
verziji, neSto bolje u drugoj verziji, a najbolje u trec¢oj verziji, dok je veliki dobitak
vremena uz prakticno iste rezultate ako se primenjuje samo na zaledenim, a ne
na svim bitovima. Ustanovljeno je da je 3 pogodna vrednost parametra koji se
odnosi na broj koraka u kojima se primenjuje lokalno pretrazivanje. Smanjivanjem
ovog parametra ne postizu se znacajno bolji rezultati, dok se vreme izvrSavanja
produzava. Samo lokalno pretrazivanje bez koristenja genetskog algoritma, kao i
genetski algoritam bez lokalnog pretrazivanja, postizali su znacajno slabije rezul-
tate nego kada se kombinuju oba postupka. Najbolje varijante u kojima je genetski
algoritam kombinovan sa lokalnim pretrazivanjem u trec¢oj verziji nad zaledenim
bitovima uz ogranicenje da je dopusteno najvise 100000 generacija u 5 pokusaja
uvek su pronalazile resenja, dok je procenat uspesnosti preko 80%, odnosno od 5
pokusaja bar 4 su dovodila do resenja.

Testiranje u drugoj grupi problema sprovedeno je upotrebom parametara koji
su u prethodnom testiranju doveli do najboljih rezultata i prihvatljivog vremena
izvrsavanja. Dakle, primenjuju se operatori jednopozicionog ukrstanja i turnirske
selekcije, lokalno pretrazivanje u trecoj verziji na svakih 3 koraka rada genetskog
algoritma, dok generacije sadrze po 10 jedinki. Broj dozvoljenih generacija rada i
verovatno¢a mutacije su povremeno menjani tokom testiranja. Broj generacija je
bio ogranicen, pogotovo kod veéih primera sa 100 i vise iskaznih slova, na 20000,
ali je u vedini tih testova granica bila 2000 ili 3000. U testiranju su uspesno reseni
svi primeri. Rezultati rada pokazuju da je za reSavanje manjih primera (do 100
iskaznih slova) bilo dovoljno veé¢ dva ili tri nezavisna pokusaja. U 10 nezavisnih
pokusaja reseno je preko 80% svih primera. U slucaju formula sa 250 iskaznih
slova, u 30 nezavisnih pokuSaja reseno je 88% primera, u 75 nezavisnih pokusaja
reSeno je 95% primera, dok je najtezi primerak reSen u 1154. pokuSaju. Kao
ilustraciju navedimo da je svih 1000 primeraka problema sa 20 iskaznih slova reseno
za otprilike 13 minuta na rac¢unaru baziranom na procesoru Celeron/468MHz, dok
jedno izvrsavanje genetskog algoritma koji kao ulaz ima formulu sa 250 iskaznih
slova i radi 2000 generacija traje oko 1600 sekundi na racunaru baziranom na
procesoru Pentium ITI/800MHz.

3.10 Za dalje proucavanje

Literatura posvecena klasi¢noj logici je brojna. Na primer, na nasem i engleskom
jeziku, mnogo §iri prikazi mogu se naéi u [9, 17, 71, 112, 116]. I na Internetu ima
raspolozivih tekstova, recimo [76]. Ista problematika se u svojevrsnom algebarskom
pristupu analizira u [127]. Metoda analitickih tabloa opisana je u [119]. Konstruk-
cija definicione forme data je u [26]. Optimizacija logickih izraza Karnuovom

metodom opisana je u [38]. Kompletna analiza rezolucije sa opisima heuristika i
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strategija i mnogobrojnim primerima data je u [18, 73], dok je na nasem jeziku ta
problematika, kao i primena raznih heuristickih postupaka u automatskom dokazi-
vanju teorema opisana u [53]. Detaljan prikaz genetskih algoritama se moze pronaéi
u [30, 68, 104], a primena na problem SAT je opisana u [97]. Primerci prob-
lema SAT su slobodno dostupni preko Interneta na adresama http://www.in.tu-
clausthal.de/ gottlieb/benchmarks/3sat/ i http://aida.intellektik.informatik.tu-
darmstadt.de/ hoos/SATLIB/benchm.html.
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4

Bulove algebre

Bulove algebre (George Boole, 1815 — 1864) su Cesto osnovno matematicko orude
u sintezi i verifikaciji logicke strukture integrisanih elektronskih kola!, pa éemo u
njihovom opisivanju u osnovi koristiti pristup koji imaju autori knjiga iz te oblasti.
U drugom delu poglavlja razmotri¢emo jednu noviju metodu za efikasno predstavl-
janje, minimizovanje i manipulisanje iskaznim formulama. Na samom kraju éemo
opisati jedan realan pristup sintezi i verifikaciji u kome se koriste neke od metoda
koje smo prethodno opisali.

4.1 Definicija Bulovih algebri

Definicija 4.1.1 Algebarski sistem ili algebra je uredena k+1+ 1-torka (A, Ry, ...,
Ry, f1,..., fr), za neke [ i k koji nisu oba jednaka nuli, koja se sastoji od:

e skupa nosaca A,
e [ relacija R; C A™i, gde je m; arnost relacije R; i
e k funkcija f; : A™ — A, gde je n; arnost funkcije f;.

Binarna relacija < definisana na nekom skupu A je relacija parcijalnog poretka
ako je refleksivna (x < ), antisimetricna ((z < yAy < z) — (z = y)) i tranzitivna
((x <yAy < 2z)— (x <2)). Skup A na kome je definisana relacija parcijalnog
poretka se naziva parcijalno uredenje ili poset. Primeri poseta su skup realnih
brojeva sa operacijom manje ili jednako, partitivni skup nekog skupa i relacija biti
podskup itd. Primetimo da ne moraju biti uporediva svaka dva elementa poseta.

Neka je (A, <) poset. Element m € A je donja granica za a, b € A ako je m < a,
m < b. Najveéa donja granica za a, b € A je m € A ako je m donja granica za a
i b i za svaku donju granicu n elemenata a i b vazi n < m. Najveéa donja granica
elemenata a i b se oznacava se a - b.?2 Gornja granica i najmanja gornja granica® se
definisu analogno za relaciju > (a > b ako i samo ako b < a). Oznaka za najmanju
gornju granicu je a + b. Lako se vidi da su, ako postoje, a-b i a + b jedinstveni.

LCipova.
2Najveéa donja granica se naziva i meet elemenata a i b.
3Najmanja gornja granica se naziva i join elemenata a i b.
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Primer 4.1.2 Neka su skupovi A = {a,b,¢,d} i I = {(a,a), (), (c,c),(d,d)} i
relacija parcijalnog poretka definisana sa <= {(a,b), (a, ), (a,d), (b,d)} U I. Tada
jea <bia <c pajea donja granica za b i c¢. Kako je a jedini takav element,
a =0b-c. Medutim, b i ¢ nemaju ni jednu gornju granicu, pa b+ ¢ nije definisan.
Sa druge strane i b i d su gornje granice za a i b, ali je b < d, pajea+b=0.
Neka su skup A = {a, b, c,d} i relacija poretka definisana sa <= {(a,b), (a,d),
(¢,b),(c,d)}UI. Tadajea<bia<d,aliic<b,¢<d Taicsudonje granice
za b i d, ali kako nisu uporedivi, ne postoj b-d. Medutim, a +b =105, a+d = d,
c+b=>bic+d=d. Sadruge strane, posto b i d nisu uporedivi, nije definisano
a+ec. ]

Osnovna tvrdenja o x -y i © + y su iskazana slede¢om teoremom.

Teorema 4.1.3 Ako postoje z-yix+y, vaziz > (x-y)iz < (z+y). Usvakom
posetu je x < y ako i samo ako vazi x -y = x, odnosno = + y = y.

Dokaz. Prvo tvrdenje je direktan zapis definicije z-y i 4y koji su donja, odnosno
gornja granica za = i y. U drugom tvrdenju, za smer (=) pretprostavimo da je
z < y, pa je x jedna donja granica za x iy. Ako je m = z -y, onda je m < zx i
m < y. Kako je m najve¢a donja granica, onda je i z < m, pa je m = z. Sli¢no se
dokazuje i * +y = y. U suprotnom smeru dokaz je trivijalan jer x = x - y upravo
znaci z < y. |

Ako su uporediva svaka dva elementa skupa A, za neki poset (A4, <), skup
A je totalno ureden. Primer ovakvog skupa je skup realnih brojeva u odnosu na
relaciju poretka. Ako svaki neprazan podskup totalno uredenog skupa ima najmanji
element, skup je dobro ureden. Primer ovakvog skupa je skup prirodnih brojeva,
dok skup realnih brojeva nije dobro ureden.

Mreza* je poset (A, <) u kome svaka dva elementa x i y imaju z-y i v+y. Sada se
x-y i x+y mogu shvatiti i kao binarne operacije. Lako se vidi da u svakoj mrezi ¢iji je
nosac konac¢an neprazan skup postoje najveéi i najmanji element koji se oznacavaju
redom sa 1 i 0. Ovi elementi postoje i u nekim mrezama koje nisu konacne. Ako
za neki element x mreze postoji element y tako dajex +y =112 -y =0, onda je
element y komplement ili inverz elementa x. Mreza je komplementirana ako svaki
element ima inverz. Mreza je distributivna ako za sve x, y i z vaze jednakosti:

e-(y+z)=@-y+@-2) 1 z+y-2)=@+y)- (z+2)
Definicija 4.1.4 Bulova algebra je komplementirana distributivna mreza.

U tabeli 4.1 su opisane osobine koje vaze za sve Bulove algebre. Moze se pokazati
i da je Bulova algebra svaki algebarski sistem (A, +,-/,1,0) koji zadovoljava os-
obine navedene u tabeli 4.1 u kom slucaju se relacija parcijalnog poretka < definise
sa x <y ako x +y = y, odnosno ako x - y = x. Medu najpoznatije Bulove algebre
spadaju:

e iskazna algebra BAy = ({T, L}, V,A, =, T, 1)5,

4Lattice.
5Uotiti paralelu izmedu osobina iskazne algebre datih u tabeli 4.1 i tautologija datih u tabeli
3.4. Uopste, videti teoremu 4.1.7.
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Idempotencija | x-z == r+r==x

Komutativnost | x-y=y-x r+y=y+zx

Asocijativnost | z-(y-2)=(x-y) 2 x4+ (y+z)=(x+y)+z2
Absorpcija z-(r+y) == x+(z-y)=x
Distributivnost | - (y+2)=(z-y)+(z-2) |2+ (y-2)=(x+y) (z+2)
Egzistencija inverza, tj. za svaki x postoji 2’ takodajex +x2' =11z -2’ =0.

Tabela 4.1. Osobine Bulovih algebri.

e algebra skupova (P(X),U,N,Cx, X, D), gde su X neprazan skup, P(X) parti-
tivni skup skupa X i Cx komplement u odnosu na skup X,

e intervalna algebra u kojoj su elementi skupa nosaca konaé¢ne unije poluotvore-
nih intervala oblika [a, b) C [0, +00), a operacije su unija, presek i komplement
u odnosu na [0, 4+00), 1 =[0,400) 1 0=10,0) i

e Lindenbaum-Tarski algebra u kojoj je skup nosac skup svih klasa ekvivalencije
skupa iskaznih formula u odnosu na relaciju A ~ B definisanusat A < B, a
operacije su [A]V[B] = [AV B], [A]A[B] = [AAB], -[4] = [-4], 1 = [AV—4]
i0=[ANA-4].

Poznati rezultat

Teorema 4.1.5 (Stonova teorema o reprezentaciji) Svaka Bulova algebra je
izomorfna nekoj algebri skupova.

govori da je jedina suStinska razlika izmedu Bulovih algebri kardinalnost skupa
nosaca koji, opet, kod konaé¢nih algebri mora biti stepen broja 2 zbog kardinalnosti
partitivnog skupa konacnog skupa. Teoreme 4.1.6 i 4.1.7 isticu poseban znacaj
Bulove algebre BAs.

Teorema 4.1.6 Jednakost t; = t2 vazi u svim Bulovim algebrama ako i samo ako
vazi u Bulovoj algebri BAs.

Teorema 4.1.7 Iskazna formula A na jeziku {—, A, V} je tautologija ako i samo
ako u Bulovoj algebri BAs vazi jednakost A = 1, pri ¢emu se iskazna slova shvataju
kao promenljive.

Za svaki iskaz a na jeziku neke Bulove algebre definise se dualni iskaz da koji
se od iskaza a dobija sistematskom zamenom u « simbola + i -, odnosno 1 i 0.

Teorema 4.1.8 (Princip dualnosti) Iskaz « vazi u svim Bulovim algebrama ako
i samo ako u svim Bulovim algebrama vazi i njemu dualni iskaz da.

Primer 4.1.9 U svakoj Bulovoj algebri vazi z + (2/ - y) = o+ y jer x +y =
z+(x+2)y=xz+(x-y+2 -y)=(zx+z-y)+2 -y =2+ y. Prema principu
dualnosti, u svakoj Bulovoj algebri vazi = - (2’ + y) = zy. [ |

U sledeéoj teoremi sumirac¢emo vise osobina Bulovih algebri koje se koriste u
skrac¢ivanju izraza, $to je od velikog znacaja u projektovanju ¢ipova.
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Teorema 4.1.10 U svim Bulovim algebrama vazi sledece:
1. 2-0=0,z-1=z,
2. akojexr-y=0izxz+y=1,ondajey =1,
3. involucija, (z') = =z,
4z+ (2" y)=z+y,
5. De Morganov zakon, (z +y) =z’ - v/,
6. konsenzus, r-y+ 2’ - z+y-z=x-y+a -z1i

7. svi izrazi dualni prethodnim.

4.2 Bulove funkcije

Definicija 4.2.1 (Bulove funkcije) Za Bulovu algebru (B, +,-,,1,0) klasa Bu-
lovih funkcija sa n promenljivih sadrzi osnovne funkcije:

1. konstantne funkcije f(x1,...,2,) =bzasvakib e B i
2. funkcije projekcije f(x1,...,x,) = x;
i sve funkcije koje se od njih dobijaju konatnom primenom pravila:
L (f4+9)(xr,...,xn) = fx1,. .. zn) + g(z1, ..., 24),
2. (f-g)@r, . yxn) = flxr, ..y xn) - g(xr, .o xp) 1
3. (N1, yxn) = (f(x1,. .. zp))

na ve¢ definisane funkcije f i g.

Ako je f(z1,22,...,7,) Bulova funkeija, oznacic¢emo fyr (z2,...,2n) = f(0, 2,
oy @) 1 fay (T2, 2n) = f(L,@2,. .., @), Funkcije for (22,...,20) 1 fa, (22, ..,
x,) se nazivaju kofaktori funkcije f(xy1,xa,...,x,) u odnosu na x.

Teorema 4.2.2 (Bul-Senonova (Shannon) teorema ekspanzije) Za svaku
Bulovu funkciju f : B* — Bisve (21,...,2,) € B je
flrr,xa,. o xn) =) - f(O, 29, ... xn) + 21 - f(L 20, .., 2y)
i dualno
fr1,ma, . z) = (@) + f(L,ma,. .., 20)) - (w1 + f(O, 22, ..., 2)).

Dokaz. Dokaz jednakosti se sprovodi indukcijom po slozenosti funkcija. Za kon-
stantne funkcije i funkcije projekcije tvrdenje trivijalno vazi. U indukcijskom ko-
raku se pretpostavi da tvrdenje vazi za funkcije f i g i lako proverava da vazi za
funkcije koje se od njih dobijaju. |
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Primer 4.2.3 Primenom teoreme ekspanzije 4.2.2 na funkciju f = z1 - xo - % +
z - (¥} + x3) dobija se f =27 - z2 + 21 - (22 25 + 22 23) = (2] + 1) - T2 = 22,
odnosno dualnom varijantom teoreme f = (2} + (22 - 4 + @2 - x3)) - (X1 + x2) =
(2] + x2) - (x1 + 22) = 2o, pri cemu je f(0,x2,...,2,) = @2+ (1 +23) = a2 1
f(l,xa,...,2y) = (x2 - 2§ + x2 - x3) = 2. Slitno, primenom teoreme ekspanzije
se moze pokazati da je f(z + ) [/ +y) =2 (F(y) - F(1) + 2 (F(1) - f(y)) =
(&' +2)- (Fy) F(1) = (1) - (). .

Razvijanje izraza koje se koristi u teoremi ekspanzije 4.2.2 moze se nastaviti
tako da se dobijaju kanonske forme®

flxy, e, . xy) = ) -...-xl_y-xh- f(0,...,0,0) +
oyooxl gz f(0,.,0,1) 4.+
Ty e Tt Zn - f(1,000,1,1)
odnosno
f((El,(EQ,...,l'n) = (1'1+~~+xn71+5L'n+f(07~~-,070))'

(w1 + ...+ Tp1+a,+ f(0,...,0,1))-...-
(Zi+... +a,_ +ax, + f(1,...,1,1))

koje su jedinstvene za svaku funkciju. Prva forma se naziva kanonska disjunktiona
forma ili kanonska minterm forma, a druga kanonska konjunktivna forma ili kanon-
ska maksterm forma. Izrazi f(0,...,0,0), f(0,...,0,1), ..., f(1,...,1,1) se nazi-
vaju diskriminante. lzrazi x| -.. .-} -}, 2} .2l _|-xp, x1-. . -Tp_1 T, S€ naZi-
vaju mintermi, a izrazi oy +...+x, _ 4+, 2l 4+ 4al x4+ A Tp_1+2,
se nazivaju maksterms.

Primer 4.2.4 Posmatrajmo funkciju f = x1 - 3 + a - 24, nad Bulovom algebrom
sa skupom nosac¢em B = {0,a,b,1}. Njena disjunktivna kanonska forma je a -
zpraxh+0-2) -xo+a-x -y + 1121 2, dok je konjunktivna kanonska forma
(a+ax)+ab) - (0+2) +x2) - (a4 21 +a5) - (1421 + 22). [ ]

Ocigledno, svaka Bulova funkcija je potpuno okarakterisana diskriminantama,
odnosno vrednostima u ovim specijalnim tackama, bez obzira na skup nosa¢ B koji
ne mora biti {0, 1}.

Jedna od posledica ovog razvoja je da se moze izracunati broj razli¢itih n-arnih
Bulovih funkcija za neku Bulovu algebru B. Naime, broj preslikavanja n-torki
nula i jedinica (kojih ima 2") u skup kardinalnosti |B| je |B|?", pa je i broj Bulovih
funkcija takode |B|?". Kako svih n-arnih funkcija za Bulovu algebru kardinalnosti
|B| ima |B|!P!" vidi se da nisu sve funkcije f : B* — B Bulove u smislu definicije
4.2.1. Te funkcije se nazivaju pseudo-Bulove funkcije. lako sve funkcije f : B* — B
nisu Bulove, ovih ima veoma mnogo, ¢ak i za male dimenzije skupa B. Na primer,
razmotrimo Bulovu algebru sa 4 elementa i Bulove funkcije arnosti 4. Ukupan broj
takvih Bulovih funkcija iznosi |B|?* = 42" = 232,

6 Primetimo potpunu paralelu sa tablicnom metodom formiranja potpunih formi opisanom u
odeljku 3.3.2.
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Zadatak dizajniranja ¢ipova je ¢esto povezan sa nalazenjem najbolje funkcije iz
nekog obimnog skupa funkcija za neku nekompletno datu specifikaciju u kojoj, iz
nekih razloga, nisu definisane vrednosti funkcije za neke ulazne n-torke”.

U deficiji 4.2.1 uvedene su tri operacije nad Bulovim funkcijama. Ako pos-
matramo skup svih n-arnih Bulovih funkcija nad nekom fiksiranom Bulovom al-

gebrom zajedno sa tim operacijama, pri ¢emu oznac¢imo sa 1(z1,...,2z,) = 11
0(x1,...,x,) = 01 ova algebra funkcija je Bulova algebra. Relacija < se definise sa
I < g ako za sve n-torke elemenata (a1, ...,a,) € B, f(a1,...,an) < glay,...,a,).

Najcesce se nekompletno specifikovane funkcije zadaju pripadnoséu nekom inter-
valu oblika {f :a < f i f < b} u Bulovoj algebri funkcija.

4.3 Minimizacija Bulovih funkcija i BDD

Moguénost efikasnog predstavljanja Bulovih funkcija je znac¢ajna osobina koja se
cesto koristi u realnim primenama Bulovih algebri jer donosi uStede u materijalu
i/ili vremenu izracunavanja. U ovom odeljku ¢emo opisati postupak baziran na
koristenju binarnih diagrama odlucivanja® koji se skraéeno oznagavaju sa BDD.
BDD poseduje osobinu kanonic¢nosti prema kojoj su Bulove funkcije jednake ako i
samo ako su jednake njima odgovaraju¢e BDD-reprezentacije.

Definicija 4.3.1 Direktan graf je uredeni par G = (Vg, Eg), gde je Vi skup
évorova® i Eg skup ivical® za koji vazi Eg C VC%, tj. svaka ivica e € E¢g je uredeni
par ¢vorova u,v € Vg, tj. e = (u,v), pri ¢emu je u évor repa'l, a v évor glave'?.
Put je niz ivica ey, eo, ..., takvih da je za svako ¢ ¢vor glave ivice i ¢vor repa ivice
i+1. Ciklus je zatvoreni put koji se zavr§ava istim ¢vorom kojim i po¢inje. DAG!?
je direktan graf u kojem nema ciklusa. Stepen izlaznog grananja cvora v € Vg je
broj ivica e € E¢ za koje je v ¢vor repa. Stepen ulaznog grananja évora v € Vg je
broj ivica e € Eqg za koje je v ¢vor glave. Polazni ¢vor je ¢vor v € Vg za koji je
stepen ulaznog grananja 0. Zavrsni cvor je ¢vor v € Vi za koji je stepen izlaznog
grananja 0. Unutrasngji cvor je tvor v € Vi za koji su i stepen ulaznog grananja i
stepen izlaznog grananja veéi od 0. Cvor v je potomak'* &vora u ako postoji put
Cija pocetna ivica ima w za ¢vor repa, a zavr$na ivica v za ¢vor glave.

Kod nedirektnog grafa ivice su oblika e = {u,v}, tj. skupovi, a ne uredeni
parovi.

U ovom poglavlju ¢e na vecem broju slika biti predstavljeni direktni grafovi.
Pri tome ¢e biti pretpostavljeno da su ivice usmerene na dole, odnosno na desno
ako su ivice horizontalne. Zbog toga na slikama nece biti ivica sa strelicama koje
oznacavaju usmerenje, kako se ponegde radi.

"Recimo analizom okruzenja se zakljucuje da u fizickoj realizaciji neke Bulove funkcije nije
mogucée da se na ulazu pojave neke vrednosti.

8Binary Decision Diagrams.

9Vertices, nodes.

10Edges, arcs.

1 Tail vertex.

12Head vertex.

13Direktan aciklican graf. Direct acyclic graph.

14Naslednik.



4.3. Minimizacija Bulovih funkcija i BDD 109

f2

aw /f1
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Slika 4.1. BDD za funkciju F(a,b,c) = (b+c,a+ b+ ¢).

1

Definicija 4.3.2 BDD za funkciju F sa vise izlaza je DAG (V. U® U {0,1}, E).
Skup ¢vorova je podeljen u tri podskupa:

e V je skup unutrasnjih ¢évorova takav da svaki v € V ima stepen izlaznog
grananja 2 i oznaku [(v) € Sg, gde je Sp = {z1,...,z,} skup promenljivih
od kojih zavisi funkcija F,

e {0,1} je skup zavrsnih évorova i
e & skup funkcijskih ¢vorova, je skup polaznih ¢vorova.

Funkcijski ¢vorovi predstavljaju komponente funkcije F'. Za svaki ¢vor v € V
izlazne ivice su oznacene sa T i E'®. Unutrasnji ¢vor v se opisuje sa (I(v), T, E).
Promenljive iz Sr su uredene tako da, ako je v; naslednik od v;, onda kazemo da
je l(vi) < U(vj).

BDD reprezentuje Bulovu funkciju F' sa jednim ili vise izlaza. Bulova funkcija
sa viSe izlaza u stvari predstavlja slozeno logicko kolo u kome se nad istim skupom
promenljivih istovremeno rac¢una vise funkcija sa po jednim izlazom. Da bi se
efikasnije realizovali, zajednicki podizrazi tih funkcija fizicki se postavljaju na isto
mesto na ¢ipu. Naslici 4.1 je prikazan jedan BDD koji odgovara funkciji F(a, b, c) =
(f1,f2) = (b+ ¢c,a+ b+ c) sa dva izlaza.

Definicija 4.3.3 Funkcija F' koju reprezentuje neki BDD definiSe se induktivno:
1. Funkcija zavrSnog ¢vora oznacenog sa 1 je konstantna funkcija 1.
2. Funkcija zavrsnog ¢vora oznacenog sa 0 je konstantna funkcija 0.

3. Funkcija ivice je funkcija ¢vora glave.

150znake su skraéenice od then i else i odgovaraju redom vrednostima 1 i 0 promenljive iz évora
repa.
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fla,b)=a-b fla,b) =a+1b
| |
e e
b b
y b e
1 \0 1/ O
fla)=a fla) =d
| |
7 N 7 N
1 0 0 1

Slika 4.2. BDD reprezentacije za neke tipi¢ne Bulove funkcije.

4. Funkcija ¢vorav € V je datasal(v) fr+1(v)' fg gde su fr i fg redom funkcije
izlaznih ivica T'i E ¢vora v.

5. Funkcija funkcijskog ¢vora ¢ € @ je funkcija njegove izlazne ivice.

Na slici 4.2 su prikazane BDD-reprezentacije nekih tipi¢nih funkcija.

slici 4.2. Najpre je f(1) =11 f(0) = 0. Zatim je za ¢vor oznacen sa b, fr = 1
ife=0,paje f(b)=b-14+b-0=0. Zacvoraje fr =11 fg =d -b, paje
fla)=a-1+d -b=a+b. Konacno, za ¢vor f(a,b) funkcija izlazne ivice, a time
i samog funkcijskog ¢vora, jednaka je a + b. ]

4.3.1 Konstrukcija BDD-reprezentacije Bulovih funkcija

Slede¢im postupkom u kome se koristi teorema ekspanzije 4.2.2 polazeé¢i od anal-
itickog opisa funkcije dolazi se do njene BDD-reprezentacije:

1. Uodi se jedan redosled promenljivih koje se javljaju u funkciji f: =1 < o <
< Ty

2. Za prvu promenljiva u nizu se izracunaju njeni kofaktori fz, 1 f; i konstruise
parcijalni BDD kao na slici 4.3.

3. Racunaju se kofaktori (fu, )uss (f1)ay 1 (f21)asy (fa;)zy 1 odnosu na sledecu
promenljivu x2 iz niza i konstruiSe se parcijalni BDD kao na slici 4.4.
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Slika 4.3. Parcijalni BDD nakon primene ekspanzije u odnosu na z7.

f

.

7 X
To X9
VETNE

’ f ’ f ’ ’
fﬂﬂlﬂﬂz fwlwz T1T2 T3To

Slika 4.4. Parcijalni BDD nakon primene ekspanzije u odnosu na xs.

4. Prethodni korak se ponavlja dok god se ne dode do konstantnih kofaktora
110 ili se ne iscrpe sve promenljive, pri ¢emu se koristi da je (x;)., = 1, a

Primer 4.3.5 Neka je f(a,b,c,d) =a-b-c+ b -d+ ¢ - d funkcija za koju treba
konstruisati BDD i neka je izabrani redosled promenljivih b < ¢ < d < a. U prvom
koraku izra¢unavaju se kofaktori od f uodnosunab, f, = f(a,1,¢,d)y = a-c+c -d
i f(a,0,¢,d) = fyy = d+c -d. Zatim se izracunavaju fp. = a i fro = fiy e =
fvr,eo = d. Sada parcijalni BDD izgleda kao na slici 4.5. Kofaktori u odnosu na d
sU focd = fo,e,dt = @5 fo,erd = fored = forera =11 fo.oa0 = forear = for,er,ar = 0.
Poslednjih Sest kofaktora su konstantne funkcije i na njima sa postupak prekida.
Na prva dva kofaktora se primenjuje jedina preostala promenljiva i dobija fy.c.d.a =
fo,c,aa = 1, 0dnosno fycd.ar = fo,c,a,a0 = 0. Zavrsni BDD za funkciju f izgleda
kao na slici 4.6. |

4.3.2 Redukovani BDD

U primeru 4.3.5 se lako uocava da su neki kofaktori koji se izrac¢unavaju tokom
konstrukcije BDD-reprezentacije funkcije medusobno jednaki. Na primer, f, » =
for.e = for,eo = d. U takvim slucajevima se moze kreirati samo jedan ¢vor Sto
¢e optimizovati velicinu BDD-reprezentacije. Ova situacija je prikazana na slici
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f

|
7 N
ZETNE

fbc fbc’ fb’c fb’c’

Slika 4.5. Parcijalni BDD za funkcijua-b-c+¥b -d+ ¢ -d.

f

|
V\E
/\E \
\E T\\E T/\E T\\E
\E \ 0

1

Slika 4.6. Zavrseni BDD za funkciju a-b-c+ b -d+ ¢ - d.
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fbc fbc’:fb’c:fb’c’

Slika 4.7. Optimizovani BDD.

4.7. Slede¢om definicijom se formalizuje Sta se podrazumeva pod minimalnom
reprezentacijom Bulove funkcije.

Definicija 4.3.6 BDD je redukovan ako je ispunjeno:
1. Svaki unutrasnji ¢vor v € V' je potomak nekog funkcijskog ¢vora f € ®.
2. U grafu ne postoje izomorfni podgrafovi.

3. Za svaki ¢vor v i njegove izlazne ivice T'i E je fr # fg.

Uslovi 2 i 3 garantuju da je redukovani BDD jedna vrsta minimizovane repre-
zentacije odgovaraju¢e Bulove funkcije. Kanoni¢nost je jos jedno vazno svojstvo
koje, poput potpunih formi, ima redukovani BDD.

Definicija 4.3.7 Neki sistem za reprezentovanje Bulovih funkcija je kanonski ako
za dve funkcije F' i G vazi da su jednake ako i samo ako im je reprezentacija
jedinstvena.

Teorema 4.3.8 Za fiksirano uredenje promenljivih redukovani BDD je kanonski
sistem za reprezentovanje Bulovih funkcija.

Sledeéim sistematskim postupkom se polazeéi od obi¢nog dobija redukovani
BDD u odnosu na jedinstveno uredenje promenljivih primenjeno prilikom kon-
strukcije:

1. Polazeéi od zavr$nih ¢évorova uocavaju se izomorfni podgrafovi. Za svaku
klasu uocenih medusobno izomorfnih podgrafova, odbacuju se svi, sem jedn-
og, na koga se usmeravaju sve ivice koje su pokazivale na preostale.

2. Svaki ¢vor ¢ije obe izlazne ivice nakon proslog koraka pokazuju na isti podgraf
G se briSe, dok se podgraf G direktno spaja sa ¢vorovima prethodnicima
obrisanog ¢vora.

3. Pethodna dva koraka se ponavljaju dok god ima izmena na grafu.
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Slika 4.8. Redukovani BDD.

Primetimo da korak 2 postupka predstavlja sledec¢u situaciju. Funkcija ¢vorav € V
C¢ije obe izlazne ivice pokazuju na isti podgraf G je oblika

fv)=v-f(G)+" f(G) = f(G)

S§to je istovremeno i funkcija ivice ¢ija je ¢vor v glava, pa je ocigledno da je ovaj
¢vor suvisan i da njegovo uklanjanje ne uti¢e na vrednost reprezentovane funkcije.

Primer 4.3.9 Primenimo opisani postupak na zavrsni BDD koji odgovara funkciji
iz primera 4.3.5. Najpre se po Cetiri ¢vora 1, odnosno 0, svedu na po jedan
¢vor te vrste, a odgovarajuce ivice preusmere. Slicno, dva podgrafa sa korenom
u ¢vorovima oznacCenim sa a se svode na jedan na koji se usmeravaju obe ivice naj-
levljeg ¢vora oznacenog sa d. Prema koraku 2, taj ¢vor se eliminiSe, a T ivica levog
¢vora oznacenog sa ¢ sada pokazuje na podgraf ¢iji je koren oznacen sa a. Dalje, tri
podgrafa sa korenom oznacenim sa d se svode na jedan, na koji pokazuju E ivica
levog ¢vora oznacenog sa c i obe ivice desnog ¢vora oznacenog sa c. Ponovo, prema
koraku 2, taj ¢vor se brise i F ivica ¢vora oznacenog sa b pokazuje na podgraf ¢iji
koren je oznacen sa d. Tako se dobija redukovani BDD prikazan na slici 4.8. |

4.3.3 ITE-algoritam za direktnu konstrukciju redukovanog
BDD-a

Umesto da se prvo konstruise neoptimizovani BDD, pa da se on potom redukuje, i
vremenski i prostorno je pogodnije da se konstrukcija redukovanog BDD-a izvede
direktno. To se ostvaruje tako sto se pre dodavanja ¢vora u graf proveri da li u grafu
ve¢ postoji izomorfan podgraf. Jedna moguénost je pretrazivanje do tada konstru-
isanog grafa, ali efikasnija provera se postize koristenjem tabele jedinstvenosti*®, re-

16Unique table.
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alizovane kao hes tabela!”, u kojoj se ¢uvaju funkcije reprezentovane do tog trenutka
konstrukcije. Upotreba tabele jedinstvenosti garantuje da ¢e konstrukcija BDD-a u
kome se kao komponente javljaju jednake funkcije zavrsiti tako $to funkcije imaju
jedinstveni podgraf koji ih predstavlja. Posledica toga je da se i provera jednakosti
funkcija vrsi u konstantnom vremenu uporedivanjem na Sta pokazuju izlazne ivice
iz. funkcijskih évorova. Kljué¢ koji se koristi za hes tabelu je oblika (v, fz, for), gde
je v celi broj - redni broj promenljive po kojoj se izracunavaju kofaktori, a f, i
fz pokazivaci na podgrafove koji reprezentuju odgovarajucée kofaktore. Ako takav
¢vor vec postoji u tabeli, prilikom konstrukcije BDD-a se samo pokazuje na njega,
inace se on dodaje i u do tada konstruisani podgraf i u hes tabelu.

U nastavku teksta ¢emo opisati osnovne ideje ITE-algoritma za direktnu kon-
strukciju redukovane BDD reprezentacije funkcije. Funkcija koja se zadaje kao ulaz
sadrzi pored standardnih operacija NOT, AND i OR'® i operacije XOR, NAND,
NOR, XNOR, <" i druge kojima se direktno, zbog efikasnosti, realizuju razni
iskazni logicki veznici. Zanimljivo je da se sve unarne i binarne operacije izrazavaju
pomocu jedne ternarne operacije

ITE(f.g;h)=f-g+f"-h

od koje i dolazi naziv celog algoritma?’. ITE-algoritam je rekurzivan i zasniva se
na sledecoj transformaciji u kojoj se koristi teorema ekspanzije 4.2.2:

= xl'(fml'gm +fa/clhr1)+xll(fm/lga:’l+f;;’lhx/l)
= ITE(‘rlvITE(fOEugmwhm)aITE(fz’lvgm’lah/ml))v

pri ¢emu su zavrsni koraci:
ITE(L, f,g) =ITE(0,g, f) =ITE(f,1,0) = ITE(g, f. f) = [-
ITE-algoritam se moze opisati slede¢com procedurom:

procedure ITE(f, g, h)
begin
(rezultat, zavrsni_korak) := Zavrsni_Korak(f, g, h)
if zavrsni_korak then return(rezultat)
x := Prva_Promenljiva(f, g, h)
T := ITE(fs, g )
E = ITE(fz/, gz’ hm/)

17Hash table. To je struktura podataka u kojoj se podatak locira prema nekom klju¢u. Funkcija
hesiranja preslikava klju¢ podatka u adresu. Ako vise kljuceva daju istu adresu, preklapanje po-
dataka se izbegava upotrebom povezane liste. Brzina pristupa je povezana sa kvalitetom funkcije
hesiranja koja treba da obezbedi da se malo kljuceva preslikava u istu adresu, a time i da povezane
liste budu kratke. Ako je ovo postignuto, brizina pronalazenja podatka je (skoro) konstantna.

180peracije /, - i +.

Y 2XORy = (z-y')+(z'-y), tNANDy = (x-y)’, tNORy = (z+vy)', tX NORy = (tXORy)’,
r<y=2a+y.

20 Ime operacije ITE je skrac¢enica od if-then-else konstrukcije koju operacija u stvari simulira.
NOTz = ITE(z,0,1), tANDy = ITE(z,y,0) =z -y + 2z’ -0, zORy = ITE(z,1,y), £ XORy =
ITE(z,y',y), ...
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if T = E then return(7)
R := Naci-ili_-Dodati_u_Hes_Tabelu(z, T, E)
return(R)

end

Dakle, funkcija se najpre zapiSe u ITE-formi, nakon ¢ega se poziva procedura.
Ukoliko je re¢ o nekom od zavrsnih slucajeva, postupak se odmah prekida. U
suprotnom se nalazi prva promenljiva x i rekurzivno poziva ITE-procedura kojom
se pronalaze T i E izlazne ivice ¢vora oznacenog sa z. Ako te ivice pokazuju na
isti podgraf, ¢vor koji treba oznaciti sa x se odbacuje i pokaziva¢ na podgraf za T
se vraca kao rezultat. U suprotnom, ispituje se da li se podatak za klju¢ (z,T, E)
nalazi u tabeli jedinstvenosti. Ako je podatak pronaden vrata se pokazivaé na
njega, a u suprotnom se novi podatak smesta u tabelu i vra¢a pokaziva¢ na njega.

Ovako prezentovan algoritam ima eksponencijalan broj rekurzivnih poziva, a
time i vreme izvrSavanja, posto, sem u zavrsnom slucaju, svaki poziv generise dva
nova poziva. Ovaj problem se donekle resava uvodenjem jos jedne tabele u koju se
smestaju veé izracunate funkcije. Ta tabela se naziva tabela izracunatih funkcija.
Uoc¢imo razliku izmedu ove i tabele jedinstvenosti. Kod tabele jedinstvenosti se
utvrduje da li je ve¢ konstruisan podgraf odredenog oblika, dok se kod tabele
izracunatih funkcija utvrduje da li je ve¢ obradena neka funkcija, dakle provera se
vrsi pre nego se podgrafovi i generisu. Ako je tabela izra¢unatih funkcija dovoljno
velika, ITE-procedura ¢e biti pozvana po jednom za svaku razli¢itu kombinaciju
¢vorova f, g i h, pa bismo dobili polinomijalnu slozenost izra¢unavanja. Ovde je ne-
realna pretpostavka o veli¢ini tabele izracunatih funkcija koja mora biti ogranic¢ena,
pa se efikasnost postize njenom pazljivom realizacijom.

Pored ove, postoje i druge metode za podizanje efikasnosti algoritma, ali njihovo
izlaganje zbog velikog obima izostavljamo.

4.3.4 BDD sa komplementiranim ivicama

U do sada datim definicijama spominjane ivice u BDD-reprezentacijama funkcija
su regularne. U cilju efikasnijeg reprezentovanja ponekada se koriste komplemen-
tirane ivice. Atribut komplementiranja mogu imati izlazne E-ivice ¢vorova v € V
i izlazne ivice funkcijskih ¢vorova f € ®. BDD sa komplementiranim ivicama je
takode kanonski sistem. Ako ivica ima atribut komplementiranja, njena funkcija
je komplement funkcije ¢vora glave. Na slici 4.2 se to vidi za funkcije f(a) = a i
f(a)" = d’, a u opstem slucaju nije tesko proveriti, da su BDD-reprezentacije za
funkciju f i njen komplement f’ veoma sli¢ne, zapravo da se jedna dobija od druge
zamenom vrednosti zavrsnih ¢vorova. Prema tome, BDD reprezentacija funkcija f
i f/ moze biti data kao jedan BDD za funkciju F = (f, f’) sa dve izlazne vrednosti
tako da BDD reprezentuje, recimo, funkciju f, a pored funkcijskog ¢vora za f pos-
toji i funkcijski évor za f’ ¢ija je izlazna ivica komplementirana i ulazi u isti évor
kao i izlazna ivica iz ¢vora za f. Odavde se konstrukcija komplementa funkcije i
provera da li je neka funkcija komplement neke druge funkcije izvode u konstant-
nom vremenu. Recimo, funkcija g je komplement funkcije f ako im izlazne ivice
pokazuju na isti podgraf i jedna je komplementirana, a druga nije.



4.4. Komentar o metodi BDD 117
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Slika 4.9. BDD sa obi¢nim i BDD sa komplementiranim granama za = @ y.

Primer 4.3.10 Na slici 4.9 date su dve BDD-reprezentacije funkcije ekskluzivne
disjunkcije. Prvi BDD ima regularne, a drugi i komplementirane grane oznacene
tackama. Ocigledna je usteda koju postize drugi BDD. ]

4.4 Komentar o metodi BDD

Velicina BDD-reprezentacija je eksponencijalna u odnosu na broj promenljivih u
najgorem slucaju, ali se dobro ponasa za mnoge bitne funkcije, recimo BDD sa
komplementiranim ivicama za AN D, OR ili XOR je polinomijalno veliki u odnosu
na veli¢inu zapisa funkcija. Ovo je znacajno za XOR jer se ostvaruje znatna
usteda u odnosu na predstavljanje pomoéu NOT, AND i/ili OR. Sli¢no se i kom-
plementiranje efikasno predstavlja upotrebom komplementiranih ivica. Koristeéi
BDD problem valjanosti se resava u konstantnom vremenu - proverom da li se
redukovani BDD za formulu sastoji samo od zavr$nog ¢vora 1. Sa druge strane,
problem ¢ini to Sto efikasnost predstavljanja metodom BDD zavisi od izabranog
redosleda promenljivih, a nalazenje dobrog redosleda nije uvek lako. Takode, pos-
toje funkcije koje se kompaktnije prikazuju nekim drugim postupcima i situacije u
kojima su neke druge metode reprezentacije blize kona¢noj fizickoj realizaciji.

4.5 Logicka sinteza i verifikacija

Postupak logicke sinteze Cipova u osnovi obuhvata:

1. Specifikaciju, tj. opis zeljenog funkcionisanja ¢ipa na nekom programskom
jeziku visokog nivoa u kome se specificira izlaz za svaki pojedinacni ulaz.

2. Prevodenje tog opisa u mrezne liste koje sadrze opise ¢elija i njihove poveza-
nosti.

3. Realizaciju mrezne liste na fizickom medijumu.
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Mrezne liste sadrze logicke elemente?! i sekvencijalne elemente u koje spadaju mem-
orijski registri i flip-flopovi22. Razlika izmedu logickih i sekvencijalnih elemenata
je u tome S§to izlaz logickog elementa zavisi samo od trenutnih ulaza, dok izlaz
sekvencijalnog elementa zavisi i od prethodnog stanja samog elementa. Celija u
mreznoj listi je celina koja sadrzi vise pojedina¢nih elemenata. Recimo jedna ¢éelija
je puni sabira¢. Kako se na razli¢itim nivoima sinteze razlikuje detaljnost opisa, to
se pojam celije postepeno menja i ¢ini sve detaljnijim kako sinteza odmice.

Poslednja dva koraka sinteze u sebi sadrze medukorake u kojima se vrSe razne
transformacije u cilju optimizacije finalnog proizvoda. Na nivou manipulisanja
mreznim listama optimizuju se broj éelija u mrezi i/ili duzina najduzeg puta u
mrezi shvaéenoj kao graf?®. Ovi zahtevi su ponekad medusobno suprotstavljeni i
njihovo uskladivanje prevazilazi okvire ovog teksta.

Postupak verifikacije se odnosi na dokazivanje da razne transformacije mreznih
lista ocuvavaju njihovu ekvivalentnost i, na kraju, da dobijena mreza odgovara
funkcionalnom opisu ¢ipa koji je zadat na pocetku sinteze. U jednom stvarnom
projektu verifikacija je uradena na sledeéi nacin. Pre svega, postupak se odnosio
samo na verifikaciju logickog dela mrezne liste koji je preveliki, reda nekoliko stotina
hiljada, pa ¢ak i miliona éelija sa hiljadama ulaza, da bi se direktno, bilo proverom
svih ulaznih kombinacija, bilo na neki drugi nacin ispitala (ne)ekvivalentnost u
realnom vremenu. Na osnovu iskustva formira se skup 7" ulaznih vektora za testi-
ranje koji sadrzi par hiljada elemenata. Duzina svakog vektora jednaka je broju
ulaza mreze. Ako se dve mrezne liste My i My, odnosno formule koje ove mreze
predstavljaju, razlikuju na skupu 7', pokazano je da mreze nisu ekvivalentne. Ako
se mrezne liste ne razlikuju na skupu 7T, mreze se dele na nivoe, tako da svaki
nivo ima istu duzinu puta pocev od ulaza mreze. Zatim se uocavaju tacke prvog
nivoa mreze, tj. izlazi iz nekih ¢elija sa prvog nivoa, koje imaju uvek istu vred-
nost prilikom testiranja i pokusava se dokazati da su odgovaraju¢e podmreze koje
dovode do tih izlaza ekvivalentne. Dokazivanje ekvivalentnosti se vrsi na jedan od
tri nacina:

e Ako je broj ulaza, tj. promenljivih, relativno mali (do desetak) testiranje se
vrsi uporedivanjem svih mogué¢ih ulaza i dobijenih rezultata.

e Ako je broj ulaza veéi od desetak, a u formulama nema mnogo veznika ek-
skluzivne disjunkcije, koristi se metoda analitickih tabloa.

e Ako je broj ulaza veéi od desetak, a u formulama ima mnogo veznika ek-
skluzivne disjunkcije, koristi se metoda BDD.

U opstem slucaju odgovor koji se dobija pri obradi nekih tacaka je jedan od: ek-
vivalentne su, nisu ekvivalentne, ne zna se da li su mreze ekvivalentne. Poslednji
odgovor se, recimo, javlja u situaciji kada su formule prevelike i rac¢unar na kome se
formule ispituju nema dovoljno resursa da razresi problem. Pri radu se koriste veé
dokazane ekvivalentnosti nekih podmreza. To znaci da se te podmreze predstavl-
jaju samo sa po jednim bitom u ulaznom vektoru mreza M i M) koje dovode do

21 Qates. To su pored standardnih NOT, AND i OR i XOR, NAND i drugi elementi koji se
zbog efikasnosti direktno fizicki realizuju.

22Flip-flop je bistabilni elektronski element sposoban da bude u jednom od dva stanja i da vrsi
promenu stanja u zavisnosti od prethodnog stanja i ulaza.

23Duzi putevi u grafu dovode do veéeg zagrevanja ¢ipa §to otezava poveéanje frekvencije rada.
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razmatranih tacaka. Ako se za neke tacke ustanovi neekvivalentnost, a u postupku
se pozivalo na ekvivalentnost nekih podmreza M; i M} mreza Mj i M}, postupak
se ponavlja pri ¢emu se ekvivalentnost podmreza ne koristi. Smisao ovog koraka
je u tome $to se pojedini ulazni vektori na kojima se mreze M i M) razlikuju
ne mogu pojaviti jer ih mreze M{ i M} ne dopustaju, veé daju samo vrednosti
izlaza na kojima se mreze M; i M}, mozda, ne razlikuju. Kada se, ipak, definitivno
utvrdi neekvivalentnost nekih tacaka traze se ulazni vektori na kojima se tacke ra-
zlikuju. Ti vektori se ne nalaze u polaznom skupu T ulaznih vektora za testiranje,
jer bi se na pocetku pokazalo da se analizirane tacke razlikuju. Nakon toga se vrsi
provera celih mreza na proSirenom skupu 7' i ponavlja isti postupak. Na pocetku
verifikacije uocene tacke su blizu ulaza, tj. predstavljaju relativno kratke formule
opisane manjim brojem, do desetak, ¢éelija, a kako postupak odmice tacke su sve
dublje. Postupak se nastavlja dok god se ne dokaze ekvivalentnost ili neekviva-
lentnost celih mreza ili se ustanovi da se za razmatrane mreze ne moze pokazati ni
jedno ni drugo.

Logicki aparat predstavlja osnovno sredstvo u sintezi i verifikaciji, ali, kako je na
nekoliko mesta i naglaseno, u pojedinim koracima je jo§ uvek potrebno preduzimati
heuristi¢ke korake?? jer nije pronaden optimalan i dovoljno opsti postupak, tako
da je polje istrazivanja jos uvek Siroko.

4.6 Za dalje proucavanje

I Bulove algebre su veoma dobro analizirane u literaturi. Jedna od najpoznatijih
referenci je [44]. BDD-metoda reprezentovanja Bulovih funkcija, kao i primene u
verifikaciji logickih kola detaljno su prikazane u [41]. Ispitivanje da li dobijena
mreza odgovara funkcionalnom opisu datom na pocetku sinteze se, tipi¢no, izvodi
upotrebom konac¢nih automata nad beskona¢nim re¢ima [125].

240bratite paznju da se u opisu postupka koriste konstrukcije: na osnovu iskustva, do desetak,
ima mnogo, nema mnogo itd.
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5]

Predikatska logika prvog
reda

Formalni jezik koristen u radu sa iskaznom logikom omoguéavao je ispitivanje os-
novnih logickih operacija nad iskazima. Medutim, lako je formulisati iskaz koji
ocigledno sledi iz nekih drugih iskaza, a da se takvo izvodenje ne moze opravdati
sredstvima koja su do sada bila na raspolaganju. Zbog toga dolazi do uvodenja
novih elemenata u logicki jezik. U ovom poglavlju jezik klasi¢ne iskazne logike se Siri
kvantifikatorima i relacijskim i funkcijskim simbolima ¢ime se dobija predikatska
logika. Kako je dozvoljeno kvantifikatore primenjivati samo na promenljive, re¢
je o logici prvog reda. Ovo povecanje izrazajnosti se, medutim, pla¢a gubitkom
odlucivosti. Nakon definisanja jezika, osnovnih semantickih i sintaksnih pojmova,
u ovom poglavlju ¢emo opisati i uopstenja dve ve¢ spomenute metode automatskog
dokazivanja: rezolucije i tabloa.

5.1 Uvodenje kvantifikatora

Razmotrimo slede¢i primer.

Primer 5.1.1 Neka su dati iskazi: ”Svaki covek je smrtan”, ”Sokrat je ¢ovek” i
”Sokrat je smrtan”. lako je intuitivno jasno da je poslednji iskaz posledica prva
dva, nikakva semanticka, ili sintaksna metoda koje su do sada koristene ne bi to
potvrdila. Sli¢no je i sa iskazima: ”Nije ta¢no da neki covek koji zivi ne koristi
kiseonik” i ”Svaki zivi ¢ovek koristi kiseonik”. ]

Ovakva situacija je posledica ¢injenice da istinitost nekih iskaza ne zavisi samo
od forme njihove povezanosti, veé i od unutrasnje strukture iskaza i znacenja reci
svaki i neki. U formulama u predikatskoj logici govoriée se o predikatima (relaci-
jama) kao o svojstvima pojedinacnih objekata (elemenata nekog skupa), kao i o
vezama izmedu objekata. U daljem tekstu podrazumevaée se da se rec¢i svaki i
neki odnose samo na objekte, a ne i na njihova svojstva. Takva predikatska logika
se naziva predikatska logika prvog reda. Zbog naznacene pretpostavke odrednica
prvog reda ¢e u buduée biti izostavljena.

121
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Jezik predikatske logike nastaje izmenama i prosirivanjem jezika iskazne logike.
Time se dobija jezik koji je dovoljno bogat da se njime mogu zapisati gotovo svi
iskazi koji su u svakodnevnoj upotrebi u matematici, a samim tim i brojni problemi
koji se reSavaju pomocu racunara. Dobitak na izrazajnosti placen je, kao Sto ce
se videti u narednim odeljcima, poveéanom slozeno$éu postupka izvodenja i sto je
jos gore sa stanovista programiranja, gubitkom odlucivosti, jer ne postoji postupak
koji ¢e za proizvoljnu predikatsku formulu utvrditi da li jeste ili nije valjana. Iako
se ne oseCa uvek, ovaj efekat bitno ograni¢ava snagu bilo kog programa koji, na
mozda i sasvim neprepoznatljiv nacin, operise recenicama predikatske logike.

Mnogi pojmovi (semanticka i sintaksna posledica, dokaz, teorema, korektnost,
kompletnost, karakterizacija, odlucivost itd.) koji su uvedeni pri razmatranju
iskazne logike se u predikatskom sluc¢aju analogno definisu, pa u takvim sluc¢ajevima
ne¢emo ponavljati definicije.

5.2 Jezik i formule predikatske logike

Jezik predikatske logike je prebrojiv skup koji se sastoji iz skupa funkcijskih sim-
bola {f,g,h, f1, f2,91, ...}, skup relacijskih simbola {P,Q, R, P, P>, Q1, ...}, logi-
¢kih veznika =, A, V, —, <, 3, V i pomoc¢nih simbola, tj. leve i desne zagrade i
zareza. Pored ovih simbola u predikatskim formulama ¢e se pojavljivati i simboli
promenljivih z, v, 2z, u, v, w, 1, T2, Y1, ... Logicki veznici i pomoc¢ni znaci se
nazivaju logicki simboli.

Promenljive u jeziku predikatske logike odgovaraju, zavisno od situacije u kojoj
se pojavljuju, nekom odredenom objektu, ili objektima iz nekog skupa objekata
koji se razmatra. Funkcijski simboli odgovaraju funkcijama nad tim objektima, a
relacijski simboli svojstvima objekata ili odnosima izmedu objekata. Cesto se, zbog
svog posebnog znacaja, relacija jednakosti oznacava simbolom =, a ne spominjanim
simbolima. Medutim, u odeljku koji uvodi pojam interpretacije, u primeru 5.3.4,
razmotrice se i slucaj kada simbolu = ne mora odgovarati relacija jednakosti. Medu
logickim veznicima novi su jedino kvantifikatori 31V kojima odgovaraju reci postoji
(tj. neki) i svaki.

Funkcijskim i relacijskim simbolima jezika pridruzena je arnost, tj. broj argu-
menata na koje se primenjuju. Ako je arnost funkcijskog simbola f jednaka 2, nije
korektno pisati f(x,y, 2), ili f(z), a jeste f(u,w).

Definicija 5.2.1 Konstante su funkcijski simboli ¢ija je arnost 0. Oznacavaju se
simbolima a, b, ¢, a1, as, by, ...

Slozenije konstrukcije u predikatskoj logici su termi i predikatske formule (ili
samo formule).

Definicija 5.2.2 Termi se definisu na sledeéi nacin:
e Promenljive i konstante su termi.

e Ako su ty,to,...,t, termi i f funkcijski simbol arnosti n, onda je f(t1, 1o,
.oy ty) term.

e Termi se dobijaju samo kona¢nom primenom prethodnih pravila.
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Definicija 5.2.3 Predikatske formule se definiSu na sledeé¢i nacin:

e Ako su ty,ta,...,t, termi i P relacijski simbol arnosti n, onda je P(t1,to,
., tn) atomska formula.

e Atomske formule su predikatske formule.

e Ako su A i B predikatske formule i 2 promenljiva, onda su (—A), (A A B),
(AVB), (A— B), (A< B), (3x)(A4) i (Vz)(A) predikatske formule.

e Predikatske formule se dobijaju samo kona¢nom primenom prethodnih pra-
vila.

Kao i kod iskaznih formula, brisace se zagrade kada to ne izaziva zabunu. Pri tome
nikada necée biti brisane zagrade koje obuhvataju argumente termova i atomskih
formula.

Za formule oblika (Vz) A kaze se da su univerzalno kvantifikovane, ili univerzalne,
dok su formule oblika (3x)A egzistencijalno kvantifikovane, ili egzistencijalne.

Primer 5.2.4 Termi sw: z, a, f(z), g(u,w,w), h(a,z), fi(h(z,z)), fi(a,z,w))
itd. Atomske formule su: P(), Q(z), R(a,b,z,c), Pi(fi(h(z,z),z,hl(a,z,w)),x)
itd. Predikatske formule su: P(z), (3z)(P(x)), (Vx)(Jy)(R(a,b,x,¢) — Q(z)) i
(Vz)((3y)(R(a,b,z,c)) — (Vz)Q(x)). Ako P oznacava pojam ”biti covek”, @ ”biti
smrtan”, a ¢ ”Sokrat”, onda formule (Vz)(P(z) — Q(x)), P(c) i Q(c) oznacavaju
iskaze ”Svaki covek je smrtan”, ”Sokrat je ¢ovek” i ”Sokrat je smrtan”, dok formula
((Vz)(P(z) — Q(x)) A P(c)) — Q(c) oznacava recenicu ” Ako je svaki ¢ovek smrtan
i Sokrat je ¢ovek, onda je Sokrat smrtan”. Recenica ”Za svako € veée od 0 postoji
0 vecée od 0 tako da kad je razlika = i zg po apsolutnoj vrednosti manja ili jednaka
od §, tada je razlika f(z) i f(xo) po apsolutnoj vrednosti manja ili jednaka od €”
kojom se u matematickoj analizi uvodi pojam neprekidnosti se zapisuje u obliku
(Ve)((e > 0) = (36)((6 > 0) A (J& — mo| <0 — [f(x) = flzo)| < €))). u

U predikatskim formulama razlikuju se promenljive na koje deluje neki kvan-
tifikator, od promenljivih na koje ne deluje ni jedan kvantifikator.

Definicija 5.2.5 Pojava promenljive x u predikatskoj formuli A je vezana:
1. ako je to pojava oblika (3z) ili (Vz), ili

2. ako je to pojava u podformulama formule A koje su oblika (3z)(B), odnosno
(Vx)(B).

Ako pojava promenljive x nije vezana, onda je ta pojava slobodna. Formula je
zatvorena ako su u njoj sve pojave promenljivih vezane. Zatvorena formula se
naziva i recenica. Ako su x1, ..., x, sve slobodne promenljive u formuli A, for-
mula (Vz1) ... (Va,)A se naziva univerzalno zatvorenge, a formula (3z4) ... (3z,)A
egzistencijalno zatvorenje formule A.

Primer 5.2.6 U formuli (Vz)P(z, f(y)) obe pojave promenljive = su vezane, dok
je pojava promenljive y slobodna. U formuli (Vz)P(z, f(y)) — (32)Q(z, 2), prve
dve pojave promenljive x su vezane, a trec¢a pojava je slobodna. Pojava promenljive
y je slobodna, a pojava promenljive z je vezana. ]
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Definicija 5.2.7 Ako je A formula it term, kazemo da je t slobodan za promenljivu
z u A ako ni za koju promenljivu y iz terma ¢ promenljiva x nema slobodno
pojavljivanje u nekoj podformuli formule A koja je oblika (Vy)B ili (Jy)B.

Primer 5.2.8 U formuli (Vy)P(z,y) sve promenljive sem y su slobodne za x. Term
f(z,y) nije slobodan za promenljivu z u formuli (Vx)(Vy)P(z,y), jer se x javlja
kao slobodna promenljiva u formuli (Vy)P(z,y), a jeste slobodan za x u formuli
(V2)P(z,z). Svaki term bez promenljivih, kao §to je na primer konstanta, je slo-
bodan za svaku promenljivu u svakoj formuli. [ |

Sa A(x1,...,%,) oznacavac¢emo da je skup slobodnih promenljivih formule A
podskup skupa {z1, ...,z }. Akosu A(z) formula it term, sa A(t/x) ¢emo oznaciti
rezultat zamene u A svih slobodnih pojava promenljive x termom ¢.

Na kraju ovog odeljka treba jos skrenuti paznju da se obi¢no skup promenljivih
smatra fiksiranim, kakvim je prethodno dat. Medutim, ¢esto se variraju skupovi
funkcijskih i relacijskih simbola od kojih u tom sluc¢aju zavisi i skup formula pre-
dikatske logike. Nekada se funkcijskim i relacijskim simbolima daju ”svakodnevni”
nazivi, poput naziva za rodacke veze ili Stariji i sl., a koriste se i matematicki
simboli poput znaka =, <, >, ...

Primer 5.2.9 Formula iz primera 5.1.1 se moze zapisati kao
((Vx)(Covek(x) — Smrtan(z)) A Covek(Sokrat)) — Smrtan(Sokrat). [ |

5.3 Interpretacija i tacnost predikatskih formula

Iskaznim slovima je pri interpretaciji znacenje bilo ili tac¢no ili netacno, a istini-
tosnim tablicama se odredivala zadovoljivost formula. U predikatskoj logici tu-
macenje simbola je komplikovanije, $to dovodi do toga da metodom istinitosnih
tablica nije moguce odrediti istinitosni status nekih formula. Recimo, u odeljku
5.10 je objasnjeno da za formule oblika (Vx)A ili (3x)A tablicna metoda u opstem
sluc¢aju nije primenljiva. U ovom odeljku ¢e biti razmotren pojam istinitosne vred-
nosti predikatskih formula.

Interpretacijom u predikatskoj logici simboli konstanti, funkcija i relacija, do-
bijaju znacenje elemenata nekog skupa, odnosno funkcija i relacija nad njima. Taj
skup se naziva domen interpretacije.

Definicija 5.3.1 Neka su Dom skup i Rel i Fun skupovi relacija, odnosno funkci-
ja, definisanih nad skupom Dom. Relacijsko-funkcijska struktura je algebarski sis-
tem (Dom, Rel, Fun). Skup Dom je domen te strukture.

Primer 5.3.2 Neka skup Dom = {Pera, Mika, Zika, Veca} bude domen. Primer
funkcije bi bio Otac, a primer relacije Rodak, koji su definisani sa: Otac(Mika)
= Pera, Otac(Zika) = Mika, Otac(Veca) = Pera, odnosno Rodjak(Mika, Pera),
Rodjak(Zika, Mika), Rodjak(Veca, Pera) itd. Dalje, moze se pretpostaviti da je
relacija Rodak relacija ekvivalencije, dakle refleksivna, simetri¢na i tranzitivna.
Sliéno, mogu se razmatrati i druge funkcije (Majka, Brat, ...) i relacije (Stariji,
Udata, ... ). Neka je skup relacija nad skupom Dom oznacen sa Rel, a skup fukcija
sa Fun. Tada je (Dom, Rel, Fun) jedna relacijsko-funkcijska struktura. [ |
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Definicija 5.3.3 Interpretacija je par (D,v), gde je D relacijsko-funkcijska stru-
ktura, a 1 funkcija koja relacijskim i funkcijskim simbolima jezika predikatske
logike pridruzuje relacije i funkcije odgovarajuée arnosti definisane na domenu
strukture D. Interpretacije u kojima se znak = interpretira kao jednakost nazi-
vaju se normalni modeli .

Primer 5.3.4 Neka je (Dom, Rel, F'un) relacijsko-funkcijska struktura iz primera
5.3.2. Jedna interpretacija formule (((f(z) = y) A (f(y) = 2z)) — P(z,a)) bi bio
iskaz ” Ako je y otac od x i z otac od y, onda su x i Pera rodaci”. Funkcijski simbol
f je interpretiran kao funkcija Otac, konstanta a kao Pera, a relacijski simboli P i
=, kao relacije Rodak i jednakost. Pri drugoj interpretaciji, formuli bi odgovarao
iskaz ” Ako brat od x voli y i brat od y voli z, onda je x stariji od Vece”. Ovde
je funkcijski simbol protumacen kao funkcija Brat, konstanta a kao Veca, relacijski
simbol P kao relacija Stariji, a relacijski simbol = kao relacija Voleti. ]

Kao i uiskaznom slu¢aju, o istinitosnoj vrednosti predikatske formule ima smisla
govoriti tek poSto se interpretira, tj. posto se odredi znacenje simbola iz jezika
predikatskog racuna. Tek tada formule govore o stvarnim objektima i njihovim
osobinama, pa se moze diskutovati njihova istinitost. Sledece definicije daju pravila
za izracunavanje vrednosti terama i formula pri nekoj interpretaciji. Najpre je
potrebno uvesti preslikavanja koje promenljivima iz formula pridruzuje vrednosti
iz domena. Pri tome se pretpostavlja da su sve promenljive, bez obzira kako se
zvale, poredane u jedan niz i da su oznacene redom sa 1, T2, ...

Definicija 5.3.5 Valuacija v u odnosu na domen Dom je preslikavanje skupa
promenljivih u elemente domena. Valuacija za interpretaciju I = ({(Dom,Rel, Fun),
1) je valuacija u odnosu na domen te interpretacije. Kaze se da je v(z;) vrednost
promenljive x; pri valuaciji v. Ako su v i w dve valuacije u odnosu na isti domen
D, v =,, w oznacava da je v(x;) = w(zx;), za svako i, sem eventualno za i = k.

Na dalje ¢emo, kada se govori o valuaciji i interpretaciji, uvek smatrati da je
reC o valuaciji za tu interpretaciju.

Definicija 5.3.6 Vrednost terma t pri interpretaciji I = ((Dom, Rel, Fun), ) i
valuaciji v (u oznaci I(t),) je:

e ako je t simbol konstante a, I(t), = ¥(a),

e ako je ¢t promenljiva x;, I(t), = v(z;) 1

e ako je t oblika f(t1,t2,...,t,), 1 ako su vrednosti terama t1,to,...,t, pri
interpretaciji I i valuaciji v, redom I(t1)y, I(t2)v, ..., I(tn)y, onda je I(t), =
¢(f)(l(tl)va I(t2)va s 7I(tn)v)-

Definicija 5.3.7 Istinitosna vrednost predikatske formule A pri interpretaciji I =
({Dom, Rel, Fun),) i valuaciji v (u oznaci I(A),) je:

e ako je A atomska formula P(t1,ts,...,t,), 1 ako su vrednosti terama ¢y, to,
..., Ly, priinterpretaciji I i valuaciji v redom I(t1),, I(t2)y, - .., I(tn)y, onda
je I(A)y = (AT (t1)w, I(t2)vy - - -, I(tn)w), tj. T(A), je tacno ako i samo ako
je n-torka (I(t1)v, I(t2)v, ..., I(tn)y) u relaciji ¥ (A),
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e ako je A oblika —B, I(A), je tacno ako i samo ako je I(B), netacno,
e ako je A oblika BAC, I(A), je tatno ako i samo ako su tac¢nii I(B), i I(C),,
e ako je A oblika BV C, I(A), je tacno ako i samo ako je tacno I(B), ili I(C),,

e ako je A oblika B — C, I(A), je tatno uvek, sem ako je I(B), tacno, a I(C),
netacno,

e ako je A oblika B < C, I(A), je tatno ako i samo ako su vrednosti I(B), i
I(C), jednake,

e ako je A oblika (Vz;)B, I(A), je tatno ako i samo ako je I(B), tatno za
svaku valuaciju w za koju je v =, w i

e ako je A oblika (3z;)B, I(A), je tatno ako i samo ako postoji valuacija w za
koju je v =,, w takva da je I(B),, tacno.

I(A), je netacno ako i samo ako nije tacno.

U delu definicije 5.3.7 koji se odnosi na formule ¢ije su podformule povezane
iskaznim veznicima, izraCunavanje istinitosne vrednosti se svodi na tabli¢no izracu-
navanje. U delu definicije koji se odnosi na kvantifikatore precizirano je intuitivno
shvatanje reci svaki i neki (tj. postoji). Kaze se da je formula (Vz;)B taéna
pri interpretaciji I ako je pri isto]j interpretaciji formula B ta¢na bez obzira koju
vrednost iz domena imala promenljiva x;. Sli¢cno, formula (3z;)B je tatna pri
interpretaciji I ako postoji element iz domena kojim se zameni promenljiva z; u B
tako da dobijena formula bude tacna pri istoj interpretaciji.

Definicija 5.3.8 Formula A je ta¢na pri interpretaciji I (u oznaci I = A) ako je
za svaku valuaciju v, I(A4), = T. Tada se kaze i da je I model za A. Formula A
je netacna pri interpretaciji I ako je za svaku valuaciju v, I(A), = L. Ako je A
netacéna pri interpretaciji I, onda je I kontramodel za A.

U tvrdenju 5.3.10 ¢emo pokazati da su zatvorene formule u svakoj interpretaciji
bilo tacne, bilo netaéne, pa se ponasaju sli¢no iskaznim slovima. Sa druge strane,
kao Sto se vidi u primeru 5.3.9 vrednost pri nekoj interpretaciji formula koje nisu
zatvorene Cesto nije ni ta¢na, ni netacna. Prema tome, istinitosna vrednost formule
pri nekoj interpretaciji i valuaciji ne zavisi od vezanih promenljivih, ve¢ eventualno

od slobodnih.

Primer 5.3.9 Posmatrajmo formulu (Vz)(y < ) i interpretaciju I = ((N, {<},
Fun), ), gde su N skup prirodnih brojeva, skup Fun proizvoljan, skup relacija
sadrzi samo relaciju manje ili jednako definisanu na skupu prirodnih brojeva i ¥
preslikavanje koje binarnom relacijskom simbolu < pridruzuje upravo tu relaciju.
Neka su v valuacija za koju je v(y) = 0 i w valuacija za koju vazi v =, w 1
w(y) = 100. Ocigledno je da je I((Vx)(y <))y = T 1 I((V2)(y < x))w = L. [ |

Teorema 5.3.10 Neka je I = ((Dom, Rel, F'un), 1) interpretacija.
Neka su t term i x1, ..., z, sve promenljive koje se javljaju u t. Za bilo koje
dve valuacije v i w, ako je v(z;) = w(z;) za 0 < i < n, onda je I(t), = I(t)w-
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Neka je A formula ¢ije su sve promenljive (i slobodne i vezane) u skupu {z1, ...,
xn}. Za bilo koje dve valuacije v i w, ako je v(z;) = w(x;) za sve slobodne promen-
ljive z;, 0 < i < n, u formuli A, onda je I(A), = I(A).

Dokaz. Dokaz se izvodi indukcijom po slozenost terma, odnosno formule.

Ako je t = z; za neko i < n, onda je I(t), = v(z;) = w(x;) = I(t)y. Ako
je t = ¢ za neki simbol konstante ¢, onda je I(t), = ¥(c) = I(t)w. Ako je
t = f(t1,...,tm) 1 za svaki term ¢; (0 < ¢ < m) tvrdenje vazi onda je I(t), =
V()T (1), I(tm)w) = V()T 1) ws -3 L(tm)w) = I(t)w, ¢ime je prvi deo
tvrdenja dokazan.

Ako je A = P(t1,...,tm) atomska formula, na osnovu prethodno dokazanog
za terme, 1(A), = V(PYI(t1)vy -, L(tm)v) = V(PYT (1) ws - - - s I(tm)w) = I(A)y.
Tvrdenje za formulu A jednog od oblika =B, BAC, BVC, B —- Ci B <
C' se sprovodi na osnovu indukcijske pretpostavke. Recimo, I(A), = I(-B), =
-I(B), = =I(B)y = I(=B)y = I(A)y. Neka je A = (Vy)B, y € {z1,...,Tn}
I((Yy)B), = T ako i samo ako za svaku valuaciju v’ takvu da je v =, v’ vazi
I(B),, = T. Prema indukcijskoj pretpostavci vazi I(B),, = I(B), za svaku
interpretaciju w’ koja se sa v’ poklapa na promenljivim iz skupa {z1,...,z,} koje
su slobodne u B, dok je za ostale promenljive z, w(z) = w'(z). Zapravo je, zbog
pretpostavke o poklapanju v i w, za takve w’ istovremeno i w =, w’. Odatle

je za svaku valuaciju v’ takvu da je v =, v/, I(B),, = T ako i samo ako je za
svaku valuaciju w’ takvu da je w =, w', I(B)y = T, §to je ekvivalentno sa
I((Vy)B)w = T. Prema tome je I(A), = I(A),. Slicno se pokazuje i za formule
oblika (Jy)B, pa je tvrdenje dokazano. [ |

Definicija 5.3.11 Formula A je zadovoljiva ako postoje interpretacija I i valu-
acija v takve da je I(A), = T, a kontradikcija ili nezadovoljiva ako je za svaku
interpretaciju i svaku valuaciju I(A4), = L.

Prema teoremi 5.3.10, istinitosna vrednost recenice ne zavisi od valuacije, pa je
recenica zadovoljiva ako je tacna pri nekoj nekoj interpretaciji, tj. ima model. U
opstem slucaju, formula je zadovoljiva ako je pri nekoj interpretaciji tacno njeno
egzistencijalno zatvorenje, dok je formula tac¢na pri nekoj interpretaciji ako je tacno
njeno univerzalno zatvorenje.

Primer 5.3.12 Ponovo razmotrimo relacijsko-funkcijsku strukturu datu u prime-
ru 5.3.2. Formula (Vx)P(a,x) je tatna ako se P interpretira kao relacija Rodak, i
konstanta a kao Pera, posto su sve osobe u srodstvu sa Perom. Takode je tac¢na i
formula (3x)(3y) P(y, x) jer postoje osobe koje su rodaci.

Ako je Dom = {1,2} i ako se pri interpretaciji I relacijski simbol P tumagci kao
unarna relacija ”biti jednak jedinici”, a simbol () kao binarna relacija ”biti veéi
ili jednak”, formula (Vx)(3Jy)P(z) je netacna pri interpretaciji I, dok su formule
(3z)P(x) i (Vz)(Jy)Q(z,y) tacne pri interpretaciji I.

Ako je Dom skup celih brojeva i pri nekoj interpretaciji I relacijski simbol P
se tumaci kao jednakost, konstanta a kao nula, a simbol f kao sabiranje, formula
(Vx)(Fy)P(f(z,y),a) se interpretira sa ”Za svaki ceo broj postoji ceo broj tako da
je njihov zbir nula”, sto je oc¢igledno tacno. Medutim, dovoljno je samo promeniti
skup Dom da bude skup pozitivnih celih brojeva, pa da pri analognoj interpretaciji
ova formula bude netaéna. ]
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Primer 5.3.13 Stek! je struktura podataka koja se ¢esto koristi u raéunarstvu
za privremeno ¢uvanje podataka, recimo pri prenosu stvarnih argumenata u pod-
programe ili prilikom prevodenja izvornih u izvr$ne verzije programa. Jedini na¢in
kojim se manipulise stekom zasniva se na principu LIFO?, tj. ’poslednji stavljen,
prvi uzet’. Osnovne operacije koje se pri tome koriste omogucéavaju stavljanje na
vrh steka, o¢itavanje vrha steka i uklanjanje podatka sa vrha steka®.

Sredstvima predikatske logike moguce je opisati ovakvu strukturu podataka.
Jezik koji razmatramo se sastoji od simbola konstante cyovi, dva unarna funkcijska
simbola fosatax 1 fven 1 relacijskih simbola Ry 1 =. Neka je A neprazan skup, A*
skup svih reci alfabeta A i ¢ prazna re¢. Funkcije Vrh i Ostatak preslikavaju skup
A* u skup A* tako da vazi:

e Vrh(e) =,
e Vrh(wa) = a, zasve a € A, w € A*,
o Ostatak(e) =¢i
e Ostatak(wa) = w, za sve a € A, w € A*.
Relacija Stavi C A* x A x A* je definisana sa:
e (w,a,u) € Stavi ako i samo ako u = wa, za sve a € A, w,u € A*,

dok je =4~ relacija jednakosti medu re¢ima. Posmatrajmo interpretaciju I =
({(A*, {Stavi, =4~ }, {Vrh, Ostatak}), 1) koja daje sledeée znacenje simbolima jezika:

o (Rstavi) = Stavi,

Formula

Aatom () = (3y) (= (y = novi) A (fostatak (¥) = novi) A (furn(y) = 7))

ima jednu slobodnu promenljivu z. Pri nekoj valuaciji v je I(Aatom(2)), tacno ako
i samo ako je v(x) € A. Formula

Ariro = (V1) (Vo) (Ves) (Aatom (T2) A Rgtavi(@1, 22, 23)) —
( (-Tl = fostatak(x?))) A (1‘2 = fvrh(x?)))))
modelira na¢in rada sa stekom posto I = Apro ako i samo ako zo predstavlja

element skupa A, dok su z i 3 rec¢i iz A* takve da se z3 dobija stavljanjem zs na
stek z1, a z; uklanjanjem elementa sa vrha steka x3. [ |

IEngleska re¢ stack se prevodi kao gomila ili stog, ali éemo zbog rasirene upotrebe koristiti
njenu domacu verziju stek.

2Skracéenicu ¢ine prva slova fraze Last in first out.

3Engleski nazivi ovih operacija su push, top i pop.
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5.4 Valjane formule predikatskog racuna

Definicija 5.4.1 Formula A je wvaljana (u oznaci = A) ako je taéna pri svakoj
interpertaciji.

Primetimo da je formula A valjana ako i samo ako formula —A nije zadovoljiva.
Posto se svaka formula pri ispitivanju ta¢nosti ponasa kao sopstveno univerzalno
zatvorenje, isto vazi i za ispitivanje valjanosti. Recenica A je valjana ako i samo
ako je tacna u svakom modelu, tj. ako i samo ako —A nema model.

Semanticki postupak ispitivanja istinitosti formula je komplikovaniji nego u
iskaznoj logici, pa ga ovde neéemo razmatrati, ve¢ ¢emo odgovarajuée probleme
razmotriti u okviru nekih formalnih sistema.

Zanimljivu klasu valjanih formula predstavljaju izvodi iz tautologija, tj. formule
nastale iz tautologija sistematskom zamenom shema slova predikatskim formulama.

Primer 5.4.2 Formula (3z)P(z) — (3z)P(x) je izvod tautologije A — A. [ ]

Neke od valjanih formula su date u tabeli 5.1. Pri tome se za distributivne
zakone d prema A iV prema V zahteva se da se promenljiva x ne pojavljuje slobodno
u formuli B, dok u zakonima o preimenovanju promenljiva y ne sme imati slobodnu
pojavu u formuli A.

Izvodi iz tautologija

—(Vz)A < (Jz)-B

ﬁ(ﬂx)A — (VCE)ﬁB

(3z)(AV B) « ((3z)AV (3z)B)
Vx)(AA B) < ((Vz)A A (Vz)B)
vx)(Vy)A « (Vy)(Vz)A

zakon De Morgana)
zakon De Morgana)
zakon distribucije 3 prema V)
zakon distribucije V prema A)

zakon promene redosleda kvantifikacije)

|~~~ ]~~~

(V)

(vVa)(

(Bx)3Fy)A — (Fy)(Fz)A zakon promene redosleda kvantifikacije)
(3z)(AA B) < ((3x)A A B) zakon distribucije 3 prema A)

(Vz)(AV B) < ((Vz)AV B) zakon distribucije V prema V)

(3x)A(z) < (Fy)A(y) zakon o preimenovanju vezane promenljive)
(Vz)A(z) < (Vy)A(y) zakon o preimenovanju vezane promenljive)

Tabela 5.1. Spisak nekih valjanih formula.

Slede dva primera u kojima su date formule koje nisu valjane, iako to na prvi
pogled mozda ne izgleda tako. Primer 5.4.3 pokazuje da se redosled razli¢itih kvan-
tifikatora u formuli ne sme proizvoljno menjati, ako se zeli da se sacuva istinitost
formule. Formula u primeru 5.4.4 opominje da treba biti obazriv u pogledu un-
utrasnje strukture formula.

Primer 5.4.3 Formula (Jy)(Vz)P(z,y) — (Vz)(3y)P(z,y) je valjana. Intuitivno
shvaéeno, njeno znacenje je ” Ako postoji objekat ¢ takav da za svako = vazi P(x, ¢),
tada za svaki x postoji objekat, recimo bas taj ¢, tako da je P(z,c).” Medutim,
formula (Vx)(Jy)P(x,y) — (3y)(Vx)P(z,y) nije valjana. Jedna interpretacija pri
kojoj formula ne vazi ima za domen skup realnih brojeva, a simbol P se tumagci
kao biti veée. I dok leva strana formule znaci da ”Za svaki realni broj postoji realni
broj koji je veéi od njega”, sto je svakako tacno, desna strana formule znaci da
”Postoji realan broj veéi od svakog drugog realnog broja”, sto o¢igedno ne vazi. B
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Primer 5.4.4 Neka je ¢ oznaka za term. Formula (Vz)A(xz) — A(t/x) nije valjana.
Neka je A(x) formula oblika (Jy)P(x,y), i neka je term ¢ jednak y. Tada je cela
formula (Va)(3y)P(z,y) — (3y)P(y,y) i nije tacna, recimo, pri interpretaciji u
kojoj je domen skup realnih brojeva, a simbol P se tumaci kao biti vece. |

Primer 5.4.4 je donekle suprotan intuiciji. Iako je promenljiva x univerzalno
kvantifikovana, nije korektno zameniti je bilo ¢ime. Primetimo da term y nije
slobodan za promenljivu = u formuli (Vz)(3y)P(x,y). U sledecoj teoremi ¢emo
pokazati da je uslov "term je slobodan za promenljivu” dovoljan da formula raz-
matrana u primeru 5.4.4 bude valjana.

Teorema 5.4.5 Ako je term ¢ slobodan za promenljivu x u formuli A(z), formula
(Vx)A(z) — A(t/z) je valjana.

Dokaz. Neka za neku interpretaciju I vazi I & (Vz)A(x) — A(t/x). To znadi da
je za neku valuaciju v, I((Vx)A(x) — A(t/x)), = L, odnosno da za neku valuaciju
vvazi I((Vz)A(z)), = T i I(A(t/x)), = L. Posmatrajmo valuaciju v’ =, v koja se
jednaka sa v, sem §to je v'(x) = I(t),. Tada bi bilo I(A(x)), = I(A(t/x)), = L,
odakle bi suprotno pretpostavci bilo I((Vz)A(x)), = L. [ ]

5.5 Preneks forme i Skolemova forma

Zbog postojanja kvantifikatora u predikatskim formulama, normalne forme ovde
imaju nesto drugaciji oblik nego u iskaznoj logici. Pokazalo se najpogodnijim da
se formula transformise u takozvanu preneks normalnu formu.

Definicija 5.5.1 Formula oblika (Q121)(Q2z2)...(Qnrx,)A, gde je svaki od Q;
bilo znak V, bilo 3, a u formuli A nema kvantifikatora, je u preneks normalnoj
formi. (Q1x1)(Qaz2) ... (Qnxy) se naziva prefiks, dok je A matrica formule.

Primer 5.5.2 Formula (3x)(Yy)(Vz)(P(x,2) — —Q(z,z,a,y)) je u preneks nor-
malnoj formi. Prefiks formule je (3x)(Vy)(Vz), a matrica je formula (P(z,z)

- _'Q(szvavy))’ [ |

Svaka predikatska formula se moze transformisati u njoj ekvivalentnu preneks
formu. Sledeé¢a procedura opisuje taj postupak:

procedure PreneksForma

begin

1 Primenom zakona o uklanjanju ekvivalencije i implikacije
dobiti formule u kojima nema simbola < i —.

2 Ponavljati primenu

2a iskaznih De Morganovih zakona,

2b predikatskih De Morganovih zakona i

2c zakona uklanjanja dvojne negacije

da bi se simboli = uklonili, ili spustili neposredno do atomskih formula.
Ako je potrebno primeniti zakone o preimenovanju vezanih promenljivih.
4 Ponavljati primenu zakona distibutivnosti kvantifikatora prema A i vV

w
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kako bi se kvantifikatori pomerali u levo.
end

Primer 5.5.3 Neka je procedura PreneksForma primenjena za dobijanje preneks
forme formule (Vz)P(x) — (32)Q(z). Najpre se, primenom pravila (1), dobija for-
mula (—(Vz)P(x))V(3z)Q(x). Primenom pravila (2b) dobija se formula (3z)-P(z)
V(3z)Q(x). Primenom pravila (4) kvantifikator 3 se izvlaé¢i u levo i dobija se for-
mula (3z)(—P(z) V Q(x)) koja jeste u preneks formi. [ |

Preimenovanje promenljivih je potrebno, recimo u formuli kao $to je (Jz)A A
(3x)B u kojoj se najpre vrsi preimenovanje (3z)A A (Jy)B, pod pretpostavkom da
se promenljiva y ne javlja u A, a zatim se formula transformise u (3x)(Jy)(A A B).

Kako u matrici neke formule nema kvantifikatora, moguce je direktno primeniti
iskazne De Morganove i distributivne zakone, pri ¢emu se dobija formula ekviva-
lentna polaznoj. Odnosno, primenom procedure NormalnaForma matrica formule
se prevodi u neku od normalnih formi. Zbog rezolucije, posebno interesantne ¢e
biti matrice koje su u konjunktivnoj normalnoj formi.

Takode zbog rezolucije, bi¢e razmotrena jo$ jedna transformacija formule u
preneks formi, takozvana skolemizacija®, kojom se iz formule eliminisu egzistenci-
jalni kvantifikatori. Neka je data predikatska formula A u preneks formi (Qqz1)
(Qaz2) ... (Qnzy)B i neka je Q, (za 1 < r < n) prvi po redu egzistencijalni

kvantifikator. Ako su Qs,,Qs,,--.,Qs,, svi univerzalni kvantifikatori levo od @,
u prefiksu, i s7 < s9 < ... < S, tada se promenljiva x,. u formuli A zamen-
juje termom f(zs,,Zs,,.-.,Ts,, ), Pri ¢emu se simbol f ne pojavljuje u A. Ovakav

funkcijski simbol se naziva Skolemova funkcija. Potom se iz prefiksa brise Q,.z,,
a postupak se ponavlja dok god se ne eliminiSu svi egzistencijalni kvantifikatori iz
formule. Skolemizacijom se od formule A u preneks formi dobija formula A, koja
je takode u preneks formi, ali u ¢ijem prefiksu nema egzistencijalnih kvantifikatora.
Ta forma se naziva Skolemova standardna forma. Pri tome vazi sledeée tvrdenje.

Teorema 5.5.4 Formula A zadovoljiva ako i samo ako je zadovoljiva i njena Skole-
mova standardna forma A,.

Dokaz. Tvrdenje ¢emo dokazati pokazujuci da nakon proizvoljnog koraka zamene
egzistencijalnog kvantifikatora, za polaznu formulu B i dobijenu formulu B’ vazi
da je prva zadovoljiva ako i samo ako je to slucaj i sa drugom.

(<) Nekaje B = (¥a1) ... (va,)(Fy)C(y) i B' = (Va) ... (Vaa)C(f (w1, -, 00) /9),
gde je C formula u preneks formi. Ako je B’ zadovoljivo, to znaci da za neku
interpretaciju I i valuaciju v vazi I(B’), = T. Neka je valuacija v’ takva da su

vrednosti v'(x1), ..., v'(z,) proizvoljne, dok je v'(y) = I(f(x1,...,%,)),. Sada je
trivijalno I(C(y)), = T. Posto su vrednosti v’(z1), ..., v'(x,) proizvoljne, to je i
I(B),=T.

(=) Neka je formula B zadovoljiva, tj. za neku interpretaciju I i valuaciju v je
I(B), = T. Tada, prema definiciji istinitosne vrednosti formula postoji valuacija
v' takva da su vrednosti v'(x1), ..., v'(x,) proizvoljne, dok je v'(y) takvo da je
I(C(y))y = T. Kako je f novi funkeijski simbol, interpretacija I nije definisana za

4 Albert Skolem (1887 — 1963).
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njega. Dodefinisimo I do interpretacija I’ za koju je I'(f(z1,...,2n))w = v'(y).
Opet, trivijalno sledi da je I'(C'(f(z1,...,2n)/y))er = T, paje I'(B), = T. [ ]

Primer 5.5.5 Od preneks forme (3x)(3z1)(Vy)(32)(P(x, y) VQ(y, 2)V R(x1)) sko-
lemizacijom se najpre dobija formula (3z1)(Vy)(3z)(P(a, y)VQ(y, 2)VR(z1)), zatim
(V) (32)(P(a, 5) v Q(y, 2) v R(b)), i konatno (7y)(P(a,y) v Q(y, f(3)) V R(b)) koja
je u Skolemovoj standardnoj formi. [ |

Napomenimo da se postupak dobijanja definicione forme iz odeljka 3.3.1 moze
uopstiti za konstrukeiju Skolemove standardne forme u kojoj je matrica u konjunk-
tivnoj normalnoj formi.

5.6 Definiciona forma

Kao i u odeljku 3.3.1, i za predikatske logike se definiSe definiciona forma za koju
vazi analogan teoreme 3.3.9. Zbog bogatijeg jezika sam postupak transformacije
je, mada u osnovi isti, ipak nesto slozeniji. U nastavku se pretpostavlja da su
promenljive x1, xa, ..., T slobodne u G, fg simbol Skolemove funkcije i L atomska
formula dobijena iz atomske formule Ly zamenom svih pojava promenljive x sa
fG(xtha cee axk):

e ako je G atomska formula, onda je
Ca = (le) S (VI}C)(LG \Y —‘G) A (Vl‘l) ce (Vl‘k)(—\LG V G),

e ako je G = —H, onda je
Ca = (V.Z‘l) . (Vﬂfk)(LG vV LH) A\ (Vxl) - (V.ﬁk)(—\LG V —\LH),

e ako je G=H A J, onda je
Ca = (Vl‘l) L. (VSC]C)(LGvﬁLH\/ﬁLJ)/\(VCEl) . (ka)(ﬁLG\/LH)/\(ﬁLGv
LJ)a

e ako je G=H V J, onda je
Cq = (Vl‘l) L. (ka)(LG\/ﬁLH)/\(le) S (Va:k)(LG\/ﬁLJ)/\(ﬁLG\/LH\/LJ).

e ako je G =H — J, onda je
Co = (Vz1)... Vo) (Le vV Lg) A (Vz1) ... (Vo) (La V —Ly)A
(Vaﬁl) C. (mG)(ﬁLG VLV LJ)

e ako je G = (Jz)H, onda je
Co=z1)...(Vzi)(Lag V —Lg) A (Vxy) ... Vo) (-Le V L) i

e ako je G = (Vx)H, onda je
Ca = (le) .. (ka)(LG V —‘L) AN (le) .. (V‘Ik)(—!LG \Y LH)

5.7 Predikatski racun prvog reda
Formalni sistem nazvan predikatski racun prvog reda formalizuje predikatsku logiku

prvog reda slicno kao $to je to bilo i u sluc¢aju iskaznog racuna L i iskazne logike.
Jezik predikatskog racuna se sastoji od fiksiranog dela koji predstavljaju logicki
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veznici = 1 A, kvantifikator V i pomoéni simboli (leva i desna mala zagrada i zarez) i
promenljivog dela koji sacinjavaju najvise prebrojivi i medusobno disjunktni skupo-
vi relacijskih simbola, funkeijskih simbola i simbola konstanti (koje se mogu shvatiti
i kao unarne funkcije). Svakom relacijskom i funkcijskom simbolu se pridruzuje
arnost. Preostali logicki veznici i kvantifikator 3 se definisu standardno, recimo
(3x)A je skracenica za —(Vx)—A. Pravila za obrazovanje terama i formula su u
skladu sa definicijama 5.2.2 i 5.2.3.
Jedna aksiomatizacija predikatskog racuna se sastoji od shema aksioma:

1. Svaka formula koja je izvedena iz tautologija je aksioma.

2. Ako promenljiva z nije slobodna u formuli A, aksioma je

(Vx)(A — B) — (A — (Vx)B).

3. Ako je term t slobodan za promenljivu x u formuli A, aksioma je

(Vz)A — A(t/x).

i pravila izvodenja:
1. Modus ponens, tj. iz formula A1 A — B izvesti B.
2. Generalizacija, tj. iz A izvesti (Vz)A.

Pojmovi dokaza, teoreme, sintaksne posledice skupa formula itd. se definisu kao
i u iskaznom slucaju, u odeljku 3.5. Dalje, za predikatski racun se mogu dokazati
teoreme analogne teoremama o karakterizaciji za iskazni ra¢un. U nastavku su date
njihove formulacije i istaknute novine u dokazima.

Teorema 5.7.1 (Teorema dedukcije) Za recenicu B, formulu A i skup formula
T vazi®

T,BF A akoisamoako T+ B — A.

Dokaz. Razlika u odnosu na dokaz teoreme 3.6.3 je samo u indukcijskom koraku
u kome se formula A dobija iz T'U {B} primenom pravila generalizacije na A’.
Preciznije, neka je A = (Vz)A’ i neka se iz T, B + A’ dobija T, B + A. Prema
indukcijskoj hipotezi je T+ B — A’. Generalizacijom se dobija T'F (Vz)(B — A'),
a kako je B zatvorena formula, primenom modus ponensa na ovu formulu i aksiomu

(Vz)(A— B) - (A — (Yx)B),sledi T+ B — (Vx)A', tj. T+ B — A. [ ]

Teorema 5.7.2 (Korektnost) Predikatski racun je korektan u odnosu na predi-
katsku logiku.

5 Posto se u dokazu zatvorenost formule B koristi samo prilikom analize primene pravila
generalizacije, na osnovu direktnog uvida u dokaz teoreme, moze se zahtev za zatvorenost formule
B oslabiti tako da se u izvodenju formule A iz T'U {B} ne sme pojaviti primenena pravila
generalizacije u kojima je kvantifikovana promenljiva slobodna u formuli B.
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Dokaz. Sli¢no iskaznoj logici, dokazuje se da su sve aksiome valjane formule.
Pravilo izvodenja modus pones oCuvava valjanost prema teoremi 3.6.2. Konacno,
ako je = A(z), prema definicijama ta¢nosti i valjanosti predikatskih formula, vazi
i E (Vx)A(x), pa je korektno i pravilo izvodenje generalizacija. [ ]

Teorema 5.7.3 (Prosirena kompletnost) Skup 7T recenica predikatskog racu-
na je konzistentan ako i samo ako je zadovoljiv.

Dokaz. Najpre uvedimo jedan pomoéni pojam. Neka je T' skup reCenica razma-
tranog predikatskog jezika J. Skup T je skup sa svedocima u J® ako za svaku
formulu A(z) sa najvise jednom slobodnom promenljivom = vazi

ako je ~(Vx)A(z) € T, onda je —A(t/z) € T

za neki term ¢ jezika J.

Dalje se dokazuje uopstenje leme Lindenbauma 3.6.13 koje glasi: ako je C' pre-
brojiv beskonacan skup konstanti koje ne pripadaju uocenom predikatskom jeziku
J, svaki konzistentan skup recenica T na jeziku J se moze prosSiriti do maksimalno
konzistentnog skupa recenica T* koji je skup sa svedocima u jeziku J U C’. Je-
dini novi korak u konstrukciji skupa T* se odnosi na dodavanje skupu 7; rec¢enice
oblika —=(Vx)B(z). Tada se uocava konstanta ¢ € C’ koja do tog momenta nije
koristena u konstrukciji. Ako skup 7; U {~(Vz)B(x),~B(c/x)} nije konzistentan,
onda je T;, ~(Vz)B(z) F B(c/x). Posto se ¢ ne javlja u T; U {~(Vz)B(z)}, sledi da
je T;, ~(Vx)B(z) b B(z) i T;, ~(Va)B(z) b (V) B(z). Odatle je T; + (Va)B(z), §to
je kontradikcija jer je T; konzistentan, a T; U {(Vz)B(x)} nije.

Interpretacija I« ¢e biti definisana tako da vazi:

e domen se sastoji od svih terama jezika u kojima nema promenljivih,

e za svaki term f(t1,...,t,) u kome nema promenljivih Ip«(f(t1,...,t,)) =
Fltr. o tn) i
e za svaku atomsku formulu P(tq,...,t,) bez promenljivih I« = P(ty,...,t,)

ako i samo ako P(ty,...,t,) € T*.

Konaé¢no, pokazuje se da za svaku recenicu A vazi I+ = A ako i samo ako A €
T*. Recimo, ako je A = (Vz)B(x) € T*, onda, zbog aksiome (Vz)B(x) — B(t/x),
formula B(t/x) € T* za svaki t iz domena interpretacije, pa prema indukcijskoj
hipotezi vazi I+ = B(t/z) za sve elemente domena. Odatle, I~ = (Vz)B(z). Ako
A & T*, onda, posto je T* skup sa svedocima, postoji neki term ¢ iz domena takav
da je It E —B(t/x). Sada direktno sledi da I« £ (Vx)B(x). [ |

Sledeca tvrdenja su posledice teoreme 5.7.3.

Teorema 5.7.4 (Kompaktnost) Skup recenica T je zadovoljiv ako i samo ako
je svaki njegov konacan podskup zadovoljiv.

6Naziv skup sa svedocima dolazi odatle §to se za svaku formulu =(Vz) A(x) koja pripada skupu,
postoji i svedok, term t, takav da i —=A(t/x) pripada skupu.
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7

Naredne teoreme se nazivaju Skolem-Levenhaimovim’ i odnose se na veli¢inu

domena modela predikatskih recenica.

Teorema 5.7.5 Ako prebrojiv skup rec¢enica T' ima model, on ima i prebrojiv
model.

Dokaz. Dovoljno je uociti da je domen interpretacije I+ uvedene u teoremi 5.7.3
prebrojiv model za T ]

Teorema 5.7.6 Ako skup recenica T ima proizvoljno veliki konac¢an model, on
ima i beskonac¢an model. Konzistentan skup recenica ima model proizvoljno velike
kardinalnosti veée do jednake od kardinalnosti prebrojivih skupova. Ako skup
reCenica ima model kardinalnosti « i vazi o < 8 za neki kardinalni broj 3, tada T'
ima model i kardinalnosti [3.

Ova tvrdenja ukazuju i na ograni¢enost izrazajnosti predikatske logike prvog
reda. Naime, u toj logici nije mogucée do na izomorfizam aksiomatski opisati bilo
koje beskona¢ne matematicke strukture, recimo aritmetiku ili realne brojeve, jer
ako je njima odgovaraca teorija zadovoljiva, ona ima modele razli¢itih kardinalnosti.

5.8 Teorije i uopstenja predikatske logike prvog
reda

Preciziranjem skupa funkcijskih i relacijskih simbola i uklju¢ivanjem nekih speci-
jalnih aksioma iz predikatskog ra¢una nastaju specijalni predikatski racuni, aksiom-
atizacije matematickih teorija, poput teorije grupa, polja, aritmetike itd.

Teorija prvog reda na odgovarajuéem jeziku je skup recenica prvog reda tog
jezika. Ponekada se umesto teorija prvog reda kaze i elementarna teorija. Teorija
prvog reda T je kompletna ako za svaku recenicu A na jeziku teorije vaziili T + A
ili T+ —A. Teorija prvog reda T je kategoriéna ako su joj svi modeli (za jezik te
teorije) izomorfni.

Primer 5.8.1 Teorija brojeva ili elementarna Peanova® aritmetika PA je jed-
nakosna teorija ¢iji jezik sadrzi binarni relacijski znak =, binarne funkcijske sim-
bole + i -, unarni funkcijski simbol ’ i konstantu 0, a pored jednakosnih aksioma
(Va)x =z, (Vx)(Vy)(z =y — (A(z) — A(y/x)))), specijalne aksiome su:

o

5.

"Leopold Léwenheim (1878 — 1957).
8Giuseppe Peano(1858 — 1932).
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6. (Vz)(Vy)(z - (¢) = (z-y) + x)

7. za svaku formulu A(xg,...,x,) u kojoj se zg ne javlja vezano u A, aksioma
indukcije je

V(A(xg, ..., xn) — Alxh/T0, .-, T0)))

(A(O/ajo,$1,...7.’17n) AN (V
— VA(zg, ..., Zn)

Zo
(Vo
Standardni model teorije brojeva je struktura (N, +, -/, 0), gde je N skup prirodnih
brojeva i u kojoj 0, + i - imaju uobi¢ajeno znacenje, a ' je operacija naslednika.
Pretpostavka da je standardni model zaista normalni model za teoriju brojeva
dovodi do neobi¢nih posledica. Na osnovu teoreme 5.7.6 tada proizilazi da postoje
normalni modeli teorije veée kardinalnosti od standardnog modela koji je prebrojiv.
Takode, postoje i prebrojivi modeli koji nisu izomorfni standardnom modelu. Svi
ti modeli koji nisu izomorfni standardnom modelu nazivaju se nestandardni.
Pokazuje se da se rekurzivne funkcije mogu predstaviti® u formalnom sistemu
Q, takozvanoj Robinsonovoj aritmetici. @) nastaje kada se iz PA odstrani aksioma
indukcije. Pod pretpostavkom da su @) i PA konzistentni, zbog neodluc¢ivosti halt-
ing problema ni ovi sistemi nisu odlucivi. Kako je svaka rec¢enica na razmatranom
jeziku bilo ta¢na, bilo neta¢na, kada se razmatra u strukturi prirodnih brojeva, za-
kljucujemo da skup istinitih recenice prvog reda koje govore o prirodnim brojevima
nije rekurzivno aksiomatizabilan ni sa @, ni sa PA. Ovo je posledica ¢injenice da
bismo u sluc¢aju postojanja rekurzivne aksiomatizacije mogli nabrojati sve dokaze,
tako da bismo u tom nabrajanju stigli ili do A ili do —A za svaku recenicu A, te bi
Q@ i PA bile odlucive. U vezi sa ovim razmatranjima su ¢uvene Gedelove teoreme
o nepotpunosti. Prva teorema upravo kaze da se istinite recenice prvog reda o
prirodnim brojevima ne mogu rekurzivno aksiomatizovati, dok se u drugoj teoremi
pokazuje da se konzistentnost sistema PA ne moze dokazati u okviru samog tog
sistema. Zanimljivo je da postoje i kompletni fragmenti teorije brojeva, recimo
teorija €iji jezik je skup {=,0, S} i takozvana Presburgerova aritmetika, ili aditivna
aritmetika, ¢iji jezik je skup {=,+,0,S}. [ |

Kao sto smo videli, logika prvog reda ima odredena ograni¢enja koja su posledica
nedovoljne izrazajnosti. Zato se razvijaju njena prosirenja u kojima se na pogodan
nacin mogu izraziti izvesni pojmovi. Recimo, logika drugog reda dozvoljava kvan-
tifikovanje ne samo promenljivih koje odgovaraju pojedinacnim objektima, veé i
promenljivih koje se odnose na relacije. Tako se formula (VP)P(a,b) shvata kao:
'za svaku binarnu relaciju vazi da su a i b u toj relaciji’. Beskonacna logika L, .,
dozvoljava formule koje sadrze ne samo konacne, ve¢ i prebrojive konjunkcije i dis-
junkcije. Na primer, ako je T" prebrojiv skup formula, formula je i Ag,e7A;. Kod
logika sa uopStenim kvantifikatorima pored univerzalnog i egzistencijalnog postoje
i novi kvantifikatori oblika (Qz) koji se mogu tumaciti na razne naéine, recimo kao
beskona¢no mnogo, neprebrojivo mnogo itd.

9Z7a svaku parcijalno rekurzivnu funkciju f(z1,...,2n) postoji formula A(z1,...,2n,y) na

jeziku aritmetike sa n + 1 slobodnom promenljivom takva da za proizvoljne prirodne brojeve ap,

.., an ib, fa1,...,an) | b ako i samo ako - A(0%1,...,0% y) < y = 0%, gde je 0% skraceni
zapis terma u kome je k puta funkcijski simbol / primenjen na 0.
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Ova prosirenja su ¢esto veoma izrazajna. Na primer, postoji rec¢enica drugog
reda ¢ije su posledice tacno one recenice prvog i drugog reda koje vaze u N. Ili,
postoji recenica drugog reda ¢iji su svi modeli izomorfni sa N itd. Medutim, te
logike imaju i neke osobine (nemaju rekurzivnu aksiomatizaciju, ne vazi teorema
kompaktnosti itd.) zbog kojih nisu pogodne za primene.

5.9 (Ne)odlucivost u predikatskoj logici prvog
reda

U odeljku 3.5 je receno da je problem da li je formula teorema rekurzivno aksioma-
tizabilnog formalnog sistema barem parcijalno odlu¢iv. Zbog teoreme kompletnosti
5.7.3 isto vazi i za problem da li je neka predikatska formula valjana. Ali, dok je
za iskaznu logiku taj problem i odluciv, ovde to nije slucaj, ¢ime se daje negativan
odgovor na Hilbertov Entscheidungsproblem. U narednim teoremama prodisku-
tovac¢emo odlucivost problema valjanosti i njemu srodnog problema zadovoljivosti
i u nekim fragmentima predikatske logike.

Teorema 5.9.1 Problemi valjanosti i zadovoljivosti recenica u predikatskoj logici
nisu odluéivi.

Dokaz. U dokazu se koristi tvrdenje iz primera 2.8.2 u kome je pokazano da prob-
lem da li je funkcija definisana za neki argument nije odluciv. Zbog jednakosti klasa
parcijalno izracunljivih funkcija i Tjuring-izrac¢unljivih funkcija koja je pokazana u
odeljku 2.5 ni problem zaustavljanja Tjuringovih masina (odnosno halting problem)
nije odluciv.

Za proizvoljnu deterministicku Tjuringovu masinu M i njen ulazni podatak a
posmatracemo recenicu Ay, koja ¢e biti valjana ako i samo ako je M (a) |, zbog
¢ega problem valjanosti recenica predikatske logike neée biti odluciv.

Formula Aps(,) Ce biti oblika B — C. Takode ¢emo fiksirati i interpretaciju
I pri kojoj se formule B i C shvataju kao opis Tjuringove masine M (a), odnosno
opis situacije u kojoj M (a) dolazi u zavrsno stanje.

Pretpostavimo da traka masine nije ogranicena ni sa jedne strane i da se u
pocetnom stanju qg glava nalazi nad najlevljim znakom ulaznog podatka koji je
upisan u ¢éeliji koja je oznacena brojem 0. Neka su S = {qo, - . ., gn, ¢ } skup stanja
i A= {1} alfabet masine M, dok 0 predstavlja blanko znak. Znaci koji se javljaju
u formuli Apz(q) su:

e binarni relacijski simboli Q;, 7 € {0,...,n,z}, Ao, A1, =, #1 <,
e simbol konstante 0 i
e unarni funkcijski simbol ’.

Oznaku 0F ¢emo koristiti kao skrac¢enicu za term u kome je funkcijski simbol ’
primenjen k puta na simbol konstante 0. U jednom delu dokaza se koristi inter-
pretacija I = (Z,v) koja na svojevrstan naé¢in opisuje rad masine M (a). Domen
interpretacije je skup celih brojeva, dok se simboli formule interpretiraju tako da:
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e (Q;) je skup svih parova (t,z) takvih da je masina M u koraku ¢ rada u
stanju ¢; nad Celijom trake oznacenom sa z,

e (A;) je skup svih parova (t,z) takvih da je u koraku t rada masine M u
Celiji « trake znak a; € {0,1},

e = # i < suredom relacije jednakosti, nejednakosti i biti manje,
« Y(0)=0i
e unarni funkcijski simbol ' predstavlja funkciju naslednika.

Najpre ¢emo opisati konstrukciju formule Ay;q) = B — C.
Za svaku naredbu masine M oblika ¢; a; ai ¢m, posmatra se formula

(V) (V) (Vi) ((Qi(t, ) A Aj(t @) —
@Qn(t' 2) N A 2) A (y# 2 — (Noo(Ait,y) — At 9))))))
koja se pri interpretaciji I shvata kao: "ako se u koraku ¢ rada glava masine u
stanju ¢; nalazi nad celijom x u kojoj je upisan znak a;, onda je u koraku ¢ + 1
masina u stanju g,,, glava joj se nalazi iznad iste ¢elije u koju je sada upisan znak

a, dok se sadrzaj svih ostalih ¢elija ne menja”.
Za svaku naredbu masine M oblika ¢; a; R g, posmatra se formula

(V8) (V) (V) (Qi(t @) A A;(t,2)) — (Qm(t', 2") A (N=o(Ailt,y) — Ault',y))))

koja se pri interpretaciji I shvata kao: "ako se u koraku t rada glava masine u
stanju ¢; nalazi nad celijom 2 u kojoj je upisan znak a;, onda je u koraku ¢ + 1
masina u stanju ¢,,, glava joj se nalazi iznad ¢éelije « + 1, a sadrzaj ni jedne ¢elije
se ne menja”.

Za svaku naredbu masine M oblika ¢; a; L g, posmatra se formula

(V) (V) (V) (Qi(t, ") A Aj(t,2')) = (Qu(', ) A (Ai=o(Ailt, y) — Au(t',y))))

koja se interpretira slicno prethodnoj vrsti formula.
Sledeca formula opisuje konfiguraciju masine u poc¢etnom koraku rada:

Q0(0,0) A A (0,0)A... A A, (0,007D)
Ay A0A - Ay #077D) = A0(0,9)

dok se narednom formulom kaze da je svaki celi broj naslednik tacno jednog celog
broja:

(v2)(3a)(z = o) A (V2)(¥2) (W) (= = 2/ A 2 = o) = (2 = p).
Konag¢no, formula

Vo)(Vy)(V2)((z <yAhy<z) — (z<2))A
(Vo)(Vy)(@' =y -z <y) A (Vo)(Vy)(z<y—z#y).

garantuje da je za p # ¢ ispunjeno (Va)z(P) # 2@,
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Formula B je konjunkcija svih prethodnih formula, dok se formulom C:

(3t)(F7)Q- (t, )

kaze da postoji korak rada u kome se masina zaustavlja.

Sada pokazimo da je formula Ay, = B — C valjana ako i samo ako M(a) |.
Pretpostavimo najpre da je = B — C. Ocigledno je da su sve formule koje formi-
raju B tacne pri interpretaciji I, pa kako je I = B — C, mora biti i I E C,
Sto znaci da, ako je formula Ajs,) zadovoljiva pri interpretaciji I/, masina M se
zaustavlja. Obrnuto, pretpostavimo da se masina zaustavlja, Sto znac¢i da postoji
konaéni niz konfiguracija koje predstavljaju izracunavanje masine M za ulazni po-
datak z. Za svaki korak rada p, odgovarajuca konfiguracija se opisuje formulom 6,
oblika:

Qi(0P,09) A Ay, (0, 00) A A Ay (07,0%) A
V) #a A Ay #aq) — Ao(0”,y))

kojom se precizira aktuelno stanje, polozaj glave i sadrzaj trake. Indukcijom po
broju koraka rada se pokazuje da, ako masina M (a) ne staje pre koraka s u radu,
onda je B = 45, odnosno = B — 0. Za korak s = 0, ovo tvrdenje vazi trivijalno
jer je formula ¢y deo formule B. Iz indukcijske pretpostavke tvrdenje se izvodi
analizom delova formule B i odgovaraju¢ih naredbi koje menjaju konfiguraciju.
Recimo, formula

(V) (Vo) (V) (Qi(t @) A A;(t,2)) — (Qu(t', 2") A (Ai=o(Ailt,y) — Ault',y))))

koja se odnosi na pomeranje glave u desno, zajedno sa opisom tekuce konfiguracije
kao posledicu ima opis naredne konfiguracije, a sli¢cno je i za ostale slucajeve. Pret-
postavimo da se masina M (a) zaustavlja nakon s koraka rada. To znac¢i da je
= B — 0s. Jedan konjunkt u formuli d5 je oblika @, (0%,0P), pa direktno sledi da
je E B — (3t)(32)Q.(t, ), odnosno = Aps(q)-

Dakle, problem valjanosti recenica predikatskog racuna prvog reda nije odluciv.
Kako je za recenicu A, = A ekvivalentno sa —A nije zadovoljivo, isto se odnosi i
na problem zadovoljivosti recenica. |

Teorema 5.9.2 Problem valjanosti recenica u predikatskoj logici je parcijalno
odluéiv, dok je problem zadovoljivosti recenica koparcijalno odluciv.

Dokaz. U teoremi 5.9.1 se pokazuje da problemi valjanosti i zadovoljivosti formula
predikatskog racuna nisu odlucivi. Kako je predikatski rac¢un rekurzivno aksiom-
atizabilan, prema re¢enom u odeljku 3.5, problem valjanosti je parcijalno odluéiv.
Posto je zatvorena formula valjana ako i samo ako je njena negacija kontradikcija,
to je problem zadovoljivosti komplement problema valjanosti, tj. on je koparcijalno
odluciv. [ |

Teorema 5.9.3 Ako jezik predikatske logike, pored logickih simbola, sadrzi samo
jedan binarni relacijski simbol, problemi valjanosti i zadovoljivosti nisu odluéivi.
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Dokaz. Primetimo da se u formuli A, (4 iz dokaza teoreme 5.9.1 pojavljuju samo
neki binarni relacijski simboli, znak =, simbol konstante 0 i jedan unarni funkcijski
simbol koji se interpretira kao naslednik. Pokazuje se da postoji re¢enica u kojoj se
od nelogickih simbola javljaju samo binarni relacijski simboli i koja je ekvivalentna
sa Apr(a), @ zatim i da se ta recenica moze ekvivalentno transformisati u recenicu
koja sadrzi samo jedan binarni relacijski simbol. ]

Medutim, ako je jedini binarni relacijski simbol u formuli =, i razmatraju se
samo normalni modeli u kojima se on interpretira kao jednakost, situacija se menja.

Teorema 5.9.4 Ako jezik predikatske logike, pored logickih simbola, sadrzi sa-
mo binarni relacijski simbol = i unarne relacijske simbole, problemi valjanosti i
zadovoljivosti recenica u normalnim modelima su odlucivi.

Dokaz. Pokazuje se da je reCenica razmatrane logike koja ima k unarnih predi-
katskih simbola i » promenljivih zadovoljiva ako i samo ako je zadovoljiva pri nekoj
domenom koje se razlikuju u znacenju koje daju simbolima koji se javljaju u nekoj
konkretnoj formuli je konacan, pa je problem zadovoljivosti odluciv, a time i njegov
komplement, problem valjanosti. ]

Posledice teoreme 5.9.4 su odlucivost ciste jednakosne logike i unarne logike,
jer:
e kada recenica od nelogickih simbola sadrzi samo =, tj. & = 0 u formulaciji

teoreme 5.9.4, recenica je zadovoljiva ako i samo ako je zadovoljiva u modelu
¢iji domen ima r elemenata, gde je r broj promenljivih u recenici,

e recCenica koja od nelogickih simbola sadrzi samo k unarnih relacijskih simbola
je zadovoljiva ako i samo ako je zadovoljiva u modelu ¢ji domen ima 2
elemenata, jer se pokazuje da je takva recenica ekvivalentna recenici na istom
jeziku sa samo jednom promenljivom, pa je r = 1 u formulaciji teoreme 5.9.4.

U teoremi 5.10.9 je dat drugaciji dokaz potpunosti za unarnu predikatsku logiku.
Pored upravo spomenutih problema, pokazano je da za predikatsku logiku vazi i:

e problem valjanosti recenica oblika (V1) ... (Va,,)A(x1,. .., Zmn) u kojima ne-
ma kvantifikatora u A je odluciv jer je ovakva formula valjana ako i samo ako
vazi u svim modelima ¢iji domeni sadrze m elemenata,

e problem valjanosti recenica oblika (3x1) ... (3z,n)A(x1,. .., 2Zm) u kojima ne-
ma kvantifikatora u A je odluciv jer je ovakva formula valjana ako i samo ako
vazi u svim modelima ¢iji domeni sadrze 1 element,

e problem valjanosti re¢enica oblika (V1) ... (V&) (Ty1) . .. Gyn) A(z1, - . ., Ty
yl ...,y,) ukojima nema kvantifikatora u A je odluéiv jer je ovakva formula
valjana ako i samo ako vazi u svim modelima ¢iji domeni sadrze najvise m
elemenata,

e problem zadovoljivosti recenica koje u preneks formi imaju prefiks oblika
(Fy1) - .. Fym) (Vx1)(Vz2)(321) - . . (321) 1 problem valjanosti recenica koje u
preneks formi imaju prefiks oblika (Vy1) ... (Vym ) (Fz1) (Bx2)(V21) . .. (V2i) su
odlucivi itd.
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5.10 Erbranova teorema

Ako je za interpretaciju I = ((Dom, Rel, Fun),), Dom = {cp,c1, ...}, mogla bi
se tacnost formule oblika (Vz)B(z) pri interpretaciji I svesti na tacnost u Dom
formula oblika t(B)(c;). Preciznije, formula (Va)B(z) bi bila tatna ako i samo
ako je taéna jedna konjunkcija oblika 1(B)(co) A Y(B)(c1) A ... Ap(B)(cn) A ...
Sliéno, formula (3z)B(z) bi bila taéna ako i samo ako je tacna jedna disjunkcija
oblika ¢(B)(co) V (B)(c1) V ...V (B)(¢,) V ... Zato se kaze da je univerzalno
kvantifikovana formula uopstenje konjunkcije, dok je egzistencijalno kvantifikovana
formula uopstenje disjunkcije. Istinitosna tablica za formulu (Va)P(x), shvadenu
kao beskonacna konjunkcija, bi u opstem slucaju za interpretaciju sa beskona¢nim
domenom sadrzala red beskona¢ne duzine. Kako ni broj razlicitih interpretacija
neke predikatske formule nije konacan, za veéinu predikatskih formula istinitosne
tablice bi morale sadrzati beskona¢no mnogo redova. Zbog toga tablicna metoda
nije u opStem slucaju primenljiva za predikatske formule, a situacija je jos gora
kada se uzme u obzir da domeni mogu biti i neprebrojivi skupovi. Na prvi pogled
moze izgledati da je ovo razmatranje nebitno u okviru racunarske realizacije, gde
su svi domeni sigurno kona¢ni. Medutim, ne treba zaboraviti da su skupovi koji se
implementiraju na ra¢unarima (kao skup realnih brojeva, recimo) tek aproksimacije
Cesto beskonac¢nih skupova sa kojima se barata u matematici i da se istinitosni
pojmovi definisu koristeéi upravo takve idealizovane skupove. Recimo, postoje
formule koje nikada nisu ta¢ne na konacnim domenima, ali jesu ta¢ne na nekim
beskona¢nim domenima. Zato u razmatranjima moramo koristiti i skupove koji
nisu konacni.

Primer 5.10.1 Posmatrajmo formulu (Vz)(P(x, f(x)) A—=P(z,z)) A (Vz)(Vy)(Vz)
((P(z,y)A\ P(y,z)) — P(z,2)). Ona je zadovoljena pri interpretaciji ¢iji je domen
skup pozitivnih celih brojeva, gde se funkcijski simbol f tumaci kao naslednik,
a relacijski simbol P kao manje. U proizvoljnoj interpretaciji I koja je model
za formulu, interpretacija relacijskog simbola P mora biti tranzitivna irefleksivna
relacija. Zato interpretacija funkcijskog simbola f mora biti unarna funkcija koja
uvek daje nove elemente domene, jer bi se u suprotnom napravio ciklus i za neki
element domena dobilo da je u relaciji sa samim sobom. Dakle, ova formula nije
zadovoljiva ni pri jednoj interpretaciji koja ima kona¢an domen. |

Jasno je da je predikatska logika izrazajnija od iskazne i da se kvantifikatori ne
mogu izraziti kona¢nim iskaznim sredstvima. Interpretacija za neku formulu ima
beskona¢no mnogo sa medusobno razli¢itim domenima. Postavlja se pitanje kako
utvrditi da li je neka formula zadovoljiva. U odeljku 5.9 je pokazano da taj prob-
lem nije odluc¢iv. Medutim, u nastavku teksta ¢emo pokazati da se zadovoljivost
svake predikatske formule ipak moze svesti na zadovoljivost iskaznih formula kojih,
doduse, moze biti i beskona¢no puno. Pri tome bi¢e opisan sistematski postupak
za nalazenje eventualnih modela za predikatsku formulu.

Definicija 5.10.2 Neka su A recenica u Skolemovoj standardnoj formi i C'y skup
konstanti koje se javljaju u A. Ako je C4 = (), skupu C4 dodajemo konstantu .
Erbranov univerzum D(A) sadrzi

1. sve konstante iz C4 i
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2. ako je f funkcijski simbol koji se pojavljuje u formuli A ¢ija je arnost n i
ti,...,tn € D(A), tada je i f(t1,...,tn) € D(A).

Za recenicu A = (Vxq)...(Va,)A*(z1,...,2,) u Skolemovoj standardnoj formi
Erbranova ekspanzija je E(A) = {A*(t1/x1,. .., tn/xn) i t1,...,t, € D(A)}.

Primer 5.10.3 Ako je formula A = (Va)(P(z,c) — Q(z)), onda je D(A) = {c}
kona¢an. Ako je formula B = (Vx)(P(z, f(x),c) — Q(g(z,z))), onda je D(B) =
{e, f(c),g(c,0), F(f(), Flg(e,€)), g(e, f(e), g(f(e), | (C))~ -} beskonacan. Ako je
formula B = (Vz)(P(z, f(z),z) — Q(g(x,z))), u kojoj nema konstanti onda je
D(B) = {\, F(N), g\ A F(EN). (g A). 9 (h FO), 9N, FN). ... u
Primer 5.10.4 Za formulu A = (Vz)(P(x,¢) — Q(z)) Erbranova ekspanzija je
E(A) = {P(¢c;c) = Q(¢)}. Za formulu B = (Va)(P(z, f(2),c) — Q(g(z,z))) Er-
branova ckspanzija je B(B) = {(P(c, f(c),¢) — Q(g(c.e)). (P(f(e). F(£(c)).c) —
Qy(f(c), £(e)))): (P(g(e;c), flg(c, 0))¢) — Qg(g(e, ¢), 9(c, 0)))), - - u

Definicija 5.10.5 Za recenicu A u Skolemovoj standardnoj formi Erbranova in-
terpretacija je bilo koja interpretacija I = ((Dom,...), 1) koja zadovoljava:

e Dom=D(A)1i

e za svaki funkcijski simbol f arnosti n koji se pojavljuje u formuli A i terme
t1,...tn € D(A), za proizvoljnu valuaciju v je I(f(t1,...tn))e = f(t1,...tn).

Dakle, za Erbranove interpretacije jedino ne preciziramo znacenje relacijskih
simbola, dok se znacenje funkcijskih simbola opisuje sintaksno tako da je vrednost
terma bez promenljivih on sam, sli¢cno kao sto se radi u dokazu teoreme 5.7.3 o
potpunosti predikatskog ra¢una prvog reda. Sledece teoreme dovode u vezu zado-
voljivost formule, Erbranov univerzum, Erbranovu ekspanziju i Ebranovu inter-
pretaciju.

Teorema 5.10.6 Recenica A u Skolemovoj standardnoj formi je zadovoljiva ako
i samo ako je zadovoljiva pri nekoj Erbranovoj interpetaciji 1.

Dokaz. (=) Ako je za neku Erbranovu interpetaciju I, I | A, formula A je
zadovoljiva.

(<) Neka je I = (Domy, ¥) proizvolja interpretacija takva da je I = A. Defin-
isa¢emo Erbranovu interpretaciju Iy = (D(A),¥4) koja ¢e zadovoljavati formulu
A. Najpre, ako formula A ne sadrzi simbole konstanti, za specijalnu konstantu
¢emo proizvoljno definisati 14 (\) € Domy. Zatim éemo definisati interpretacije
relacijskih simbola tako da je

(t1,...tn) € Ya(P) ako i samo ako (I(t1),...1(t,)) € ¥r(P)

za sve terme bez promenljivih ¢1, ..., ¢, € D(A) i relacijske simbole P koji se
javljaju u formuli A. Dalje ¢emo indukcijom po broju univerzalnih kvantifikatora
pokazati da za svaku zatvorenu formulu B u preneks formi koja je sastavljena od
istih funkeijskih i relacijskih simbola kao i formula A vazi ako I = B, onda I4 = B.
Ako je n = 0, formula B nema univerzalnih kvantifikatora, pa ni promenljivih,
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odakle po definiciji interpretacije I4 sledi tvrdenje. Neka tvrdenje vazi za svaki
n < k. Neka je B = (Va)C i C ima k — 1 univerzalni kvantifikator, ali se x javlja
slobodno u C. Kako I = (Vz)C, to znaci da za svaku valuaciju v, I(C), = T, pa
i za svaku valuaciju v’ takvu da je v'(z) = I(t) za svaki term ¢ € D(A). Odatle,
I4(C)w = T za svaku valuaciju w sa kodomenom D(A), paje I4 = (Vz)C, odnosno
I, E B.

Konaéno, posto je i A formula opisnog oblika, vazi I, | A. |

Teorema 5.10.7 Recenica A u Skolemovoj standardnoj formi je zadovoljiva ako
i samo ako je zadovoljiva Erbranova ekspanzija F(A).

Dokaz. Nekaje A= (Vz1)...(Va,)B, gde je B formula bez kvantifikatora. Dokaz
¢emo sprovesti tako Sto ¢emo pokazati da je A zadovoljivo pri nekoj Erbranovoj
interpretaciji I4 ako i samo ako je E(A) zadovoljivo. Ocigledno je I4 | A ako i
samo ako za bilo koju valuaciju v sa domenom D(A) vazi I4(B), = T ako i samo
ako Io(B(t1/x1,...,tn/xn)) =T zasve t1,...,t, € D(A) ako i samo I4 = E(A).
Na osnovu teoreme 5.10.6 to znaci da je A zadovoljiva ako i samo ako je zadovoljiva
Erbranova ekspanzija F(A). [ |

Primetimo da formule iz F(A) mozemo shvatiti kao iskazne formule posto su
sastavljene samo od atomskih formula bez promenljivih. Odatle je moguce izvesti
najavljenu aproksimaciju recenica skupovima iskaznih formula. Naime, rec¢enicu
prevodimo u Skolemovu standardnu formu koja je zadovoljiva ako i samo ako je
polazna recenica zadovoljiva, a zadovoljivost Skolemove standardne forme se na
osnovu teoreme 5.10.7 svodi na zadovoljivost skupa iskaznih formula. Konacno,
primenom teoreme kompaktnosti za iskaznu logiku dobijamo

Teorema 5.10.8 (Erbranova teorema) Recenica A koja je u Skolemovoj stan-
dardnoj formi nije zadovoljiva ako i samo ako postoji konacan podskup Erbranove
ekspanzije E(A) koji nije zadovoljiv.

Jedna procedura ispitivanja (ne)zadovoljivosti formule izvodi se na sledeéi nacin.
Najpre se formula transformise u Skolemovu standardnu formu, a zatim se deo po
deo konstruise odgovaraju¢a Erbranova ekspanzija. U svakom koraku se ispituje
zadovoljivost dobijene delimi¢ne ekspanzije nekom metodom ispitivanja zadovolji-
vosti skupova iskaznih formula. Ako se u bilo kom koraku dobije da delimi¢na
ekspanzija nije zadovoljiva, onda ni polazna formula nije zadovoljiva. Ako je Er-
branova ekspanzija formule konacna ili ¢e se pokazati da je zadovoljiva ili da nije
zadovoljiva i na osnovu toga ¢emo zakljuciti o (ne)zadovoljivosti polazne formule.
Ako polazna formula nije zadovoljiva, a Erbranova ekspanzija nije kona¢na, pre
ili posle ¢e to biti sluc¢aj i sa nekom delimi¢nom ekspanzijom, pa ako rac¢unar na
kome se radi ima dovoljno memorije, to ce se i efektivno pokazati. Medutim, ako je
formula zadovoljiva, a Erbranova ekspanzija beskona¢na, odgovor nikada neé¢emo
dobiti.

Kako je proizvoljna predikatska formula valjana ako i samo ako je njeno uni-
verzalno zatvorenje valjano, prethodni postupak se moze uopstiti i na proizvoljne
formule.
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Teorema 5.10.9 Odlucivi su problemi valjanosti i zadovoljivosti formula predi-
katske logike u kojoj su jedini nelogicki simboli unarni relacijski simboli i simboli
konstanti.

Dokaz. Odlucivost proizilazi iz ¢injenice da je Erbranov univerzum formule takve
logike konacan, jer se u matrici Skolemove standarne forme ne javljaju funkecijski
simboli. Kako je tada i Erbranova ekspanzija formule konacna, kao i u iskaznoj
logici, problem njene (ne)zadovoljivosti je odluéiv. [ |

5.11 Rezolucija u predikatskoj logici

U Erbranovoj teoremi 5.10.8 je pokazano da se za neku formulu valjanost, odnosno
nezadovljivost, moze utvrditi ispitivanjem nezadovoljivosti skupova iskaznih for-
mula. Primetimo da se pri tom, zbog svodenja na definicionu ili konjunktivnu
normalnu formu, mozemo ograniciti na skupove iskaznih klauza. Prema teoremi o
rezoluciji u iskaznoj logici 3.7.6, skup iskaznih klauza je nezadovoljiv ako i samo
ako se iz njega metodom rezolucije moze izvesti prazna klauza. U takvom jednom
postupku ¢ée se najpre generisati mnoge slicne klauze, a zatim bi se dobili i mnogi
sliéni njihovi potomci, kao u primeru 5.11.1.

Primer 5.11.1 Neka je formula A = (Va)(32)(Vy)((P(z,y) V Q(x)) A =P(z, 2)).
Tada je matrica formule u konjunktivnoj normalnoj formi A* = (P(z,y) vV Q(x)) A
—P(x, f(x)), Erbranov univerzum je D(A) = {A, f(A), f(f(A)),...,}, a Erbra-
nova ekspanzija u obliku skupa klauza E(A) = {{P(\A), QN } {=P(\, f(\)},
[P SO, QY =P, SO APUO, SO, QU . - Tskas
na rezolucija primenjena na klauze {P(f"(A), f*T1(\)),Q(f*(\)} i {=P(f™()\),
fPTEHN)} daje klauzu {Q(f™(N\))}, za svako n. [ ]

U ovom odeljku ¢emo opisati pravilo rezolucije za predikatske formule kojim
se pokusava da se mnoge primene pravila iskazne rezolucije izvedu odjednom. Ko-
risti¢emo definicije literala i klauze iz odeljka 3.7 imajuéi u vidu da atomske formule
viSe nisu iskazna slova.

Umesto da posmatramo Erbranovu ekspanziju iz primera 5.11.1, koristimo samo
matricu shvadenu kao skup klauza A* = {{P(x,y),Q(x)},{-P(z, f(z))}}. Lit-
eral P(x,y) nije negacija literala —P(z, f(x)). Posto su promenljive x i y uni-
verzalno kvantifikovane, podrazumevamo da umesto njih u prvom i drugom liter-
alu mogu stajati A, f(\) itd. Nakon toga neki primerci literala jesu medusobne
negacije. Dakle, potrebno je nekako dovesti u vezu, tj. ujednaciti, formule P(z,y) i
—P(x, f(x)). Takav postupak se naziva unifikacija. Neformalno receno, unifikujuéi
neke formule podrazumeva se da su pojedini primerci formula isti, kao $to se za-
menom promenljivih x i y konstantama A i f()), od literala P(z,y) i =P (z, f(z))
dobijaju primerci P(A, f(A)) 1 =P(\, f(\)) na koje se moze primeniti iskazna re-
zolucija.

5.11.1 Unifikacija

Unifikacija je jedan vid zamene koja je do sada Cesto spominjana. U zamenama,
a time i unifikacijama, se uvek zamenjuje promenljiva nekim termom, Sto se moze
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shvatiti i kao dodeljivanje vrednosti promenljivoj ili, u programerskoj terminologiji,
kao prenos argumenata. Zamena terma koji nije promenljiva nekim termom nije
dozvoljena. Sledeta definicija precizira pojam zamene.

Definicija 5.11.2 Zamena je svaki kona¢an skup oblika 6 = {ti/x1,...,tn/Tn},
gde su za svaki ¢, x; promenljiva i t; term razli¢it od x;, a sve promenljive x; su
medusobno razlic¢ite. Svaki element ¢;/x; ovog skup je komponenta zamene i shvata
se kao da je t; zamena za x;. Primerak literala L pri zameni 6 (u oznaci L) se
dobija jednovremenom zamenom svih z; odgovarajuéim ¢; u literalu L.

Primer 5.11.3 Za zamenu 6 = {a/x} i literal P(z), primerak P@ je P(a). Za
samenu p = {f(2)/z, 2/y} i literal P(z, [(3),a), Pp = P(f(2), (=), a). .

Sliéno primercima literala uvode se primerci klauza, formula, njihovih skupova
itd. U postupku unifikacije javic¢e se potreba za kombinacijom vise zamena, odnosno
da se na objekat nad kojim je primenjena jedna primeni i druga zamena. Recimo,
ako je L literal, a 6 i p zamene, bi¢e u jednom momentu potrebno konstruisati
literal L6, a nesto kasnije i literal (L6)p, Sto se obic¢no pise kao Lép. Kako je 0p
zamena, moguce je i dalje slaganje, recimo sa zamenom A\, kada se dobija fp.

Definicija 5.11.4 Neka su 6 = {t1/x1,ta/x2,...,tn/xn} 1 p = {ui/y1,u2/ya,
.., uk/yr} dve zamene. Njihova kompozicija (u oznaci 0p)l9 je zamena koja se
dobija iz skupa {t1p/x1,...,tnp/Tn,u1/y1,- .., ur/yx} brisanjem svih elemenata
oblika:

o tip/z;, gde je tjp=x; i
o u;/y;, gde je y; iz skupa {x1,29,...,Tpn}.

Kompozicija zamena je asocijativna operacija, a kompozicija zamene sa pra-
znom zamenom je sama ta zamena.

Primer 5.11.5 Neka su 0 = {f(y)/z,z/y} i p = {a/z,b/y,y/z} zamene. Prema

definiciji 5.4.3 iz skupa {f(b)/x,y/y,a/x,b/y,y/z} brise se y/y, posto je zp = y,
kaoia/x ib/y, posto su x i y promenljive zamenjene u zameni 6. Time je dobijena

zamena 0p = {f(b)/z,y/z}. [ ]

Unifikacija je posebna vrsta zamene. Ona ima ulogu da ujednaci neke literale,
klauze, formule ili njihove skupove.

Definicija 5.11.6 Zamena 6 je unifikator skupa literala {Ly, Lo, ..., L, }, ako je
L0 = Ly0 = ... = L,0. Skup literala je unifikabilan ako ima unifikator. Zamena
0 je najopstiji unifikator nekog skupa literala, ako je unifikator tog skupa i za svaki
drugi unifikator p postoji zamena X takva da je p = 6.

Primer 5.11.7 Skup literala {P(a,y), P(x, f(b))} je unifikabilan, posto se ujed-
nacava zamenom 6 = {a/x, f(b)/y} koja je unifikator za taj skup. [ |

10U kompoziciji se najpre primeni zamena 6, pa onda zamena p.
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Da bi se unifikovala dva literala, recimo P(a) i P(x), potrebno je najpre ispitati
da li su jednaki, u kom slu¢aju je unifikacija trivijalna, tj. prazan skup. Medutim,
posto oni nisu jednaki, potrebno je pronaéi prvo mesto na kome se literali razlikuju,
i pokusati razresiti tu razliku. Podizrazi literala, koji po¢inju na tom mestima, ¢ine
skup razlicitosti Raz.

Primer 5.11.8 Neka je W = {P(z, f(y,2)), P(z,a), P(x,g(h(z))}. Prvi simboli
na kojima se literali razlikuju su redom f, a i g u prvom, drugom, odnosno tre¢em
literalu. Zato je skup razli¢itosti skupa W, Raz(W) = {f(y, 2), a, g(h(z))}. [ |

Teorema 5.11.9 (Teorema unifikacije) Svaki skup literala koji ima unifikator
ima i najopstiji unifikator.

Dokaz. Sledeca procedura opisuje postupak koji pronalazi najopstiji unifikator
skupa literala W.

procedure Unifikacija(W)

begin
0 if (neki literali u skupu su negirani, a neki nisu) ili
(nemaju svi literali isti relacijski simbol)
then
Skup W nije unifikabilan.
return
1 k:=0

Wy := skup literala W koji se testira
0y := prazna zamena, tj. prazan skup
2 while (W, nije jednoc¢lan skup) do

begin
3 Razy, je skup razlicitosti skupa Wy
4 if Razy sadrzi promenljivu zy i term ¢ tako da se xx ne javlja u ty
then
5 Pk = {tk/xk}
Op+1 = Orpr,
Wit = Wipr (tj. Wigr := W)
k=k+1
else
6 Skup W nije unifikabilan.
return
end
7 Skup W je unifikabilan i 6 je najopstiji unifikator skupa w
end

Ako je skup unifikabilan, pomoéu opisane procedure ¢e se u kona¢nom broju
koraka odrediti najopstiji unifikator, a ako skup literala nije unifikabilan, dobicée se
odgovor da unifikator ne postoji. Najpre, o¢igledno je da ako je neki literal negiran,
a neki nije, onda skup nije unifikabilan. Sli¢no je i ako literali po¢inju razli¢itim
relacijskim simbolom. Ako se u koraku (4) u skupu razli¢itosti pojave dva razli¢ita
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funkcijska simbola, opet skup nije unifikabilan. Ista je situacija, ako se promenljiva
xk javlja u termu ¢y, jer ¢e svaka zamena proizvesti literale razlicite duzine. Prime-
timo i da korak (4) formalizuje ono $to je veé re¢eno, naime samo se promenljiva
moze zamenjivati, pa ako se u skupu razli¢itosti ne nalazi ni jedna promenljiva,
unifikacija propada. Posto svaki korak (5) smanjuje broj pojava promenljivih, koji
je u polaznom skupu konacan, petlja (2) mora pre ili posle zavrsiti. Ako se al-
goritam zavrsi u koraku (7), jasno je da je skup W unifikabilan i da je neki 6
njegov unifikator, posto je Wéy jednoc¢lan skup. Konac¢no, pokazimo da je dobijeni
unifikator najopstiji. Indukcijom po broju koraka k pokazacemo da za svaki drugi
unigikator o skupa W postoji zamena Ay takva da je Op \p = 0. Za k = 0, 6y je
prazna zamena, pa je \g = o. Neka je k > 0 i indukcijska pretpostavka vazi za
Or—1. Ako je W, = Wéj_1 jednoclan skup, tvrdenje je dokazano, jer ¢e se iz petlje
(2) izaéi. U suprotnom, posto je skup W unifikabilan, mora se nakon ulaska u tu
petlju doéi do koraka (5). Neka su xj i ¢, promenljiva i term kojima se formira
zamena pr = {tx/xr} 1 Op = Op—1{tx/xx}. Zamena A;_; koja komponovana sa
011 daje unifikator ¢ mora unifikovati xj i tx. Ovu zamenu modifikujmo elimin-
isanjem zamene oblika {t/x}, gde je t neki term, a dobijenu zamenu oznacimo sa
k. Sada je Op A, = Ok—1{tx/xr }\k. Posto se x ne zamenjuje u A i ne javlja u t,
Or—1{te/zr} Ak = O Ae{tidn/an} = O 1 Me{tido—1/xk} = Op_1 A1 = 0. |

Primer 5.11.10 Neka je procedura Unifikacija primenjena na skup literala W =
{P(a,z, f(9(y))), P(z, f(2), f(y1))}. Posto Wy = W nije jednoclan skup, pronalazi
se Razp = {a, z} 1 formira zamena py = {a/z}. Tada je 64 = {a/z} i W, =W, =
{P(a,z, f(g(y))), P(a, f(a), f(y1))}. Dalje, W; nije jednoclan, pa se izracunava
Raz = {z, f(a)}, p = {f(a)/z}, 02 = {a/z, f(a)/x} i Wa = Wipr = {P(a, f(a),
flg@)), P(a, f(a), f(y1))}. Kako ni Wa nije jednoélan, izracunavaju se Razz =
{9)s it p2 = {9(W)/ni}, 03 = O2p2 = {a/z, f(a)/z, g(y)/y1} 1 W5 = Waps =
{P(a, f(a), f(g(y)))}. Dakle, polazni skup je unifikabilan i 05 je njegov najopstiji
unifikator. Sliénim razmatranjem ustanovilo bi se da skup {Q(f(a),g(z)), Q(y,v)}
nije unifikabilan. Na pocetku bi bilo Razy = {f(a),y}, $to bi dovelo do zamene

61 = {f(a)/y}, kojom bi se dobilo W7 = {Q(f(a),g(z)),Q(f(a), f(a))}. Ali, sada
Razy = {f(a),g(x)} ne sadrzi promenljivu i polazni skup nije unifikabilan. [ |

Navedeni algoritam unifikacije moze raditi eksponencijalno dugo u odnosu na
duzinu ulaza, ali postoje i efikasnije implementacije. Provera da li se promenljiva
7, javlja u termu t; u koraku (4) algoritma unifikacije se naziva provera pojave'l.
U nekim implementacijama, recimo u programskom jeziku Prolog, zbog efikasnosti

se ne vrsi provera pojave, Sto u opStem slucaju nije korektno.

Primer 5.11.11 Razmotrimo primenu algoritma unifikacije u kome se ne vrsi pro-
vera pojave za literale P(z) i P(f(x)). Najpre ¢e skup Raz sadrzati = i f i doéi
¢e do zamene {f(x)/x} koja ée proizvesti literale P(f(z)) i P(f(f(z))). Dalje se
postupak ponavlja i ulazi u beskona¢nu petlju. ]

5.11.2 Pravilo rezolucije za predikatsku logiku

U iskaznoj logici pravilo rezolucije se primenjivalo na dve klauze, u kojima su se
pronalazili komplementarni literali, nakon ¢ega su se klauze spajale, a iz unije su se

HQccurrence check.
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uklanjali komplementarni literali. U predikatskom slu¢aju, postupkom unifikacije
omoguceno je ujednacavanje komplementarnih literala, nakon ¢ega se iskazni pos-
tupak skoro istovetno sprovodi. Medutim, u opStem sluc¢aju izbor literala ¢ija se
unifikacija pokusava nije jednoznacan, pa dve klauze mogu imati viSe rezolventi.

Definicija 5.11.12 Ako dva ili viSe literala iz klauze C imaju najop§tiji unifikator
0, klauza C0 je faktor klauze C. Ako je C6 jedinstven literal, re¢ je o jedini¢nom
faktoru.

Primer 5.11.13 Zamenom 6 = {f(y)/x} unifikuju se literali P(x) i P(f(y)), pa
je {P(f (), ~Q(f(y))} faktor klauze {P(z), P(f(y)), ~Q(x)}. u

Definicija 5.11.14 (Binarna rezolucija) Neka su C; i Cy dve klauze koje ne-
maju zajednicke promenljive, L literal iz C; i Lo literal iz Cy. Ako Ly i Lo imaju
najopstiji zajednicki unifikator €, binarna rezolventa klauza Cy i Cs po literalima
L1 i Lo je klauza

RGS(Cl, CQ, Ll, LQ) = (Clg — {ng}) U (029 — {ng})

dobijena tako §to je najpre iz C10 izbrisan L10, zatim Lo6 iz Co6, nakon éega su
preostali literali povezani disjunkcijom.

Razmotrimo ovde zahtev u definiciji 5.11.14 da klauze C; i Co nemaju za-
jednicke promenljive. To nije problem posto su skupovi klauza konjunkcije klauza,
a promenljive u klauzama univerzalno kvantifikovane. Kako kvantifikator V prelazi
preko znaka A i vazi da je preimenovanje vezanih promenljivih valjana formula,
lako se dolazi do klauza koje nemaju zajednicke promenljive.

Primer 5.11.15 Neka su C; = {P(z),Q(x)} i Cy = {=P(a), R(x)} klauze. Posto
se x javlja u obe klauzule, vrsi se preimenovanje promenljive x u drugoj klauzi u y,
tako da ée biti Cy = {—P(a), R(y)}. Kako P(z) i P(a) imaju najopstiji unifikator
{a/x}, klauza {Q(a), R(y)} je binarna rezolventa klauza Cy i Cs. [ ]

Sledeca definicija pokriva sve slucajeve u kojima dve klauze imaju vise rezol-
venti.

Definicija 5.11.16 Rezolventa klauza C7 i Cy je jedna od binarnih rezolventi:

e binarna rezolventa od C; i Cs,

e binarna rezolventa od C; i nekog faktora od Cs,

e binarna rezolventa od Cs i nekog faktora od C i

e binarna rezolventa nekog faktora od C; i nekog faktora od Cj.

Vratimo se na pocetnu ideju da se rezolucijom predikatskih formula u kojima se
javljaju promenljive odjednom simulira viSe primena pravila rezolucije na klauze
iz Erbranove ekspanzije. Sledeée tvrdenje koje se naziva lema podizanja'? iskazuje
da smo to i postigli. Na dalje ¢emo podrazumevati da primerci klauza ne sadrze

promenljive i da se dobijaju sistematskom zamenenom promenljivih elementima
odgovarajuc¢eg Erbranovog univerzuma.

121ifting lemma.
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Teorema 5.11.17 Neka su C7 i Cy dve klauze i neka su C] i C% dva njihova
primerka koje se mogu rezolvirati u smislu pravila iskazne rezolucije. Tada postoji
klauza R, rezolventa klauza C; i Co u smislu definicije 5.11.16, takva da je neki
njen primerka jednak rezolventi Res(C7,C%) klauza Cf i CY.

Dokaz. Pretpostavimo bez gubitka opstosti da klauze C; i Cy nemaju zajednickih
promenljivih i da je zamena o takva da C] = Cyo i C) = Ceo. Dalje, neka je L
literal bez promenljivih takav da je R’ = Res(C},C%,L,—L). Literal L se dobija
od jednog ili vise literala iz klauze C7 na koje je primenjena zamena o, tj. vazi
Li, ..., L € C1iLic = ... = L0 = L. Slitno je za —L i klauzu Cs, tj.
Ly, ..., L} € Cyi Lo = ... = Lo = —L. Odatle se i klauze C; i Cy mogu
rezolvirati u smislu definicije 5.11.16. Neka je 8 najopstiji unifikator skupa literala
W = {Li,...,L7 —L}, ...,—L3} koji prema teoremi unifikacije 5.11.9 postoji.
Tada je R binarna rezolventa

((Cl \ {LL ) LT}) U (02 \ {ﬁL; ) ﬁL72L}))9

Posto je 6 najopstiji unifikator, a i o je unifikator skupa literala W, postoji zamena
A takva da je O\ = 0. Zato je

R = (CI\{L}) U(Cy\ {~L}) = (Cro \ {L}) U (Ca0 \ {~L})
= ((C\A{LD U (C2\ {~L}))e = (CL\{L}) U (C2 \ {~L}))or = Rx

Naredna teorema je osnovna teorema o rezoluciji u predikatskoj logici i pred-
stavlja pandan teoreme 3.7.6.

Teorema 5.11.18 Neka je A recenica u Skolemovoj standardnoj formi takva da je
njena matrica A* u konjunktivnoj normalnoj formi. Neka je Cla(A*) skup klauza
iz A*. Formula A je nezadovoljiva ako i samo ako je ) € Res*(Cla(A*)).

Dokaz. (<) Kao i u iskaznom sluc¢aju vazi da, ako je R rezolventa dve klauze C
i Cy, onda je skup klauza {C,Cy} zadovoljiv ako i samo ako je zadovoljiv skup
klauza {C1,Cq, R}. Odatle, ako je ) € Res*(Cla(A*)), skup Res*(Cla(A*)) je
nezadovoljiv, pa je nezadovoljiv i skup A*, a time i formula A.

(=) Ako je formula A nezadovoljiva, onda postoji konacno izvodenje C7, C5,
..., C!, = () za praznu klauzu iskaznom rezolucijom u nekom kona¢nom podskupu
Erbranove ekspanzije formule. Svaka klauza C! u tom izvodenju je bilo primerak
neke klauze C' € Cla(A*) ili rezolventa nekih prethodnih klauza. Konstruisac¢emo
novi dokaz rezolucijom klauza iz Cla(A*) koje sadrze promenljive i koje takode
dovodi do prazne klauze. Ako je klauza C primerak klauze C' € Cla(A*), ko-
ristié¢emo upravo tu klauzu, tj. C; = C. Ako je CJ rezolventa nekih prethod-
nih klauza posmatra¢emo, po teoremi 5.11.17, klauzu C; koja je rezolventa nekih
prethodnih klauza iz novog dokaza ¢ija je C! primerak. Kona¢no, posto je prazna
klauza dobijena u starom izvodenju jedino sopstveni primerak, ona se dobija i u
novom dokazu. Dakle, ) € Res*(Cla(A*)). [ ]

Procedurom PredikatskaRezolucija se za proizvoljnu formulu ispituje da li je
valjana, odnosno zadovoljiva, ako se formula na pocetku ne negira.
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procedure PredikatskaRezolucija
begin
1 Prevesti negaciju formule u Skolemovu standardnu formu u kojoj je
matrica u konjuktivnoj normalnoj formi
DiANDyA...NADy,.
F = {Dl,DQ,. . ,Dn}
2 Reso(F) := F; Res1(F) := R(Reso(F));i:=1
3 while ((Res;(F) # Res;_1(F)) and () ¢ Res;(F)) do
begin
4 1:=1+1
Res;(F') := R(Res;—1(F))
end
5 if (0 € Res;(F))
then Formula je valjana
else Formula nije valjana
end

Sustinska novost u odnosu na ranije opisanu proceduru IskaznaRezolucija je
da ovde petlja (3) ne mora biti kona¢na, Sto je samo posledica neodlucivosti
predikatske logike.

Primer 5.11.19 Kada se formula ((Vz)(P(z) — Q(x)) A P(c)) — Q(c) iz primera
5.1.1 negira i prevede u Skolemovu standardnu formu, pri ¢emu je matrica forme
u konjunktivnoj normalnoj formi, dobija se formula (Vz)((=P(z) vV Q(z)) A P(c) A
=Q(c)). Njoj odgovarajuéi skup klauza je F = {{-P(z),Q(z)},{P(c)},{-Q(c)}.
Unifikujuéi x sa ¢, pronalaze se komplementarni literali =P (z) i P(c), pa je re-
zolventa ove dve klauze {Q(c)}. Ova klauza se rezolvira sa tre¢om klauzom iz
F ¢ime se dobija prazna klauza. Odatle je polazna formula valjana. Analognom
transformacijom od formule (Vz)(3y)(Q(z) — Q(y)) — —(32)Q(z) se dobija skup
klauza {{-Q(z),Q(f(z))},{Q(a)}} u kome se petlja (3) vrti neograni¢eno. Rec-
imo, unifikujuéu z sa a, pronalaze se u klauzama komplementarni literali -Q(z) i
Q(a), pa se rezolucijom dobija klauza {Q(f(a))}. Dalje se unifikuju « i f(a), $to
dovodi do klauze {Q(f(f(a)))} itd. [ |

Primena rezolucije

Rezolucija se primenjuje u sistemima koji se ponasaju inteligentno, recimo odgo-
varaju na pitanja, reSavaju probleme dajuci uputstvo kako nesto treba uraditi i sl.
Uobicajen je postupak da se u takvim situacijama stanje stvari u oblasti na koju se
pitanje odnosi opiSe bazom znanja, tj. skupom klauza S. Zatim se i pitanje opise
klauzom C'. Pozivajuéi se na ranija tvrdenja, klauza C' proizilazi iz skupa klauza
S, ako se iz skupa S U {=C?} izvodi prazna klauza. Samo izvodenje koje se shvata
kao resavanje problema se prepusta programu.

Razmotrimo situaciju u kojoj se postavlja pitanja oblika: da li je nesto, ili nije,
postoji li neko sa tom osobinom, ili ko je osoba sa takvom osobinom i sl. U ovom
sluc¢aju pitanje se moze zapisati formulom (3x)P(z) i tumagciti po potrebi, i ako
formula jeste posledica baze znanja, ono sa ¢ime se unifikuje promenljiva x ¢e biti
odredenje objekta za koji je odgovor potvrdan.
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Primer 5.11.20 Neka se na osnovu recenica ”"Ko moze da ¢ita, taj je pismen”,
”Delfini nisu pismeni” i " Delfin Joca je inteligentan” kojima odgovaraju predikatske
formule:

Ay (Vz)(Cita(x) — Pismen(z)),
Ay (Vz)(Delfin(z) — —Pismen(x)) i
As Delfin(Joca) A Inteligentan(Joca)

postavi pitanje da li "Postoji neko ko je inteligentan i ne ume da ¢ita”, kome
odgovara predikatska formula:

Ay (3z)(Inteligentan(z) A =Cita(x)).

Iz skupa {{-Cita(z), Pismen(z)}, {~Delfin(z), ~Pismen(x)}, {Delfin(Joca)}, {In-
teligentan(.Joca)}, {—Inteligentan(z), Cita(z)}} koji odgovara formuli A3 AAaAA3A
—A, izvodi se prazna klauza, pa je odgovor: ”Da, postoji neko ko je inteligentan i
ne ume da ¢ita”. Zapravo, taj neko je Joca, posto je promenljiva x iz klauze koja
odgovara pitanju upravo unifikovana sa Joca. |

5.11.3 Strategije rezolucije

U proceduri PredikatskaRezolucija, u glavnoj petlji (3), primenjuje se strategija
rada po Sirini, naime sistematski su generisani skupovi Res;(F') rezolviranjem
klauza iz prethodnih skupova. Cesto su mnoge od tih klauza bespotrebne posto
nikako ne uticu na dobijanje (ili nedobijanje) prazne klauze, odnosno na dokaz
formule sa kojom se radi. Broj potencijalnih rezolvenata je cesto toliki da je ovaj
problem nazvan ”kombinatorna eksplozija”. Programi, ili ljudi, koji koristeéi re-
zoluciju reSavaju neki problem su pretrpani nekorisnim klauzama $to bitno uspo-
rava njihov rad, posto je potrebno porediti veliki broj klauza, probati sprovodljivost
unifikacije, primenu pravila rezolucije itd. Zbog toga su za efikasan rad razvijeni
postupci koji uvek, ili bar ¢esto, smanjuju broj klauza sa kojima se radi ¢ime se ceo
postupak ubrzava. Narocito su interesantni postupci koji oc¢uvavaju kompletnost,
tj. oni u kojima se rezultat dobija barem kada i standardnom procedurom. Sledi
prikaz nekoliko postupaka od kojih se neki mogu i medusobno kombinovati. Svi
ovi postupci poboljsavaju performanse sistema koji su na njima zasnovani, ali u
opstem sluc¢aju ne smanjuju esencijalno prisutnu slozenost ispitivanja valjanosti.

Postupak ¢iséenja'® je jedan od principa koji o¢uvavaju kompletnost, a zasniva
se na odbacivanju iz skupa klauza svih klauza koje sadrze bar jedan literal koji se
ne moze unifikovati sa negacijom bilo kog literala bilo koje druge klauze iz skupa
klauza.

Postupkom brisanja** se iz skupa klauza odstranjuju suvisne klauze. Ako su
klauze C7 i C5 u nekom skupu F' i postoji zamena 6 takva da je C16 sadrzano u
Cy, klauza C5 se sme izbaciti iz skupa F. Takode, iz skupa F' se smeju izbaciti sve
klauze koje sadrze komplementarne literale. Moze se pokazati da brisanje klauza
oc¢uvava kompletnost.

13Purity principle.
Deletion strategy.
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U postupku hiperrezolucije skup klauza F se deli na dva skupa F} i Fp. U
skupu F} se nalaze sve klauze ¢iji ni jedan literal nije negiran, a u skupu Fs su sve
ostale klauze iz F'. Sada se prilikom rezolucije zahteva da je jedna od klauza koje
se rezolviraju iz skupa F;. Dokazano je da hiperrezolucija o¢uvava kompletnost.
Ova vrsta hiperrezolucije se naziva pozitivna. Potpuno simetri¢an je postupak u
slucaju negativne hiperrezolucije, tj. kada se u skup Fj izdvoje sve klauze koje
imaju samo negirane literale. Hiperrezolucija oc¢uvava kompletnost.

Postupak zasnovan na potpornom skupu je uopstenje hiperrezolucije. Neke kla-
uze se izdvoje u skup Fi, a sve ostale u skup F5 i zahteva se da je pri rezoluciji bar
jedna klauza iz F, takozvanog potpornog skupa. Ako je pri toj podeli ispunjeno da
je skup F zadovoljiv, i ovaj postupak ocuvava kompletnost. Cesto se podrazumeva
da pretpostavke nekog problema nisu kontradiktorne, pa se smestaju u skup Fb,
dok skup Fi sadrzi klauze koje odgovaraju upitu.

U postupku linearne rezolucije skup F; na pocetku sadrzi samo jednu klauzu,
recimo klauzu koja odgovara pitanju, a sve ostale klauze su u skupu F5. Tokom
rezolucije nove klauze se smestaju u Fi, a insistira se da je u svakoj rezoluciji bar
jedna klauza iz tog skupa. Dokazano je da linearna rezolucija ocuvava kompletnost.

U programskom jeziku Prolog se koristi SLD'® postupak koji ne ocuvava kom-
pletnost.

5.12 Metoda analitickih tabloa u predikatskoj
logici

Za predikatsku logiku prvog reda potrebno je prosiriti metodu analitickih tabloa
tako da se razmatraju i formule koje uklju¢uju kvantifikatore. Najpre se ujednaca-
vajuéa notacija proSiruje sa dve nove vrste formula: 7 i d-formulama i njihovim
komponentama koje su prikazane u tabeli 5.2, gde je a simbol konstante. y-formula
je tacna pri nekoj interpretaciji ako i samo ako je v(a) tacno za svaku konstantu a.
o-formula je ta¢na pri nekoj interpretaciji ako i samo ako postoji element domena
interpretacije kojim se interpretira konstanta a i vazi da je formula d(a) tacna.

| v | () | | 0 | (a) |
T (Vx)A(z) | T A(a/x) F (Vx)A(z) | F A(a/x)
F (3x)A(z) | F A(a/z) T (z)A(z) | T A(a/x)

Tabela 5.2. v i § formule.

Pri nekim konstrukcijama tabloa za predikatske formule prvog reda biée potreb-
no obezbediti da se pravila primene na sve ¢vorove. Jedan takav slucaj je opisan
u primeru 5.12.2. Primetimo da se u iskaznom sluc¢aju ovakva situacija nije mogla
pojaviti posto su iskazni tabloi uvek konac¢ni. Zbog ovoga se, pored opisa prav-
ila konstrukcije za nove vrste formula, mora opisati i postupak koji ¢e garanto-
vati obradu svakog ¢vora. Cvorove na koje je primenjeno pravilo konstrukcije

15T inear resolution of definite clauses with an election function.
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~ 0

| |
gl (|a) 6(a)

Y

a je bilo koji simbol konstante a je novi simbol konstante
Slika 5.1. v i § pravilo.

nazvacemo zavrsenim. Nova pravila konstrukcije koja odgovaraju « i § formulama
su:

~v-pravilo: ako je neka v formula na grani i ako je a bilo koji simbol konstante
takav da se (a) ne nalazi na toj grani, tada se grana produzava formulama
v(a) i+, a polazni évor se proglasava zavrsenim i

d-pravilo: ako je neka ¢ formula na grani i simbol konstante a se nije do tog
trenutka pojavio u tablou, tada se grana produzava formulom d(a), a polazni
¢vor se proglasava zavrSenim.

Nova pravila za konstrukciju tabloa se Sematski prikazuju kao na slici 5.1.

Sistematski tablo se konstruiSe tako §to se pravila konstrukcije uvek primenjuju
na nezavrseni ¢vor koji je najblizi korenu tabloa i time obezbeduje da ¢ée svi ¢vorovi
tabloa biti obradeni. Prihvatljiv je i bilo koji drugi postupak koji to isto garantuje.
Sistematska konstrukcija tabloa i jedna kraca varijanta su ilustrovane u primeru
5.12.1.

Primer 5.12.1 Slika 5.2.a prikazuje tablo za formulu (Jy)((3z)P(x) — P(y)).
Najpre se primenom ~-pravila kreiraju ¢vorovi (2) i (3) i uvodi konstanta a posto
nema ni jedne konstante koja bi se iskoristila u pravilu. Cvor (1) je zavrSen, §to
viSe netemo ponavljati za ¢vorove na koje je primenjeno neko pravilo. Zatim se
a-pravilom primenjenim na ¢vor (2) uvode dva nova évora (4) i (5). Ponovna
primena «y-pravila na ¢vor (3) uvodi ¢vorove (6) i (7) novu konstantu b. Pravilom
§ primenjenim na évor (4) dobija se ¢vor (8) i uvodi nova konstanta c. Cvor (5)
sadrzi atomsku formulu, pa se dalje a-pravilo primenjuje na ¢vor (6) i dobijaju se
¢vorovi (9) i (10). Primena pravila v na ¢évor (7) pri ¢emu se koristi konstanta c
daje évorove (11) i (12). Cvor (8) sadrzi atomsku formulu. Pravilom § primenjenim
na évor (9) dobija se évor (13) i uvodi nova konstanta d. Cvor (10) sadrzi atomsku
formulu. Pravilom « iz ¢vora (11) se dobijaju ¢vorovi (14) i (15). Konac¢no, posto
¢vorovi (8) i (15) sadrze formulu 7" P(c), odnosno njen konjungat, jedina grana
tabloa se zatvara.

Na slici 5.2.b prikazana je jedna kraca konstrukcija tabloa za istu formulu takva
da se u primeni y-pravila ne kopira v formula na kraj grane, ve¢ se pamti na koje
konstante treba da se primeni. Konstrukcija zapocinje kao i malopre ~-pravilom,
kreiranjem ¢vora (2) i uvodenjem konstante a, ali se pri tome ne kopira polazna
~-formula iz évora (1). Na ¢évor (2) se zatim primeni pravilo « i dobijaju évorovi
(3) i (4). Primena d-pravila na ¢vor (3) uvodi novu konstantu b i évor (5). Cvor
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(1) F 3y (E2)P(z) — P(y)) (1) F 3y (EFx)P(z) — P(y))
(2) F (3z)P(z) — P(a) (2) F (32)P(z) — P(a)
(3)  F (Iy)((EFx)P(z) — P(y)) (3) T (3z)P(x)
(4) T (3z)P(x) (4) F P(a)
(5) F P(a) (5) T P(b)
(6) F (3z)P(x) — P(b) (6) F (3z)P(x) — P(b)
(1) F (3y)(EF2)P(z) — P(y)) (7) T (3z)P(z)
(8) T P(c) (8) F P(b)
(9) T (3z)P(x) (8) X
(10) F P(b)
(11) F (3z)P(z) — P(c)
(12)  F (3y)((3z)P(z) — P(y))
(13) T P(d)
(14) T (3x)P(x)
(15) F P(c)
(16) X
a) b)

Slika 5.2. Tablo dokaz za formulu (3y)((3z)P(z) — P(y)).

(4) sadrzi atomsku formulu. Primena ~-pravila na évor (1) i konstantu b daje ¢vor
(6). Cvor (5) sadrzi atomsku formulu. Primenom pravila a na évor (6) dobijamo
¢vorove (7) i (8) nakon ¢ega je jedina grana tabloa zatvorena zbog ¢vorova (5) i
(8). Ovako konstruisani tablo je o¢igledno kraéi i sadrzi manje konstanti od prvog
tabloa. |

Medutim ni skracenje opisano u primeru 5.12.1.b, a ni bilo koje drugo, ne
pomaze u sluc¢aju svih formula, tj. za neke predikatske formule ¢e u tablou uvek
postojati beskona¢ne grane, §to je posledica neodlucivosti problema valjanosti u
predikatskoj logici prvog reda. U primeru 5.12.2 je prikazan jedan takav slucaj.

Primer 5.12.2 Deo tabloa za formulu (3z)(Vy)P(x,y) je prikazan na slici 5.3.
Najpre se pravilo v primeni na ¢vor (1) pri ¢emu se dobija ¢vor (2) i uvodi konstanta
a. Time zapocinje ciklus u kome se d-pravilom uvodi nova konstanta, za koju se
ponovo primeni y-pravilo na ¢vor (1). Tako se dobijaju ¢vorovi (3) i (4) i konstanta
b, pa (5) i (6) i konstanta c itd. Lako je videti da se grana tabloa nakon bilo kog
kona¢nog broja koraka neée zatvoriti, ali ni zavrsiti. ]

Pod zavrsenim sistematskim tabloom se podrazumeva sistematski tablo koji je
ili beskonacan ili je kona¢an a primenom pravila za konstrukciju se ne moze pojaviti
ni jedna nova formula. Sada se mogu, kao i u iskaznom slucaju, formulisati teoreme
korektnosti i kompletnosti. Dokaz teoreme o korektnosti 5.12.3 je analogan dokazu
odgovarajuce iskazne teoreme 3.8.5, pa ga ovde ne navodimo. U dokazu teoreme
kompletnosti 5.12.4 samo ¢emo ista¢i novine u odnosu na dokaz teoreme 3.8.7.

Teorema 5.12.3 (Korektnost) Ako formula A ima tablo dokaz, ona je valjana.
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(1) F (3z)(Vy)P(z,y)
(2)  F (Yy)P(a,y)
(3) F P(a,b)

(4) F (Vy)P(b,y)
(5) F P(b,c)

(6)  F(Vy)P(c,y)

Slika 5.3. Tablo za formulu (3y)(Vy)P(z,y).

Teorema 5.12.4 (Kompletnost) Ako je formula A valjana, zavrseni sistematski
tablo za A mora biti zatvoren posle kona¢no mnogo koraka.

Dokaz. Najpre, slicno dokazu teoreme 3.8.6, uocimo da svaka zavrSena grana 6
sistematskog tabloa koja nije zatvorena moze posluziti za definisanje interpretacije
koja ¢e zadovoljavati sve formule sa te grane. Novi su samo slucajevi y i § formula.
Ako je ¢ formula na grani, na grani je bar jedna 6(a) formula. Ako je v formula
na grani, na grani su sve formule y(a) za sve simbole konstanti iz nekog skupa
konstanti. Interpretacija Iy se definiSe na sledeéi nac¢in. Domen predstavljaju sve
konstante, a zadovoljene su sve atomske formule bez promenljivih koje imaju znak
T inalaze se na grani. Dalje se indukcijom pokazuje da su zadovoljene sve formule
sa grane, pa i formula u korenu tabloa. Primetimo da sistemati¢nost garantuje
da samo konac¢ne grane tabloa mogu biti zatvorene, jer se zatvaranje grane vrsi u
nekom fiksiranom koraku konstrukcije u kome je celi tablo konac¢an, nakon ¢ega se
zatvorena grana viSe ne menja. Prema tome, ako je formula valjana, a tablo za
nju ima bilo konac¢nu, bilo beskona¢nu otvorenu granu, rezonujuéi kao i u dokazu
teoreme 3.8.7 izveli bismo kontradikciju da je i formula valjana i njena negacija
zadovoljiva, odakle sledi tvrdenje. |

U slucaju da je tablo zavrsen, a neka grana nije zatvorena, na osnovu teoreme
kompletnosti 5.12.4, moguce je konstruisati kontramodel definisSuéi interpretaciju
koja zadovoljava sve atomske formule bez promenljivih sa prefiksom 7.

Primer 5.12.5 Razmotrimo formulu (3z)(Vy)P(z,y) ¢iji tablo je opisan u pri-
meru 5.12.2. Citajuéi atomske formule sa grana dolazimo do interpretacije u ko-
joj je domen prebrojivo beskonacan skup {a,b,c,...} i za koju vazi I = P(a,b),
I~ P(b,c), ...za koji o¢igledno nije I = (3z)(Vy)P(x,y). Primetimo da se anali-
zom ponekad kontramodel moze skratiti, na primer jedan kontramodel posmatrane
formule ima dvoc¢lani domen {a, b} u kome je I = P(a,b), I = P(b,a). [ ]

5.13 Logicko programiranje

Istrazivanja vezana za obradu prirodnih jezika i automatsko dokazivanje teorema
dovela su do stvaranja oblasti koja je nazvana logicko programiranje. Neposredno
po nastanku rezolucije njena efikasna primenljivost je bila bitno ograni¢ena posto
nije bila poznata prirodna strategija kojom bi se izvodenje uéinilo efikasnim. Oko
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1970. godine predlozena je'® jedna takva strategija koja je, medutim, primenljiva
samo na posebnu vrstu klauza, takozvane Hornove klauze. Implementacijom ove
ideje pojavio se programski jezik Prolog!?, 1972. godine.

5.13.1 Elementi logickog programiranja

Logika je pre pojave programskog jezika Prolog upotrebljavana za opisivanje prob-
lema. Medutim, kada je pokazano da skup formula moze imati i proceduralnu
interpretaciju, logika je iskoristena i kao programski jezik.

Osnovna ideja logickog programiranja izrazena je takozvanom jednac¢inom Ko-
valskog:

algoritam = logika + kontrola

pri ¢emu je pod logikom podrazumevan opis problema dat formulama, dok je kon-
trola formalni mehanizam izvodenja, tj. zakljuc¢ivanja, koji ostvaruje sam ra¢unar
(odnosno, odgovarajuéi program). Zadatak programera je da opiSe Sta je problem,
a na racunaru je da odgovori kako da se taj problem resi. Odatle, logic¢ki jezici po
pravili imaju dva posebna dela:

e deo za prihvatanje opisa problema, tj. korisnicki interfejs i
e deo za automatsko izvrsavanje programa, tj. mehanizam izvodenja.

Ocito je da je ideja logickog programiranja bliska vestackoj inteligenciji. Logic¢ko
programiranje omogucava reSavanje problema i pisanje programa u raznim oblas-
tima, ali i sam razvoj jezika logickog programiranja je znacajno polje istrazivanja
u racunarstvu.

Ideja formulisana jednac¢inom Kovalskog nije u potpunosti postignuta, posto
jezici koji pretenduju da su jezici logickog programiranja poseduju i neke nelogicke
elementa, na primer kontrolne komponente. Pa ipak i ti postojeéi jezici donose niz
pogodnosti:

e sintaksa i semantika jezika su relativno jednostavne (logicki jezici nemaju
naredbu goto, naredbe pridruzivanja, naredbe ciklusa i if-then-else nare-
dbe),

e rezonovanje o logickim programima je lakse nego o proceduralnim,

e veliki broj problema se prirodno reSava metodologijom logickog programi-
ranja (ekspertni sistemi, baze podatake, obrada prirodnih jezika itd.),

e postoje znacajne olaksice u paralelizaciji logickih u odnosu na proceduralne
programe,

e razvoj logickih programa je obi¢no znatno brzi nego razvoj proceduralnih
programa itd.

16 Jedan od najzasluznijih za to je Robert Kowalski (Kovalski).
17 Prolog je skradenica nastala iz re¢i programiranje u logici, programming in logic.
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Glavni problem logickog programiranja je efikasnost izrac¢unavanja. Kreatori
jezika logickog programiranja pokusavaju da taj problem reSe na razne nacine, pre
svega koriStenjem nekih elemenata kontrole i paralelizacijom izvrSavanja.

Sintaksa jezika u logickom programiranju je veoma jednostavna. Termini koji se
koriste su ve¢inom vezani za vrste klauza i pretpostavlja se i da su sve promenljive
univerzalno kvantifikovane, tako da se simbol V nigde ne pise.

Definicija 5.13.1 Klauza Kovalskog je formula oblika
Al\/...\/Am<—Bl/\.../\Bn

gde su sve formule A; i B; atomske. Prazna klauza (u oznaci <) je sinonim za
kontradikciju.

Definicija 5.13.2 Definitna klauza je formula oblika
AHBl/\.../\Bn

gde su A i sve formule B; atomske. Za n = 0 definitna klauza ima oblik A « i
naziva se jedini¢na klauza. U definitnoj klauzi atomska formula A je glava klauze,
a formula B A ... A B, telo klauze.

Definicija 5.13.3 Cliljna klauza je formula oblika
— BiA...ANB,
gde su svi B; atomske formule.
Definicija 5.13.4 Hornova kluza je ili definitna ili ciljna klauza.

Definicija 5.13.5 Logicki program je skup Hornovih klauza. Procedura je skup
definitnih klauza ¢ije glave sadrze isti predikatski simbol.

Klauza Kovalskog se moze napisati i u obliku Ay V...VA,,V-B1V...V-B,,
odnosno da su svi B; negativni, a svi A; pozitivni literali. Sli¢no, definitna klauza
se moze pisati u obliku AV =B V...V =B, jedini¢na klauza u obliku A a ciljna
klauza u obliku =B; V...V =By, odnosno kao ~(B1 A ... A B,,).

Po pravilu, definitne klauze predstavljaju bazu znanja, tj. opis problema, a
ciljna klauza upit, odnosno zadatak koji treba resiti. Ako su Cy,Cs,...,Ck sve
definitne klauze jednog logickog programa i ciljna klauza logickog programa

C::<—Bl/\.../\Bn:_\(Bl/\.../\Bn)7

onda je izvrSenje logickog programa pokuSaj izvodenja prazne klauze iz skupa
klauza {C1,Cs,...,Ck,G}. Ukoliko se u tome uspe, formula -G = By A ... A B,
je posledica skupa klauza {C1,Cs, ..., C}. Samo izvodenje se sastoji od primena
pravila rezolucije. Ocigledno, izvrsenje logickog programa je postupak opovrga-
vanja. Ono §to je posebno znacajno je da se prilikom izvodenja prazne klauze
izracunavaju i vrednosti promenljivih koje se pojavljuju u upitu. Time se dobi-
jaju konkretne vrednosti u odgovoru na pitanje za koje vrednosti promenljivih je
formula By A ... A B, posledica baze znanja logickog programa.
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Jezici logickog programiranja se medusobno razlikuju u izboru klauza koje se
rezolviraju. Medutim, po pravilu, jedna od klauza je ili ciljna klauza, ili klauza do-
bijena prethodnim rezolviranjem, $to znaci da se jedna klauza u rezolviranju sastoji
isklju¢ivo od negativnih literala. Prema tome, strategija koja se u logickim jezicima
primenjuje je jedna vrsta linearne negativne hiperrezolucije. Kako definitne klauze
imaju ta¢no jedan pozitivan literal, u logickom programiranju je pojednostavljeno
ispitivanje moguénosti primene pravila rezolucije na dve klauze.

Primetimo da se definitna klauza A < Bj A...A B,, moze ¢itati na dva nacina:

e deklarativno: A je tac¢no, akosu By i Bsi...i B, tacni i

e proceduralno: da bi se dokazao cilj A (izvrsila procedura A, resio problem
A) moraju se dokazati potciljevi (izvrsiti procedure, resiti problemi) By i Bs
i...iB,.

Deklarativno i proceduralno ¢itanje klauza su u osnovi logickog, odnosno kon-
trolnog aspekta algoritma pomenutog u jednacini Kovalskog. Zajednicko za logicko
programiranje i automatsko dokazivanje teorema je da se:

e logicki jezik koristi za opis znanja i
e formalno izvodenje koristi pri nalazenju resenja problema.
Medutim, logicko programiranje se ne svodi na automatske dokazivace, posto:

e logicko programiranje koristi formalni logicki jezik i za definisanje izracunlji-
vih funkcija i

e logicko programiranje koristi proceduru izvodenja koja je vodena ciljem za
izvrsavanje takvih definicija kao programa.

5.13.2 Prolog

Prolog je najvise koriSten programski jezik inspirisan idejom logickog programi-
ranja. Osnovnu celinu jezika ¢ine relacije koje se definiSu procedurama, tj. sku-
povima Hornovih klauza koje u glavi imaju isti predikat. Unifikacija predstavlja
glavni mehanizam za manipulaciju podacima, kojom se vrsi prenos parametara i
selektovanje i konstrukciju objekata. Prolog nije ¢ist logicki jezik jer sadrzi i kon-
trolne elemente, ali ga to ¢ini pogodnim da se prihvati kao programski jezik opste
namene, pogodan za razvoj ekspertnih sistema, relacionih baza podataka itd.

5.14 Za dalje proucavanje

Literatura spomenuta u poglavlju o iskaznoj logici se veéinom odnosi i na predi-
katsku logiku prvog reda, tako da je ne¢emo ponovo navoditi. Opis strukture steka
u okviru predikatske logike prvog reda potice iz [76]. Konstrukcija definicione
forme i poredenja razli¢itih formalnih sistema za predikatsku logiku prvog reda su
detaljno opisani u [26]. Problemi odlucivosti i neodluéivosti velikog broja teorija
razmatraju se u [2]. Kompletan dokaz teoreme 5.9.4 moze se pronadéi u [12]. U
[60] matematickoj logici se pristupa sa stajalista vestacke inteligencije. Takode,
analizirani su elementi logickog programiranja i programskog jezika Prolog.
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Opisne logike

Opisne logike, poznate i kao terminoloske logike, predstavljaju grupu srodnih logika
koje sluze za opisivanje baza znanja. U njima se prvo definisu koncepti domena, a
zatim se oni koriste za specifikaciju osobina objekata i individua koji se pojavljuju u
domenu. Opisne logike su izvedene od mreza sa strukturnim nasledivanjem da bi se
prevazisli nedostaci semantickih mreza i sistema okvira pri opisivanju baza znanja
kao i izvodjenju zakjucaka nad tom bazom. U ovom odeljku opisa¢emo ukratko
osnovne opisne logike i ukazati na logicke osnove zakljuc¢ivanja koje se primenjuje u
semantickom web-u, optimizaciji upita kod objektno orijentisanih baza podataka,
zatim opisu i klasifikaciji multimedijalnih podataka kao i izvodenju zakljucaka u
robotici.

6.1 Definicije osnovnih pojmova opisnih logika

Jezik opisnih logika je prebrojiv skup koji se sastoji od simbola atomskih koncepta!,
zatim simbola atomskih uloga?, simbola konstanti, logickih veznika, kao i pomoénih
simbola leve i desne zagrade i zareza. Konceptne formule, ili kratko koncepti,
se grade od atomskih koncepata, dok se formule uloga, ili kraée uloge, grade uz
pomo¢ atomskih uloga. Sa N., Ng, Ny, F' (F C Ng) redom ozna¢avamo skup
svih koncepata, uloga, konstanti i atributa, dok sa A., A,, A; redom oznacavamo
proizvoljan atomski koncept, atomsku ulogu i atomski atribut. Sa C'i D, odnosno
R 1S, odnosno A i B redom oznatavamo koncepte, uloge i atribute.

Simbol | oznacava kontradikciju, na primer Ar—A, dok sa T krace oznacavamo
tautologije tipa —(A M —A).

Definicija 6.1.1 Koncepti, uloge i atributi se definiSu na sledeéi nacin:

e Svaki atomski koncept A. i njegova negacija ~A., kao i T i L su koncepti
jezika opisnih logika.

o Svaka atomska uloga A4, (uklju¢ujuéi i atomski atribut A;) su uloge

L Atomic concept.
2 Atomic role.

159
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e Svaki atomski atribut A, je atribut

e Ako su C' i D proizvoljni koncepti, R i S proizvoljne uloge i A i B atributi
onda su:

--C,CnD,CuD,dR.C,VR.C, > nRC, < nRC, A=B, A#B
koncepti, gde je n pozitivan ceo broj,

— =R, RNS,RUS, Ro S, id(C), R~', RT, R*, uloge i

— AN B, Ao B su atributi,

e koncepti, uloge i atributi se dobijaju kona¢nom primenom prethodnih pravila.

Koncepti se interpretiraju kao unarni predikati, definisani na skupu zvanom
domen, a uloge i atributi kao binarni predikati na domenu, s tim Sto atributi
moraju da zadovoljavaju dodatne semanticke uslove navedene u sledecoj definiciji
kojom se uvodi znacenje koncepata, uloga i atributa.

Definicija 6.1.2 Interpretacija I je uredeni par (A’,-7) gde je A neprazan skup
nazvan domen interpretacije dok je -/ funkcija koja:

e Svaki atomski koncept A. preslikava u unarnu relaciju AL skupa A? (AL C

AT,

e Svaki atomski atribut A; preslikava u binarnu relaciju Al nad Af, (Al C
AT x AT) uz ogranicenje: za svaki a € Al postoji najvise jedan b € Al tako
da je (a,b) € Al,

e Svaku atomsku ulogu A, preslikava u binarnu relaciju Al nad A, (Al C
AT x AT

i za koju vazi:

(T) = A

—C)!=(A)!/(C)Y,
cnbD)yY =ctnp!
cuD) =ctuD!

VR.C) = {a e AT : (¥b)((a,b) € R = b e CI)}

JR.C) ={a € AT : (Ib)((a,b) € RT ANbe CT)}
IsnRC)={ae Al :|{be Al : (a,b) € RI,be CT}| > n}
J<nRC)={ae Al :|{be Al :(a,b) € RI,be CT}| <n}
A=B) ={de Al :{ac Al: A(d,a)} = {be AL : B(d,b)}}
A£BY ={de Al:{aec AT: A(d,a)} £ {be A : B(d,b)}}

[ ]
e e e e e e e e
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o (RS =RINS!

o (RUSY =RIuUS!

o (WR) = (AT x AT)\ R!

e (RoS) ={(a,c) € AT x AT : (3b)((a,b) € R A (b,c) € CT)}

e id(C) ={(a,a) e Al x AT :a e C!}

(R = Ui21(RI)i, tj. (RT)! je tranzitivno zatvaranje od (R').

(R = UiZO(RI)i je tranzitivno refleksivno zatvaranje, gde je (RT)? =
{(a,a):a € AT}

o (R"H ={(b,a) € AT x AT : (a,b) € R}

Na osnovu 6.1.2 atomski atributi se od atomskih uloga razlikuju po tome sto
za svaki a € A postoji najvie jedan b € Al tako da je (a,b) € Al. Lako se
pokazuje da isto vaZi za sve atribute i uloge. Ocigledno je da vazi R™ def Ro R*.
Ponekad se umesto 3>, R.C,, odnosno 3<,R.C, redom pise > nR.C, < nR.C,
odnosno > nR,<nR,za C =T.

def

Kao skracenice uvode se oznake za sledeée uloge: self = id(T) i R|C =
Roid(C).

Primer 6.1.3 Pretpostavimo da imenice Osoba i Zensko predstavljaju atomske
koncepte, tada (Osoba M Zensk‘o) i (Osoba N ﬂZensk‘o) su koncepti, pa za prvi
koncept, intuitivno, mozemo reé¢i da predstavlja osobe koje su zenskog pola, dok
drugi koncept predstavlja osobe koje nisu zenskog pola. Neka DeteOd predstavlja
simbol jedne uloge. Na osnovu nje mozemo graditi sledece slozenije koncepte, pa na
primer (Osobal 3 DeteOd. T), §to predstavlja one osobe koje imaju dete. Koncept
(Osobany DeteOd.Zensko) opisuje one osobe ¢ija su sva deca zenskog pola. Neka je
AT = {Jelena, Marko}, onda konstanta Jelena € (Osoba I‘IZ@nsko)I, a konstanta
Marko € (Osoba M —Zensko)T. [ |

Primer 6.1.4 Neka su SinOd i CerkaOd atomske uloge. Njihova unija u oz-
naci (SinOd U CerkaOd) predstavlja ulogu DeteOd. Tranzitivno zatvaranje uloge
u oznaci (DeteOd™) = |J,(DeteOd)" predstavlja ulogu PotomakOd. Neka je
AT = {Sanja, Marko} i (DeteOD)! = {(Sanja, Marko)} tj. Sanja je dete od
Marka. Tada inverzija uloge DeteOd u oznaci (DeteOd—1) = {(Marko, Sanja)}
predstavlja ulogu RoditeljOd. |

Definicija 6.1.5 Kazemo da su dva koncepta C i D ekvivalentna i piSemo C = D
ako je C! = DT za sve interpretacije I. Kazemo da je koncept zadovoljiv ako postoji
interpretacija I tako da je C! # @. Koncept C obuhvata koncept D (D C C) ako
i samo ako za svaku interpretaciju I vazi DT C C!. Odgovarajuéi pojmovi se
analogno definiSu za uloge i atribute.
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Osnovna opisna logika oznacava se sa ALC?. Ostale logike iz ove klase opisnih
logika, shodno prethodnim definicijama sintakse i semantike, dobijamo prosirenjem
ALC opisne logike. U tabelama 6.1 i 6.2 dajemo pregled nekih opisnih logika koje
su dobijene na taj nacin.

Teorema 6.1.6 U opisnim logikama koje sadrze ALC vazi:
e CUD==(-CM-D)
e CMD=~(-CU-D)
e JR.C = -VYR.-C

e VR.C =—-3R.-C

Koncepti
Logika ! U | = | 3RC | VRC | (n,<n)R | (Gn,<n)R.C | 34 | VA | = | #
ALC X X X X X
ALCN X X X X X X
ALCR X X X X X
ALCNR X X X X X X
ALCF X X X X X X X X X
ALCFN X X X X X X X X X X
ALCFNR X X X X X X X X X X
ALCN (o) X | X | % X X X
ALC X | X | X X X
ALCph+ X X X X X
ALCg X | X | X X X
TSL X X X X X
CcIQ X | x| X X X X X
ALCHp+ X | x| x X X
ALCHFR+ | X | X | X X X X X

Tabela 6.1. Koncepti za neka prosirenja ALC opisne logike.

Nedostatak klasa logika uvednih prethodnim definicijama je $to nije moguce
opisati neke osobine karatkeristi¢ne za odredene objekte nekog domena. Tako na
primer ako Zelimo da opiSemo sve muskarce koji su stariji od svojih sestara, to
mozemo da uradimo samo koristeéi unarni predikat starijiOdSestre na sledeéi nacin:
MuskaracfdsestraOd.ZenskoMstarijiOdSestre. Ali ako nas zanima da li je brat
stariji od sestre dve ili pet godina, moramo uvesti unarne predikate: StarijiOdSes-
tre2god i StarijiOdSestrebgod. Kod mnogih opisnih logika u ovakvim sluc¢ajevima
se javljaju poteskocCe pri zakljuc¢ivanju, recimo kod ispitivanja zadovoljivosti kon-
cepata. Sustina problema je kako integrisati brojeve i ostale tipove podataka poput
stringova u opisne logike. Da bi se ovo prevazislo uvode se konkretni domeni,
odnosno nova klasa opisnih logika sa konkretnim domenima. Te klase opisnih
logika su prosirenje postojecih klasa.

3 Atribute Language with Complemente
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Uloge
Opisne logike | M [ U [o [4d [ 7T
ALCR
ALCNR X
ALCF X
ALCFN
ALCFNR X X
ALCN(O) X
ALC, X | X X
ALCgr+
ALCyg
TSL X | X | x| x X
CcI@Q X | X | X | X X
ALCHg+
ALCH fr+

+|* | RoS

X

X

Tabela 6.2. Uloge za neka prosirenja ALC opisne logike.

Definicija 6.1.7 Konkretni domen D je uredeni par (Ap, ®p), gde je Ap proizvo-
ljan skup, dok je ®p proizvoljan skup predikata i funkcija definisanih nad skupom
Ap. Predikati i funkcije imaju odredenu arnost.

Primeri konkretnih domena su:
e Ap je skup prirodnih brojeva N, a ®p je {>,=,+}

e Ap je skup reci preko nekog alfabeta o, a ®p je {praznaRec, prefiksOd,
konkatenacija}

Integracija konkretnih domena u opisne logike se ostvaruje dodavanjem:

e abstraktnih osobina?, koje su funkcionalne uloge® a ponekad se nazivaju i
atributi, (na primer: majkaOd),

e konkretnih osobina®, koje shvatamo kao pridruzivanje vrednosti iz konkretnog
domena logickim objektima (veli¢ina, tempretatura),

e novih konstruktora koji opisuju ograni¢enja na konkretnom domenu. Kon-
struktori su oblika 3, .. 4, .P gde je svaki u; oblika fi ... fi,g od k; abstrak-
tnih osobina fi, ..., fk, iza kojih sledi jedna konkretna osobina g, a P je
n-arni predikat iz konkretnog domena.

Prosirenjem definicije 6.1.1, nove konstrukcije bogatijeg jezika se uvode na
sledeéi nagin:

4abstract features
5functional roles
Sconcrete features
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Definicija 6.1.8 Sa N,r, N.r redom oznacavamo skup svih abstraktnih osobina
i konkretnih osobina. Put u je kompozicija fi...frg od k abstraktnih osobina
fi--- fx(n >0) i jedne konkretne osobine g. Ako je AP konkretan domen tada su:

L4 Hul,...uk-Pv

e gl

koncepti.
Znacenje novih formula se dobija prosirenjem definicije 6.1.2 na sledeéi nacin:

Definicija 6.1.9 Interpretacija I je uredeni par (Af,.7) gde je A neprazan skup
nazvan domen interpretacije dok je -I funkcija koja:

e svaku abstraktnu osobinu f preslikava u parcijalnu funkciju f7: AT — AT

e svaku konkretnu osobinu g preslikava u parcijalnu funkciju g’ : AT — AP

e akojeu=f1... frgid € Al tada je ul(d) definisano sa g’ (ff ... (fi(d))...).
i za koju vazi:

e Fuy P ={de A 3x1...0, € AP 1ul(d) = ;i (21,...,2,) € PP},

K2

e (g1 ={de Al:g(d) je nedefinisano}

Uvodenjem konkretnih domena 6.1.7 prosiruju se logike u tabeli 6.1. Nove logike
se oznacavaju dodavanjem (D) na kraju imena, recimo ALC(D) ili ALCF(D) tipa.

Primer 6.1.10 Neka su Muskarac atomski koncept, konkretna osobina godine,
>, unarni predikat i neka je skup prirodnih brojeva konkretni domen, tada koncept
Muskarac M dgodine. >1g predstavlja sve punoletne muskarce. |

6.1.1 Opisne logike i predikatska logika

Opisne logike se mogu predstaviti kao fragmenti logike prvog reda. Logika pr-
vog reda je poluoduciva, ali opisne logike prestvljaju odlucive fragmente logike
prvog reda. Podsetimo se da se koncepti interpretiraju kao unarne relacije tako da
njihovim imenima mozemo pridruziti unarne relacijske simbole. Uloge se interpre-
tiraju kao binarne relacije tako da njihovim imenima mozemo pridruziti binarne
relacijske simbole.

Definicija 6.1.11 Neka konceptna formula C' i njen prevod 7 (C) su ekvivalentni
ako za sve interpretacije (Al 1) i za svaki a € A vazi: a € CT akko I F 7(C)(a).
Prevodenje je ocuvavajuce ako je prevod svake formule ekvivalentan formuli. Odgo-
varajuéi pojmovi se analogno definisu za uloge i atribute.

Teorema 6.1.12 Za svaku od navedenih logika postoji o¢uvavajuci prevod u frag-
ment logike prvog reda.
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Konceptima T, L odgovaraju valjane formule, odnosno tautologije i kontradik-
cije u logici prvog reda. Sada mozemo svaku konceptnu formulu C transformisati u
formulu predikatske logike mo(x) sa jednom slobodnom promenljivom x. Atomski
koncept A moze biti transformisan u formulu oblika A(x). Logickim veznicima (pre-
sek, unija, negacija) u opisnim logikama, u predikatskoj logici odgovaraju takode
logicki veznici konjukcije, disjunkcije i negacije respektivno. Sledi primer jednog
prevodenja za ALC koncepte.

Primer 6.1.13 Ako sa Ai R redom ozna¢imo atomski koncept, odnosno ulogu, a
sa C'1 D ozna¢imo proizvoljne koncepte, tada je:

«(A) = A(z),

3

o 7,(CMD)=m,(C)Am(D),

(
e 7,(CUD)=mr,(C)Vm(D),
o m(3R.C) = (Fy)(R(z,y) Amy(C),
)

e my(A) = Aly),
e 7,(CND)=m(C)Am,(D),

(

(

(

(

o m(VR.C) = (vy)(R(z,y) D my(C)),

(

(

(

o my(IR.C) = (3x)(R(y, z) A7 (C),
(

(

e my(CUD)=my(C)Vmy(D),
)
z)

o my(VR.C) = (Va)(R(y, ) O m(C)),

gde su 7, i my funkcije koje prevode ALC koncepte u formule predikatske logike sa
jednom slobodnom promenljivom.

Za logike koje imaju brojevna ogranicenja (> nR, < nR) prevodenje se obavlja
na slede¢i nacin:

o (> nR) = (F7"Y)R(z,y) = (1, ¥n) (Nig; ¥i # v5 AN R, 90))

o T (< nR) = (35"Y)R(z,y) =31, -, Ynt1)(Nig; ¥i # y5 O Vi ~R(,94)). E

Primer 6.1.14 Neka su dati sledeé¢i atomski koncepti Osoba, Muskarac, Zena,
Student. Neka LJU DI predstavlja jedan model, tada ove koncepte svahatamo kao
podskupove modela ljudi. U predikatskoj logici ove atomske koncepte mozemo
predstaviti kao formule sa jednom slobodnom promenljivom, na sledeé¢i nacin:
Osoba(x), Muskarac(x)Zena(x), Student(z). Neka sada Osoba M Student pred-
stavlja presek koncepata koji oznacava sve one osobe koje su studenti. Ovaj kon-
cept ima svoju reprezentaciju u predikatskoj logici na sledeéi na¢in: Osoba(x) A
Student(x). Uniji koncepata MuskaracU Student odgovara formula Muskarac(x)
VStudent(z) i opisuje sve one individue koje su ili muskarci ili studenti, kao pod-
skupove datog modela. Negacija koncepta (—Student) opisuje sve one individue
koji nisu studenti. Koncept (IPrijatelj.Zena) opisuje sve one individue u modelu
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koji imaju za prijatelja zenu. Ovde vidimo da postoji i jedna atomska uloga Pri-
jatelj. Poslednja formula takode predstavlja koncept koji je definisan koriS¢enjem
binarne relacije izmedu individua u datom modelu. Ovaj koncept ima odgovaraju¢u
formulu u predikatskoj logici, sa jednom slobodnom promenljivom, napisanu na
slededi nacin: (Jy)(Prijatelj(x,y) A Zena(z)).

Ako atomsku ulogu sada napiSemo uz univerzalni kvantifikator (VPrijatelj.
Zena) dobijamo koncept koji opisuje sve individue koji imaju samo Zzene za pri-
jatelja. Odgovarajuca formula ovog koncepta u predikatskoj logici prvog reda je
(Vy)(Prijatelj(z,y)—Zena(y)). =)

Na slican nac¢in se mogu formule opisnih logika prevesti u formule dinamicke
logike.
6.1.2 TBox i ABox delovi baze znanja

Sistemi bazirani na opisnim logikama omogucéava opis dve vrste znanja na nekom
domenu:

e Terminolosko zanje” koje se sastoji od opstih definicija koncepata i znanja o
njihovim vezama

e Znanje o specificnim situacijama® koje govori o konkretnim elementima u
domenu.

Ove dve vrste znanja opisuju se formulama koje se grupisu u TBox, za termi-
nolosko znanje, i ABox za znanje o specifi¢noj situaciji.
Terminolosko znanje

Terminolosko znanje se opisuje formulama u kojima ucestvuju koncepti i uloge.
Razliciti sistemi bazirani na opisnim logikama podrzavaju razli¢ite vrste TBox-a.
Ovde dajemo opstu definiciju TBox-a kao i definiciju nekih ograni¢enja ovog pojma.

Definicija 6.1.15 Opste terminologije su formule oblika:
e (CC D)
. (C=D)
gde su C i D dati koncepti. Opsti TBox T je konacan skup opstih terminologija.

Definicija 6.1.16 Interpretacija I zadovoljava opstu terminologiju C T D(C =
D) akko Cf C D! (C! = D). Interpretacija I zadovoljava TBox T ako i samo ako
zadovoljava svaku terminologiju u 7. U tom slucaju T se naziva zadovoljiv, a I je
u tom slucaju model od T' i pisemo [ = T.

Tlustrujmo sada primerom jedan opsti TBox.

"Terminological knowledge
8 Assertional knowledge
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Primer 6.1.17 Neka su Osoba i Zensko atomski koncepti tada jedan TBox moze
biti oblika:

Zena = Osoba M Zensko

Muskarac = Osoba N —~Zena

Majka = Zena M dDeteOd.Osoba

Otac = Muskarac ™ dDeteOd.Osoba

Roditelj = Majka LU Otac. =

Definicija 6.1.18 Koncept C je zadovoljiv, u odnosu na TBox T, ako i samo ako
postoji model I od T tako da je CT # (). Koncept C je obuhvaéen konceptom D u
donosu na TBox T C' Cy Dako i samo ako CT C D! za svaki model T od T. Dva
koncepta C' i D su ekvivalentna i pisemo CT = D, ako i samo ako CT = D! za
svaki model I od T

Duzina TBox T, u oznaci |T| se ra¢una na sledeéi naéin:

T|:= > |Cl+ID

CLCDeT

Znanje o specificnim situacijama

Drugi deo baze znanja bazirane na opisnim logikama je znanje o specificnim situaci-
jama, ¢ija je kraca oznaka ABox.

Definicija 6.1.19 Za imena konstanti x, y, atomski koncept C, atomsku ulogu R,
aksiome oblika z : C, (z,y) : R,i © # y su aksiome tvrdenja. Jedan ABox A je
konacan skup aksioma tvrdenja.

Definicija 6.1.20 Interpretacija I zadovoljava aksiomu tvrdenja x : C ako i samo
ako z! € C', zadovoljava aksiomu tvrdenja (x,y) : Rako i samo ako (xf,y?) € RT,
i zadovoljava aksiomu tvrdenja = # y ako i samo ako x! # y!. Interpretacija I
zadovoljava ABox A ako i samo ako zadovoljava svaku aksiomu tvrdenja u A. Ako
jedna takva interpretacija I postoji, onda je A zadovoljiv. Tada je I model od A u
oznaci Iffl A.

Tlustujmo sada primerom jedan ABox

Primer 6.1.21 Koriste¢i primer 6.1.2u kome smo opisali jedan TBox rodbinskih
veza, ovde ¢emo prikazati drugi deo baze znanja (Abox) kojim se opisuju rodbinske
veze jedne konkretne grupe osoba

Marija, Petar) : deteOd
Marija, Pavle) : deteOd
Petar) : Otac

Petar, Branko) : deteOd

~ o~ o~ o~

U datom ABox-u konstante su: Marija, Petar, Pavle, Branko. Formula (Petar) :
Otac znagi da je Petar otac, dok formula (Marija, Pavle) : deteOd znac i da je
Pavle Marijino dete. =)
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Konacno mozemo dati definiciju baze znanja zapisane jezikom opisnih logika.

Definicija 6.1.22 Baza znanja (K) je uredeni par (T, A), gde je T TBox a A je
ABox. Jedna interpretacija I zadovoljava bazu znanja K ako i samo ako I = A i
ITET.

6.2 Automatsko zakljucivanje

Imajuéi u vidu opisne logike, standardni problemi automatskog zaklju¢ivanja mogu
se podeliti u nekoliko kategorija i to:

1. Zadovljivost koncepta®. Neka je dat neki koncept C. Koncept C je zadovoljiv
(u odnosu na TBox T') ako i samo ako postoji interpretacija I takodaje I =T
i CT # (. Ovaj problem se moze svesti na problem da li su neki koncepti
kontradiktorni.

2. Obuhvatanje koncepata!®. Neka su data dva koncepta C i D. Postavlja
se pitanje da li je koncept C' obuhvaden konceptom D (u odnosu na TBox
T). Koristedi relaciju obuhvatanja, koncepti definisani u TBox-u mogu biti
uredeni jednim kvazi poretkom u kome se vidi specijalizacija/generalizacija !
hijerarhije koncepata. Rac¢unanje ove hijerarhije jedan od glavnih problema
zakljucivanja zasnovanog na opisnim logikama, a koji je kori§¢éen u mnogim
sistemima baziranim na opisnim logikama (FACT).

3. Zadovoljivost baze znanja'?. Za datu bazu znanja K proverava se da li je

znanje sadrzano u toj bazi kontradiktorno ili ne. Zadovoljivost koncepata
moze biti zamenjen problemom zadovoljivosti baze znanja K.

4. Provera instanci'®. Data je baza znanja K, ime konstante (konstanta, indi-

vidua) x, i neki koncept C. Postavlja se pitanje da li je ! € C7 za svaki
model I od K. U ovom slu¢aju x se naziva primerak koncepta C u odnosu na
bazu znanja K. Moguce je ¢ak izvesti zakljucak da je x primerak koncepta
C u svakom modelu baze znanja iako se eksplicitno ne pojavljuje u ABox-u.
Problem moze biti zamenjen i slede¢im pitanjem: Ako je data baza znanja
K = (T, A), x je primerak koncepta C u odnosu na bazu znanja K ako i samo
ako je baza znanja K ({T, AU {z : =~C}}) nezadovoljiva.

Za svaku opisnu logiku prve dve metode automatskog zakljucivanja se mogu
formulisati na drugi nac¢in. Dati koncept C je nezadovojiv u odnosu na TBox T
ako i samo ako je C' Cr L, a sa druge strane C' T D ako i samo ako je koncept
C' =D nezdovoljiv u odnosu na TBox T. Ove dve tehnike zaklju¢ivanja se koriste
samo u odnosu na TBox. Razlog lezi u tome $to ABox ne izvodi zakljucke na
problemima ovakvog tipa.

Prethodno pomenute tehnike zakljuc¢ivanja mozemo opisati slede¢om definici-
jom:

9Concept satisfiability.
10Concept subsumption
I Specialistion/Generalisation.
12Knowledge base satisfiability
13Instance Checking
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Definicija 6.2.1 Za datu bazu znanja K = (T, A), dva koncepta C i D i konstantu
a, kazemo da je:

e zadovoljivost koncepta'4, u oznaci K ¥ C' = L, problem proveravanja da li
postoji model I baze znanja K tako da je C1 # ().

e obuhvatanje koncepata'®, napisano kao K = C C D,je problem odredivanja
da li je O C D! u svakom modelu I baze znanja K.

e konzistentnost'®, napisana kao K ¥, je problem odredivanja da li je baza
znanja K zadovoljiva.

e provera instanci !, napisana kao K ffl C(a), je problem odredivanja, da li je
formula C(a) zadovoljiva u svakom modelu baze znanja K.

Za navedene tehnike zaklju¢ivanja razvijeno je viSe procedura medu kojima je i
adaptivna metoda tabloa. U grupi rezultata povezanih sa kompleksnoséu nalaze se
it

e za logike ALC' i ALCNR obuhvatanje koncepata je PSPACE-kompletan
problem i

e za logike ALC' i ALCN R zadovoljivost koncepata je NP-kompletan problem.

6.3 Primena opisne logike u semantickom web-u

Za razliku od postojeceg weba gde su podaci prvenstveno namenjeni upotrebi od
strane ljudi, semanticki web obezbeduje takve podatke koje mogu obraditi i masine.
Time se obezbeduje podrska Sirokom opsegu inteligentnih usluga poput informa-
tivnih brokera, pretrazivackih agenata, usluga filtriranja informacija. Obzirom
da je trenutno web strogo orijentisan ka obradi od strane ljudi, nemoguénost
obrade sadrzaja informacija od strane masina ozbiljno remeti njegovu funkcional-
nost. Racunari su ogranic¢eni na prenos i prikaz informacija na webu, i nemaju
stvarnu ulogu u obradi ovih informacija. Vizija semantickog weba omogucuje
kreiranje takvog weba u kome bi sve informacije bile razumljive masinama pod-
jednako kao i ljudima. Da bi se to postiglo, neophodno je da informacije budu
date sa ta¢nim znacenjem, kodirane i strukturirane sa masinski ¢itljivim opisom
svojih sadrzaja, ¢ime bi se olakSana automatska obrada i integrisanje informacija
dostupnih na webu. Da bi "masine” mogle pravilno da zakljuc¢uju tokom obrade
ovih podataka, jeziku mora prethoditi osnovna semantika. Takode, cilj sematickog
weba je i podizanje nivoa efikasnosti weba u odnosu na korisnike. Ovo pre svega
znaci - omogucditi na webu neke servise koji trenutno nisu zastpljeni: lociranje infor-
macija, uporedivanje i ukrStanje informacija, zaklju¢ivanje na osnovu pronadenih
informacija iz dva ili vise odvojenih izvora. Masinski ¢itljive i kodirane struk-
ture resursa koje koristi semanticki web eksplicitno se nazivaju ontologijama ¢ije
znacenje mozemo opisati slede¢om definicijom:

14Concept satisfiability
15Subsumption.

16 Consistency.
17Instance checking
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Definicija 6.3.1 Ontologija O je apstrakcija domena D izrazena trojkom O =
(C,R,isa) gde je:

e C ={¢li =1,n} skup koncepata domena D
e R ={r;li =1,n} skup relacija izmedu koncepata
e isa-predstavlja skup veza nasledivanja izmedu koncepata

Koriséenjem ontologija pretrazivanje podataka na internetu prelazi sa tekuceg
pretrazivanja po klju¢noj re¢i na pronalazenje informacija koje su sintakticki ra-
zli¢ite ali predstavljaju semanticki bliske re¢i. Kao rezultat istrazivackih napora u
oblasti semantickog Web-a postoji veci broj razliciih jezika i alata koji se koriste
za prikaz ontologija koji je skladu sa postojeé¢im web standardima. Koriséenje on-
tologija takode zahteva i dobro definisane, dobro dizajnirane alate za zakljucivanje.
Sintaksa ontoloskih jezika(OWL, AOL) mora biti intuitivno razumljiva za korisnike
i kompatibilna sa postoje¢im web standardima . Ovi jezici treba da budu toliko
izrazajni da se relevantni koncepti mogu definisati u dovoljno detalja ali ne to-
liko izrazajni da zaklju¢ivanje bude neefikasno. Zakljucivanje je veoma bitno za
utvrdivanje kvaliteta pri projektovanju ontologije. Za vreme projektovanja on-
tologije veoma je vazno utvrditi koji su koncepti kontradiktorni. Posebno je zan-
imljivo pri projektovanju ontologije uz pomo¢ zakljluc¢ivaca utvrditi hijerarhiju kon-
cepata tj. koji je koncept specijalizacija nekog drugog koncepta. Zakljucivaéi su
veoma vazni pri utvrdivanju koji koncepti su sinonimi. Veoma vazna osobina au-
tomatskog zakljuc¢ivanja na Web-u je i moguénost integracije razlic¢itih ontologija.

Primer 6.3.2 Pretpostavimo da su nam na raspolaganju ontologije koje se odnose
na automobile i da Zelimo da dobijemo informaciju o svim automobilima koji imaju
odredene osobine i cenu u odredenom intervalu. Nag upit ¢e tada sadrzati opis
karakteristika automobila i prihvatljivi opseg cene. U klasi¢cnom pretrazivanju web-
a pomocu sistema kao §to je google, dobili bismo niz adresa internet stranica koje
sadrze re¢i iz naseg upita. Sa druge strane mehanizam koji podrzava semanticki
web trebalo bi da pruzi odgovor u skaldu sa sadrzajem upita.

Slicno pretpostavimo da imamo ontologije recnika i da nas interesuje prevod
neke nase reci, kao i njeni sinonimi na srpskom ali i na jezicima sa kojih dobijamo
prevod. Klasi¢an pretraziva¢ interneta nam obezbeduje sve stranice na kojima se
nalaze re¢ i njeni prevodi. Medutim, on nije u stanju da poveze sinonime nase reci

i njihove prevode i da nam i tu listu vrati kao odgovor. =

6.3.1 Za dalje proucavanje

Osnovna referenca za oblast opisnih logika je [8]. Logike sa konkretnim domenima
analizirane su u [75, 83]. O primeni opisnih logika u bazama znanja govori se u
[6, 24], a kod semantickog weba u [7]. Veza opisnih logika i predikatske logike
prvog reda data je u [11]. Adaptacija metode tabloa za potrebe opisnih logika, kao
i primar implementacije dokaziva¢a mogu se pronadi u [52].
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Neklasi¢ne logike

U mnogim situacijama je korisno prevaziéi ograni¢enja koja namece klasi¢na logika,
kako po pitanju formalnog jezika, tako i zbog pretpostavke da su svi iskazi bilo ta¢ni
bilo neta¢ni. Pod nazivom neklasi¢ne (ili nestandardne) logike podrazumevaju se
sve logike koje su razvijene kao odgovor na taj zahtev. Neklasicne logike se dele u
dve grupe:

e prosirenja klasic¢ne logike i
e zamene za klasi¢nu logiku.

U prvu grupu spadaju logike koje koriste bogatiji formalni jezik nego klasi¢ne
logike ¢ime se povetava izrazajnost, dok se oCuvavaju klasi¢ni nacin definisanja
istine i odgovarajuce valjane formule. Glavni predstavnici ove grupe su modalne
logike i razne njihove varijante, poput temporalnih logika, dinamickih logika, logika
znanja i/ili verovanja, verovatnosnih logika itd. U drugoj grupi se nalaze logike koje
koriste isti formalni jezik kao i klasi¢ne logike, ali se od njih razlikuju drugaécijim
tretiranjem istinitosnih vrednosti ili odbacivanjem nekih valjanih formula. Logike
koje su svojevrsni suparnici klasi¢ne logike su: visevrednosne logike, fazi logikal,
intuicionisticka logika, logike za nemonotono rezonovanje itd.

Razne neklasiéne logike se razlikuju u tretiranju pojedinih situacija, Sto moze
izazvati zabunu. Ponoviéemo da zadatak matematicke logike nije da izmedu ovih
raznovrsnih logika odredi najbolju, veé da proucava mehanizme na kojima te logike
pocivaju.

Do kraja poglavlja ¢e biti prikazane neke neklasi¢ne logike i njihove primene,
dok ¢e u poglavlju 8 biti detaljno analizirane verovatnosne logike kao posebno
interesantna grupa neklasi¢nih logika.

Hzvorni engleski naziv za fazi logike je fuzzy logic. Znacenje redi fuzzy je nejasno, razmazano,
pa su ovo logike koje barataju sa informacijama za koje nam potpun istinitosni status nije poznat,
a koje su izre¢ene nepreciznim, visezna¢nim, prirodnim jezikom. Zbog nepostojanja odgovarajuéeg
termina na nasem jeziku, rec fazi se odomacila i Siroko je prihvacena, tako da ¢emo je u nastavku
teksta i mi koristiti.

171
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7.1 Modalne logike

Modalne logike su logike iznijansirane istine. Pored iskaza koji su ta¢ni ili neta¢ni
postoje i iskazi koji su nuzno ta¢ni, dokazivi, obavezni, iskazi koji su mogudi itd.
Recimo, iskazi "Mesec su osvojili vanzemaljci ili Divac je kosarkas’ i 'Danas je petak
ili danas nije petak’ su po formi sli¢ni i mogu se zapisati pomoc¢u disjunktivne
formule a V 8. Medutim, izmedu njih postoji sustinska razlika. Za prvi iskaz
se zna da je tatan na osnovu iskustva. Svako ko je pratio utakmice koSarkaske
reprezentacije Cuo je za Vladu Divca. Drugi iskaz je tacan na osnovu svoje forme
a V —a, pri ¢emu nije potrebno nikakvo iskustvo, odnosno ne mora se znati koji
je danas dan. Ovaj drugi iskaz je primer iskaza koji je nuzno tacan. Sli¢no, sve
tautologije, odnosno u predikatskom slucaju valjane formule, su nuzno tacne.

Jedan od zadataka modalnih logika je da opiSu nacine rezonovanja sa obi¢nim i
kvalifikovanim, recimo nuznim ili mogudéim, istinama. Primeri pitanja sa kojima se
modalne logike susrec¢u su: ako je neSto nuzno tacno, da li je nuzno da je to nuzno
tacno, ili da li postoji moguénost da neki iskaz bude tacan i sl.

Jezik modalnih logika nastaje prosirivanjem jezika klasi¢ne logike unarnim op-
eratorom O, dok se operator < definise sa

o =def —O0-a.

tako da je omogucéena dekompozicija iskaza poput 'Moguce je ziveti bez kiseonika’.
Formule O« i Ga se mogu shvatiti na vise nacina:

e O se shvata kao '« je logicki nuzno’, u kom slucaju se Oa ¢ita kao ’a je
logicki moguce i ne protivreci logickim zakonima’,

e O se shvata kao ’agent zna «o’, dok bi Ca znagcilo da '« nije u kontradikeiji
sa onim Sto se zna’,

e sli¢na je i interpretacija pri kojoj se O« shvata kao ’agent veruje u o’,

e O se shvata kao ’a je dokazivo u nekom formalnom sistemu’, a $a kao '«
nije u kontradikeiji sa formalnim sistemom’,

e Oa se shvata kao '« je zakonska obaveza’ dok se Oa shvata kao '« je dozvol-
jeno’,

Oa se shvata kao ’a je ta¢no zauvek u buduénosti, a Ca kao o ée se ostvariti
u buduénosti’ itd.

Da bismo olaksali izrazavanje u nastavku ovog odeljka ¢emo operatore O i < re-
dom zvati nuzno i moguce iako se ne¢emo ograniciti na njihovu prvu interpretaciju.
U kasnijim odeljcima ¢emo, medutim, razmotriti i neke specificne interpretacije.
Uglavnom ¢emo razmatrati iskazne modalne logike, i to ne sve, veé¢ takozvane nor-
malne, mada ¢e se znacajan deo izlozene materije odnositi kako na preostale iskazne
modalne logike, tako i na predikatske modalne logike.
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7.1.1 Modalni operatori

Raznovrsnost interpretacija ¢ini da su neke modalne formule prihvatljive u jednom
pristupu, dok to nisu u nekom drugom. Na primer, formula Oa — « je prihvatljiva
kada operator O shvatimo kao ’znati’, pri ¢emu se formula ¢ita kao ’ako znam da je
a, onda je o tacno’, dok to nije slucaj ako operatoru damo vremensku interpretaciju
"ako je a tacno uvek u buduénosti, onda je tacno i sada.” Medutim, postoje principi,
koji su opsteprihvaceni bez obzira na tumacenje koje dajemo operatoru 0. Neki
od tih principa su:

e modalni operatori nisu istinitosno funkcionalni? pa ni jedna od sledeéih for-
mula ne sme biti valjana:

Ua « —a,
Ua < «,

Oa < (aV -a),
Oa < (aA-a) i

slicno za operator <,
e primerci klasi¢no valjanih formula su nuzno istiniti i

e ako iskaz B nuzno sledi iz iskaza «, tj. vazi O(a — () 1 izkaz « je nuzan,
onda je nuzan i iskaz 3, odnosno valjana je formula

(D(a — ﬂ) A Da) — 0g,

koja se shvata i na nacin da sve $to nuzno proizilazi iz nuzne istine takode je
nuzna istina.

Drugi uslov u nuzno istinite formule ubraja sve primerke klasi¢no valjanih for-
mula. Kada bi se tu spisak nuzno istinitih formula zavrsio, razvoj modalnih logika
ne bi ni bio potreban. Medutim, na osnovu prethodnih uslova ne mozemo nista reéi
o formulama kao §to su: Oa — « ili Oa — OOq, dakle o formulama koje govore
o odnosu modaliteta. Prva od ove dve formule kaze da ako je nesto nuzno tacno,
onda je i tacno, a druga da, ako je nesto nuzno ta¢no, onda je nuzno da je nuzno
tacno.

Kao sto ¢emo videti, postoje sistemi u kojima su neke ovakve modalne formule
valjane, dok te iste formule to nisu u drugim sistemima.

7.1.2 Iskazni Kripkeovi modeli za modalne logike

U preciznom davanju znacenja modalnim formulama pre svega se koristi pristup
sa mogudim svetovima koji se naziva i relaciona semantika.

Kao i u slucaju klasi¢ne logike, iskazi su ili ta¢ni ili neta¢ni. Recimo, razumno
je iskaz ’Osobi A kiseonik nije potreban za zivot’ proglasiti za netacan, ali precizno
govoredi, iskaz je takav u zemaljskim uslovima. U nekom drugacijem svetu u kome
se zivotne forme razlikuju od ovdasnjih, moguée je da iskaz bude istinit. Modeli za

2Istinitosna vrednost formule koja poéinje nekim od modalnih operatora nije funkcija istini-
tosnih vrednosti podformula te formule.
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modalne logike se upravo baziraju na istovremenom postojanju vise svetova koji
svaki za sebe predstavlja klasi¢nu iskaznu interpretaciju, a izmedu kojih postoji
relacija dostiznosti. Preciznije,

Definicija 7.1.1 Neka je ® skup iskaznih slova. Uredena trojka (W, R, v) je iskazni
Kripkeov® model, ako je ispunjeno:

e W je neprazan skup ¢ije se elementi nazivaju (modalni) svetovi ili stanja,

e R je binarna relacija nad W (R C W x W) koja se naziva relacija dostiZnosti
ili relacija vidljivosti i

e v je valuacija, funkcija v : W x ® — {T, L} koja svakom svetu i svakom
iskaznom slovu pridruzuje jednu od istinitosnih vrednosti T i L.

Umesto iskazni Kripkeov model koristi se i nazivi iskazni modalni model, modalni
model ili samo model.

Primetimo da je za svaki svet w nekog modela v(w) upravo klasi¢na iskazna
interpretacija, jer za svako iskazno slovo p € @, v(w)(p) € {T,L}. Ako za dva
sveta w 1 u nekog iskaznog Kripkeovog modela (W, R, v) vazi da je wRu, kazemo
da je svet u dostizan (ili vidljiv) iz sveta w. Takode, uo¢imo i da se u klasi¢nom
slucaju re¢ model koristila u smislu interpretacije pri kojoj formula vazi Sto se
znacajno razlikuje od znacenja iz prethodne definicije u kojoj je model semanticka
struktura u kojoj formule dobijaju znacenje u skladu sa slede¢om definicijom.

Definicija 7.1.2 Neka je M = (W, R, v) iskazni Kripkeov model. Relacija (modal-
ne) zadovoljivosti (u oznaci |=) je binarna relacija izmedu svetova modela i formula
takva da za svaki svet w € W vazi:

e ako je p € ®, w = p ako i samo ako v(w)(p) =T,

e w |= —«a ako i samo ako nije w = «,

e wi=(aAnp)akoisamoakow FEaiwkEQ(i

e w |= O« ako i samo ako za svaki svet u koji je dostizan iz w vazi u = a.

Ako je w = a, formula « je zadovoljena u svetu w.

Prva tri uslova za relaciju zadovoljivosti su u skladu sa odgovaraju¢om relacijom
u klasi¢noj logici, dok je poslednji zahtev karakteristican. Da bi formula O« bila
zadovoljena u svetu w, trazimo da formula o mora biti zadovoljena u svakom od
svetova dostiznih iz sveta w. Ako je w = a, kaze se 1 « vaZi u svetu w ili « je tacno
u svetu w. Oznaka w £ « se koristi ako a ne vazi u svetu w.

Primer 7.1.3 Neka je ({wy,wa}, {(wy,w1), (w1, ws), (wa,w1)},v) iskazni Kripke-
ov model takav da je skup svetova dvoclan, drugi svet je dostizan iz prvog, a prvi iz
drugog i iz sebe samog, dok je valuacija v takva da je v(wy)(p) = T, v(w1)(q) = T,

3Tme je dato u ¢ast Saul-a Kripke-a (1940) koji je prvi na zadovoljavajuéi nacin semanticki
opisao modalne logike i pokazao kompletnost razlicitih modalnih logika u odnosu na odgovarajuée
klase ovih modela.
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v(wz)(p) = T, v(wz)(¢) = L. U skladu sa definicijom 7.1.2, wy = p, w1 = ¢,
w1 EpAg, w2 Ep, wa = g, wa E pAg. Dalje je wy = Op, jer p vazi u svim
svetovima dostiznim iz wy 1 wy | Og, dok nije wy = Og. Sli¢no wy = O(p A q) i
wo = O(p A ¢). Primetimo da je, recimo, wy = Og iako nije ws = g. =z
Primer 7.1.4 Neka je model M odreden skupom stanja W = {w, u, t}, relacijom
R = {(w,w), (w,u), (u,w), (u,u), (t,t)} i valuacijom v(w)(p) = v(t)(p) = T, v(u)
(p) = L. Sada je w [~ Op it |= Op.

I

U primeru 7.1.4 se uocava da postoje stanja modela u kojima se valuacije pok-
lapaju, ali koja ipak nisu ista, posto se razlikuju po pitanju dostiznih svetova.
Recimo, u svetovima w i ¢ jednaka je istinitosna vrednost iskaznog slova p, ali
posto je iz w dostizan svet u u kome p ne vazi, Op vazi u t, ali ne i u svetu w.

Na osnovu definicije modalnog operatora < (& =4¢y —0-) lako se proverava
da je:

e w | Ca ako i samo ako u modelu postoji svet u dostizan iz sveta w tako da
jeu = a.

Sliéno je i sa preostalim klasi¢nim iskaznim operatorima V, — i <.

Primer 7.1.5 U primeru 7.1.3 vazi w; E Op, wy | O¢, w1 E O—q, wy E OgV
Ong itd. =

Definicija 7.1.6 Formula « je zadovoljiva ako postoji neki svet w nekog iskaznog
Kripkeovog modela za koji je w = a. Ako takav svet ne postoji, formula je nezado-
voljiva. Formula « je valjana u nekom iskaznom Kripkeovom modelu ako je zado-
voljena u svakom svetu tog modela.

7.1.3 Klase iskaznih Kripkeovih modela

Zavisno od tipa relacije dostiznosti u iskaznim Kripkeovim modelima razmatraju
se razne klase modela. Za neki model (W, R, v) kazemo da ima neko svojstvo ako je
to slucaj sa odgovarajuc¢om relacijom dostiznosti. Na primer, model je simetrican
ako je relacija dostiznosti izmedu svetova simetricna. U tabeli 7.1 su prikazane
najpoznatije klase iskaznih Kripkeovih modela?.

Definicija 7.1.7 Formula « je valjana v klasi iskaznih Kripkeovih modela C ili
C-valjana ako je valjana u svakom modelu iz te klase.

Prethodne klase modela se o¢igledno ne poklapaju. Na primer, lako je zamisliti
model koji jeste tranzitivan, ali nije tranzitivan i refleksivan. Klasa modela C
sadrzi sve modele klase Cy u kojoj su uslovi za relaciju dostiznosti stroziji, tako
da su svi S4-modeli istovremeno i T-modeli itd. Ako za dve klase modela C; i Cy
vazi Cy C C1, onda je svaka C{-valjana formula istovremeno i Cs-valjana. Recimo,
svaka T-valjana formula je i S4-valjana. Sledeé¢i primer na sluc¢aju klasa T i S4
ilustruje da u opstem slu¢aju obrnuto ne vazi, tj. ako je Cy C C1 i C; ¢ Cs, onda
ne mora svaka C5 valjana formula biti i C; valjana.

4 Atribut idealnosti ima ona relacija dostiznosti u kojoj za svaki svet w modela postoji bar
jedan svet u tako da je wRu, tj. postoji bar jedan svet u koji je dostizan iz w.
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Naziv klase modela \ Uslovi za relaciju dostiznosti

K bez uslova
T refleksivnost
K4 tranzitivnost
KB simetri¢nost
S4 refleksivnost i tranzitivnost
B refleksivnost i simetri¢nost
S5 refleksivnost, simetri¢nost i tranzitivnost
D idealizacija
D4 idealizacija i tranzitivnost
DB idealizacija i simetri¢nost

Tabela 7.1. Klase iskaznih Kripkeovih modela.

Primer 7.1.8 Razmotrimo formulu Op — OOp, T-model (W, R, v), u kom je W =
{w1, w2, w3}, R = {(wy,w1), (wy,ws), (wa, ws), (we,ws), (ws,ws)} i w1 E p, wa =
p i ws & p. Na osnovu definicije relacije |= zakljucujemo da: w;y = Op, jer p vazi
u svim svetovima dostiznim iz wy, we = Op, jer p ne vazi u svetu ws 1 wy = OOp,
jer OP ne vazi u svetu wy. Odatle nije wy = Op — OOp, jer Op vazi u svetu wy,
a O0Op ne, pa razmatrana formula nije T-valjana.

Neka je sada (W', R',v") proizvoljni S4-model. Pretpostavimo da formula Op —
OO0p nije valjana u tom modelu i neka je w € W' jedan svet modela u kome ne
vazi formula. To znac¢i da w = Op i w & OOp. Odatle postoji bar jedan svet u
dostizan iz w u kome vazi p (jer w = Op), a ne vazi Op (jer w = OOp). To, opet,
znaci da postoji i svet ¢ dostizan iz u u kome ne vazi p (jer v & Op). No, kako
je relacija dostiznosti tranzitivna i zbog toga svet ¢t dostizan zbog toga iz sveta w,
a p ne vazi u t, to Op ne moze vaziti u w, $to je suprotno polaznoj pretpostavci.

Dakle, formula Op — OOp jeste S4-valjana, ali nije T-valjana. )

Cinjenica da formula Op — OOp nije T-valjana, ne znaci da ne postoje reflek-
sivni modeli koji nisu tranzitivni u kojima je formula valjana. Da bi se to videlo,
dovoljno je razmotriti bilo koji model iz klase T'\ S4 u ¢ijim svim svetovima vazi
iskazno slovo p. Medutim, pokazuje se da je na izvestan nacin (o kome ovde nece
biti precizno govoreno®) svaka od navedenih osobina relacije dostiznosti karakter-
isana nekom posebnom formulom. Tako formula Oa — OOq upravo odgovara
tranzitivnosti relacije dostiznosti.

Mozemo zakljuciti da je klasa K-modela najsira klasa medu navedenim, dok
joj odgovara najuzi skup valjanih formula. Obrnuto, najuzoj klasi modela, klasi
S5-modela odgovara najsiri skup valjanih formula.

5Umesto klasa modela razmatraju se modalni okviri, uredeni parovi koji se sastoje od skupa
svetova i relacije dostiznosti, i relacija zadovoljivosti definisana na njima.
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7.1.4 Najpoznatije iskazne normalne modalne logike

Iskazne normalne modalne logike spadaju u one modalne logike koje se najpravilnije
ponagaju®. To se odnosi na pogodnu sintaksnu i semanti¢ku definabilnost, relativno
jednostavne dokaze potpunosti i odlucivosti, postupke za ispitivanje valjanosti itd.
Ako modalnu logiku shvatimo kao skup valjanih formula, onda su sve logike koje
odgovaraju klasama modela opisanim u tabeli 7.1 normalne. Lako se pokazuje
sledec¢a teorema.

Teorema 7.1.9 Ako je C bilo koja klasa modela definisana uslovima za relaciju
dostiznosti datim u tabeli 7.1, onda skup svih C-valjanih formula:

1. sadrzi sve tautologije, tj. sve primerke shema koje su tautologije,
2. sadrzi sve primerke sheme O(a — ) — (Oa — Of),
3. sadrzi § kad god sadrzi a i v — (i

4. sadrzi Oa kad god sadrzi a.

Dokaz. Razmotrimo slu¢aj (2). Neka je w proizvoljan svet proizvoljnog modela
neke od razmatranih klasa modela. Ako w = O(a — (), onda je trivijalno w =
O(a — B) — (Oa — 0Opf). Zato pretpostavimo da je w = O(a — ). Ako je dalje
w f= Oa, direktno se ustanovljava da trazeno vazi, jer je desna strana implikacije
tacna. Neka je zbog toga w | O(a — [) A Da. To znaé¢i da u svakom svetu u
dostiznom iz w vazi u | o — B i u | «. Koristedi definiciju klasi¢nog iskaznog
operatora — imamo da je u |= . Kako je u proizvoljan svet dostizan iz w, onda je
w = 0f. Prema tome, za proizvoljan svet w vazi w = O(a — () — (O — O0),
odakle je posmatrana formula C-valjana.

n

Zapravo, pod normalnim modalnim logikama se podrazumevaju one logike koje
ispunjavaju sve zahteve iz teoreme 7.1.9. Ova definicija zasnovana je na semanti-
ckim kriterijumima.

Drugi nacin za opisivanje normalnih modalnih logika je sintaksni, pomoc¢u ak-
siomatskih sistema. Sledeé¢i skup shema aksioma:

svi primerci klasi¢nih iskaznih teorema i
(K)" B(a — ) — (Oa — 0Of)
i pravila izvodenja

iz aia— (izvesti (i

(N)® iz « izvesti O

SPored normalnih modalnih logika postoje i one koje to nisu, a nazivaju se ne-normalne
modalne logike. Na primer, regularne logike zadovoljavaju sve uslove iz teoreme 7.1.9, sem uslova
2, umesto koga se zahteva da logika koja sadrzi formulu o — 3 sadrzi i formulu O(a — ).

7Ova aksioma se naziva aksioma K, u ¢ast Kripkea.

80vo pravilo izvodenja se naziva necesitacija.
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predstavlja pandan uslovima iz teoreme 7.1.9. Oznac¢imo ovaj aksiomatski sistem
sa K, kao sto je to bilo uradeno i za najopstiju klasu modela. Ovo nije slu¢ajno.
Naime, sredstvima koja slice onima koja su koriStena u odeljku 3.6 pokazuje se
teorema 7.1.10, tj. teorema potpunosti za klasu K-valjanih formula. Pre iskaza ove
teoreme uoc¢imo jednu znacajnu razliku izmedu klasiéne i modalne logike: teorema
dedukcije 3.6.3 koja je bila osnova dokaza kompletnosti u odeljku 3.6 u modalnom
slucaju ne vazi. ObrazloZenje za to je sledeée. Posto je a F «, primenom pravila
N, dobili bismo « + Oa. Ako bi, pri tom, vazila teorema dedukcije, vazilo bi i
F a — Oa. Medutim, formula a@ — O« nije valjana ni u jednoj od normalnih
modalnih logika, pa teorema dedukcije ne vazi.

Teorema 7.1.10 Formula je K-valjana ako i samo ako je K-teorema.

Dokaz. Uz izvesne izmene koje su posledice ¢injenice da ne vazi teorema deduk-
cije, dokaz se svodi na postupak opisan u odeljku 3.6. Najpre se definisu konzis-
tentni i nekonzistentni skupovi formula:

e skup formula {aq,...,a,} nije konzistentan ako je F —(a; A ... A ay,),

e beskonacan skup formula nije konzistentan ako bar jedan njegov konacan
podskup nije konzistentan i

e skup je konzistentan ako i samo ako nije nekonzistentan.

Zatim se pokazuje da se svaki konzistentan skup moze prosiriti do maksimalno
konzistentnog skupa formula. Svi maksimalni konzistenti skupovi formula pred-
stavljate svetove takozvanog kanonskog modela u kome se valuacija definise tako
da za iskazno slovo p € ®, v(w)(p) = T ako i samo ako p € w. Relacija dostiznosti
se uvodi sa wRu ako i samo ako {a : Oa € w} C u. dokaz se zavrsava tako s§to se
pokaze da za svaku formulu « i svaki svet w vazi a € w ako i samo ako w = a.
Time je pokazano da je svaki konzistentan skup formula zadovoljiv, odakle kao i u

slucaju klasicne iskazne logike sledi trazeno tvrdenje. =

Karakteristicne aksiome za pojedine normalne modalne logike su:
D) Oa — Qa

T) Do — «

(

(

(4) Do — OO0«
(B) a — OCa
(

5) Ca — OO«

U tabeli 7.2 su prikazani aksiomatski sistemi koji odgovaraju spominjanim normal-
nim modalnim logikama. Potpunost se za ove sisteme pokazuje u skladu sa pos-
tupkom iz teoreme 7.1.10, pri ¢emu karakteristicne aksiome obezbeduju da relacija
dostiznosti ima potrebna svojstva. Na primer, posto aksioma (T) pripada svim
maksimalnim konzistentnim skupovima, tj. svim svetovima kanonskog modela, za
svaku formulu Oa koja pripada nekom svetu w kanonskog modela imamo da je i
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T sistem K + aksioma T

K4 | sistem K + aksioma 4

KB | sistem K + aksioma B

S4 | sistem K + aksiome T i 4 = sistem T + aksioma 4

B sistem K + aksiome T i B = sistem T 4+ aksioma B

S5 | sistem K + aksiome T i 5 = sistem S4 + aksioma B ili 5
D sistem K + aksioma D

D4 | sistem K + aksiome D i 4 = sistem D + aksioma 4

DB | sistem K + aksiome D i B = sistem D + aksioma B

Tabela 7.2. Aksiomatski sistemi za normalne modalne logike.

a € w. Odatle je {a: Do € w} C w, pa je relacija dostiznosti u kanonskom modelu
refleksivna.

Za spomenute normalne modalne logike se moze dokazati jos jedno vazno svo-
jstvo. Sve ove logike su odlucive, tj. postoji postupak koji u konatnom broju
koraka za proizvoljnu formulu utvrduje da li je valjana ili nije, odnosno da li je
zadovoljiva ili nije. U odeljku 7.2 prikazacemo metod prefiksiranih tabloa koji
reSava ove probleme.

7.1.5 Modalne logike sa viSe verzija modalnog operatora O

Praksa je pokazala da je ponekad potrebno istovremeno razmatrati vise verzija
modalnog operatora 0. Na primer, ako je re¢ o vremenskoj interpretaciji jedna
vrsta operatora se shvata kao 'uvek u buduénosti’, a druga kao 'uvek u proslosti’.
Ako se operator O interpretira kao ’znati’, razne verzije operatora O se odnose na
znanje raznih osoba.

Neka su u modalnom jeziku verzije operatora O oznacene sa 01, ..., O,. Na se-
mantickom nivou njima odgovaraju posebne relacije dostiznosti, tako da je modalni
model oblika M = (W, Ry, ..., R,,v) i za svaki svet w € W vazi:

e w = O« ako 1 samo ako za svaki svet u za koji je wR;u vazi u = «.

Na sintaksnom nivou relacijama odgovaraju verzije karakteristicnih modalnih ak-
sioma. Na primer, ako je relacija R; refleksivna, onda je aksioma

(Tz) DiOé — Q.

Dodavanjem ovakvih aksioma dobijaju se odgovarajuéi korektni i potpuni aksiomat-
ski sistemi. Takode, dobijene logike ostaju odlucive, ali se u pojedinim situacijama
povecéava njihova slozenost.

7.1.6 Predikatske modalne logike

Modalne logike prvog reda nastaju proSirivanjem klasi¢ne predikatske logike modal-
nim operatorima, kao $to je to radeno i u iskaznom sluc¢aju. Na semantickom nivou
se svakom svetu modalnog modela pridruzuje domen, skup objekata koji postoje u
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tome svetu. Ovo komplikuje situaciju u odnosu na iskazni slucaj, jer je potrebno
izabrati jednu od slede¢ih moguénosti:

e svi svetovi imaju isti domen, u kom slucaju se radi sa modelima sa konstant-
nim domenom,

e domen raste, tj. ako je wRu, onda je domen sveta w podskup domena sveta
u u kom slucaju se radi sa modelima monotonim domenima i

e ne postoji nikakvo ogranic¢enje za domene svetova modela.

Ako modeli nisu konstantni, potrebno je definisati Sta se deSava sa istinitosnom
vrednoséu formula u nekom svetu, ako se pri interpretaciji formule pojavljuje ob-
jekat koji ne postoji u domenu tog sveta. Tada je moguée vrednost formule progl-
asiti:

e uvek neta¢nom,
e nedefinisanom ili
e bez obzira na sve dati joj neku istinitosnu vrednost.

Konacno, potrebno je u svakom od prethodnih sluc¢ajeva odrediti da li su funkcijski
simboli:

e rigidni (u svim svetovima imaju isto znacenje) ili
e nerigidni (u raznim svetovima mogu imati razli¢ito znacenje).

Izbor svake od navedenih mogué¢nosti dovodi do posebne vrste modalnih modela
prvog reda, posebne aksiomatizacije itd. Recimo, ako se dozvole nerigidni termi,
neki primerci klasi¢no valjanih formula viSe nisu valjani, kao $to je ilustrovano u
primeru 7.1.11.

Primer 7.1.11 Formula (Vz)A(x) — A(t/x), gde je term ¢ slobodan za promen-
ljivu 2 u formuli A, iako primerak jedne aksiome klasi¢ne predikatske logike prvog
reda, nije modalno valjana ako se dozvole termi koji nisu rigidni. Neka je formula
A(z) = OP(x), gde je P unarni relacijski simbol, i neka je term ¢ konstanta c.
Neka za modalni model vaze sledeée pretpostavke:

e skup svetova W modalnog modela je dvoclan, W = {w;,ws}, a domeni i u
jednom i u drugom svetu su jednaki skupu {d;,ds},

e relacija dostiznosti je puna relacija, tj. R = W?2,
e konstanta c¢ se u svetu w; interpretira kao do, a u svetu ws kao d; i

e u svetu w; relacijski simbol P se interpretira kao relacija {d; }, a u svetu wo
kao relacija {dz}.

Sada u svetu wy vazi formula (Vz)OP(x), jer kakvu god vrednost dodelili promen-
ljivoj x formula OGP(v(x)/z) je tatna u wy. Sa druge strane, formula <P(c) nije
tacna u wy jer P(c) ne vazi ni u wy, ni u wy, pa wy & (Va)OP(x) — OP(c). £
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U najrestriktivnijem slucaju modela sa konstantnim domenima i rigidnim ter-
mima aksiomatizacija se ostvaruje dodavanjem na aksiomatski sistem klasi¢ne logi-
ke prvog reda modalnih aksioma i pravila izvodenja iskaznih logika i Barkan-formule

(Vz)Oa — O(Vr)a

koja karakterise konstantnost domena.

Jo§ jednu zanimljivost modalnih logika prvog reda predstavlja i ¢injenica da,
za razliku od klasi¢ne predikatske logike, unarna modalna predikatska logika prvog
reda nije odluciva.

7.1.7 Temporalne logike

Temporalne, tj. vremenske, logike su modalne logike koje omogucavaju da se re-
zonuje o promeni istinitosti nekog iskaza tokom vremena $to je jedna od karakter-
istika prirodnog jezika. Da bi se to postiglo klasi¢ni jezik se prosiruje modalnim
operatorima koji u vremenu karakterisu istinitosnu vrednost formula na koje se pri-
menjuju. Po pravilu, koriste se dva oblika operatora O koji se oznacavaju sa G i H
a tumace se kao uvek u buducnostii uvek u proslosti. Pored njih se upotrebljavaju i
operatori F' = =G— bice u buduénostii P = ~H— bilo je u proslosti. Jedna tipi¢na
formula temporalnih logika je:

Pp A PH-p — P(GPp A H-p)

koja se ¢ita kao ’ako je u nekom momentu u proslosti vazilo p i ako je u nekom
momentu u proslosti vazilo da je uvek pre tog momenta vazilo —p, onda je u nekom
momentu u proslosti vazilo da je za svaki momenat u buduénosti postojao momenat
koji mu je prethodio i u kome je vazilo p i pre koga je uvek vazilo —p’.

Modeli za temporalne logike su Kripkeovi modeli oblika (W, R, v) u kojima je
W skup vremenskih trenutaka, a R se tumaci kao relacija ’biti ranije’ ili u nekim
pristupima kao me biti kasnije’®. Relacija zadovoljivosti se definise kao i u kod
modalnih logika, recimo:

e w = Ga ako i samo ako za svaki svet u za koji je wRu vazi u = a,

e w = Fa ako i samo ako za postoji svet u za koji je wRu i vazi u = «,
e w = Ha ako i samo ako za svaki svet u za koji je uRw vazi u = « i

e w = Pa ako i samo ako za postoji svet u za koji je uRw i vazi u = «.

Klase temoralnih modela se razlikuju u izboru strukture skupa vremenskih trenu-
taka koja moze biti izomorfna skupu prirodnih, celih, racionalnih, realnih brojeva,
pozitivnih realnih brojeva, kruzna itd., zavisno od oblasti rezonovanja koja se for-
malizuje. Svakom od ogranicenja odgovaraju karakteristicne aksiome. Recimo,
formuli

Ga — Fa

9U prvom slucaju relacija nije refleksivna, a u drugom to jeste.
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odgovara zahtev da ne postoji poslednji vremenski trenutak.

U racunarstvu se najvise koriste temporalne logike u kojima postoji pocetni
trenutak, a vreme je diskretno i linearno. U tom slucaju se pre svega razmatraju
operatori koji govore o buduénosti. Pored ve¢ spomenutih, koriste se i operatori
(O i U koji se tumace kao "u sledeéem trenutku’, odnosno ’sve dok nije’'%. Ako su
vremenski trenuci oznaceni nizom wg, wy, ..., onda vazi:

e w; E Qa ako i samo ako w;41 = a'i

e w; = BU« ako i samo ako postoji k > i tako da wy = a1 za svako j za koje
jei <j <k, w; =B

Operatorom U je moguce definisati operatore F' i G:
e Fa— (TUa), odnosno
o Ga— ~(TU—a).

U sluc¢aju da se u obzir uzima i proslost, koristi se i operator S koji se tumaci kao
‘od kada je’'! i za koga je

e w; = BSa ako i samo ako postoji k < i tako da wy, = « 1 za svako j za koje
jek <j<i,w;E=p.

Ova vrsta temporalnih logika se primenjuje u specifikaciji i verifikaciji sis-
tema. Specifikacija predstavlja opis zeljenog ponasSanja sistema, dok se verifikaci-
jom ustanovljava da sistem ispoljava odredene osobine. Linearna diskretna vre-
menska logika je pogodna za opisivanje skupa svih izvrSavanja nekog programa i
proucavanje osobina programa koje su univerzalne, tj. uniformno vaze pri svim
izvrSavanjima. Prikaz jednog postupka verifikacije opSirnije je dat u odeljku 9.8.1.

Primer 7.1.12 Formule koje se u verifikaciji ¢esto pojavljuju su:

e formula o — F'3 znaci da ¢e, ako je o zadovoljena u nekom momentu, formula
(B eventualno biti zadovoljena nakon tog momenta,

e formulom G(a — F[3) se pojacava prethodni iskaz, tj. kaze se da prethodna
formula vazi u svakom svetu, pa ¢e posle svakog trenutka u kome vazi «
postojati trenutak u kome ¢e vaziti 3,

e formula GFa znaci da ¢e o vaziti u beskonac¢no mnogo trenutaka,

e formula FGa znaci da ¢e o eventualno, u nekom buduéem momentu, poceti
da zauvek vazi,

e formula G(ow — Ga) znaci da ako a bude vazila u nekom trenutku, onda ée
nakon njega vaziti zauvek,

e formula —-fU« znadi da [ neée vaziti u bilo kom momentu koji prethodi
prvom momentu u kome vazi « itd.

10Until.
HSince.
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Na primer, ako formulu « shvatimo kao zahtev za resursom, a formulu (§ kao
realizaciju zahteva, onda formula G(a — F3) kaze da ¢e svaki zahtev za resursom
biti opsluzen, $to je jedno od bitnih svojstava svakog operativnog sistema. =

Jedna od zanimljivih struktura vremena koja se takode primenjuje u racuna-
rstvu se dobija pretpostavkom da svaki vremenski trenutak ima linearno uredenu
proslost, dok se buduénost razgranava, odnosno da se vreme moze prikazati u obliku
drveta. I ovde je prevashodno interesantan slucaj u kome je vreme diskretno, mada
postoje i drugacije logike. Drvo kojim se predstavlja vreme, ako se pretpostavi da
ne postoje pocetni i zavrsni trenuci, nema ni koren ni listove. Kod ovakvih logika
posebno se proucava pitanje znacenja operatora F', odnosno da li je w | Fa ako
« vazi:

e u bar jednom trenutku na svakoj grani kojoj je w koren ili
e u bar jednom trenutku na bar jednoj grani ¢iji je koren w.

Jedan od nacina da se prevazide ova dilema je upotreba nesto drugacijih vremenskih
operatora (VG, 3G, VF, 3F, VO i 30) prilagodenih drvoidnoj strukturi vremena.
Njihovo znacenje se definise sa:

e w | VGa ako « vazi u svim vremenskim trenucima u poddrvetu ¢iji je koren
trenutak w,

w = IGa ako « vazi u svim vremenskim trenucima u bar jednoj grani koja
pocinje trenutkom w,

w = VFa ako na svakoj grani koja pocinje trenutkom w postoji bar jedan
trenutak u kome vazi a,

w | dF« ako postoji bar jedna grana koja pocinje trenutkom w na kojoj u
bar jednom trenutku vazi «,

w E Y (O «a ako « vazi u svakom sledeéem trenutku vremenskog trenutka w i

w E IO «a ako a vazi u bar jednom sledeéem trenutku vremenskog trenutka
w.

Lako se vidi da vazi 3F = =VG—, VF = -3G-1 30 =V .

Razgranata (drvoidna) diskretna vremenska logika je pogodna za opisivanju
drveta izvrSavanja nekog nedeterministickog programa. Pri tome se analiziraju
egzistencijalne osobine, poput korektnog zavrsetka rada bar jednog od moguéih
izvrSavanja programa za proizvoljan ulaz.

Primer 7.1.13 Neka su P nedeterministicki program i B i H redom iskazi koji
znace da je program u polaznom stanju, odnosno u zavrsnom stanju. Neka su [ i
O iskazi koji opisuju korektan ulaz i izlaz programa. Pretpostavlja se da program,
ako se zaustavi, beskona¢no ostaje u tom zavrsnom stanju. Sledece formule opisuju
razli¢ite koncepte korektnosti programa.

Formula (B A I) — 3G(H — O) znadi da, ako je program poceo izvrsavanje
nad korektno datim ulaznim podacima, onda postoji izvrSavanje koje moze biti
beskonaé¢no, ali ako je kona¢no, onda program zavrsava rad dajuci korektan izlaz.
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Formula (B A I) — 3F(H A O) znaci da, ako je program poceo izvrsavanje
nad korektno datim ulaznim podacima, onda postoji izvrSavanje koje zavrSava rad
dajuéi korektan izlaz.

Formula (BAI) — VG(H — O) znadi da, ako je program poceo izvrsavanje nad
korektno datim ulaznim podacima, onda svako konac¢no izvrSavanje daje korektan
izlaz.

Formula (BAI) — VF(H A O) znaci da, ako je program poceo izvrsavanje nad

korektnim ulaznim podacima, onda je svako izvrSavanje konaé¢no i korektno. =

Pored primena u specifikaciji i verifikaciji, temporalne logike se koriste i u
drugim oblastima u kojima je prisutan vremenski aspekt u zakljuc¢ivanju. Na
primer, u dijagnostici u medicini znacajno je opisati istoriju bolesti. Takode, u
planiranju akcija koje treba da se izvrse u okolini koja trpi promene bitno je up-
ravljati znanjem koje se menja u vremenu itd.

Sve spominjane iskazne temporalne logike su aksiomatizibilne, pri ¢emu se kla-
si¢na iskazna aksiomatizacija prosiruje karakteristi¢cnim aksiomama za vremenske
operatore. Ove logike su takode i odlucive.

Pregled temporalnih logika zaklju¢imo primedbom da je prikazan pristup sa
tackastom interpretacijom vremena u kome su osnovni elementi vremena trenuci.
Postoji i druga vrsta logika u kojima su osnovni elementi vremena intervali.

7.1.8 Modalne logike znanja i/ili verovanja

Jedna od spominjanih interpretacija modalnog operatora O je znati, u kom slucaju
je uobicajeno da se umesto O koristi znak'? K. Tada se modalne aksiome

(T) Ka — a,
(4) Ka - KKa'i
(5)13 -Ka — K—-Ka

redom interpretiraju kao ’ako znam «, onda je « ta¢no’, ’ako znam «, onda znam
da znam «’ i ’ako ne znam «, onda znam da ne znam «’. Pravilo necesitacije se
interpretira sa 'zna se sve §to je tatno’. Aksiome (4) i (5) se nazivaju i aksiome
introspekcije, odnosno samospoznaje, jer garantuju da se poznaje kompletno sop-
stveno znanje. Aksioma (T) i pravilo (N) obezbeduju konzistentnost i kompletnost
znanja jer ne dozvoljavaju da se zna nesto $to nije ta¢no, odnosno garanutuju da se
sve §to je tacno zna. Logike znanja se primenjuju u ekonomiji, pri donosenju odluka
i sklapanju pogodbi, u racunarskim naukama, pri analizi protokola u distribuiranim
sistemima, u vestackoj inteligenciji itd.

Cesto je potrebno istovremeno razmatrati znanje vise agenata'? pa se u u
modalnom jeziku javlja lista unarnih modalnih operatora K1, ..., K, sa znacenjem
agent ¢ zna’. Tako je moguce govoriti ne samo o znanju jednog agenta, nego
i o znanju agenta o znanju nekog drugog agenta itd. Nije uobicajeno da se u

12K potice od engleskog termina knowledge, znanje.

130vo je samo drugaciji zapis formule Ga — OOa, pri éemu se koristi definicija ¢ = —~0O-.

14 Agent moze biti proces koji se izvrasava na ra¢unarskom sistemu, formalni model za simulaciju
neke osobe, robot ili neki drugi elektronski uredaj, program na Internetu itd.
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jezik uklju¢uju pandani operatora <, mada se —K;—« shvata kao 'moguce je o’.
Zmacenje modalnim formulama se daje uopstenjem Kripkeovih modela u kojima
se javlja vise relacija dostiznosti, po jedna za svaki operator K;. U modelu M =
(W, Kq,...,Kpn,v) za svet w € W, vazi

o w = K, ako i samo ako za svaki svet u za koji je wi;u vazi u = a.

Pri tome je pogodno svetove modela shvatati kao stanja aktuelnog sveta. Ako je
wlk;u, agent ¢ ne moze razlikovati stanja w i v i, ako je w aktuelno stanje sveta,
agent 4 ¢e i stanje u smatrati mogudéim.

Uglavnom se prihvata da su relacije IC; relacije ekvivalencije, pa su modeli za
logiku znanja uopstenja S5-modela, dok se odgovarajué¢a kompletna aksiomatizacija
dobija zamenom operatora O u aksiomama (K), (T), (4) i (5) i u pravilu (N) sa
K, zai=1,n.

Pored operatora K; u logici znanja se upotrebljavaju i operatori Eg i Cg koji
se tumace kao ’svi u grupi G znaju’'®, odnosno ’u grupi G opste je poznato’'6 gde
se to sveopSte shvata u smislu ’svi znaju’, ’svi znaju da svi znaju’, ’svi znaju da
svi znaju da svi znaju da itd.’. Formalno,

e wE Ega, G C{l,...,n} ako i samo ako za svaki i € G, w | K« i

e wkE Cga, G C {1,...,n} ako i samo ako za svaki k = 1,2,..., w = Eka,
gde je Eéa =def EGOz, Eg+104 =def EgEléOé.

Ovi operatori povec¢avaju izrazajnost logika, ali i znacajno podizu njihovu slozenost.
Sledeéi primeri ilustruju primene modalne logike znanja.

Primer 7.1.14 Osobe 11i 2 sede jedna naspram drugoj i imaju kape na glavama.
Osoba 1 vidi kapu osobe 2 i obrnuto, ali ni jedna osoba ne vidi svoju kapu. Iskaz p;,
1 = 1,2, oznacava da je na kapi osobe ¢ zalepljena nalepnica. Ispitiva¢ na pocetku
javno obavestava osobe da se na necijoj kapi nalazi nalepnica, Sto zapisujemo u
formi K (p1 Vp2), odnosno Ks(p1 Vp2). Posto je saopstenje javno, svaka osoba zna
da i druga osoba zna p; V pz, §to zapisujemo sa Cyy 23 (p1Vp2). Svaka osoba zna i da
ona druga osoba zna da li je nalepnica na kapi prve osobe, tj. K1 (Kop1 V Ko—pq) i
Ky(K1p2 V K1—p9). Ispitivaé postavlja pitanje da li neka osoba zna da li je nalep-
nica na njenoj kapi. Posto ni jedna osoba ne zna odgovor, osoba 1 zna da osoba
2 ne zna da li na svojoj kapi ima nalepnicu i obrnuto, tj. Ki—Ksps i Ko—=Kip;.
Razmatrajuci opis moze se pokazati da nakon ovakvog odgovora osobe znaju da
su nalepnice zalepljene na obe kape. Koristeéi prethodno razvijenu sintaksnu i se-
manti¢ku karakterizaciju znanja, neki dokaziva¢ teorema bi mogao formalno izvesti
dajerC — Kip1 AN Kips, it C — Kaopy A Kopo, gde je C konjunkcija formula iz
postavke zadatka.

Isti zakljuc¢ak se moze izvesti i analizom modela odgovaraju¢ih stanja sveta
u odnosu na oznacavanje kapa nalepnicama. Najpre, stanja sveta predstavimo
uredenim parovima oblika (z1,x2), gde je &; = 1 ako se na kapi osobe i nalazi
nalepnica, inace je x; = 0. Ocigledno, postoje ¢etiri moguéa stanja predstavljena
sa (0,0), (0,1), (1,0) i (1,1). Svakoj od osoba odgovara relacija dostiznosti koja

15 F potice od engleskog termina everyone, svako.
16 potice od engleskog termina common, opste, zajednicko.
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prikazuje koja stanja osoba ne moze razlikovati s obzirom da ne vidi sopstvenu kapu.
Zato je relacija K1 najmanja relacija ekvivalencije koja sadrzi {((0, 1), (1, 1)), ((0, 0),
(1,0))}, a Ko najmanja relacija ekvivalencije koja sadrzi {((0,0),(0,1)),((1,0),
(1,1))}. Iskazi p; definisani kao u prethodnom pasusu u nekom svetu vaze ako
i samo ako je x; = 1. Na ovaj nacin je odreden jedan Kripkeov model u kome, na
primer, vazi:

hd (05 1) ': _‘K2p27 jer (030) }: P2, a ((07 1)’ (070)) € ’C27

e (1,0) = —Kips, jer (0,0) = —p1, a ((1,0),(0,0)) € K4 i

* (0,0) = ~(p1Vp2)
Nakon §to ispitivac saopsti da se na necijoj kapi nalazi nalepnica, to postaje opste
znanje grupe, tj. vazi Cyq2y(p1 V p2). Promena opsteg znanja grupe {1,2} se u
modelu reflektuje tako $to se odstrani stanje oznaceno sa (0,0) jer u njemu vazi

=(p1 Vp2). Odbacivanje sveta (0,0) dovodi do promena u relacijama Ky i Ko, tako
da u novom modelu vazi:

e (0,1) | Kapo, jer (0,1) = p2, a u novoj relaciji Ky svet (0,1) je u relaciji
samo sa samim sobom, i sli¢no

e (1,0) &= Kips, jer je (1,0) = p1.

Odgovor 'ne znam’ osoba na pitanje ispitivaca da li se nalepnica nalazi na njihovoj
kapi dalje menja opSte znanje grupe i izgled modela. Ne primer, takav odgovor
osobe 1 eliminige stanje (1,0), jer (1,0) | Kip;. Sli¢no se eliminise i stanje (0, 1).
U jedinom preostalom stanju (1,1) vazi Kip; i Kops.

n

Primer 7.1.15 Neka je dat sistem koji se sastoji od n agenata, recimo rac¢unarska
mreza u kojoj se izvrsava n procesa koji medusobno komuniciraju. Svaki od agenata
se nalazi u nekom lokalnom stanju u svakom vremenskom trenutku. Lokalno stanje
opisuje informacije kojima agent ima pristup, poput inicijalnog stanja, liste poruka
koje je agent razmenio itd. Globalno stanje je uredena n-torka (si, ..., s,) lokalnih
stanja agenata u nekom trenutku. Jedno izvrsavanje r sistema se sastoji od niza
globalnih stanja kroz koja sistem prolazi. Tacka je uredeni par (r,m) koji se sas-
toji od izvrsavanja r i vremenskog trenutka m. U tacki (r,m) sistem se nalazi
u globalnom stanju r(m) = (s1,...,$,), dok sa r;(m) oznacavamo lokalno stanje
s; agenta 4 u tom trenutku. Opis R celog sistema je dat skupom izvr3avanja, tj.
opisom ponaganja sistema, dok je interpretirani sistem I uredeni par (R,v) koji
se sastoji od opisa sistema i valuacije v koja u svakom globalnom stanju svakom
iskaznom slovu dodeljuje istinitosnu vrednost. Iskazna slova odgovaraju osnovnim
¢injenicama o sistemu, kao Sto su ’sistem je zaglavljen’, 'proces 7 je poslao poruku
u k-tom koraku izvrsavanja’ i sl.

Interpretiranom sistemu I = (R,v) odgovara jedan Kripkeov model M; =
(S,K1,...,Kpn,v), gde su S skup svih tacaka iz I, v valuacija iz I, a relacije K; se
definisu tako da (r,m)K;(r',m’) ako r;(m) = ri(m’), tj. ako se poklapaju lokalna
stanja agenta ¢. Lako se vidi da su sve relacije IC; relacije ekvivalencije. Naveséemo
uslove za tac¢nost u nekoj tacki samo za formule koje po¢inju operatorima G i K;,
dok su preostali slucajevi jednostavna uopstenja veé¢ opisanih situacija. Tacnost
formula u tacki (r,m) interpretiranog sistema I se definiSe na sledeéi nacin:
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e (I,r;m) E Ga ako i samo ako (I,r,m') E « za svako m’ > m, gde je G
temporalni operator uvek u buduénosti i

e (I,r,m) E K;a ako i samo ako za svako (r',m’) za koje je (r,m)IC;(r',m’)
vazi (I,7',m’) E «a, gde je K; modalni operator znanja.

Kombinovanjem temporalnih operatora i operatora znanja mogu se praviti iskazi
0 razvoju znanja u vremenu.

Opisani pristup se koristi u dizajniranju i verifikaciji distribuiranih protokola,
tj. izracunavanja u kojima radi viSe procesa koji medusobno komuniciraju. Primer
takvog protokola je koordinirani napad u kome dva procesa A i B treba da se
dogovore oko koordiniranog rada na nekom problemu. Ni jedan proces nece zapoceti
obradu pre nego §to je siguran da ée to, zajedno sa njim, uciniti i drugi proces.
Procesi se dogovaraju razmenom poruka koje, ako stignu na cilj, to ¢ine u nekom
jedini¢nom vremenu, ali se moze dogoditi i da se zagube tokom prenosa. Pitanje
koje se analizira je koliko vremena je procesima potrebno da se dogovore? Jedan
scenario dogadanja je sledeéi. Proces A alje poruku 'zapoénimo obradu u trenutku
t’ koju proces B dobija. Proces B ne moze zapoceti obradu, jer proces A ne zna
da li je on primio poruku, zbog ¢ega proces A neée poceti obradu. Zato proces
B salje poruku sa potvrdom prijema prve poruke. Pretpostavimo da i ona stize
na cilj. Da li ée sada proces A zapoceti obradu? Ne, jer proces B ne zna da li je
proces A poruku primio, pa proces B ne zna da proces A zna da je on primio prvu
poruku, zbog Cega proces A ne zna da li ¢e proces B zapoceti obradu. Postupak
razmene poruka se moze nastaviti proizvoljno dugo, ali se pokazuje da ni u jednom
momentu procesi A i B neée posti¢i konsenzus oko pocetka obrade. Zapravo,
razmenom poruka procesi poveéavaju svoje znanje, ali ne postizu opste znanje o
pocetku obrade. =

U nekim pristupima se kritikuje aksiomatizacija rezonovanja o znanju kakva je
ovde opisana. Aksiome (4) i (5) se odbacuju odgovarajuéim izmenama zahteva za
relaciju dostiznosti. Aksioma (T) i pravilo (N) su u velikoj meri prirodni u pristupu
zasnovanom na Kripkeovim modelima, pa se tu ne dovode u pitanje. Medutim, oni
karakterisu idealnog mislioca, logickog sveznalicu, koji zna valjane formule i sve
posledice svog znanja i nisu realni ni u slu¢ajevima modeliranja ljudi, niti kada se
u obzir uzmu ograniceni resursi izracunavanja.

U logikama verovanja operator O se interpretira kao verovati. PoSto je verovanje
manje precizno od znanja, pojedini sistemi dopustaju verovanje u neistinito tvrde-
nje. U logikama verovanja se takode koriste modalne aksiome, ali se ne ukljucuje
aksioma (T, sto se tumaci kao: moze se verovati i u nesto $to nije tacno.

7.1.9 Dinamicka logika

Dinamicka logika je jedna vrsta modalnih logika ¢ija je prevashodna namena da
pruzi prirodan formalizam za proucavanje ponaSanja programa.

Skup svetova modela ovde predstavlja skup stanja u kojima se program moze
na¢i tokom izvrSavanja. Stanja programa opisujemo vrednostima promenljivih.
Recimo, u programu za izracunavanje vrednosti n-tog ¢lana Fibonacijevog niza

(m’ y7 Z) — (n’ 17 1)
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Naredba \ Zapis u dinamickoj logici
if p then v else 8 | (p?;a) U (—p?5)
while p do « (p?; )*; —p?
repeat oo until p | a(—p?; a)*;p?

Tabela 7.3. Zapis standardnih programskig konstrukcija.

while z # 0 do (z,y,2) «— (x — 1,2,y + 2)

znacajne su tri promenljive z, y i z koje redom sadrze brojac¢ ciklusa, vrednost
prethodnog i vrednost tekucéeg clana niza. Pretpostavimo da je « oznaka nekog
nedeterministickog programa. Tada su dva stanja s it u relaciji R, tj. (s,t) € Rq,
ako je t mogucée zavr$no stanje programa « koji je izvrSavanje zapoceo u stanju s.
Za svaki program « razmatraju se operatori [«] i () kao varijante operatora O,
odnosno <.

Primer 7.1.16 Primeri formula koje se ovde proucavaju su:

e n>0— [a](z = F,) koja je tatna u nekom stanju s, u kom je n > 0, ako
je u svakom zavr$nom stanju programa (koja ne moraju postojati) vrednost
promenljive z jednaka n-tom ¢lanu Fibonacijevog niza,

e n>0— (a)(z = F,) koja je tatna u nekom stanju s, u kom je n > 0, ako
postoji zavrSno stanje programa u kom je vrednost promenljive z jednaka
n-tom, ¢lanu Fibonacijevog niza ili

e (a)p < (B)p kojom tvrdimo su programi « i § ekvivalentni u odnosu na
p u smislu da za svako pocetno stanje s postoji stanje ¢ u kom program o
zavrsava rad i vazi p ako i samo ako za s postoji i stanje u u kom rad zavrsava
program (3 i vazi p.

U dinamickoj logici je dozvoljena manipulacija slozenim programima kojom
svaki program dobija posebne modalne operatore. Program a U 3 predstavlja pro-
gram u kome se nedeterministicki izabere i potom izvrsi bilo program «, bilo pro-
gram (. Relacija dostiznosti je sada Roug = Ro U Rp.

Primer 7.1.17 U dinamickoj logici izrazive su i formule:
o (aUB)p < ((a)pV (B)p) i

e [while(p V ¢) do a]r <
[(while(p) do a)(while(q) do (o while(p) do «)))]r )

Pored unije dva programa, koriste se i nadovezivanje, u oznaci «; 3, ponavljanje
programa nula ili viSe puta, u oznaci o*, i uslovno izvrSavanje, u oznaci p?. Opis
standardnih programskih konstrukcija ovakvim sredstvima je prikazan u tabeli 7.3.

Zmacenje formula se, kao S$to je veé¢ nagovesteno, daje uopstenjem Kripkeovih
modela u kome za svaki elementarni program P postoji posebna relacija dostiznosti.
Pri tome za slozene programe vazi:
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= {(s,8) : (Bu)((s,u) € Ra A (u,t) € Rp)},

= {(s,¢) : (3s0,81,---58k)(s50 =8 AN sp =t A (Vi)((0 <i<k)—
(Swsz+1) € Ra))} i

o Ry ={(s,5):5 Eph

Ako su formule koje se javljaju iskazne, dobija se iskazna dinamicka logika koja
je aksiomatizibilna i odluc¢iva. Takode se proucava i dinamicka predikatska logika
u kojoj je, kao u primerima 7.1.16 i 7.1.18, dozvoljena upotreba promenljivih,
funkcijskih i relacijskih simbola.

Primer 7.1.18 Formula:
(Vz)( while(z # 1) do if(parno(x)) then x « § else x « 3z + 1) true

tvrdi da uzastopno mnozenje neparnog broja sa 3 i uvecanje za 1 i polovljenje
parnog broja, polazeéi od bilo kog prirodnog broja redukuje taj broj na 1. Istinitost

ove formule nije poznata. =

7.1.10 Provera modela

Ispitivanje da li je neka formula posledica skupa formula o¢igledno modelira ljudsko
zakljuCivanje, a moze se primeniti u vestackoj inteligenciji pri donosenju odluka, u
proveri korektnosti programa i/ili elektronskih kola itd. Ovaj postupak bi mogao
biti sproveden tako S$to bi se nekom dokazivacu teorema postavilo pitanje u formi
"da 1i je valjana formula KB — «?’, gde je K B formula koja opisuje bazu znanja,
tj. trenutno raspolozive podatke, dok je a formula koja predstavlja sam upit.
Problem u tom pristupu predstavlja cesto velika slozenost postupka dokazivanja
o ¢emu ¢emo detaljno govoriti u glavi 10. Kao odgovor na ovaj problem razvija
se drugadiji pristup, takozvana provera modela'” kojom se neke situacije efikasnije
razresavaju.

Ako se za zakljucivanje u kome se koriste dokazivaci teorema moze reéi da je
sintaksnog karaktera, onda je provera modela zasnovana na semantickom pristupu.
Naime, umesto da se trazi dokaz za « iz K B, u proveri modela se, kao Sto i sam
naziv postupka sugeriSe, proverava da li formula « vazi u modelu koji odreduje
baza znanja. Provera modela se primenjuje na probleme koji se mogu opisati
Kripkeovim modelima. Tipi¢ni problemi sa kojima se provera modela sreée su
oni u kojima je kontrolni aspekt, a ne obrada slozenih podataka, u prvom planu,
kao Sto je slucaj sa verifikacijom elektronskih kola, komunikacijskim protokolima,
sistemima za kontrolu procesa itd. Osobine sistema koje se najcesée proveravaju
dele se na's:

e osobine dostiznosti kojima se iskazuje da se neka situacija moze ostvariti, na
primer da ¢e vrednost promenljive biti manja od nule,

17"Model checking.
18Engleski nazivi za navedene osobine su redom reachability property, safety property, liveness
property i fairness property.
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e osobine sigurnosti kojima se iskazuje da se, pod odredenim uslovima, nesto
nece nikada dogoditi, na primer da proces A nece zapoceti rad ako se proces
B ne izvrsi,

e osobine dogodivosti kojima se iskazuje da se, pod odredenim uslovima, nesto
ostvaruju pre ili posle, pri ¢emu se ne zna ta¢no kada, na primer da ce, ako
se uputi zahtev za resursom, on biti zadovoljen, i

e osobine pravicnosti kojima se iskazuje da se, pod odredenim uslovima, nesto
ostvaruju (ili ne ostvaruje) beskonacno ¢esto, na primer da ¢e proces nepre-
stano zahtevati neki resurs.

Ove osobine se pogodno opisuju sredstvima temporalne logike.

Primer 7.1.19 Osobina sigurnosti kojom se iskazuje da zavrSetak rada procesa
B mora da prethodi pocetku rada procesa A moze se jezikom linearne tempo-
ralne logike zapisati kao (—start(A))U kraj(B). Slicno, eventualna osobina da ¢e
upuceni zahtev za resursom uvek biti zadovoljen moze se zapisati sa G(zahtev —

F ispunjen). g
Provera modela se u osnovi sastoji iz sledeéih koraka:
e modeliranje sistema Kripkeovim modelom, odnosno kona¢nim automatom (o
¢emu Ce biti reci u poglavlju 9),
e zapisivanje osobine koja se proverava jezikom temporalne logike i

e ispitivanje da li model zadovoljava tu formulu,

za koje postoje vise nacina realizacije.
Jedna kombinacija tih varijanti ilustrovana je u analizi Kripkeovog modela u
primeru 7.1.14, dok ¢emo drugi vid provere modela opisati u odeljku 9.8.1.

7.2 Metoda prefiksiranih tabloa za modalne logike

Kao sto je ranije ve¢ receno, metoda tabloa za klasi¢nu logiku se uz izvesne mod-
ifikacije moze primeniti i na modalne logike. Nacina da se to izvede ima viSe, a
ovde ¢emo prikazati metodu prefiksiranih tabloa.

7.2.1 Prosirenje ujednacavajuc¢ notacije

U podeli formula koja je ¢inila ujednacavajucu notaciju potrebno je dodati formule
koje se odnose na modalne operatore. Novi slucajevi su prikazani u tabeli 7.4.

Sledecéa razlika u odnosu na klasi¢nu logiku se ogleda u potrebi da se oznace
svetovi modela posto nije svejedno u kom svetu se javlja koja formula. To se
sprovodi pomoc¢u prefiksa koji predstavljaju imena svetova.

Definicija 7.2.1 Prefiks je konacan niz prirodnih brojeva. Prefiks o’ je prosto
prosirenge prefiksa o ako je 0/ = o, n, za neki prirodan broj n. Ako je o prefiks i X
oznacena modalna formula, tada je o X prefiksirana oznacena modalna formula.

Primer 7.2.2 0 = 1,2,2,1 je jedan prefiks, dok su ¢ T' A i 0 F A prefiksirane
oznacene modalne formule. =
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v [ w] [ 7 [m |
TOA | TA TOCA|TA
FOA | FA FOA | FA

Tabela 7.4. Modalne formule u ujednac¢avajucoj notaciji.

Naziv klase modela \ Uslovi za relaciju dostiznosti

K opsti uslov

T opsti uslov, refleksivnost

K4 opsti uslov, tranzitivnost
KB opsti uslov, inverznost

S4 opsti uslov, refleksivnost, tranzitivnost
B opsti uslov, refleksivnost, inverznost
S5 potpuna relacija

D opsti uslov

D4 opsti uslov, tranzitivnost
DB opsti uslov, inverznost

Tabela 7.5. Uslovi za relaciju dostiznosti izmedu prefiksa.

7.2.2 Pravila za konstrukciju prefiksiranih tabloa

Sliéno kao i u klasi¢nom iskaznom slucaju, izgradnja tabloa zapocinje postavljanjem
formule 1 F© A u koren drveta, nakon ¢ega se primenjuju pravila konstrukcije.
Grana tabloa je zatvorena ako se na njoj nadu formule oblika ¢ F* Ai o T A.
Tablo je zatvoren ako mu je zatvorena svaka grana. Zatvoreni tablo za formulu
1 F A je dokaz za formulu A.

Prefiks o se koristi na grani tabloa ako se na grani nalazi bar jedna prefiksirana
formula oblika o X, za neku oznacenu formulu X. Prefiks o je bez restrikcija na
nekoj grani tabloa ako nije pocetni deo bilo kog prefiksa na toj grani.

Izmedu prefiksa definisa¢emo binarnu relaciju dostiznosti. Ova relacija zado-
voljava:

e opsti uslov, ako je o,n dostizno iz o, za svaki prirodan broj n i svaki prefiks
0-7

e refleksivnost, ako je o dostizno iz o za svaki prefiks o,

e inverznost, ako je ¢ dostizno iz o,n za svaki svaki prirodan broj n i svaki
prefiks o i

e tranzitivnost, ako je o, ¢’ dostizno iz o za svaki konacan neprazan niz prirod-
nih brojeva ¢’ i svaki prefiks o.

U tabeli 7.5 je dat pregled svojstava koje zadovoljava relacija dostiznosti izmedu
prefiksa za spominjane modalne logike.
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Slika 7.1. «, B, v i w-pravila.

Pravila za konstrukciju tabloa se uvode na sledeé¢i nac¢in. Neka je ¢vor Y kraj
neke grane do tog momenta konstruisanog drveta. Zavisno od formula na grani
koja sadrzi Y, nastavak konstrukcije je moguce izvesti nekim od pravila:

e a-pravilo: ako je neka o o formula na grani, tada se grana produzava sa dva
nova ¢vora od kojih jedan sadrzi o oy formulu, a drugi o as formulu,

e [(-pravilo: ako je neka o 3 formula na grani, tada se grana u ¢voru Y grana,
pri ¢emu levi naslednik sadrzi o 31, a desni o (35 formulu.

e v-pravilo: ako je neka o v formula na grani, tada se grana produzava ¢vorom
o’ vy, gde je o’ dostizno iz o i dodatno zadovoljava:

— za K, KB i K4, ¢’ je veé koriSten na grani i

—za D, T, DB, D4, S41 S5, ¢’ je koristen na grani ili je prosto proSirenje
prefiksa o i

e m-pravilo: ako je neka o 7 formula na grani, tada se grana produzava ¢vorom
o' o, gde je o’ prosto proSirenje bez restrikcija prefiksa o.

Pravila za konstrukciju tabloa su Sematski prikazana na slici 7.1. Razlika u pri-
meni v-pravila je posledica ¢injenice da kod logika K, K4 i KB za proizvoljan
svet ne mora postojati svet koji je dostizan iz njega. Uocimo sli¢nost izmedu v-
pravila i ~-pravila, odnosno mw-pravila i -pravila, tabloa za klasi¢nu predikatsku
logiku. Prvi par pravila koristi uvedene prefikse, odnosno konstante, dok drugi
par uvodi nove prefikse, odnosno konstante. Ovakva paralela nije slu¢ajna, vec¢ je
posledica ¢injenice da se u definisanju zadovoljivosti v-formula koristi univerzalna
kvantifikacija moguéih svetova, dok 7 formulama odgovara egzistencijalna kvan-
tifikacija.

Primer 7.2.3 Razmotrimo T-tablo za formulu DA — A dat na slici 7.2. Prema
prethodnim definicijama, u sluc¢aju logike T' iz nekog prefiksa su dostizni on sam i
sva njegova prosta progirenja. Cvorovi (2) i (3) se dobijaju iz (1) a-pravilom. (4)
se dobija iz (2) v-pravilom (prefiks 1 je koristen na grani). Grana, a tim i tablo se
zatvara zbog (3) i (4). Medutim, u logici K v-pravilo ne bismo mogli primeniti na

(2), pa tablo ne bi bio zatvoren. =
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(1) 1FOA—A
(2) 1T OA
(3) 1FA
(4) 1T A

X

Slika 7.2. T-tablo za formulu OA — A.

7.2.3 Korektnost i Kompletnost metode prefiksiranih tabloa

Dokaz korektnosti i kompletnosti se sprovodi sli¢no kao i u odeljku 3.8.3.

Teorema 7.2.4 Neka je L neka od normalnih modalnih logika. Formula A ima
L-tablo dokaz ako i samo ako je L-valjana.

Dokaz. (=) Deo koji se odnosi na korektnost se pokazuje definisanjem preslika-
vanja I koje prefikse tabloa preslikava u svetove modalnog modela pri ¢emu, ako je
prefiks ¢’ dostizan iz prefiksa o, onda je u modalnom modelu I(o’) svet dostizan
iz sveta I(0), pod uslovom da I(o) uopste ima dostizan svet. Dalje vazi da, ako su
sve formule na jednoj grani tabloa zadovoljene pri preslikavanju I, tj. za svaku for-
mulu o X koja se javlja na grani, I(c) E X, onda to isto vazi i nakon primene bilo
kog pravila konstrukcije tabloa. Recimo, razmotrimo logiku T i sluc¢aj v-pravila.
Neka je (W, R,v) jedan T-model, w € W, ¢ T OA na grani tabloa i vazi w = I(o),
w | OA. Primena v-pravila dodaje novu formulu ¢’ T' A grani tabloa, pri ¢emu
postoje dve moguénosti. Pri prvoj od njih ¢’ je koristeno na grani i dostiZno iz
o, pa je I(o') definisano i vazi I(c)RI(c’). Prema definiciji relacije |=, direktno
sledi I(¢’) = A. Pri drugoj moguénosti je ¢/ = o,n je prosto prosirenje prefiksa
o. Preslikavanje I dodefinisemo tako da je I(c’) bilo koji svet modela dostizan iz
I(0). Tada ponovo vazi I(o’) = A. Sliéno se tvrdenje dokazuje i za preostale vrste
formula.

Konaé¢no, recimo da je tablo zadovoljiv ako je je pri nekom preslikavanju I
zadovoljiva bar jedna njegova grana. Prethodni dokazom se zapravo pokazuje da
je naslednik u konstrukciji jednog zadovoljivog tabloa, takode zadovoljiv. Prema
tome, ako formula ima zatvoreni tablo, to zna¢i da ni on ni bilo koji njegov prethod-
nik, pa ni tablo 1 F' A, nije zadovoljiv, odakle je formula F' A nezadovoljiva, a
formula A valjana.

(<) U dokazu kompletnosti potrebno je uvesti sistematsku proceduru izgradnje
tabloa koja ¢e garantovati da ¢e biti obradeni svi potrebni ¢vorovi. Sli¢no predi-
katskom tablou za klasi¢nu logiku, pored dosada$njih prvila uvode se zahtevi:

e obraduje se uvek najlevlji ¢vor najblizi korenu tabloa,
e nakon primene pravila ¢vor je zavrsen,

e prilikom primene v-pravila na kraj grane se pored formule ¢’ 1y dopisuje i
formula ¢ v; pravilo se u slucaju logika K, T, B, S4 i S5 primenjuje na
sve, ukoliko takvih ima, prefikse dostizne iz o; u slu¢aju logika D, D4 i DB
pravilo se primenjuje na sve, ukoliko takvih ima, prefikse dostizne iz o, ako
dostiznih prefiksa nema, ¢’ je novi prefiks bez restrikcije i ¢/ = o,n 1
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e prilikom uvodenja novog prefiksa dostiznog iz o oblika ¢/ = o,n (primenom
v ili m-pravila), n je najmanji prirodan broj takav da je o’ bez restrikcija.

Ove izmene obezbeduju da svaka grana tabloa koja nije zatvorena, a na kojoj su
primenjena sva pravila izvodenja, ima sledeée osobine:

e 1ni za jedno iskazno slovo p nisu ¢ T' p i 0 F' p istovremeno na grani,

e ako je neka o a-formula na grani, tada su na grani i odgovarajuce o a1 i 0 as
formule,

e ako je neka o [-formula na grani, onda je na grani bar jedna od formula o
ili o ﬁ27

e ako je neka o v-formula na grani, onda su na grani sve formule ¢’ vy, za sve
prefikse o’ dostizne iz o (u slucaju logika K, T, S4, B i S5), odnosno za bar
jedan prefiks ¢’ dostizan iz o (u slucaju logika D, D41 DB) i

e ako je neka o w-formula na grani, onda je na grani i formula ¢’ g, za neki
prefiks o’ dostizan iz o

koje garantuju da je svaka otvorena grana na kojoj su obradeni svi ¢vorovi zado-
voljiva. Da bi se to videlo, dovoljno je posmatrati model ¢iji su svetovi prefiksi
tabloa, relacija dostiznosti je upravo dostiznost u tablou, a za svako iskazno slovo
vazi v(o,p) = T ako i samo ako je o T p na grani. Sada pretpostavimo da formula
A nema dokaz, pa ni sistematski postupak ne dovodi do zatvorenog tabloa. Taj
tablo ima barem jednu otvorenu granu'® pomoéu koje se konstruise model za sve
formule sa te grane. Kako se i formula 1 F' A nalazi na grani, znac¢i da formula A

nije valjana. =

7.2.4 Primena tabloa u odlu¢ivosti modalnih logika

Donekle izmenjena sistematska procedura konstrukcije tabloa se koristi kao osnova
za utvrdivanje odlucivosti spominjanih modalnih logika.

U slucaju kada odgovarajucéa relacija dostiznosti u klasi modalnih modela ne
mora biti tranzitivna, jedina modifikacija je:

e formula se dodaje na kraj grane samo ako ve¢ nije prisutna na grani.

Na primer, prilikom primene v-pravila na formulu ¢ v, kada god se pojavi novi
prefiks ¢’ dostizan iz o, na kraju grane se dodaje samo formulu ¢’ 1y ukoliko se
ve¢ ne nalazi na grani. Pretpostavka da se u konstrukciji dobila beskonacna grana
dovodi do kontradikcije. Razmotrimo, na primer, logiku K. Posto je broj podfor-
mula polazne formule konacan, a svaki prefiks se moze pojaviti najvise jednom uz
jednu podformulu, broj pojava svakog prefiksa na grani je konacan. Kako je grana
beskonac¢na, sledi da se na njoj mora pojaviti beskona¢no mnogo prefiksa. Za to
postoje dve moguénosti:

190vo je jasno ukoliko se konstrukcija izvede u konaénom broju koraka. Ako je konstrukcija
beskonacna, prema lemi Koniga, beskona¢no drvo u kome svi ¢vorovi imaju konacan stepen
grananja mora imati beskona¢nu granu.
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(1) 1FO0A—OO0A
(2) 1T OA

(3) 1 FO0DA
(4) 1,1 FOA
(5) L1,1FA
(6) 1TA

(7) 1L,L1T A

Slika 7.3. T-tablo za formulu OA — OOA.

e postoji beskona¢no mnogo prefiksa iste duzine ili
e postoji beskona¢no mnogo razli¢itih duzina prefiksa.

U prvom slu¢aju neka je n najmanja duzina prefiksa za koju se na grani javlja
beskona¢no mnogo prefiksa. Ne moze biti n = 1, posto je 0 = 1 jedini prefiks
duzine jedan. Jedini nac¢in da se uvede prefiks duzine n je da se primeni 7-pravilo
na prefiks duzine n—1. Kako se pravilo konstrukcije na svaku 7-formulu primenjuje
samo jednom, to znaci da postoji beskona¢no mnogo razli¢itih prefiksa duzine n —
1, sto je kontradikcija. Ni drugi slu¢aj nije mogué jer se duzi prefiksi dobijaju
jedino primenom 7-pravila, a broj m-formula koje su podformule polazne formule
je konacan. Dakle, u slu¢aju netranzitivnih logika sistematski konstruisan tablo je
uvek konacan.

Primer 7.2.5 Razmotrimo T-tablo za formulu OA — OOA dat na slici 7.3.
Prema prethodnim definicijama, u slucaju logike T iz nekog prefiksa su dostizni on
sam i sva njegova prosta prosirenja. Cvorovi (2) i (3) se dobijaju iz (1) a-pravilom,
a (4) se dobija iz (3) m-pravilom. Tom prilikom je uveden novi prefiks 1,1. (5) se
dobija iz (4) m-pravilom, pri ¢emu se uvodi novi prefiks 1,1,1. Cvorovi (6) i (7)
se dobijaju iz (2) v-pravilom. Grana i tablo su zavrSeni, ali ne i zatvoreni. Jedan
T-model u kome polazna formula ne vazi ima tri sveta. Pored refleksivnosti, prvi
svet je dostizan iz drugog, a drugi iz treéeg. U prvom i drugom svetu vazi A4, a u
tre¢em —A. Zbog toga u prvom svetu vazi OA, u drugom —OA i ponovo u prvom
—-0O0A. =

Prethodni dokaz konac¢nosti konstrukcije tabloa, medutim, ne prolazi u slucaju
tranzitivnih logika. Recimo, na slici 7.4 je prikazan deo jednog S4-tabloa. Lako se
uocava da se uvodenje novih prefiksa produzava unedogled.

Pa ipak, i tranzitivne modalne logike su odlu¢ive. Najpre treba uociti da se
na bilo kojoj beskona¢noj grani, kao ni ranije, ne moze javiti beskona¢no mnogo
prefiksa iste duzine, veée samo beskonatno mnogo razli¢itih duzina prefiksa. Svaki
od prefiksa moze stajati samo uz po jednu pojavu (oznacenu bilo sa T, bilo sa F')
bilo koje podformule polazne formule. Na bilo kojoj beskonaénoj grani postoji bar
jedan beskonacan niz prefiksa u kome je svaki slededi prefiks dostizan iz prethodnog.
U tom nizu moraju postojati dva prefiksa koji stoje uz iste oznacene formule. Zbog
sistematicnosti konstrukcije, to isto vazi i za njihove naslednike, ¢ime se dobija
jedan oblik periodi¢nog ponaSanja. Pojava prva dva prefiksa u nizu koja stoje uz
iste oznacene formule se mora dogoditi u kona¢nom broju koraka, posto je broj
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) o FOOA

) o FOA (v-pravilo na (1))
) o,1F A (m-pravilo na (2))
) 0,1 FOA (v-pravilo na (1))
) o,1,1FA (mpravilo na (4))
) o0,1,1 FOA (v-pravilo na (1))

Slika 7.4. Deo beskonacnog S4-tabloa za formulu GOA.

oznacenih podformula polazne formule konac¢an. Svaki beskonaéni niz prefiksa se
moze prekinuti kod prvi put uocene pojave periodi¢nosti ove vrste. Ako bi se grana
zatvorila u nizu prefiksa nakon pojave periodi¢nosti, oc¢igledno je da se to mora
dogoditi i pre te pojave. Zbog toga, dodavanje provere periodi¢nosti obezbeduje
da su i sistematski tabloi kod tranzitivnih logika uvek konacni.

Konaé¢no, posto je sistematska konstrukcija tabloa konacna, jednostavnom pro-
verom se utvrduje da li je tablo zatvoren, u kom slu¢aju je polazna formula valjana,
inace tablo nije zatvoren i polazna formula nije valjana. Sve se ovo moze obaviti u
kona¢nom broju koraka, pa su razmatrane modalne logike odlucive.

7.3 Dualni tablo i rezolucija za modalne logike

Ranije je receno da je postupak rezolucije primenljiv na logike kod kojih se proizvolj-
ne formule mogu prevesti u oblik konjunktivne normalne forme. Zbog postojanja
modalnih operatora to, u opstem sluc¢aju, nije moguée kod modalnih logika, pa su
i primene varijanti rezolucije retke. U ovom odeljku ¢emo opisati pristup u kome
se jedna varijanta rezolucije kombinuje sa metodom koja je dualna prefiksiranim
tabloima iz odeljka 7.2. U nastavku ¢emo pre svega ukazati na razlike izmedu
ovih postupaka. Razmatra¢emo modalnu logiku T, dok se ostali sluc¢ajevi resavaju
analognim izmenama kao i kod prefiksiranih tabloa. Koristiéemo veéinu pojmova
Cije se definicije nalaze u odeljku o prefiksiranim tabloima: ujednacavajuca notacija,
prefiksirane oznacene modalne formule, dostiznost izmedu prefiksa itd.

7.3.1 Konstrukcija dualnih tabloa za modalne logike

Razlike u metodama prefiksiranih i dualnih tabloa se najpre javljaju u koracima
konstrukcije tabloa.

U koren tabloa se sada postavlja formula 1T A, anel F A. Ovo ¢e za posledicu
imati to da viSe neemo razmatrati zatvorenost grana tabloa, posto, intuitivno,
polazimo od pretpostavke da je formula A ta¢na u svetu oznac¢enom prefiksom
1. Dalje, neka je ¢vor Y kraj neke grane do tog momenta konstruisanog drveta.
Zavisno od formula na grani koja sadrzi Y, nastavak konstrukcije je moguée izvesti
nekim od pravila:

e a-pravilo: ako je neka o « formula na grani, tada se grana produzava sa dva
nova ¢vora od kojih jedan sadrzi o o; formulu, a drugi o as formulu,
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(1) 1T 0OA — 0O0A
(2) 1 FOA (3) 1 TOOA
(6)1F A (V1,1F A (4) 1,1 TOA
(5)1,1,1TA

Slika 7.5. Dualni T-tablo za formulu OA — OOA.

e [(-pravilo: ako je neka o 3 formula na grani, tada se grana u ¢voru Y grana,
pri ¢emu levi naslednik sadrzi o (31, a desni o (G formulu.

e v-pravilo: ako je neka o v formula na grani i ako ovo pravilo nije do sada
primenjeno na istu prefiksiranu formulu (bilo gde u tablou), tada se grana
produZava ¢vorom u kome se nalazi odgovarajuéa o’ vy-formula, gde je o’
prosto proSirenje bez restrikcija prefiksa o; ako je negde u tablou ovo prav-
ilo ve¢ primenjeno na istu prefiksiranu formulu pri ¢emu je uveden évor
koji sadrzi prefiksiranu formulu ¢” 1y, grana na kojoj je razmatrani ¢vor
se produZava ¢vorom koji sadrzi upravo o vy.

e m-pravilo: neka je formula o 7 formula na grani i neka je o’ prefiks dostizan iz
o takav da m-pravilo nije do sada primenjeno na posmatranu formulu i prefiks
o’ (u suprotnom se pravilo ne primenjuje); ako ovo pravilo nije do sada uopste
primenenjeno na posmatranu formulu, grana se produzava ¢vorom u kome se
nalazi formula ¢’ my (ovakav ¢vor nazvademo prvim my potomkom razma-
tranog m-Cvora); ako je ovo pravilo veé primenjeno na razmatrani w-¢vor,
grana se razgranava u ¢voru Y, prethodniku prvog my potomka razmatranog
m-Cvora, a novi ¢vor sadzi formulu o’ 7.

Svaki ¢vor na jednoj grani se redukuje najvise jednom, nakon Cega je zavrsen na
toj grani, sem 7m-¢vorova koji se ponasaju nesto drugacije: ¢vor koji sadrzi formulu
o 7 je zavrien ako ne postoji i neée postojati ni jedan novi prefiks ¢’ dostizan iz
o, a m-pravilo je primenjeno na sve prefikse ¢’ dostizne iz o. Cvorovi koji sadrze
atomske formule su takode zavrSeni, posto se na njih ne moze primeniti ni jedno
od nabrojanih pravila.

Ovde treba obratiti paznju na v i m-pravila u ovom sistemu i njihovu dualnost
u odnosu na istoimena pravila kod metode prefiksiranih tabloa. Naime, u metodi
dualnih tabloa novi prefiksi se uvode v-pravilom, dok kod prefiksiranih tabloa tu
ulogu ima 7w-pravilo. Sledeéi primer pokazuje kako u metodi dualnih tabloa izgleda
prefiksirani tablo prikazan u primeru 7.2.5.

Primer 7.3.1 Dualni tablo za formulu OA — OOA je dat na slici 7.5. Najpre,
u ¢voru (1) se nalazi formula sa prefiksom T, a ne F kao §to je prethodno bio
slucaj. Cvorovi (2) i (3) se dobijaju iz (1) f-pravilom. Cvorovi (4) i (5) se dobijaju
iz (3), odnosno (4), primenama v-pravila, dok se ¢vorovi (6) i (7) dobijaju iz (2)
primenama 7-pravila. Nakon dobijanja ¢vora (7) konstrukcija (dualnog) tabloa je

zavrsena. =
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7.3.2 Pravilo dualne rezolucije

Kao sto je ranije receno, metoda dualnih tabloa kombinuje tablo pristup i jednu
varijantu rezolucije. Zapravo, i ovde ¢emo koristiti atribut dualna uz rezoluciju,
posto se pod klauzom smatra konjunkcija (a ne disjunkcija kao u definiciji 3.7.2)
oznacenih atomskih formula.

Definicija 7.3.2 Dualna klauza je konjunkcija oznacenih atomskih formula. Du-
alna klauza je prazna ako je konjunkcija nula oznacenih atomskih formula.

Definicija 7.3.3 Neka su C; i C; dualne klauze i neka je A atomska formula takva
daT AeCyiF A€ (s, tada je dualna rezolventa klauza Cy i Cs, klauza

Res(Cy, Cp, A) = (CL\{T A}) U (C2 \ {F A})

dobijena tako §to je iz C izbrisana formula T' A, a F' A iz Cs, i preostale oznaene
atomske formule povezane konjunkcijom.

Sliéno proceduri rezolucije iz odeljka 3.7 i ovde se pokuSava izvodenje prazne
klauze, ali je u slucaju uspeha zakljucak da je skup dualnih klauza valjan, tj. tacan
pri svakoj interpretaciji. Dokaz tvrdenja se sprovodi u potpunosti dualno dokazu
3.7.6.

Teorema 7.3.4 Skup klauza F' je tacan pri svakoj interpretaciji ako i samo ako je
prazna klauza u skupu Res*(F).

7.3.3 Potpunost metode dualnih tabloa

Potpunost metode dualnih tabloa se dokazuje u dva koraka. Najpre se pokazuje
kakav je odnos posmatrane formule i skupova prefiksiranih oznacenih atomskih
formula sa grana dualnog tabloa, a potom se u proveri eventualne valjanost skupa
tih skupova koristi dualna rezolucija.

Teorema 7.3.5 Neka je dat zavrseni dualni tablo u ¢ijem korenu je formula 1 T A.
Formula A je T-valjana akko za svaki T-model M i svaku interpretaciju I koja slika
prefikse tabloa u svetove iz M postoji bar jedna grana tabloa sa koje je skup svih
atomskih oznacenih formula sa prefiksima zadovoljen pri interpretaciji 1.

Dokaz. Dokaz se sprovodi analogno dokazu teoreme 7.2.4. =

Da bismo primenili dualnu rezoluciju na skup skupova prefiksiranih oznacenih
atomskih formula sa grana dualnog tabloa, potrebno je nekako preéi sa oznacenih
atomskih modalnih formula na oznacene klasi¢ne atomske formule. U tom cilju se
uvodi pojovim indukovane dualne klauze i indukovane valuacije.

Definicija 7.3.6 Neka je {01 X1 A1,...,0n, X, A} skup prefiksiranih oznacenih
atomskih formula sa neke zavrsene grane dualnog tabloa, gde je X; € {T,F}.
Indukovana dualna klauza je konjunkcija A7_; X; A; 5,, gde su A, ,, iskazna slova.
Indukovani skup dualnih klauza je skup svih dualnih klauza indukovanih skupovima
prefiksiranih oznacenih atomskih formula sa grana nekog zavrSenog tabloa. Za neki
T-model M i T-interpretaciju I koja prefikse nekog zavrsenog tabloa preslikava u
svetove modela M, indukovana valuacija I, se definie tako da vazi: I, = X; Ao,
akko I |: ag; Xz Az
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() 1TOA— OO0A

(2) 1 F OA (3) 1 TOOA
6)1FA (1,1FA (8)1,1,1FA (4) 1,1 TOA
(5) 1,1,1 TA

Slika 7.6. Dualni S4-tablo za formulu OA — OOA.

Sada se lako pokazuje tvrdenje:

Teorema 7.3.7 Konacna konjunkcija oznacenih atomskih formula vazi pri induko-
vanoj valuaciji I,, akko skup odgovarajué¢ih oznacenih prefiksiranih atomskih for-
mula vazi pri interpretaciji 1.

odakle direktno sledi teorema potpunosti:

Teorema 7.3.8 Modalna formula A je T-valjana akko se iz indukovanog skupa
dualnih klauza njenog dualnog tabloa primenom pravila dualne rezolucije izvodi
prazna klauza.

Primer 7.3.9 U dualnom tablou iz primera 7.3.1, indukovani skup dualnih klauza
je oblika: {{F A1}, {F A11},{T A111}}. Posto se iz ovog skupa ne moze izvesti
prazna klauza, formula OA — OOA nije T-valjana.

Na slici 7.6 prikazan je dialni S4-tablo za istu formulu. Razlika u relaciji
dostiznosti omogudéava i pojavu ¢vora (8), pa je sada je indukovani skup {{F A4;},
{F A11},{F A111},{T A11.1}}. Ocigledno, jednom primenom pravila rezolucije
na poslednje dve klauze iz skupa izvodi se prazna klauza, te je posmatrana formula

S4-valjana. =

7.4 Zamene za klasi¢nu logiku

Istrazivanja u oblasti vestacke inteligencije su pokazala da su postupci zakljuéivanja
zasnovani na klasi¢noj logici ¢esto nedovoljno fleksibilni da odgovore na zahteve koji
se javljaju u stvarnosti kada znanje ne mora biti potpuno ili konzistentno, pa ¢ak ne
mora imati ni jednostavnu ta¢no-neta¢no formu istinitosti. U narednim odeljcima
¢emo prikazati pristupe koji su konkurentski klasi¢noj logici, a ¢ije primene u man-
joj ili ve¢oj meri resavaju neke od tih problema. U nekim od tih logika izvode se
formule koje se ne mogu dobiti u klasi¢nom pristupu, dok se opet u nekim drugim
logikama ne mogu izvesti sve formule koje su klasi¢no valjane.

7.4.1 Nemonotono zakljucivanje

Od inteligentnih sistema se zahteva da se u situacijama u kojima poseduju nepot-
pune ili protivrec¢ne informacije ne blokiraju, ve¢ da za dato stanje pruze neki
prihvatljiv, mada ne i nuzan, zakljucak. U slucaju pristizanja novih podataka,
prethodni zakljuéci se mogu odbaciti ili zadrzati, u ¢emu se ogleda nemonotonost
zakljucivanja?'.

20U monotonom zakljuéivanju pristizanje novih informacija ne uti¢e na veée formirane zakljucke.
Klasi¢na logike je primer monotone logike.
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Primer 7.4.1 Neka se u bazi znanja nalaze informacije da: ’ptice po pravilu®'
lete’, 'pingvini ne lete’, 'pingvini su ptice’ i da je neka konkretna zivotinja koju
posmatramo ptica. Sa stanovista klasi¢ne logike ova baza znanja nije konzistentna
(ako zanemarimo kvalifikator po pravilu), jer za bilo kog konkretnog pingvina za-
klju¢ujemo i da leti (jer su pingvini ptice, a ptice lete) i da ne leti (jer pingvini
ne lete), pa je time i neupotrebljiva. Medutim, iz ugla nemonontonog rezonovanja
koje pokusava da oponasa svakodnevno zakljuc¢ivanje, bilo bi korisno zakljuciti da
nasa zivotinja, posto je ptica - leti. Ako bi se naknadno pojavio podatak da je rec¢
o pingvinu, taj zakljucak bi trebalo preispitati, odbaciti i izvesti novi - da ne leti.

Slicno situacija se javlja i kada neka osoba ima motiv, recimo finansijski, za
zlo¢in i nema alibi, pa mozemo reéi da je tada po pravilu i osumnji¢ena. Ako se

—

alibi ipak pojavi, osoba se oslobada sumnje. =

Primer 137 ilustruje elemente nemonotonog zakljucivanja. Najpre je, iz (klasi-
¢no) nekonzistentne baze znanja koja sadrzi skup opstih pravila ('ptice po pravilu
lete’) koja imaju izuzetke ('pingvini su ptice’ i ’pingvini ne lete’), izveden prihvatljiv
zakljucak, da bi zatim, nakon pristizanja novih informacija, on bio revidiran.

Formalizacija ovakvog nacina zakljuc¢ivanja dovela je do razvoja zakljucivanja po
pravilu??. Osnovni sistem za zakljuéivanje po pravilu oznagava se sa P, a centralni
pojam koji se u njemu razmatra je pojam difolt pravila®®. Difolt pravilo mozemo
shvatiti kao iskaz ’ako vazi «, onda po pravilu vazi 3’ i zapisati u obliku®* a — 8.
Difolt bazu ¢ini skup difolt pravila i klasi¢nih formula koje opisuju nase znanje.

Zakljucivanje po pravilu u sistemu P je opisano pomoc¢u odgovarajucée relacije
posledice . Preciznije, zadatak je odrediti skup prihvatljivih posledica difolt baze
Delta. Tada, ako « predstavlja opis znanja i vazi da je A~ a — 8, po pravilu
zakljuéujemo da vazi § (u oznaci apva ). Minimalan skup osobina koje treba da
ispunjava relacija |~ je sintaksno opisan sistemom P (ovde |= oznacava klasicnu
valjanost):

e a+— « (refleksivnost)

e izEa—ad iaw (3 izvesti o/ — § (leva logicka ekvivalencija)
e izE=fB— ' ia— f, izvesti « — [ (desno slabljenje)

o iza— Biar v, izvestia— SAYy (I)

e izar—yifr,izvesti aV (v (ILI)

e iz a— Biaw 7, izvesti a A f+— 7 (ograni¢ena monotonost®).

Difolt pravilo a +— (3 je (sintaksna) posledica difolt baze A u sistemu P (u oznaci
Atp a— ), ako se a — (3 moze izvesti iz A primenom aksiome i pravila sistema
P.

21Obratite paznju na istaknutu reé¢ po pravilu. Zbog nje ovaj iskaz ne mora biti tacan bas u
svim situacijama.

22Default reasoning.

23Default rule. Kao i u slucaju fazi logike, ni ovde nismo pronasli pogodan prevod na nas jezik.

24Razliciti autori koriste drugaéije simbole, recimo — ili jv za zapisivanje difolt pravila. U nasem
slucaju te oznake bi mogle uneti zabunu imajuéi u vidu njihovu upotrebu u drugim kontekstima.

25Cautious monotonicity.
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Razmotrimo ukratko aksiomu i pravila sistema P. Aksioma refleksivnosti je
prisutna fakticki u svim sistemima koji opisuju bilo kakvu relaciju posledice. Leva
logicka ekvivalencija izraza zahtev da ekvivalentne formule imaju iste posledice, tj.
da skup posledica zavisi od znacenja, a ne od sintaksnog oblika formule. Pravilo
desnog slabljenja znaci da se kao posledica prihvata i sve $to logicki sledi iz onoga
Sto smatramo prihvatljivim posledicama difolt baze. Pravilom I se zahteva da je
konjunkcija dve posledice takode prihvatljiva posledica difolt baze, dok pravilo ILI
kaze da je svaka formula koja je posledica dveju razlic¢itih formula ponaosob, takode
posledica i njihove disjunkcije. Kona¢no, ograni¢enom monotonoséu se zahteva da
prihvatljive posledice neke difolt baze ne mogu dovesti do odbacivanja prethodnih
zakljucaka. Ovo pravilo ima sustinski znacaj u sistemu P. Tako li¢i, ono je strogo
slabije od pravila koje garantuje monotonost zaklju¢ivanja. Preciznije, pokazuje se
da ni jedno od sledec¢ih pravila nije izvodivo u sistemu P, a da njihovo dodavanje tom
sistemu dovodi do relacije posledice koja odgovara klasi¢noj (monotonoj) logici:

eizEa—ad idw— 3 izvesti a — f (monotonost)

e iz a— 3 — 7y izvesti a A B +— v (jednostavni smer dedukcije)
e iza— 310 7, izvesti a — v (tranzitivnost)

e iz a— 3, izvesti =8 — —«a (kontrapozicija).

Relacija p se karakteriSe i semanticki pomocu relacije zadovoljenja = u nekoj
klasi modela, tj. A~ a +— @ ako i samo ako u svakom modelu M neke odredene
klase koji zadovoljava A, vazi M = a — (. Jednu od spomenutih klasa modela ¢ine
takozvani preferencijalni modeli. Preferencijalni model M je struktura (W, v, <)
koju sacinjavaju:

e skup svetova W,

e valuacija v : W x & — {T, L} koja svakom svetu i svakom iskaznom slovu
pridruzuje jednu od istinitosnih vrednosti T i L i

e < jerelacija striktnog parcijalnog uredenja (tranzitivna irrefleksivna relacija)
na skupu svetova takva da svaki skup svetova definabilan formulom ([o] =
{s € W : s | a}) zadovoljava uslov:

— za svaki svet ¢ € [a] ili postoji minimalan svet u € o] takav da je u < ¢
ili je t minimalan u skupu [a].

U preferencijalnom modelu minimalni svetovi opisuju one situacije u kojima mozemo
zakljucivati po pravilu, dok u svetovima koji su visi u hijerarhiji < mogu vaziti i
neki izuzeci. Preciznije, difolt pravilo o — ( vazi u preferencijalnom modelu M
ako za svaki svet s koji je minimalan u [o] vazi s = (. Da sistem P karakterise
relaciju p u klasi svih preferencijalnih modela tvrdi sledeéa teorema:

Teorema 7.4.2 Al «a +—  u odnosu na klasu svih preferencijalnih modela ako i
samo ako A Fp a+— f.
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Primer 7.4.3 Difolt baza A koja bi odgovarala problemu sa letenjem ptica i
neletenjem pingvina iz primera 137 moze sadrzati:

{pt —1, pi — pt, pi— 1}

gde pt, | i pt redom znace ’'ptica’, 'leti’ i 'pingvin’. U sistemu P bismo mogli
zakljuciti:

e pthva I (ptice lete),

e pifea —1 (pingvini ne lete),

pt A pipea — 1 (ptica koja je pingvin ne leti),

Iloa —pi (ako nesto leti, nije pingvin),

ptVpitea 1 (ako je nesto ptica ili pingvin, onda leti - jer pingvini predstavljaju
relativno mali deo ptica),

pt V pil~a —pi (slicno kao i malopre, pingvini predstavljaju relativno mali
deo ptica) itd.,

dok se pifva I (pingvin leti) ne bismo moglo dobiti. )

Iz ovog primera se moze naslutiti da sistem P korektno bira najspecifi¢nije situacije
i da u prisustvu izuzetaka blokira primenu manje specificnih difolt pravila. Na
primer, ako znamo da je ptica o kojoj se radi pingvin, onda se koristi difolf pravilo
pi — — 1, ane pt — [. Slededi primer je u literaturi poznat pod nazivom Niksonov
dijamant.

Primer 7.4.4 Americki predsednik Ri¢ard Nikson je bio pripadnik kvekerske verske
zajednice i Republikanske partije. Neka difolt baza A sadrzi:

{r—-p, ¢—p}

gde 7, p i ¢ redom znace 'republikanac’, 'pacifist’ i ’kveker’, §to bi trebalo da znaci
da republikanci po pravili nisu pacifisti, dok kvekeri to jesu. U sistemu P ne bismo
mogli zakljuciti:

e 7 Agha 1, ni suprotno

e r Aghoa

tj., za Niksona ne bismo mogli reéi ni da je pacifista, ni da to nije. =

Zanimljivo je da se, sli¢no kao sa razli¢itim formalnim modelima izra¢unavanja,
i ovde pokazalo da su mnogi predlozeni sistemi ekvivalentni sa P, §to je dovelo do
toga da P predstavlja jednu vrstu gotovo plebiscitarno prihva¢enog minimalnog
sistema nemonotonog zaklju¢ivanja, tj. polaznu osnovu ¢ijim obogadivanjem se
dobijaju drugi formalni sistemi u ovoj oblasti. U sistemu P su formalizovani osnovni
principi zaklju¢ivanja po pravilu:
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e specifi¢niji podaci treba da dovedu do revizije zaklju¢aka donetih na osnovu
opstijih znanja, kao u primerima 137 i 7.4.3,

e kad postoji nezavisna argumentacija i za neki zakljucak i za njegovu negaciju,
ne bi trebalo zakljuciti ni jedno ni drugo, kao u primeru 7.4.4

e zakljucivanje ne bi trebalo da zavisi od forme zapisivanja baze znanje itd.

Za razliku od klasi¢ne logike koja je nastala kao jedno od oruda za analizu
dobro definisanih matematickih problema, intuicija o tome Sta je to prihvatljivo
§to bi trebalo da smo u stanju izvesti u sistemima sa nemonotonim zaklju¢ivanjem
nije dovoljno razvijena. Posledica toga je da se kod predlozenih prosirenja sistema
P pokazalo da svako od njih ima svoje prednosti, ali i neke mane jer bilo da ne
uspeva da modelira sve interesantne situacije, bilo da ispunjavajuéi jednu grupu
narusava drugu grupu zahteva. U primeru 7.4.5 su navedena dva specifiéna zahteva
za nemonotono zakljucivanje koje sistem P ne ispunjava.

Primer 7.4.5 Pretpostavimo da je (§ prihvatljiva posledica od « i da je =y irele-
vantno za 3. Tada bi trebalo da bude i a Ay — (3, tj. dodavanje irelevantnih
podataka ne treba da utice na zakljucke. Ovde ¢emo zanemariti Sta znaci da je
v irelevantno za 3, ali se neka intuicija moze steéi ako pretpostavimo da «, 8 i~y
redom oznacavaju: 'ptica’, 'leteti’ i 'biti crven’. Tada bi trebalo da informacija da
je neka ptica crvena, ne uti¢e na zakljucak da ta ptica leti.

Za izuzetke treba da vaze druge karakteristike opstijih klasa u kojima mal-
opredasnji izuzeci to viSe nisu. ptica u kojima pingvini nisu izuzeci. Recimo,
pravilo 'ptice imaju noge’ treba da bude primenljivo i na pingvine, iako su pingvini

specifitne ptice koje ne lete. =

Konacno, recimo i da postoje i drugi pristupi nemonotonom zakljuc¢ivanju: difolt
logike, sistemi zasnovani na ograni¢enjima?S, sistemi zasnovani na modalnoj logici
poput autoepistenicke logike itd.

7.4.2 Intuicionisticka logika

Radikalni zahtevi koje postavljaju intuicionisti se ogledaju u tome da se znacenje
nekog logic¢kog operatora daje u odnosu na to sta treba dokazati da bi vazila formula
u kojoj je taj operator glavni. Drugim re¢ima, ta¢nost ima smisao dokazivosti. Ovo
dovodi do toga da neke klasi¢no valjane formule, poput:

o oV~ ili

o (ma—f) = (B —a)

nisu valjane u intuicionistickoj logici. Na primer, intuicionisti odreduju znacenje
operatora disjunkcije tako sto se dokaz za aV 3 sastoji od dokaza za « ili dokaza za
(. U klasi¢nom pristupu zakon isklju¢enja treéeg (a V —a) je trivijalna posledica
definicije istinitosnih tablica. Kod intuicionista se, medutim, zahteva dokazivanje
bilo formule «, bilo njene negacije, a kako to nekada nismo u stanju da uradimo,

26 Circumscription.
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a V =« se ne prihvata kao intuicionisticki valjana formula. Sli¢no je i sa zakonom
kontrapozicije. Takode, u intuicionistickoj logici svi logi¢ki operatori su nezavisni.

Zmagenje formula u intuicionistickoj logici se daje upotrebom Kripkeovih mod-
ela oblika (W, R, =), gde su W skup svetova, R refleksivna i tranzitivna relacija
na W i [ relacija zadovoljivosti koja ima neke posebne osobine. Svetovi mod-
ela se mogu shvatiti kao skupovi informacija, odnosno stanja znanja u odredenom
trenutku. Relacija R predstavlja moguca proSirenja aktuelnog stanja znanja, tako
da se wRu tumaci kao ’ako sada znam w, onda éu u buduénosti mozda znati u’.
Relacija = ispunjava sledeée zahteve:

e za svako iskazno slovo p, ako w = p, onda za svaki u za koji je wRu, vazi

u = p,

w = aAp ako isamo ako w = aiw S,

w = aV § ako i samo ako w | « ili w = £,

e w = —«a ako i samo ako za svaki u za koji je wRu nije u = « i

w | a — (B ako i samo ako za svaki u za koji je wRu, ako u = «a, onda

u = B.

Sada w | a mozemo tumaciti kao 'ako znam w, onda mogu zakljuciti «.” Uopstenje
prvog uslova za relaciju | je princip postojanosti:

Teorema 7.4.6 U intuicionistickom modelu (W, R, |=) za svet w € W vazi w = «
ako i samo ako za svaki svet u za koji je wRu vazi u | a.

koji se moze shvatiti kao 'znanje se ne gubi.” Primetimo da princip postojanosti
dovodi do toga da se za neke formule, pa i za iskazna slova, ne zna da li vaze u
nekom svetu ili ne, tj. model ne daje potpuno odredenje istinitosnih vrednosti kao
§to je to do sada bio slucaj.

Formula « je valjana u modelu ako za svaki svet modela vazi w = «, a intu-
ictomistickt valjana, ako je valjana u svim modelima.

Primer 7.4.7 U intuicionistickom modelu (W, R, =), gde je W = {w;,ws, w3}
i R = {(wy,w), (w1, ws), (w1, ws), (wa, ws), (w3, ws)}, i za iskazno slovo p vazi
wy = p 1 ws |E —p, u svetu wy ne vazi formula p V —p jer je:

e w; B p, posto je wi Rws 1wz Epi
e wy £ —p, posto je wiRws i ws = p. =

Ovde prikazana iskazna intuicionisticka logika je odluciva i za nju je razvijena
metoda tabloa za dokazivanje teorema.

Jedna od primena intuicionisticke logike je u semantici programskih jezika.
Kako se intuicionisticki Kripkeovi modeli mogu shvatiti kao prikaz narastanja
znanja, intuicionisticka logika se koristi i za bazu logika za zakljuc¢ivanje u pris-
ustvu nekompletnih informacija.
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7.4.3 ViSevrednosne logike

U sluc¢aju visevrednosnih logika pored istinitosnih vrednosti tatno i netatno po-
javlju se i druge. Na primer, kod logika sa tri istinitosne vrednosti, ta tre¢a vrednost
se u raznim pristupima tumaci kao: nepoznato, trenutno nema istinitosnu vred-
nost, vrednost je besmislena, ...Zavisno od tog tumacenja se definisu vrednosti
logickih operacija. Recimo, u logici u kojoj je treéa istinitosna vrednost shvaéena
kao nepoznato, tablica implikacije je kao u tabeli 7.6, gde se ta vrednost predstavlja
slovom u.

A\ B

\
-
1
U

—| | | -
||

SIS

Tabela 7.6. Tablica implikacije A — B u jednoj trovrednosnoj logici.

Tako je, kao i u klasi¢noj logici, neta¢no T — 1, ali ako istinitost premise nije
poznata, u — L nije ni tacno, ni netac¢no.

Pored trovalentnih postoje i logike sa viSe istinitosnih vrednosti, uklju¢ujudéi i
one sa beskona¢no mnogo istinitosnih vrednosti.

Visevrednosne logike se koriste za formalizaciju situacija u kojima je znanje
nekompletno, ali se tokom vremena ne odbacuju njegovi delovi. Povecanje in-
teresovanja za ove logike posledica je i razvoja fazi logika u kojima se numericki
karakterisu neprecizni kriterijumi pripadanja, poput Visok(x).

7.5 Za dalje proucavanje

Pregled neklasi¢nih logika i njihovih primena u racunarstvu dat je u [123]. Ref-
erentni tekstovi o modalnim logikama su [16, 35, 54, 55]. Matematicki i filozofski
problemi u modalnim sistemima prvog reda analizirani su podrobno u [37]. Metoda
tabloa za modalne logike je uvedena u [34], dok su modalni dualni tabloi opisani
u [89]. Dualni tablo (za klasi¢nu logiku) su predlozeni u [62]. Pregled temporalnih
logika moze se nadéi u [14, 126], u [74] se ovim logikama pristupa koristeéi tabloe,
dok se razne primene diskutuju u [27]. [46] sadrzi opise i primene modalnih logika
znanja i/ili verovanja. Dinamicke logike su analizirane u [49]. Opisi raznih iskaznih
i predikatskih verovatnosnih logika dati su u [92, 94]. Osnovne ideje metode pro-
vere modela prikazane su u [13, 27, 45]. Oblast nemononotonog zakljuc¢ivanja u
ovoj knjizi nije detaljno obradena zbog velikog obima postojeteg materijala. Kao
opsirniji uvodni tekstovi sa puno daljih referenci mogu posluziti [36, 40, 84]. Sistem
P koji je prihva¢en kao nesumnjivo jezgro za nemonoitono zakljucivanje uveden je i
analiziran u [69, 72]. Prikaz difolt-logika se moze naéi u [111, 114]. Intuicionisticka
logika je analizirana u [16, 33]. Pregled visevrednosnih logika je dat u [124], dok se
analiza fazi logika sa stanovista matematicke logike i dugacka bibliografija nalazi
u [43]. Na naSem jeziku se visevrednosne logike u kojima se istinitost iskaza sh-
vata kao verovatnoca proucavaju u [70], dok je jedan prakti¢an pristup fazi logici
prikazan u [122].
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Verovatnosne logike

U ovom poglavlju ¢emo prikazati logike sa verovatnosnim operatorima koje pred-
stavljaju jednu posebnu varijantu modalnih logika. Nove izrazajne moguénosti
dozvoliée nam da rezonujemo o verovatno¢ama dogadaja, na primer da formalno
zapiSemo iskaze poput: 7 Ako je verovatnoéa dogadaja A jednaka s i verovatnoca
da je dogadaj B posledica dogadaja A jednaka ¢, onda je verovatnoca dogadaja
B jednaka r.” U nastavku ¢emo analizirati nekoliko vrsta verovatnosnih logika,
njihove formalne jezike, aksiomatizacije i pitanje odlucivost.

8.1 Rezonovanje o verovatnoci

Rezonovanje o verovatnoc¢i predstavlja svojevrsno preplitanje dve teorije - matema-
ticke logike i verovatnoce. Nastanak teorije verovatnote se povezuje sa Gero-
lamo Cardan-om (Kardan, 1501 — 1576), Galileo Galilei-em (1564 — 1642) i Blaise
Pascal-om (Paskal, 1623 — 1662) koji su proucavali igre na sre¢u. Sve do kraja
XIX veka, verovatnoca dogadaja je shvatana kao Sansa, tj. kolicnik broja po-
voljnih moguénosti i ukupnog broja slucajeva ili kao relativna ucestanost uspes-
nih dogadaja u ukupnom broju pokusSaja u nekom eksperimentu. Medutim, u
reCenici ” Verovatnoca da je Homer spevao Odiseju je 0.3” verovatno¢u ne mozemo
tumaciti spomenutim koli¢nicima posto ne postoji ni ukupan broj slucajeva, ni niz
eksperimenata u kojima sa sastavlja Odiseja. Verovatnoc¢a ovde ima smisao ste-
pena verovanja u iskaz, odnosno opisa stanja znanja. Nazovimo ova dva pristupa
interpretaciji verovatnoce redom:

e statisticki pristup (objektivisticki, empirijski), odnosno
e stepen verovanja (subjektivisticki, liéni pristup).

Prethodni primeri ilustruju visesmislenost upotrebe rec¢i verovatnoca, kao i da ni
jedan od spomenutih koncepata nije ni beskoristan, ni dovoljan. Sta vise, vide¢emo
da ovi koncepti dovode do razli¢itih logickih sistema, bez obzira Sto su zakoni koji
vaze u oba slucaja isti.

Istrazivanja u oblastima matematicke logike i teorije verovatnoée ¢esto su kroz
istoriju imala dodirnih ta¢aka: pokuSavano je zasnivanje teorije verovatnoce na

207
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logickim osnovama, proucavane su logike u kojima se istinitosna vrednost formula
izracunava pomoc¢u funkcija koje su verovatnosne mere ili lice na njih, prosirivan je
logicki jezik konstrukcijama koje omogucavaju da se neposredno govori o verovatno-
¢i itd. Od sredine 80-tih godina rad u oblasti vestacke inteligencije, preciznije
problemi zaklju¢ivanja u situacijama kada je znanje nepotpuno ili dvosmisleno, ili
kada nije jasno koja pravila zakljuc¢ivanja su primenljiva, otvorio je nova pitanja i
dodatno inspirisao istrazivace.

Tako je jos Lajbnic u okviru razvoja metoda poznatog kao characteristica gen-
eralis pokusavao da primeni logicki zasnovan postupak u verifikaciji tvrdenja iz
teorije verovatnoée, najveéi doprinos oblasti medu ranim istrazivacéim dao je DZordz
Bul (George Boole, 1815 — 1864). Veliki deo njegovog rada je upravo posvecen
proucavanju odnosa logickog rac¢una i racuna dogadaja koji se danas shvata kao
standardni deo teorije verovatnoce. Iz ugla koji je zastupljen u daljem tekstu,
medutim, interesantne su logike u ¢ijim objekt jezicima se pojavljuju simboli (ve-
rovatnosni kvantifikatori i verovatnosni operatori) kojima se izrazava verovatnoca.
Prve takve logike proucavao je Jerome Keisler (Dzerom Kisler) koji je uveo verovat-
nosne kvantifikatore oblika Px > r i modele u kojima se verovatnoéa definise nad
podskupovima domena. U logikama ovog tipa verovatnosne formule su oblika

(Pz = r)p(x)

a interpretiraju se sa: verovatnoca skupa {z : ¢(x)} je veéa do jednaka od r.
Pri tome istinitosna vrednost formule je bilo ta¢no, bilo neta¢no, kao i u klasic-
noj logici. Formule u kojima, kao u prethodnom primeru, ucestvuju verovatnosni
kvantifikatori pogodne su za rad sa statisticki interpretiranom verovatnocom.

Nils Nilsson je u razmatrao osnove verovatnosnog rezonovanja koje se koristi u
vestackoj inteligenciji. Nilsson se nije bavio logickim aspektom problema, tj. nije ni
pokusao da da nekakav aksiomatski sistem, dokaze teoremu potpunosti i sl. Njegov
cilj je bio da opise metodu kojom se verovatnoca, odnosnosno interval u kome se
nalazi verovatnoca, neke re¢enice izracunava na osnovu verovatnoca drugih recenica
i da na taj nacin da kriterijum za opravdavanje (odnosno kritiku) postupaka koji
se koriste u programima vestacke inteligencije. Ipak, Nilsson-ov rad je bitan u
kontekstu problematike koja se ovde razmatra iz najmanje dva razloga. Prvo, taj
rad je doveo do velikog porasta interesovanja za probleme formalnog rezonova-
nja o verovatno¢i koje do tada nije prevazilazilo relativno uzak krug istrazivaca
u matematickoj logici i drugo, rad je direktno inspirisao proucavanje jedne klase
logika sa verovatnosnim operatorima kakve su i logike prikazane u ovom odeljku.
Ukratko, Nillson posmatra skup S = {aj,as,...,q;} od [ recenica i skup W =
{w1,wa,...,w;} interpretacija koje se medusobno razlikuju u istinitosnoj vrednosti
bar jedne od recenica. Preciznije, svaki svet predstavlja jednu klasu interpretacija
koje se poklapaju na re¢enicama iz S. Verovatnoca je definisana nad skupom
svetova, pri ¢emu p; oznacCava verovatnoCu sveta w; uz jasna ograni¢enja da je
p; > 0 za svako ¢ = 1,k i da je Zle p; = 1. Sada je verovatnoca recCenice «;
zbir verovatnoca svetova u kojima «; vazi. Ovo se moze zapisati i matricnom
jednacinom

nm=v.~r

gde su:
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e II vektor, tako da je II; verovatnoca skupa svetova u kojima vazi formula «;,
e V matrica za koju je v; ; = 1 ako formula o; vazi u svetu wy i
e P vektor verovatnoca svetova.

Metod koji je Nilsson predlozio se zasniva na sledeéem. Ako je dat skup for-
mula, njemu se dodaje jo$ jedna formula i analizom matri¢ne jednac¢ine se odreduju
granice intervala verovatnoce nove formule. Recimo, neka je skupu formula {a;,
a1 — ag} dodata formula as. Tada je I = 3, S = {a1,01 — ag,a0}, k = 4,
w1 |: {0617041 - 042,042}, w2 ): {Oél,—'(Oél - 042),—'042}7 w3 |: {ﬂal,oq - 042,062}
iwy E {~aj,a1 — as,—as}. Neka je dalje P(a;) verovatnoda skupa svetova
{w1,ws} ukojima vazi ay, P(ag) verovatnoéa skupa svetova {w1, w3} u kojima vazi
as 1 P(a; — ag) verovatnoda skupa svetova {wy,ws, ws} u kojima vazi a3 — as.
Tada je P(ag) < P(a; — ag). Analizom matri¢ne jednacine se zakljucuje da mora
biti P(ay) + P(ag — ag) — 1 < P(ag) odakle se dobija nejednakost

P(ag)+ Plag — as) — 1 < P(ag) < Plag — a3)

koja se shvata kao pravilo verovatnosnog modus ponensa za izra¢unavanje intervala
u kome se nalazi verovatnoca formule ay ako su poznate verovatnoce preostale dve
formule. Aksiomatizovanjem verovatnosnog rezonovanja se nezavisno bavilo vise
autora od kojih neki po svemu sudeéi i nisu znali za Nilsson-ov rad. Hronoloski,
Ron Fagin, Joseph Halpern i Nimrod Megiddo su prvi dali aksiomatizaciju logika
za eksplicitno rezonovanje o verovatnoc¢i. Rezultati koji ¢e biti u nastavku opisani
su u izvesnom smislu nastavak njihovih radova.

Za kraj ovog pregleda pomenimo da su u vezi rezonovanja o verovatnodi intere-
santni i pristupi poput visevrednosnih logika, fazi logike i Bayes-ovih mreza.

8.2 Iskazna verovatnosna logika LPP,

U ovom odeljku ¢emo razmotriti iskaznu verovatnosnu logiku LPP;, u kojoj su
dozvoljene iteracije verovatnoca, mesanje iskaznih i verovatnosnih formula, a ve-
rovatnoce su realnovrednosne. U odeljku 8.2.8 ¢emo navesti i neke varijante ove
logike.

8.2.1 Formalni jezik

Neka je S skup svih racionalnih brojeva iz [0,1]. Jezik L(LPP;) logike LPP; je
prebrojivo prosirenje klasi¢nog iskaznog jezika koje se sastoji od prebrojivog skupa
iskaznih slova ¢ = {p1,pa,...}, klasicnih operatora — i A i liste verovatnosnih
operatora oblika P> za svaki s € S.

8.2.2 Formule

Skup For(LPP;) formula ovog jezika je najmanji skup koji sadrzi iskazna slova i
zatvoren je za sledeca pravila:

e Ako je o formula i s € S, onda je P>sa formula.
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e Ako su «a i g formule, formule sui-aiaA .

Primeri formula su: P>gsp1 1 P>0.3(p1 A 7P>0.82p2) A p3. Formule iz skupa
For(LPP;) éemo oznacavati malim slovima grékog alfabeta: a, 3, v, ...

Za definisanje preostalih klasi¢nih iskaznih operatora (V, — i <) se koristi
standardni postupak, a drugi verovatnosni operatori se uvode definicijama:

o Poja =45 7Ps;a,

o Pejov =gef P>1—s(—av),

o Poja =4y "Pesai

o P_ja =gy P>s(a) A =Psg(a).

Na primer, formula (Ps,aAP-s(a — [3)) — P<;3 se shvata kao ’ako je verovatnoca
od a veca od r i 8 sledi iz « sa verovatnotom s, verovatnoca od 3 nije vec¢a od t’.

8.2.3 Klase modela

Za davanje znacenje formulama koristi¢emo modele u kojima su verovatnoce defin-
isane nad mogué¢im svetovima. Ovi modeli podseéaju na Kripkeove modalne mod-
ele, ali umesto modalne relacije dostiznosti svakom svetu je pridruzen jedan prostor
mere. Jednu komponentu tog prostora predstavlja skup svetova za koje mozemo
smatrati da su u nekom smislu dostizni iz posmatranog sveta, dok je verovatnoca za
svaki svet definisana nad podskupovima tih dostiznih svetova. U naSem pristupu
formule, iako govore o verovatnodi, imaju standardne istinitosne vrednosti ta¢no
(T), odnosno neta¢no (L).

Definicija 8.2.1 Verovatnosni model je struktura M = (W, v, Prob), gde su:
e W — neprazan skup svetova,

e v: W x¢r— {T,L} — iskazna interpretacija koja svakom svetu i svakom
iskaznom slovu pridruzuje T ili L i

e Prob — preslikavanje koje svakom svetu w € W pridruzuje jedan konaéno-
aditivni verovatnosni prostor (W (w), H(w), u(w)) tako da:

— W (w) je podskup skupa svih svetova W,

— H(w) je algebra podskupova od W (w), tj. W(w) € H(w), ako je Fy €
H(w), tada je komplement skupa F; u odnosu na W(w), Ff € H(w) i
akosu F} € H(w) i Fy € H(w), tada je F1 UF; € H(w) i

— u(w) je konacno-aditivna verovatnoca definisana na H(w), tj. to je
funkcija p(w) : H(w) — [0, 1] koja ispunjava da je p(w)(W(w)) = 11iako
skupovi F 1 F; pripadaju H (w) i medusobno su disjunktni (FyNFy = (),
tada je p(Fy U Fy) = p(Fy) + p(Fy).

Relacija zadovoljivosti je relacija izmedu svetova verovatnosnih modela i for-
mula. Za formulu koja je zadovoljena u nekom svetu kaze se i da je tac¢na ili da
vazi u tom svetu. Ako formula nije zadovoljena u nekom svetu kaze se i da je
netacna ili da ne vazi u tom svetu.
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Definicija 8.2.2 Neka je M proizvoljan L P P;-model i w proizvoljan svet tog mod-
ela. Formula « je zadovoljena u svetu w, u oznaci w =p; a , ako vazi:

e ako je « iskazno slovo, a € ¢, w =) a ako i samo ako v(w)(a) =T,

e ako je a oblika P>, w = o ako i samo ako p(w)({w’ : w' € W(w),w' Eum
B}) = s,

e ako je a oblika =83, w =y « ako i samo ako nije w = B

e ako je a oblika S A7, w Ep o ako i samo ako w =p 1w Epr .
Prokomentarisimo slucaj formule oblika P>;3. Prema definiciji, ova formula vazi
u nekom svetu w modela M ako je mera p(w) (iz sveta w) svih dostiznih svetova
(koji su u skupu W(w)) u kojima vazi formula 3 veéa do jednaka sa s.

Indeks M koji oznacava razmatrani model ¢emo izostavljati iz oznake =), ako
se model podrazumeva. Oznaku [~ koristi¢emo sa znacenjem: nije .

Definicija 8.2.3 Formula « je zadovoljiva ako postoji svet nekog modela u kome
je a zadovoljeno. Formula je valjana u modelu M ukoliko je zadovoljena u svakom
svetu tog modela. Formula je valjana u klasi modela C' ukoliko je valjana u svakom
modelu te klase. Skup formula T je zadovoljiv ako postoji svet nekog modela u
kome su zadovoljene sve formule iz skupa.

U daljem izlaganju baviéemo se samo merljivim modelima, odnosno modelima
u kojima su svi skupovi svetova definabilni formulama merljivi. Preciznije:

Definicija 8.2.4 LPP;-model M je merljiv ako je za svaki svet w tog modela i
svaku formulu « ispunjeno:

{w' e W(w):w' | a} € Hw).

Klasu merljivih modela oznaci¢emo sa: LP P \eqs-

8.2.4 Aksiomatizacija
Aksiomatski sistem Axppp, za logiku LPP; sadrzi sledeée shema aksiome:
1. Sve instance iskaznih tautologija.
. Psoa

. Popa— Poga, s >

2

3

4. Py — P<sa
5. (P>ra A P> A Po1(maV =f)) = Psmin(1,rrs)(aV3)
6. (P<ra A Pegf) = Popys(aV ), r+s<1

i pravila izvodenja:

1. Iz aia— 3 izvesti (.
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2. Iz o izvesti P>ja.
3. Iz 8 — st—%% za svaki prirodni broj k > %, izvesti 8 — P>;a.

Ukljucivanje aksiome 1 i pravila izvodenja 1 u sistem Axypp, obezbeduje da je
klasi¢na iskazna logika podlogika ove logike. Umesto ovog pristupa je bilo mogude
koristiti bilo koji potpuni aksiomatski sistem. Aksioma 2 osigurava da je svaka
formula zadovoljena u skupu svetova mere bar 0. Zamenom « sa -« u aksiomi 2
dobija se formula (2”) P<ja(= P>¢—«) koja znaéi da je svaka formula zadovoljiva u
skupu svetova ¢ija mera nije veéa od 1. Aksiome 3 i 4 se mogu zapisati i u obliku:
(3") Pssa& — Ps,a, s > r, odnosno (4’) Ps;a — P>sa. Recimo, za aksiomu
3, P<;a — Pcsa je ekvivalentno sa -Pcsa — —P<,a, §to se prema definiciji
verovatnosih operatora zapisuje kao P>s;a — Ps,a. Monotonost mere se iskazuje
formulom Ps,a — P>g, za r > s i predstavlja posledicu aksioma 3 i 4. Aksiome
51 6 odgovaraju kona¢noj aditivnosti verovatnoce. Na primer, aksiomom 5 se kaze
da, ako su skupovi svetova u kojima vaze o i 8 disjunktni, onda je verovatnoca
skupa svetova u kojima vazi «V 8 suma verovatnoca prethodna dva skupa. Pravilo
izvodenja 1 je klasiéno pravilo modus ponensa. Pravilo izvodenja 2 li¢i na pravilo
necesitacije u modalnim logikama. Pravilo izvodenja 3 je jedino beskonaé¢no pravilo
u aksiomatskom sistemu. Intuitivno, njime se kaze da, ako je verovatnoce formule
« proizvoljno blizu nekom racionalnom broju s, onda je ona upravo jednaka sa s.

Definicija 8.2.5 Formula « je teorema aksiomatskog sistema Arppp, (Fazppp, @)

ako postoji najvise prebrojiv niz formula ay, aq, . . . , a, takav da je svaka «; aksioma
ili je pomocu nekog od pravila izvodenja izvedena iz prethodnih formula. Niz
formula g, aq, ..., «a, je dokaz (izvodenje) za a.

U dokazu teoreme potpunosti bice koristeni i pojmovi sintaksne posledice, kon-
zistentnosti i maksimalnog skupa. Dok se poslednja dva pojma definisu kao i ranije
u definiciji 3.6.6, prvi pojam, kao i pojam dokaza u definiciji 8.2.5, zahteva definiciju
u kojoj se dozvoljavaju i beskonaé¢ni nizovi formula.

Definicija 8.2.6 Formula « je sintaksna posledica skupa formulaT (T Fazypp, @)
ako postoji najvise prebrojiv niz formula «g, o, ..., a, takav da je svaka formula
«; aksioma ili pripada skupu 7' ili je pomoc¢u nekog od pravila izvodenja izvedena iz
prethodnih formula, uz ogranic¢enje da se pravilo 2 moze primeniti samo na teoreme.
Niz formula je ag, a1, ..., a je dokaz (izvodenje) za « iz skupa formula T

Indeks Azppp, u oznakama taz;pp 1T Fag,pp necemo navoditi ukoliko to
ne preti da izazove zabunu. Oznaku I/ koristi¢emo sa znacenjem: nije .

8.2.5 Korektnost i potpunost askiomatskog sistema

Teorema 8.2.7 (Korektnost) Aksiomatski sistem Axppp, je korektan u odnosu
na klasu modela LP P peas-

Dokaz. Dokaz korektnosti se sprovodi tako $to se pokaze da je svaki primerak
aksioma valjana formula i da pravila izvodenja oCuvaju valjanost. Neka je M
proizvoljni model. Svaki svet modela se sa stanovista klasi¢nih iskaznih formula
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moze shvatiti kao jedan klasican iskazni model, tako da u svakom svetu vaze sve
klasi¢ne iskazne tautologije. Aksiome 2 — 6 se odnose na osobine verovatnoca i
oc¢igledno vaze u proizvoljnom svetu. Pretpostavimo da su a i @ — [ valjane
formule. Ako formula 8 ne bi bila valjana postojao bi svet w nekog modela M u
kome bi bilo w £ 1w | a — 3, ali bi tada moralo biti i w [~ «, odakle ni «
ne bi bilo valjano. Dakle, pravilo izvodenja 1 o¢uvava valjanost. U vezi pravila
2 pretpostavimo da je « valjana formula. Tada za svaki svet w svakog modela
M vazi (Vw' € W(w))w' = a. Kako je p(w)(W(w)) = 1, znaci i da w = Ps1a,
odnosno da P> vazi u svakom svetu svakog modela, tj. da se polazeci od valjane
pretpostavke primenom pravila dobio valjan zakljucak. Kona¢no, pravilo 3 ocuvava

valjanost zbog osobine skupa realnih brojeva. =

U dokazivanju potpunosti se koristi postupak slican dokazu potpunosti za klasi-
¢nu iskaznu logiku (teorema 3.6.14). Najpre ¢emo iskazati jedno pomoéno tvrdenje:

Teorema 8.2.8 Neka su T skup formula i « i 3 formule.
1. (Teorema dedukcije) Ako je TU{a}F 8, onda T Fa — §.
2. F Pssa— Pss(a V1)

FPss(aVLl) — Psgoma.

FPssa — Psg—ao.

E Psi(a— f) = (Posa — P>yf3).

Ako je - o < 3, onda je F P> a0 = P>4f3.

N vk w

FPsra— Psgo, 7> 8.
Slededi korak dokaza se odnosi na konstrukeiju maksimalno konzistentnog pro-
Sirenja konzistentnog skupa.

Teorema 8.2.9 Svaki konzistentan skup formula T se moze prosiriti do maksi-
malno konzistentog skupa.

Dokaz. U dokazu se koristi sledeca konstrukcija. Neka je ag, a1, ... jedno nabra-
janje svih formula. Definisa¢emo niz skupova T3, i = 0,1,2, ... tako da je:
1. T, =T,

2. Za svaki i > 0, ako je T; U {a;} konzistentan, onda je T;+1 = T; U {a;}.
3. Za svaki i > 0, ako T; U {a;} nije konzistentan, onda T;41 = T; U {—a }.

4. Ako je skup T;41 dobijen dodavanjem formule oblika —(3 — Ps47), tada za
neki n € N skupu dodajemo i formulu g — =P, 17, tako da T;y1 bude

konzistentno!.

IFormula 8 — —P, _ 17 je svojevrsni svedok ¢ije prisustvo u skupu T;41 garantuje da skup

T; U{B — P>} nije konzistentan.
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5 T =T,

Zatim se pokazuje da su skupovi dobijeni koracima 1, 2 i 3 konzistentni, a da isto
vazi 1 za korak 143 jer iz pretpostavke T;, =(8 — P>s7),[8 — Py, 1y F L, za
svaki prirodan broj k£ > %, primenom pravila izvodenja 3, sledi T; = 8 — P>y
Sto je suprotno pretpostavci o konzistentnosti skupa T; i nekonzistentnosti skupa
T; U {B — P>sy}. Koraci 2 i 3 garantuju da je skup T maksimalan. Kona¢no,
moze se pokazati da je skup T deduktivno zatvoren (sadrzi sve svoje posledice), a
da ne sadrzi sve formule, zbog ¢ega je konzistentan.

83

Dalje éemo, pomoc¢u maksimalno konzistentnih skupova, definisati model pro-
izvoljnog konzistentnog skupa formula. Neka je struktura M = (W, v, Prob) defin-
isana na sledeéi nacin:

e W je skup svih maksimalno konzistentnih skupova,

e v je preslikavanje koje svakom svetu w € W pridruzuje interpretaciju v(w) :
¢ — {T,L1}, tako da za svako iskazno slovo p € ¢, v(w)(p) = T ako i samo
ako p € w,

e Za svako w € W, Prob(w) = (W (w), H(w), p(w)) tako da:

- W(w) =W,
— H(w) je klasa skupova oblika [a] = {w € W : a € w}, za svaku formulu
o i

— za svaki skup [a] € H(w), p(w)([a]) = sup{r : P>,a € w}.

Teorema 8.2.10 Neka je M = (W, v, Prob) upravo definisana struktura. Tada je
za svaki w € W, klasa H(w) = {[«]} algebra podskupova od W (w).

Dokaz. Ocigledno vazi sledece:
e W(w) = [aV -a] € H(w), za proizvoljnu formulu «,

e ako je [a] € H(w), tada je [-a] komplement skupa [a] i taj komplement
pripada H(w) i

. ?ko su [(])zl], [az] € H(w), tada je unija [a1] U [az] € H(w) jer je [on] U [az] =
a1 V as|.

Dakle, za svaki w, H(w) je algebra podskupova od W (w). =)

Naredna teorema, koja se direktno dokazuje primenom aksioma i pravila sistema
Az pp,, pokazuje da je struktura M jedan LPP; peas-model.

Teorema 8.2.11 Neka je M = (W, v, Prob) upravo definisana struktura. Tada za
svaki w € W vazi:

1. Ako je [a] = [4], onda je ju(w)([a]) = (w)(8])-

2. p(w)([a]) = 0.
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3. p(w)(la]) = 1 = p(w)([-al).
4. p(w)([e] U [F]) = p(w)([a]) + pw)([B]), za sve formule a i § takve da je
[o] N [5] =0.

Konac¢no, mozemo dokazati slede¢u teoremu:

Teorema 8.2.12 (Prosirena kompletnost) Skup formula T je konzistentan a-
ko i samo ako je zadovoljiv.

Dokaz. Razmotri¢emo samo smer (=). Neka je T' konzistentan skup formula.
U pethodnim teoremama je pokazano da je M = (W, v, Prob) jedan LPPj Meas
model. Indukcijom po slozenosti formula dokazuje se da za svaku formulu « i svaki
svet w € W, w = « ako i samo ako a € w. Odatle, skup T je zadovoljiv posto
postoji bar jedno njegovo maksimalno konzistentno prosirenje koje je svet modela
M.

Neka je « iskazno slovo. Tada tvrdenje vazi prema definiciji modela M. Neka
je a = P>sf. Ako a € w, sup{r : P>,.(8) € w} = p(w)([f]) > siw = P>,8. U
suprotnom smeru, pretpostavimo da je w = P>s3, tj. sup{r : P>.(8) € w} > s.
Ako p(w)([B]) > s, onda zbog osobina supremuma i monotonosti verovatnoée pi(w),
Ps,0 € w. Ako p(w)([8]) = s, prema pravilu 3, w - P>, i posto je w deduktivno

zatvoren skup, P>,a € w. Ostali slucajevi se reSavaju kao i u teoremi 3.6.14. =

8.2.6 Komentar dokaza teoreme potpunosti

Verovatnosna logika LPP; je karakteristicna po tome da za nju ne vazi teorema
kompaktnosti. Naime, razmotrimo skup formula

T={P_ra:neN}U{-Pa}.

Da bi se pokazalo da je svaki konac¢an podskup Ty ovog skupa zadovoljiv, dovoljno
je posmatrati dvoclani model u kome je skup svetova W = {w;,ws}, pri ¢emu je
wy £ a1 wy =, ausvetu wy definisati

pln) (' s w! € W), w Eyr a}) = plwn)(fwz)) = 3 minf - Pya € To)

Medutim, ceo skup T nije zadovoljiv posto za bilo koju nenultu meru skupa svetova
u kojima vazi a, p(w)({w' : w' € W(w),w' =m a}) = ¢, postoji n € N tako da je
% <c.

Ovo ima za posledicu da ne postoji kona¢na aksiomatizacija za koju vazi ko-
rektnost i proSirena kompletnost (mada u ovom slu¢aju postoji kona¢na aksioma-
tizacija za koju vazi obi¢na kompletnost), §to se pokazuje na sledeé¢i nacin. Pret-
postavimo da postoji kona¢na korektna aksiomatizacija za logiku LPP; za koju se
moze dokazati proSirena kompletnost. Pretpostavimo da je svaki konacan podskup
beskona¢nog skupa T formula zadovoljiv, dok skup 7' to nije. Zbog potpunosti
aksiomatskog sistema, skup 7" nije konzistentan, pa se iz ovog skupa formula izvodi
kontradikcija. Posto je aksiomatski sistem konac¢an, to izvodenje je kona¢no. Zato
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postoji konacan podskup Ty skupa T sa istom osobinom, tj. iz Ty se izvodi kon-
tradikcija. Odatle skup Ty nije konzistentan. Zbog korektnosti aksiomatskog sis-
tema T, suprotno pretpostavci, ne bi bio zadovoljiv.

U takvoj situaciji uvodenje beskonacnog pravila i beskona¢nih dokaza je cena
koju moramo platiti da bismo izbegli logicki neprijatnu situaciji da postoje konzis-
tetni skupovi koji nisu zadovoljivi. Druga moguénost je da se ograni¢e domeni
verovatnoca, tako da budu konacni, u kom slucaju bi vazila teorema kompaktnosti.
Primeri takvih logika bi¢e spomenuti u odeljku 8.2.8.

8.2.7 Odlucivost

U dokazu odlucivosti problema zadovoljivosti i valjanosti za razmatranu klasu mod-
ela koristi¢emo se postupcima filtracije kojim se razmatranje proizvoljnih modela u
ispitivanju zadovoljivosti svodi na ispitivanje kona¢nih modela i transformisanjem
verovatnosnih formula u sisteme linearnih jednacina i nejednacina.

Teorema 8.2.13 Formula « je LPP; \eas-zadovoljiva ako i samo ako je zado-
voljiva u nekom kona¢nom LP P peas-modelu.

Dokaz. Neka je M = (W, v, Prob) jedan LPP; peas-model u Eijem svetu w vazi
formula a. Postupkom filtracije transformisa¢emo model M u konac¢an model u
¢ijem jednom svetu ¢e a takode vaziti.

Neka Subfor(a) oznacava skup svih potformula od «. Definisaéemo jednu
relaciju ekvivalencije =~ na skupu svetova W takvu da w =~ u ako i samo ako
za svaku formulu 8 € Subfor(a), w = § ako i samo ako u = 3. Posto je skup
Subfor(a) kona¢an, skup svetova W je relacijom =& podeljen u konacan broj klasa
ekvivalencije. Sa C),, oznac¢imo klasu ekvivalencije kojoj pripada svet u. Filtracija
modela M skupom Subfor(«) je model M* = (W* v*, Prob*) za koji je:

e W* sadrzi tacno po jedan svet iz svake od klasa ekvivalencije koli¢nickog
skupa W,

o za svaki w € W*, v*(w)(p) = v(w)(p),
e za svaki w € W* W*(w) = {u: (Jv e Cy)v e W(w)},
e za svaki w € W*, H*(w) = 2V (),

o za svaki w € W*, p*(w)(u) = p(w)(Cy "W (w)), dok je za svaki D € H*(w),
(W) (D) = 3 p (w)(Cu VW (w)).

Posto je

pr)(Wrw) = Y p)CunWw)= Y ww)(CunW(w))=1

uEW*(w) CueW )~

" (w) jeste verovatnoéa. Prema nacinu definisanja modela M*, ovaj model jeste
LPP) peas-model. Indukcijom po slozenosti formula iz skupa Subfor(a) pokazuje
se da za svaki svet w € W* i svaku formulu 3 € Subfor(a), w E=p 3 ako i samo

ako w =+ 0, ¢ime se dokazuje polazno tvrdenje. =
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Primetimo da postupak filtracije nije dovoljan za dokazivanje odlucivosti, posto
zbog verovatnosne komponente u LP P peas-modelima, broj modela sa konacnim
brojem svetova (> 2) nije konacan. Zato se u poslednjem koraku dokaza koristi
prevodenje formula u sistem linearnih jednacina i nejednacina.

Teorema 8.2.14 Problemi zadovoljivosti i valjanosti za LPP; peas su odlucivi.

Dokaz. Neka je M = (W, v, Prob) jedan LPP; peas-model u Eijem svetu w vazi
formula « i neka Subfor(a) oznacava skup svih potformula od «. U svakom svetu
w vazi tatno jedna formula oblika

ﬁl/\.../\ﬂn/\_"yl/\.../\_"ym

gde je Subfor(a) ={061,---,BnsV1,- -+, Ym}- Nazovimo tu formulu karakteristicna
formula sveta w. Neka je k = n+m. Postupkom filtracije obezbedeno je da postoji
LP P \eas-model sa najvise 2% svetova, tako da formula o vazi u bar jednom svetu
tog modela. Za svaki prirodan broj [ < 2* razmotriéemo modele sa [ svetova.
U svakom od tih svetova vazi¢e tacno jedna karakteristicna formula. Dakle, za
svaki [ razmotri¢emo sve skupove od [ karakteristi¢cnih formula koje su iskazno
nekontradiktorne i od kojih bar jedna formula sadrzi polaznu formulu «. Zapravo,
ovde je re¢ o multiskupovima poSto se ista karakteristicna formula moze pojaviti
viSe puta. Ti skupovi u potpunosti opisuju model. Za svaki takav izbor i za svaki
svet w; (tj. odgovarajuéu karakteristicnu formulu «;) posmatraéemo slede¢i skup
linearnih jednacina i nejednacina (5 € o; oznacava da je 5 konjunkt u «;):

22:1 p(w;)(w;) =1

:U’(wl)(w]) >0, zasve j = lal
2w ipea; Mwi)(wy) =7, ako Porf3 € oy

ij:ﬂeaj p(w;)(w;) < r, ako =P>,0 € oy

Prva jednacina znaci da je za svaki svet w; verovatnoca skupa svih svetova jednaka
1, a nejednacine iz drugog reda da su verovatnoce svetova nenegativne. Trecom,
odnosno ¢etvrtom, grupom nejednacina tvrdi se da su sve verovatnosne formule
oblika P>,3, odnosno =P, 03, koje se javljaju kao konjunkcije u karakteristi¢noj
formuli «; zadovoljene. Unija ovih linearnih jednacina i nejednac¢ina predstavlja
jedan sistem linearnih jednac¢ina i nejednacina ¢ije resavanje je odluciv problem.
Ako je sistem za fiksirane [ i izbor karakteristi¢nih formula zadovoljiv, u svakom
od [ svetova se mogu definisati verovatnosni prostori i u bar jednom svetu vazi
polazna formula a, odnosno a je LPP; weas-zadovoljiva. Ako za neke fiksirane [ i
izbor karakteristi¢nih formula odgovarajudi sistem nije resiv, tada ne postoji model
sa najviSe [ svetova takav da u i-tom svetu vazi karakteristi¢na formula «;. Ako ni
za koje fiksirane [ i izbor karakteristi¢nih formula odgovarajuéi sistem nije resiv,
prema teoremi 8.2.13 formula a nije LP P; reas-zadovoljiva.

Kako se opisanim postupkom razmatra samo kona¢no mnogo sistema linearnih
jednacina i nejednacina, problem zadovoljivosti je odluc¢iv, a posto je neka formula
o LPP) \eas-valjana ako i samo ako —a nije LPPj \eas-zadovoljiva, odluciv je i

—

problem valjanosti. =

Pokazuje se da je problem zadovoljivosti u logici LPP; kompletan problem u
klasi slozenosti PSPACE.
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8.2.8 Varijante logike LPP,

Postoji vise varijanti verovatnosne logike LPP; koje se razmatraju zbog odredenih
pogodnosti. Na primer, logika LPPlF R(n), predstavlja restrikciju logike LPP; u ko-
joj su dozvoljene samo verovatnoce sa kona¢nim unapred fiksiranim rangom, zbog
¢ega, kako je ranije re¢eno, ima kona¢nu aksiomatizaciju za koju vazi prosirena kom-
paktnost. U logici LP P, nisu dozvoljene iteracije verovatnoca i meSanje iskaznih i
verovatnosnih formula. Zbog toga se u ovoj logici moze jedino govoriti o verovatnoéi
dogadaja, a ne i o verovatnoéi verovatnoée. Medutim, ovo smanjenje izrazajnosti
omogucava da se slozenost problema zadovoljivosti svede na nivo N P-kompletnosti.
Konaéno, logika LPP) R ie restrikeija logike LPP, u kojoj su dozvoljene samo
verovatnoce sa kona¢nim unapred fiksiranim rangom.

U logici koju su uveli Fagin, Halpern i Megiddo u formulama su dozvoljene
linearne kombinacije verovatnoéa, na primer jedna formula je oblika ajw(ai) +
... +Fagw(ag) > ¢, gde su q; i ¢ racionalni brojevi, dok se w(«;) interpretira kao
verovatnoc¢a od «;. Za ovu logiku je data konac¢na aksiomatizacija, no kako je ona
prosirenje logike LP P, pri takvoj akiomatizaciji se takode javljaju problemi sa
kompaktnoscéu o kojima je bilo reci u odeljku 8.2.6.

Verovatnosnim logikama sa realnovrednosnim merama mogu se dodati i unarni
verovatnosni operatori oblika @ sa zna¢enjem 'verovatnoca pripada skupu F’, gde
je F rekurzivan racionalni podskup od [0,1]. Ovakvi operatori, u opstem slucaju,
nisu uzajamno definabilni sa operatorima P>, $to znaci da se njihovim uvodenjem
povecava izrazajnost logike. Medutim, pojedini izbori familija skupova koji se
javljaju u operatorima mogu dovesti do toga da cak i iskazna verovatnosna logika
koja ih dopusta postane neodluciva. Drugo mogudée prosirenje verovatnosne logike
predstavljalo bi uvodenje binarnog operatora =< takvog da formula a =< ( ima
smisao ’( je verovatnije od «’. Ovim bi se omogudilo kvalitativno rezonovanje o
verovatnodi, nasuprot dosadasnjem striktno kvantitativnom rezonovanju na osnovu
numerickih vrednosti verovatnoca.

U literaturi koja se odnosi na verovatnosne logike je konstatovano da formula
a — ( nekada ne modelira verno smisao pravila oblika ’ako je o, onda je 8’ koja se
javljaju u bazama znanja. Objasnjenje za to je sledece: dok je formula o — ( taéna
i kada je o netacno, pravilo se odnosi na one situacije u kojima se podrazumeva
da a vazi. Zbog toga, verovatnoéa formule @ — § moze biti jako visoka, iako je
verovatnoca formule o A 8 niska. Sa druge strane, uslovna verovatnoc¢a ima upravo
Zeljeni smisao, pa je u ovakvim situacijama pogodno prosiriti razmatranu verovat-
nosnu logiku tako da dozvoli i rezonovanje o uslovnim verovatno¢ama. To se postize
dodavanjem odgovarajuc¢ih binarnih operatora uslovne verovatnoce, tako da formule
oblika C'P>(f|a) 1 CP<s(f|a) znace "uslovna verovatnoéa od 8 pod uslovom « je
vec¢a (odnosno, manja) do jednaka od s’. I za ovakvu logiku se mogu dokazati
teoreme potpunosti i odlucivosti analogne odgovarajuéim tvrdenjima za logiku
LPP,. Uvodenje uslovnih verovatnoc¢a dopuSta nam jos jednu interesantnu pri-
menu verovatnosnih logika. Naime, ako pored realnih vrednosti iz [0, 1], verovatnoce
mogu biti budu i pozitive beskona¢no male vrednosti, takozvane infinitezimale (poz-
itivna infinitezimala je broj veéi od 0, a ipak manji od svakog pozitivnog racionalnog
broja), onda se u okviru verovatnosnih logika moze modelirati i nemonotono za-
kljucivanje. Preciznije, formula oblika C'Pxq(f|a) bi imala smisao 'uslovna vero-
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vatnoca od ( pod uslovom « je priblizno 1’ i modelirala bi iskaz tipa ’ako vazi «,
po pravilu vazi i 8’ o kojem je bilo reci u odeljku 7.4.1.

U variranju kodomena verovatnoc¢e se moze iéi i dalje. Na primer, kodomeni
mere kojom merimo neizvesnost mogu biti parcijalno uredeni skupovi, poput sku-
pova n-torki ili nizova racionalnih brojeva, skup prirodnih brojeva koji ukljucuje i
beskonac¢nost itd. Za neke od tih slucajeva reSeni su problemi kompletne aksioma-
tizacije i odlucivosti.

Naredna vrsta proSirenja verovatnosne logike LPP; se postize njenim kombi-
novanjem sa razli¢itim modalnim logikama. Na primer, u kombinaciji logike L P Py
sa diskretnom, linearnom temporalnom logikom, mogucée je modelirati iskaze koji
govore o promeni verovatnoce sa protokom vremena. Na primer, formula

~a = (Pesa — OPssa)

bi karakterisala situacije u kojima verovatno¢a od a ne opada, ako se a nije do-
godilo.

U prethodnim varijantama verovatnosne logike LPP; podrazumevalo se da je
bazna logika sa kojom se radi klasi¢na logika. Naime, instance klasi¢nih iskaznih
tautologija su bile deo aksiomatskog sistema, dok je posmatrano sa semanticke
strane relacija zadovoljivosti u verovatnosnim modelima bila prosirenje istoimene
relacije za klasi¢nu logiku. Medutim, posto je - kao §to je re¢eno i u poglavlju 7 -
klasi¢na logika ponekad neadekvatna za modeliranje realnih situacija, razmatraju
se 1 verovatnosne logike u kojima se kao bazna koristi neka od neklasi¢nih logika,
recimo intuisticka. Imajuéi ovo u vidu razmotrimo sledeé¢i primer.

Primer 8.2.15 Neka iskazna slova p i ¢ redom oznacavaju iskaze ’'pada kisa’ i
'uredaj za zalivanje je uklju¢en’. Smisleno je zahtevati da uredaj za zalivanje
bude iskljuéen kada pada kisa, odnosno da verovatnoca formule p — ¢ bude
mala. Sa druge strane, posto je (p — ¢q) V (¢ — p) klasi¢na iskazna tautologija,
njena verovatno¢a mora biti jednaka 1. To dovodi do paradoksalne situacije da
verovatnoca formule ¢ — p koju shvatamo kao ’ako je uredaj za zalivanje ukljucen,
onda pada kisa’ mora biti jako visoka (jer je verovatnoca od (p — q) V (¢ — p)
manja do jednaka od zbira verovatnoéa formula p — ¢ i ¢ — p). =
Ovde mozemo primetiti da formula (p — ¢q) V (¢ — p) nije intuicionisticki val-
jana i da njena verovatnoca ne mora biti jednaka 1, odakle se prethodni paradoks
eliminiSe, i na taj nacin bolje modelira realna situacija, ako kao baznu koristimo
intuicionisticku logiku.

8.3 Predikatska verovatnosna logika prvog reda

Sliéno iskaznim logikama, moguée je posmatrati i predikatske verovatnosne logike
prvog reda koje ¢emo, po analogiji, oznacavati sa LFOP;, LFOPlFR("), LFOP; i
LF OPQF R("), uz iste vrste ogranicenja kao i u iskaznom slucaju, smatrajuéi logiku
LFOP; ponovo kao osnovnu. Medutim, situacija u slucaju predikatskih verovat-
nosnih logika prvog reda je nesto drugacija nego u iskaznom sluc¢aju. Naime, za
logiku LFOP; (kao i za LFOP,) ne samo da ne vazi odluéivost (posto se radi
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o logici prvog reda) i nepostojanje konacne aksiomatizacije za koju se dokazuje
prosirena kompletnost, ve¢ se pokazuje da za ovu logiku ne postoji ni rekurzivna,
korektna i kompletna aksiomatizacija. U ovom sluc¢aju beskonacna aksiomatizacijia
nije alternativa, ve¢ nuznost.

U nastavku ¢emo ukratko opisati jezik, modele i aksiomatizaciju logike LFOP;.

Jezik logike LFOP; je predikatski jezik prvog reda prosiren skupom verovat-
nosnih operatora P>, za svaki racionalni broj s € [0,1], dok se termi i formule
definisu u skladu sa uobicajenim pravilima, kao u odeljku 5.2.

Definicija 8.3.1 Verovatnosni model je struktura M = (W, D, I, Prob) gde:
e W je neprazan skup svetova,

e D je preslikavanje koje svakom svetu w € W pridruzuje neprazan domen
D(w),

e [ je preslikavanje koje svakom svetu w € W pridruzuje klasi¢nu interpretaciju
I(w) prvog reda tako da:
— za svako i i svaki simbol konstante F°, I(w)(F?) je element skupa D(w),
— za svako i i k, I(w)(FF) je funkcija iz D(w)* u D(w),
— za svako i i k, I(w)(PF) je k-arna relacija nad D(w), tj. podskup od
D(w)*,

e Prob je preslikavanje koje svakom svetu w € W pridruzuje jedan konacno-
aditivni verovatnosni prostor (W (w), H(w), u(w)) tako da:
— W (w) je podskup skupa svih svetova W,
— H(w) je algebra podskupova od W (w) i
— p(w) je konacéno-aditivna verovatnoéa definisana na H (w).

Model je sa fiksiranim domenom ako je za sve svetove w i u, D(w) = D(u). Model

je sa rigidnim termima ako je za sve svetove w i u, i svaki funkcijski simbol F,
I(w)(F) = I(u)(F).

Definicija 8.3.2 Neka je M = (W, D, I, Prob) jedan LFOP;-model. Valuacija v
pridruzuje svakom paru koji se sastoji od sveta w € W i promenljive x, element
domena D(w), tj. v(w)(xz) € D(w). Ako je w € W, d € D(w) i v valuacija, sa
vy [d/x] oznaci¢emo valuaciju koja se sa v poklapa svuda, sem mozda za par w, x,
pri ¢emu je vy, [d/x](w)(x) = d.

Definicija 8.3.3 Za dati LFOP;-model M = (W, D, I, Prob) i valuaciju v, vred-
nost terma t u svetu w (I(w)(t),) je:

e ako je ¢t promenljiva x, onda je I(w)(z), = v(w)(z),
e ako je t simbol konstante, onda je I(w)(t), = I(w)(t) i

o akojet = F(t1,...,tm), (m > 0), onda je I(w)(t), = I(w)(F™)(I(w)(t1)v,
ooy T(w) (tm)w)
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Definicija 8.3.4 Za dati LFOP;-model M = (W, D, I, Prob) i valuaciju v, vred-
nost formule a u svetu w (I(w)(a)y) je:

e ako je & = P™(t1,...,tm), onda je I(w)(a), = T ako je (I(w)(t1)y, ---,
I(w)(tm)v) € I(w)(P™), inace je I(w)(a), = L,

e ako je « = —f, onda je I(w)(a), = T ako je I(w)(B), = L, inace je
I{w)(a)y = L,

e ako je a = P>,03, onda je I(w)(c), = T ako je p(w){u € W(w) : I(u)(5)y =
T} > s, inace je I(w)(a), = L,

e ako je a = BA~, onda je I(w)(a), = T ako je [(w)(B)y = T i [(w)(7)y =T,
inace je I(w)(a), = L i

e ako je a = (Vz)3, onda je I(w)(a), = T ako za svaki d € D(w),[(w) )y, [d/]
=T, inace je I(w)(a), :J_

U slede¢em primeru ilustrova¢emo prethodne definicije.

Primer 8.3.5 Razmotrimo formulu PP} (z) i pretpostavimo da je za neki model

= (W,D,I,Prob) i svet w € W formula ta¢na u w: w = P>sP}(z). Prema
definiciji 8.3.4 ovo vazi ako i samo ako za svaku valuaciju v, I(w)(Ps>sP}(z)), = T,
ako i samo ako za svaku valuaciju v, p(w){u € W(w) : I(u)(P}(z)), = T} > s,
odnosno, ako i samo ako je mera svetova w’ € W(w) takvih da kakva god da
je vrednost d = v(w)(z), vazi w' = Pi(d), veéa do jednaka sa s. Ocigledno je
da je prema definicijama formula Ps¢Pj}(z) ta¢na u nekom svetu ako i samo ako
je tacna i formula (Vz)PsPl(x). Sa druge strane, tacnost formule P>,P](z) ne
implicira tacnost formule Ps4(Vz)P!(z). Recimo, za s = 1, razmotrimo model M
sa fiksiranim domenom:

e W je porebrojiv skup {wo, wy,ws, ...}
e D je prebrojiv skup {do,d1,ds,...},
e za svaki i > 0, w; = P} (d;) ako i samo ako i # j,

e algebra H(wp) sadrzi sve konaéne podskupove od W i sve ko-konacéne pod-
skupove od W,

o u(wp) je konacno aditivna verovatnoca za koju je p(wg)(A) = 0 za svaki
konacan skup A € H(wo), p(wo)(A) = 1 za svaki ko-konacan skup A €
H(w())

Ocigledno, za svaki w; € W, w; = (Vo) P (z) i plwo)({w : w = (Vx)Pi(x)}) = 0.
Sa druge strane, za svaki d € D je skup {w : w |= Pl1 (d)} ko-konacan, pa
je p(wo)({w : w E Pl(d)}) = 1. Sledi da je wy E (Va)P>1Pl(z) i wo
P>1(Vz)Pl(x). Odatle, formula ne vazi u wy.

[ T~
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Kao i malopre u slucaju iskazne verovatnosne logike, i ovde ¢e nas interesovati
merljivi modeli, sa dodatkom da su modeli rigidni i fiksiranih domena. Aksiom-
atizacija te klase modela se ostvaruje jednostavnim kombinovanjem aksiomatskih
sistema za klasi¢nu logiku prvog reda i sistema Azppp, iz odeljka 8.2.4. Naredni
primeri ilustruju zasto je bilo potrebno uvesti zahteve za rigidnost i fiksiranost
domena.

Primer 8.3.6 Neka je LFOP;-model M = (W, D, I, Prob) takav da ne vazi rigid-
nost terma i neka je w € W. Razmotrimo istinitosnu vrednost formule a(¢/z) oblika
Ps;((t/z). Prema definiciji istinitosne vrednosti formule 8.3.4, I(w)(P>s5(t/x))w
=T ako je p(w){uw € W(w) : I(u)(B(¢t/x)), = T} > s. Dakle, vrednost terma ¢ se
racuna u svetu u, pa se term odnosi na objekte iz svetova koji pripadaju W(w).
Ovo za posledicu ima da neke instance aksiome (Vz)a(x) — «(t/z) nisu valjane.
Da bi se to utvrdilo dovoljno je da model M bude sledeéeg oblika:

o IV = {w17w2}
e D(wy) = D(wy) = {d1,dz2},
o (M,w1) | P(dy), (M, w1) £ P'(da), (M,ws) = PY(dy), (M, ws) = P(d2),

o p(wr)({wi}) = 3, plwr)({w2}) = 3.

i da se simbol konstante ¢ interpretira tako da je I(wq)(c) = dg i I(wz)(c) =dy. U
ovom modelu vazi:

p(wi)({w : w s PY(d1)}) = p(wr){wr}) = 3,
p(wi)({w s w  P(d2)}) = p(wr)({wa}) = 3,
wy B PYc) i
wy ¥ PL(c).
pa je
wi [ (Vo) Ps1a(o) i
wi £ (V&) Py P(x) — Psy P(0). =

Primer 8.3.7 Slicna situacija se javlja i ako domeni nisu fiksirani. Istinitosna
vrednost formule (Vz)Ps a(z) u nekom svetu w LFOP;-modela M = (W, D, I,
Prob), prema definiciji 8.3.4, zavisi od vrednosti I(u)(a(7))y[q/2) U svetovima u €
W(w). Sada se postavlja pitanje $ta se desava ukoliko d ne postoji u domenu
D(u) i kako aksiomatizovati klasu valjanih formula bez obzira na vrstu odgovora

na prethidno pitanje. =
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8.4 Verovatnosne i modalne logike

Na pocetku ovog poglavlja je receno da verovatnosne logike predstavljaju jednu
posebnu varijantu modalnih logika. Zaista, na osnovu dosada izloZenog mogu se
uociti slicnosti ova dva tipa logika:

e jednu komponentu verovatnosnih modela predstavlja skup moguéih svetova,

e relacija zadovoljivosti je definisana tako da se u sluc¢aju verovatnosnih opera-
tora razmatraju istinitosne vrednosti formula u drugim svetovima, tako da su
verovatnosni operatori, poput modalnih operatora, svojevrsni kvantifikatori
nad moguéim svetovima,

o formula P>;« vazi u nekom svetu verovatnosnog modela ako je mera svetova
u kojima vazi « jedan, dok formula Oa vazi u nekom svetu modalnog modela
ako « vazi u svim dostiznim svetovima,

o teorema 8.2.8.5 o distribuiranju verovatnosnog operatora P>; podseéa na
aksiomu K kod modalnih logika itd.

8.5 Za dalje proucavanje

Istorijat teorije verovatnoce i prvih istrazivanja u oblasti verovatnosnih logika opi-
san je, recimo, u [10, 28, 42, 50, 103]. Keislerovi radovi o verovatnosnim kvantifika-
torima su [63, 64]. Nilsson je u [85, 86] razvio osnove verovatnosnog rezonovanja.
Prve aksiomatizacije logika sa verovatnosnim operatorima mogu se naéi u [31, 32].

Logika LPPQFR(n) je razmatrana u [106]. Logika LP P, kao i neke njene varijante
analizirane su u [80, 90, 92, 93, 94, 106, 107] gde se nogu nadi i detaljni dokazi
odgovarajuc¢ih teorema potpunosti i odlucivosti. Nepostajanje rekurzivne aksiom-
atizacije za verovatnosnu logiku prvog reda dokazana je u [1]. Beskonac¢na aksiom-
atizacija za verovatnosnu logiku prvog reda data je u [94]. Verovatnosna logika sa
operatorima oblika Q  opisuje se u [92]. Rad [102] analizira operator kojim se mod-
elira kvalitativno rezonovanje o verovatno¢i. Logike sa uslovnim verovatno¢ama
opisane su u [56, 99]. Primena takvih logika u modeliranju nemonotonog za-
kljucivanja opisuje se u [108, 109] U [25] je aksiomatizovana verovatnosna logika
sa proizvoljnim, ali kona¢nim kodomenima. Druge varijacije kodomena analizirane
su u [57]. Verovatnosna logika koje prosiruje intuicionisticku logiku analizira se u
[78, 79]. U radu [101] verovatnosna logika je kombinovana sa diskretnom linearnom
temporalnom logikom. Primena heuristickih procedura, poput genetskih algori-
tama i metode promenljivih okolina, u ispitivanju zadovoljivosti iskaznih verovat-
nosnih formula predlozena je u [61, 96, 98, 100].
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Teorija formalnih jezika

U ovom poglavlju ¢e biti prikazana teorija formalnih jezika u kojoj se proucavaju
osobine skupova nizova simbola i moguénosti za njihovo predstavljanje. Osnovna
sredstva koja se pri tome koriste su gramatike i automati. Pored tvrdenja o
klasama formalnih jezika i vezama sa odgovarajuéim tipovima gramatika i au-
tomata, naveséemo i vise primena, pre svega u oblasti leksicke i sintaksne analize
programskih jezika. Savremeni prevodioci i interpretatori programskih jezika zas-
nivaju se upravo na rezultatima teorije formalnih jezika. Donekle neocekivana veza
najopstijih formalnih jezika i parcijalno izracunljivih funkcija o kojoj ¢e biti reci u
odeljku 9.6 pruza moguénost da se obe oblasti medusobno prozmu i na taj na¢in
vide u jednom sasvim novom svetlu. Jo$ jedno preplitanje, ovoga puta temporalnih
logika i automata, opisano u odeljku 9.8.1, koristi se u postupku verifikacije.

9.1 Opis formalnih jezika

Alfabet* je konacan skup znakova. Recimo, binarni alfabet je skup {0,1}. Re¢® na
nekom alfabetu je niz znakova tog alfabeta. Rec je konacna, odnosno beskonacna,
ako je taj niz konacan, odnosno beskonacan. Prazna rec¢, u oznaci €, predstavlja
prazan niz znakova. DuZina reéi je ukupan broj znakova niza koji ¢ini re¢. Duzina
re¢i w se oznacava sa |w|. U nastavku, sem kada to bude posebno naglaseno ko-
ristié¢emo konaéne re¢i. Ako su u i v dve reéi na nekom alfabet njihovim spajanjem?
se dobija re¢ uv. Pri tome vazi |uv| = |u| + |w|. Primetimo da je slaganje reci aso-
cijativna operacija za koju je neutral prazna re¢. Ako je w re¢, onda ¢emo koristiti
oznake w® = € i w"t! = ww". Re¢ u je podrec reci v ako postoje reéi x i y tako da
je v = zuy. Ako je x prazna re¢ i v = uy, re¢ u je prefiks reci v. Sli¢no, ako je y
prazna re¢ i v = 2u, reé u je sufiks re¢i v. Sa w~! éemo oznacavati re¢ u kojoj je
redosled znakova obrnut u odnosu na re¢ w.

Ako je A alfabet, skup svih (konaé¢nih) reci, ukljuéujuéi i praznu reé¢, se oznacava
sa A*, asa AT = A*\ {e}. Ako je alfabet A konacan skup, skup svih re¢i A* je
beskonacan prebrojiv skup. Jezik je bilo koji podskup skupa svih re¢i. U veéini

L Azbuka, vokabular.
2 String, word.
3 Konkatenacija, nadovezivanje.
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slucajeva se pretpostavlja da je jezik beskonacan skup. Ako je L jezik na alfabetu
A, njegov komplement C(L) je skup A* \ L, tj. skup svih reci alfabeta koji nisu u
L. Nad jezicima nad istim alfabetom se primenjuju:

e unarna operacija zatvorenja* definisana sa L* = {w: w = wiwy... wg, za
neko k > 0,w; € L,i = 1,k}, gde je L neki jezik,

e binarna operacija spajanja definisana sa Ly - Lo = {w : w = zy,x € Lq,y €
Lo}, gde su Ly i L neki jezici,

e unarna operacija komplementiranja jezika, binarne operacije unije, preseka

itd.

Primer 9.1.1 Neka je alfabet A = {a,b,c}. Tada su abc i aa reci za koje je
|abe] = 3, |aa] = 2, dok je za praznu re¢ €, || = 0. Jedan konacan jezik na
ovom alfabetu {abe, aba, aa, e}, dok jedan beskonacan jezik sadrzi sve re¢i u kojima
se javlja samo znak a: {a,aa,aaqa,...}. Ako je L = {01,1,100} jezik na bina-
rnom alfabetu, onda je re¢ 011 dobijena spajanjem prve i druge reci pripada jeziku
L*. Ako je jezik L1 = @ prazan, onda je L} = {e}. Ako su jezici L i Ly na
binarnom alfabetu takvi da je L1 = {w : w sadrzi samo neparan broj jedinica} i
Ly = {w : w pocinje znakom 1 iza koga je konacan broj nula}, onda je Ly - Ly =
{w : w pocinje parnim brojem znakova 1 iza kojih ima nula ili vise znakova 0}. =

9.1.1 Predstavljanje jezika

U vezi sa formalnim jezicima se postavljaju sledeca pitanja: kako predstaviti neki

jezik, da li je neki beskona¢an jezik moguée predstaviti kona¢nim sredstvima® i

kako opisati klase jezika koji su predstavljeni konacnim sredstvima. Primetimo da

se svaki konacan jezik moze kona¢no predstaviti navodenjem svih reci.
Predstavljanje jezika se vrsi:

e Zadavanjem postupka koji generiSe sve rec¢i jezika u nekom redosledu, tako
da se svaka re¢ pojavi kao izlaz nakon nekog kona¢nog broja koraka rada.

e Zadavanjem postupka za prepoznavanje koji za svaku re¢ jezika koju dobija
kao ulazni podatak odgovara sa ’da’, dok za re¢i koje ne pripadaju jeziku
odgovara sa 'ne’ ili se, eventulano, ne zaustavlja, zavisno da li je skup reéi
jezika odluciv ili ne.

Sistemi za generisanje jezika su: gramatike, regularni izrazi itd., dok sistemi za
prepoznavanje jezika obuhvataju apstraktne masine, takozvane automate, koji se,
kao §to je u odeljku 2.3.1 re¢eno, dobijaju raznim restrikcijama modela Tjuringove
masine. Jasno je da su jezici za koje postoje postupci generisanja i/ili prepozna-
vanja barem parcijalno odlucivi.

4 Klinijeva zvezdica.

5Posto podskupova beskona¢nog skupa ima neprebrojivo mnogo, a kona¢nim sredstvima se
opisuje samo prebrojivo mnogo jezika, jasno je da veéinu jezika nije moguce opisati kona¢nim
sredstvima. Ipak, za neke interesantne klase jezika postoje konacni opisi.
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9.2 Gramatike

9.2.1 Osnovne definicije
Definicija 9.2.1 Gramatika je uredena ¢etvorka G = (Vi, Vr, P, S), gde su:

e Vn, Vr, PiS redom skup neterminalnih znakova, skup terminalnih znakova,
skup pravila izvodenja® i polazni znak,

e Vy, Vp, i P neprazni, kona¢ni skupovi,

o VnNVp =0,

o V=VnyUVrp,

e P je skup izraza oblika « — 3, gdesua e V* -V - V*igeV*i
e SeVy.

Ako su 1§ reci na alfabetu V', odnosno «,§ € V* i ako je « — 8 € P, onda se re¢
Y64 direktno izvodi u gramatici G iz re¢i yad, u oznaci yad — ¢ yF6. Ako su ag,
s, ..., ay, refi na alfabetu V za koje je a1 —g ao, ..., an_1 —¢ an, onda se kaze
da se re¢ ay, izvodi iz redi aq, U oznaci a; —¢ o, 7. DuZina izvodenja an —& oy je
broj primena pravila izvodenja pomoc¢u kojih se «, izvodi iz a;.

Jezik generisan nekom gramatikom je skup rec¢i koje se sastoje od terminalnih
znakova i koje se izvode iz reéi S, preciznije

Definicija 9.2.2 Jezik L(G) generisan gramatikom G je skup {w : S —% w,w €
V;}. Dve gramatike Gy 1 G2 su ekvivalentne ako je L(G1) = L(Gs).

Primer 9.2.3 Razmotrimo gramatiku G = ({S},{0,1},{S — 05,5 — 1},5)
koja se sastoji od jednoc¢lanog skupa neterminala koji sadrzi samo polazni znak
S, dvoclanog skupa terminala {0,1} i dvoclanog skupa pravila izvodenja {S —
05,5 — 1}. Lako se pokazuje da se re¢ 001 izvodi iz rec¢i S. Naime S — 0S5 —
00S — 001 je izvodenje za posmatranu re¢. U prvom i drugom koraku koristi se
pravilo S — 0S, a u poslednjem pravilo S — 1. Ovde se moze dokazati da je
jezik L(G) generisan gramatikom G upravo skup reéi oblika 0™1, za n > 0, gde 0™
oznacava rec¢ koja se sastoji od n znakova 0. Najpre se pokaze da se svaka re¢ ovog
oblika izvodi iz S, poSto se izvodenje sastoji iz n primena prvog pravila, nakon
¢ega se jednom primeni drugo pravilo izvodenja. Zatim se indukcijom po duzini
izvodenja pokazuje i da su sve reéi koje se izvode iz S u k koraka oblika 0FS ili
0*~'1. Za k = 1, odnosno za izvodenje u kojem je primenjeno samo jedno pravilo,
jasno je da su moguce reci oblika 05 i 1 koje su zeljenog je oblika, pa za k = 1
tvrdenje vazi. Neka su za k > 1 sve reci dobijene u k koraka zeljenog oblika 0*S,
odnosno 0¥~11. Druga reé je sastavljena samo od terminala, pa je dalje izvodenje
primenljivo samo na prvu re¢. Tu je moguce primeniti oba pravila, tako da se
dobijaju reci oblika 0¥*1S, odnosno 01, ¢ime je tvrdenje dokazano. Dakle, sve

—

reci izvedene iz S i sastavljene od terminala su oblika 0™1. )

6Skup produkcija.
7U oba slu¢aja znak G se moze izostaviti iz indeksa ukoliko to ne unosi zabunu.
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9.2.2 Tipovi gramatika

Gramatike uvedene definicijom 150 su gramatike bez ogranicenja, tj. gramatike
tipa 0. Preostali tipovi se dobijaju postavljanjem nekih ograni¢enja na pravila
izvodenja. Podela gramatika koju éemo navesti se naziva hijerarhija Comskog.

Definicija 9.2.4 Ako za svako pravilo izvodenja o — ( gramatike G vazi da je
|8] > |al, gramatika je tipa 1. Gramatike tipa 1 se nazivaju i kontekstno osetljive®.
Ako za svako pravilo izvodenja « — (8 gramatike G vazi da je a neterminalni
znak i da je 3 neprazna re¢, gramatika je tipa 2 ili kontekstno slobodna®.
Ako su sva pravila izvodenja oblika A — aB, odnosno A — a, gdesu A, B € Vi
ia € Vp, gramatika je tipa 3. Za ovakve gramatike se kaze i da su regularne.

Primer 9.2.5 Gramatika G = ({4, B, S},{0,1,...,9},{S - 0, —- 1,...,5 —
9,8 - AB,A—-1,A—-2...,.A—-9B—0B—1,...,.B— 9B — BB},S)
je kontekstno slobodna gramatika koja generiSe jezik koji se sastoji od prirodnih
brojeva. Primetimo da su pravila tako izabrana da se cifra 0 ne moze pojaviti na
poziciji najteze cifre visecifrenog broja. Gramatika G = ({4,S5},{0,1,...,9},{S —
0,8 —1,....8 = 9§ - 14,5 - 24,...,8 - 94 A - 0,A —> 1,...,A —
9,4 — 0A4,A — 1A,..., A — 9A},S) je regularna gramatika koja generise isti
jezik. =

Na osnovu ogranicenja koja se postavljaju na pravila jasno je da su gramatike
tipa 3 istovremeno i tipa 2, da su gramatike tipa 2 istovremeno i tipa 1, te da su
gramatike tipa 1 istovremeno i tipa 0. Jezici koji im odgovaraju se nazivaju: jezici
tipa 0 ili parcijalno odlucivi jezici, tipa 1 ili kontekstno osetljivi jezici, tipa 2 ili
kontekstno slobodni jezici i tipa 3 ili regularani jezici.

Primetimo ovde da, prema prethodnim definicijama, prazna re¢ £ ne pripada
ni jednom od jezika tipa 1, 2 ili 3. Kako je u raznim situacijama pogodno da jezik
sadrzi i praznu re¢, definicija se slabi tako da se dozvoli pravilo oblika S — ¢, gde je
S polazni znak i S se ne nalazi sa desne strane ni jednog pravila izvodenja. Jasno
je da se pravilo S — € moze upotrebiti samo u prvom koraku izvodenja. Imajuéi u
vidu ovu izmenu, vazi sledeé¢e tvrdenje:

Teorema 9.2.6 Ako je L jezik tipa 1, 2 ili 3, tada su istog tipa i jezici L U {e} i

L\ {e}.

Dokaz. Nekaje G = (Vy,Vp, P, S) gramatika tipa 1, 2 ili 3 u odnosu na definiciju
152 (pa u njoj nema pravila oblika A — ¢) 1 S; € V. Posmatrajmo gramatiku G; =
(VnU{S1}, Vr, P1, S1) kod koje skup P; sadrzi skup Pijos {S; — a:S — a € P}.
Jasno je da se dobija gramatika istog tipa u kojoj se polazni znak ne nalazi sa desne
strane ni jednog pravila. Takode vaziida L(G) = L(G1). Ako S — a —§ w, onda
se u (7 izvodi S7 — « Hz‘;l w. Sli¢no, ako je S1 — « HZ‘;I w re¢ a ne sadrzi znak
Si, paseu G izvodi § — o —=§ w.

80vo ime dolazi otuda 3to se ograni¢enje na pravila izvodenja ovih gramatika moze ekvivalentno
formulisati tako da sva pravila budu oblika ajAas — a1fasz, gde su aj,a2 € V* A € Vn
i B € Vt. Posto re¢ B nije prazna, ocigledno je da |ajAaz| < |aiBaz|. U sluéaju ovakvih
gramatika neterminalni znak A se zamenjuje re¢ju 3 samo kad se A nalazi u kontekstu oy, aa.

9U ovom sluéaju se neterminalni znak A zamenjuje re¢ju 8 bez obzira na kontekst u kome se
A nalazi.
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Na osnovu prethodnog mozemo pretpostaviti da za gramatiku G za koju je
L = L(G) vazi da se polazni znak ne nalazi sa desne strane ni jednog pravila.
Dodavanjem pravila S — ¢, lako se postize da se jezik prosiruje sa {e}. Sli¢no se
izbacivanjem pravila S — ¢ obezbeduje da se ¢ ne nalazi u jeziku. Posto sva ostala

pravila ostaju ista, nova gramatika zadrzava tip polazne. =

zbog ¢ega ¢emo u nastavku po potrebi ukljuc¢ivati ili iskljucivati praznu rec iz jezika
koje budemo analizirali.

9.2.3 (Ne)odlucivi problemi kod gramatika

Gramatika je odluciva ako je odlu¢iv njome generisani jezik shvac¢en kao skup,
tj. odluc¢iv je problem da li neka re¢ pripada jeziku. Sli¢no je i sa parcijalnom
odluéivoséu. Prema teoremi 9.5.4, odluc¢ive su sve gramatike tipa 1 ili viSeg, pa
za svaki odgovarajuéi jezik postoji postupak koji za svaku re¢ koja pripada jeziku
odgovara sa ’da’, a za sve ostale rec¢i sa 'me’. Medutim, slede¢i problemi nisu
odlucivi u opstem slucaju, tj. za gramatike tipa 0 u kojima nema restrikcija:

e da li proizvoljna re¢ pripada jeziku generisanom gramatikom, tj. gramatike
tipa 0 nisu odlucive,

da 1i je jezik generisan jednom gramatikom podskup jezika generisanog dru-
gom gramatikom,

da li su dve gramatike ekvivalentne,

da li je generisani jezik prazan,

da li je generisani jezik beskonacan.

Takode, nisu odlucivi ni problem reci za Tue sisteme (Axel Thue, 1863 — 1922.)
i Postov problem korespondecije. U prvom problemu se posmatra Tue sistem,
odnosno konacan skup J parova reci za koje se kaze da x ~ y ako (z,y) ili (y, z) pri-
padaju skupu J. Postavlja se pitanje da li su dve rec¢i w i u ekvivalentne, odnosno
da li se proizvoljnim brojem zamena podreéi iz w odgovarajuéim recima sa kojima
su u relaciji ~ moze dobiti re¢ u. Zapravo, postavlja se pitanje da i w —* u u
gramatici ¢iji skup pravila sadrzi ¢ — y iy — =, za (z,y) € J. Slican je i drugi
problem je u kome se za zadati konacan alfabet A posmatraju dve liste od po k
reCi I = wi, we, ..., Wk 1 lo = uq, ua, ..., Uk, a postavlja se pitanje da li postoji
niz brojeva i1, ia, ..., im, m > 1, tako da je wi, wi,. .. w;,, = Ui, Uiy .. Uy

m*°

9.3 Regularni jezici i konac¢ni automati

U ovom odeljku ¢emo detaljnije analizirati regularne jezike i odnos gramatika koje
ih generisu i apstraktnih masina koje ih prepoznaju.
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9.3.1 Konac¢ni automati

Konacni automati se mogu shvatiti kao Tjuringove masine koje ne poseduju mem-
oriju, odnosno trake u koje bi se mogli smestiti pomo¢ni i izlazni podaci. Konaé¢ni
automati mogu jedino menjati svoja stanja u zavisnosti od ulaznih podataka, tako
da samo zaustavljanjem u nekom od unapred izdvojenih stanja signaliziraju da li
te podatke prihvataju ili ne. Konac¢ni automati se uprkos ovakvim ograni¢enjima
koriste u praksi, recimo u modulima za leksicku analizu prevodilaca programskih
jezika gde vrse izdvajanje leksickih celina, poput brojeva i imena iz izvornog zapisa
programa.

Definicija 9.3.1 Konacni automat je uredena petorka M = (S, s, F, A, ), gde su:

e S konacan skup stanja,
e s € 5 pocetno stanje,
e F' C S skup zavrsnih stanja,

o A alfabet 1

e ) : S5 x A — S funkcija prelaza koja svakom paru koji se sastoji od stanja
g € S iznaka a € A pridruzuje neko stanje ¢’ € S.

Rad kona¢nog automata intuitivno se shvata na slede¢i na¢in. Na pocetku rada
automat se nalazi u stanju s. Zatim se ucita znak sa ulaza i prelazi u stanje defin-
isano funkcijom §. Postupak se ponavlja tako sto se ¢ita znak po znak i menjaju
stanja, sve dok se ne stigne do kraja ulaza. Posto se neki znak ucita i dovede do
eventualne promene stanja, kona¢ni automat se na njega viSe ne vraca. Zato je
za opis situacije u kojoj se nalazi kona¢ni automat dovoljno opisati tekucée stanje i
preostali, jos neprocitani deo ulazne rec¢i. Kao i u slucaju Tjuringovih masina, ovaj
opis se naziva konfiguracija. Konfiguracija je uredeni par (g, w), gde je ¢ € S stanje
iw € A* re¢ na alfabetu A. Racunski korak je svaki par konfiguracija (¢, w), (¢, w’)
gdejew = aw’, a € Aid(q,a) =¢. Izradunavanje je niz konfiguracija sa osobinom
da svake dve uzastopne konfiguracije ¢ine ra¢unski korak. Sa (g, w) Fas (p,u) ¢emo

oznaciti da postoji izra¢unavanje automata M C¢iji je prvi element konfiguracija
(¢, w), a poslednji (p,u).

Konaé¢ni automat M = (S, s, F, A, 0) prihvata re¢ w € A*, ako za neko zavrsno
stanje ¢ € F vazi (s,w) Far (g,€). L(M) ée oznacavati jezik, tj. skup svih reci koje
prihvata konaé¢ni automat M.

Primer 9.3.2 Neka je konacéni automat M = ({qo,¢1},90,{q0},{a,b},d), gde je
funkcija ¢ definisana sa §(qo,a) = qo, d(go0,b) = q1, d(q1,a) = q1, 5(q1,b) = qo-
Jezik L(M) je skup svih reéi koje sadrze paran broj pojava znaka b. Na primer,
izracunavanje koje odgovara (qo, aabba) b (qo,€) je niz konfiguracije (qo, aabba),
(qo, abba), (qo,bba), (¢1,ba), (go,a), (qo,€), pa M prihvata re¢ aabba.

Konac¢ni automati se prikazuju i pomoc¢u dijagrama, direktnih grafova ¢iji su
¢vorovi oznaceni stanjima, a ivice znacima alfabeta. Postojanje ivice oznacene sa
b koja ide od ¢vora oznacanog stanjem go ka ¢voru oznacenom sa ¢; znaci da u
odgovaraju¢em kona¢nom automatu 0(qg,b) = ¢1. Na slici 9.1 je dat dijagram koji
prikazuje prethodno opisani kona¢ni automat. Ponekad se, kao na slici 9.1, zavrsna

stanja isti¢u time Sto su zaokruzena. =
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t J

Slika 9.1. Dijagram za konaé¢ni automat iz primera 9.3.2.

Slicno nedeterministickim Tjuringovim masinama postoje i nedeterministicki
konacni automati koji se od do sada razmatranih, deterministickih, razlikuju po
tome §to funkcija § : S x A — P(S) svakom paru (q,a) € S x A pridruzuje neki
podskup skupa svih stanja. Ideja ovog pristupa je da se iz tekuéeg stanja q kada se
ucita znak a prelazi u jedno od stanja sadrzanih u d(g, a). Pri tome se ne precizira
koje je to naredno stanje. I nedeterministi¢ki kona¢ni automati se mogu opisati
dijagramom, ali sada iz jednog ¢vora moze izlaziti viSe ivica oznacenih istim znakom
koje vode u razlicite ¢vorove.

U slucaju deterministickih kona¢nih automata ulazna rec je jedinstveno odredi-
vala stanje do koga se dolazi polaze¢i od pocetnog stanja. Kod nedeterministickih
konaé¢nih automata to nije slucaj, ali se prihvatanje re¢i definise analogno. Naime,
nedeterministicki konaéni automat prihvata re¢ w € A*, ako za neko zavrsno stanje
q € F postoji bar jedan niz konfiguracija koje predstavljaju izra¢unavanje za koje
je poslednji ¢lan oblika (g, ¢).

Tako je nazigled pojam nedeterministickog kona¢nog automata opstiji od deter-
ministickog, pokazuje se da to nije tako.

Definicija 9.3.3 Dva kona¢na automata M; i My su ekvivalentna ako je L(M;) =
L(Ms).

Teorema 9.3.4 Jezik L je prihvacen nekim nedeterministickim kona¢nim automa-
tom ako i samo ako je prihva¢en nekim deterministickim kona¢nim automatom.

Dokaz. Primetimo najpre da je (<) smer trivijalan jer je svaki deterministicki
konaé¢ni automat istovremeno i nedeterministicki. Prema tome razmotrimo samo
smer (=). Neka je M = (S, s, F, A,§) nedeterministicki kona¢ni automat. Kon-
struisa¢emo njemu ekvivalentan konaéni automat M’ = (S’ s, F' A, §"), gde su
S’ = P(S) partitivni skup skupa S, s’ = {s}, F/ = {¢d € &' : ¢ NF # 0}
id({aqs---,qn},a) = U16(gi,a). Jasno je da je M’ deterministi¢ki konaé¢ni
automat. Sa {¢i1,...,¢n}sw,m Oznacimo da su ¢i, ..., ¢, sva stanja do kojih
se radom nedeterministickog automata M moze doé¢i za ulaznu re¢ w. Induk-
cijom po duzini re¢i w se lako pokazuje da je {qi,...,¢n}sw,m ako i samo ako
{s},w) Favr ({qu,- .-, qn},€). Za praznu re¢ tvrdenje trivijalno vazi. Neka je dalje
w = ua, a € A. Prema indukcijskoj pretpostavci {p1,...,p;j}su,m ako i samo
ako ({s},u) Farr ({p1,-...pj},€). Dalje je {q1,...,qn}sw,m = U/_10(pi,a), to je
upravo definicija za 6'({p1,...,p;},a), pa je tvrdenje dokazano. Sada neposredno
sledi da za svaku re¢ w, w € L(M) ako i samo ako w € L(M'), jer za re¢ w postoji
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izracunavanje automata M koje dovodi do nekog zavrsnog stanja g ako i samo ako
izvrSavanje automata M’ za w dovodi do stanja koje sadrzi ¢, a koje je zavrsno
stanje za M. =

Ova jednakost se koristi kad god je u nekoj situaciji pogodno raditi sa jednom ili
drugom vrstom automata, a da dokazano vazi za sve kona¢ne automate. Primetimo
da, iako su deterministicki i nedeterministicki konaéni automati jednako izrazajni,
prilikom konstrukcije deterministickog kona¢nog automata u teoremi 9.3.4 dolazi do
eksponencijalnog povecanja veli¢ine automata jer, ako nedetreministicki automat
M ima n stanja, detreministicki automat M’ ima 2" stanja. Pokazano je da je
takav porast broja stanja neizbezan.

9.3.2 Odnos regularnih jezika i konaénih automata

Sledec¢a teorema dovodi u vezu gramatike tipa 3 i konacne automate i zapravo
znaci da je jezik L regularan ako i samo ako postoji kona¢ni automat M takav da
je L =L(M).

Teorema 9.3.5 Za svaku gramatiku G tipa 3 postoji konac¢ni automat M takav
da je L(G) = L(M) i obrnuto, za svaki kona¢ni automat M postoji gramatika G
tipa 3 takva da je L(M) = L(G).

Dokaz. (=) Neka je gramatika G = (Vi, Vr, P, Sp). Definisa¢emo nedetermin-
isticki kona¢ni automat M = (S, Sy, F, Vr,§) gde su:

S:VNU{Q}, gdngVNUVT,
F ={Q}, ako ¢ € L(G), a ako ¢ € L(G), F ={Q, So} i
Q € 6(B,a) ako je B—a € P,

C € (B,a) ako je B—aC € P i
5(Q,a) = 0.

Sada se lako vidi da u gramatici G

SO — a1A1 — ... — a1 ...anflAnfl — A1 ...0p—-10p

ako i samo ako postoji izracunavanje tako da je (Sp,ai...an—1a,) Py (Q,€).
Dakle, L(G) = L(M).
(<) Neka je sada M = (S,s,F,A,J) deterministicki kona¢ni automat. Defin-
isademo gramatiku G = (S, A, P, s) tako da je:

e B—aC e Pakojed(B,a)=C¢Fi

e B—ac€ P akojed(B,a) € F

odakle se lako pokazuje da (s, w) s (¢, €) za neko g € F' ako i samo ako s —§ w.
Dakle, L(M) = L(G).

n

Primetimo da se u dokazu teoreme 9.3.5 pri konstrukciji kona¢nog automata
za datu regularnu gramatiku neterminalni znaci postaju stanja, dok pravilu oblika
B — aC odgovara ivica oznacena znakom a koja od stanja B vodi ka stanju C.
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9.3.3 Svojstva regularnih jezika

U narednoj teoremi ¢emo pokazati da kada uobic¢ajene skupovne operacije pri-
menimo na regularne jezike, rezultat ostaje jezik istog tipa.

Teorema 9.3.6 Klasa regularnih jezika je zatvorena za:
1. uniju,
2. nadovezivanje,
3. zatvorenje (Klinijevu zvezdicu),
4. komplementiranje i
5

. presek.

Dokaz. (1) Nekasu L(Mj)i L(Ms) dva regularna jezika i My = (S1, s1, F1, 4, 61)
i My = (Sa, 89, F, A, 62) odgovarajuéi nedeterministicki konacéni automati. Pret-
postavimo da je S; NSy = (. Posmatrajmo kona¢ni automat M = (S; U Sp U
{s}, s, F1 UFy, A ) tako da vazi:

e sZS1USy i
e 0 =01 Ud U{(s,e,51),(s,&,82)}

Dakle, automat M najpre nedeterministicki bira (na osnovu proéitane prazne reci,
tj. ne ¢itajuéi ni jedan znak) da li da prede u stanje sp ili s2, a zatim oponasa rad
M ili Ms. Jasno je da w € L(M;) U L(Ms) ako i samo ako w € L(M).

(2) Kao i u proslom koraku, moze se definisti novi kona¢ni automat na osnovu
automata My i M. Ovde ée se iz zavrsnih stanja automata My vestacki (Citanjem
prazne re¢i) preéi u pocetno stanje automata Ms i potom nastaviti rad.

(3) Zatvorenost za operaciju Klinijeve zvezdice se pokazuje sli¢no koraku (2). Neka
je L = L(My), za My = (S1,s1, F1,A,61). Novi automat M = (S; U {s},s, Fy U
{s}, A, ) ima sva stanja kao i polazni automat M; i novo stanje s koje je pocetno.
Funkcija prelaza se dodefinise tako da se iz s ¢itanjem prazne reci prelazi u stanje
s1, kao i da se iz zavrSnih stanja vraca praznom recju u stanje s;. Stanje s je
istovremeno i zavrs$no, ¢ime se omogucava da se prihvata i prazna re¢ koju po
deficiji sadrzi jezik L(M;)*.

(4) Neka je L = L(M;) za deterministicki kona¢ni automat M; = (S, s1, F1, A, 01).
Komplement A* \ L jezika L se prihvata automatom M = (S7,s1,S51 \ F1,4,d1) u
kome se jedino menjaju zavrsna stanja u odnosu na M;.

(5) Zatvorenost za presek je posledica zatvorenosti za uniju i komplement, tj. Lq N
Lo = A"\ ((A*\ L1) U (A*\ Lo)). =

Posledica teoreme 9.3.5 je da su odlucivi problemi:

e da li re¢ pripada regularnom jeziku, jer se proveri da li odgovarajuéi konacni
automat prihvata rec,

e dali je regularan jezik prazan, jer se proveri da li u dijagramu za odgovarajuci
konacni automat postoji put od pocetnog do nekog od zavrsnih ¢vorova,
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e da li je regularan jezik univerzalan, odnosno jednak skupu svih reé¢i alfabeta,
jer se proveri da li je jezik prihvaéen komplementom odgovarajuéeg konacnog
automata prazan,

e da li je regularni jezik L; podskup regularnog jezika Lo, jer se proveri da li
je presek komplementa jezika Lo i jezika Lq prazan i

e da li su regularni jezici Ly i Ly jednaki, $to neposredno sledi iz prethodnog
problema.

Primetimo da su svi konaé¢ni jezici regularni, jer se mogu predstaviti kao konac¢na
unija reci, a za svaku pojedinac¢nu re¢ trivijalno postoji konac¢ni automat koji je
prihvata. Uopstenje ove konstatacije je:

Teorema 9.3.7 Svaki regularan jezik se moze dobiti kona¢nim brojem primena
operacija unije, nadovezivanja i Klinijeve zvezdice na konac¢ne jezike.

Dokaz. Neka je L regularan jezik i M = ({q1,...,qn}, q1, F, A, 6) konacni au-
tomat tako da je L = L(M). Uvodimo skupove Rﬁj svih re¢i w € A*, tako da se iz
stanja g; ucitavanjem re¢i w prelazi u stanje g;, a da se pri tom ne nade u stanju
q 7a | > k. Preciznije, R} ; = {a € A:d(qi,a) = ¢;} i

k k k k k
Ri,;‘rl =R ;U (R - (R po1)” - Rigr )

Sada je jasno da se svaki skup Rﬁ ; dobija konacnim brojem primena operacija unije,
nadovezivanja i Klinijeve zvezdice na konacne jezike. Kako vazi L(M) = Uy, er R} i
direktno sledi trazeno tvrdenja. =

Dalje, jezik koji prihvata kona¢ni automat sa n stanja je neprazan ako i samo ako
automat prihvata bar jednu re¢ kra¢u od n znakova jer se iz svakog izra¢unavanja
mogu izbaciti i u svako izracunavanje ubaciti petlje u kojima se jedno isto stanje
javlja na pocetku i kraju petlje. Sli¢no, regularan jezik je beskonacan ako i samo
ako odgovarajuéi automat prihvata bar jednu re¢ duzine izmedu n i 2n — 1.

9.3.4 Jezici koji nisu regularni

Posto regularnih jezika ima prebrojivo mnogo, a svih jezika neprebrojivo, jasno je
da postoje jezici koji nisu regularni. Sledeé¢a teorema'® pruza jedan kriterijum za
utvrdivanje da jezik nije regularan.

Teorema 9.3.8 Neka je L beskonacan regularan jezik. Tada postoje reci x, y i z
tako da vazi y # € i 2y*z € L za svaki k > 0.

Dokaz. Nekaje M = ({q1,.-.,qn},q1, F, A, ) deterministicki kona¢ni automat sa
n stanja za koji je L = L(M). Posto je L beskonacan, postojire¢ w = ay ...a,| € L
takva da |w| > n. Najduzi put u konaénom automatu u kome se svaki évor javlja
najvise jednom sadrzi najvise n—1 ivicu, pa se prilikom prihvatanja re¢i w automat

10Njeno ime, lema naduvavanja, (pumping lemma), dolazi od nagina konstruisanja reéi koje se
koriste u dokazu.
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mora nacéi bar dva puta u istom stanju. Neka je to stanje ¢q. Znaci da postoji
podre¢ y re¢i w koja, kada pocne da se ¢ita u stanju ¢ dovodi do istog tog stanja.
Odatle je re¢ w oblika zyz za neke z, y i z tako da je y # ¢, (q1,w) Fur (g, y2),
(¢,y2) Far (¢,2), (q,2) Far (¢'e) 1 ¢ € F. Takode je ocigledno da isti automat
prihvata i re¢i 2y*z ne prolazeéi petlju koja pocinje i zavrsava u stanju g, pri éemu

je k =0, odnosno prolazeci petlju proizvoljan konac¢an broj puta za k > 0. )

Prema teoremi 9.3.8 regularnim izrazima, odnosno gramatikama tipa 3, se mogu
opisati, a kona¢nim automatima prepoznati, samo re¢i u kojima se nalazi bilo neki
fiksan, bilo proizvoljan broj ponavljanja neke konstrukcije. Nije moguée izvrsiti
poredenje dva broja ponavljanja nekih konstrukcija kako bi se videlo da li su jed-
naki, kao $to je sluc¢aj u primeru 9.3.9 sa jezikom {0"1"}.

Primer 9.3.9 Jezik {0™1™ : n > 0} je beskonacan. Kada bi jezik bio i regularan
postojali bi stringovi x, y # € i z takvi da 2y*z € L za k > 0. Ako je y = 0%, onda
mora biti x = 0P, z = 0"1°. Jasno je da bismo naduvavanjem ove reci dobili re¢
u kojoj ima vise znakova 0 nego 1, koja ne pripada jeziku. Sli¢na je i situacija u
kojoj je y = 19. Konacno, ako je y = 0P1% naduvavanjem se dobija re¢ u kojoj se

neki 1 nalaze levo od nekih 0 i koja oc¢igledno ne pripada jeziku L. )

9.3.5 Regularni izrazi

Regularni izrazi nad alfabetom A se definisu na sledeéi naéin:
e prazna rec¢ €, prazan skup () i svi znaci alfabeta A su regularni izrazi,
e ako su « i § regularni izrazi, regularni izrazi su i (a- 8), (¢ UB) i a* i
e regularni izrazi se dobijaju samo kona¢nom primenom prethodna dva koraka

i predstavljaju jos jedno sredstvo za opis regularnih jezika. Regularni izrazi se
mogu shvatiti kao neka vrsta generatora jezika. Na primer, izraz 0- ((0*U1*)-1) se
moze shvatiti kao generator reci koje po¢inju znakom 0 iza koga sledi ili k& znakova
0, ili ! znakova 1, gde su k,l > 0, i koja zavrsava znakom 1. Preciznije, svakom
regularnom izrazu « se pridruzuje jezik L(«) na sledeéi nacin:

o L(e)={e}, L0)=0izaac A, L(a) ={a} i
e Lia-f) = L(a) - L(8), L(a U B) = L(a) UL(B) i L(a*) = (L(a))".

Primer 9.3.10 Na osnovu re¢enog vazi L(0- ((0* U1*)-1)) = L(0) - L((0* U 1*) -
1) = L(0) - (L(0" U 1) - L(1)) = L(0) - ((L(07) U L(1")) - L(1)) = L(0) - ((L(0)" U
L(1)*) - L(1)) = {00*1,01'1 : k,I > 0}. Takode je L(a* - b* a*) - L(b*) =

)
{a})* - ({b})* = {a*¥" : k,1 > 0} i slieno L(e U (a-b)*) = L _
{e} U (L(a-b))* = {e} U ({ab})* = {(ab)" : n > 0} =

Veza regularnih jezika i regularnih izraza opisana je slede¢im tvrdenjima.

Teorema 9.3.11 Za svaki konacan jezik L postoji regularan izraz « tako da je
L=L(a).
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Dokaz. Prazan jezik, jezik koji sadrzi praznu re¢ i jednoclani jezici ¢ije reci su
duzine jedan su predstavljeni sa L((), L(e) i L(a), za a iz alfabeta. Jednoclani jezici
Cije su reci nizovi znakova alfabeta se dobijaju nadovezivanjem jezika predstavljenih
tim znacima. Konaé¢ni jezici sa viSe nego jednim elementom se dobijaju unijom
jednoclanih jezika. =

Teorema 9.3.12 Jezik L je regularan ako i samo ako postoji regularan izraz a
tako da vazi L = L(a).

Dokaz. (=) Posto se, prema teoremi 9.3.7, svaki regularan jezik dobija iz kona-
¢nih jezika, a kona¢nim jezicima, prema teoremi 9.3.11, odgovaraju regularni izrazi,
onda i svakom regularnom jeziku odgovara regularni izraz.

(<) Sa druge strane, regularnim izrazima (), € i a, za svaki znak alfabeta, odgo-
varaju konaé¢ni jezici koji jesu regularni. Kako su regularni jezici zatvoreni za

operacije U, - i *, svakom regularnom izrazu odgovara regularni jezik. =
Sredstvima koriStenim u teoremi 9.3.6 moguce je svakom regularnom izrazu o

pridruziti konac¢ni automat M, tako da bude L(«) = L(M,,). U narednom primeru

prikazan je ovaj postupak.

Primer 9.3.13 Regularni izraz (ab U aab)* predstavlja jezik L((ab U aab)*) =

(L(ab) U L(aab))*. Izrazu se kona¢ni automat pridruzuje na sledeéi na¢in. Na-
jpre se znacima a i b pridruze konaé¢ni automati:

Sa i» fa
Sb L Jo
Zatim se prave automati za izraze ab i aab:
Sa i» fa i» Sp L fo
Sa’i» fa’i» Sa”a—> fa”€—> Sp/ — Jo

i abU aab:

a € b
Sa—»faﬁsbﬁfb
1S
81/
N a €

9
Sq! —» fa/H Sq!! —» fa”ﬂ Sp! —» fb/

i konacno
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W

a 5
Sqg —» fa—v Sp — [
e Y
&
16\\ a 5 a

3
Sq! —» falﬂ Sql —» fa”—» Sp! —» fb/

J

za (abU aab)* u kome je pocetno stanje s, dok su zavrsna stanja s, fp 1 fi. =

Takode je zbog dokazanih ekvivalentnosti moguée izvesti i obrnuto pridruziva-
nje, tj. za svaki konacan automat postoji ekvivalentan regularni izraz.

9.3.6 Leksicka analiza

Leksic¢ki analizator vrsi prvu fazu u prevodenju programa pisanih na nekom pro-
gramskom jeziku u kojoj se ucitava niz znakova iz izvornog programa i izdvajaju
celine kao Sto su identifikatori ili brojevi koje se nazivaju tokeni. Leksicki analizator
se obi¢no realizuje kao procedura koju po potrebi poziva sintaksni analizator kada
mu se pojavi potreba za slede¢im tokenom. Pored ovoga, leksicki analizator moze
obavljati i neke dodatne poslove poput eliminisanja komentara, sazimanja veceg
broja razmaka, takozvanih belih znakova u koje spadaju znaci za novi red, blanko
i tab, razvoj makro-naredbi i sl.

Leksicka analiza se u sustini svodi na obradu regularnih jezika. Zapravo, tokeni
su re¢i u nekom regularnom jeziku koga po pravilu opisujemo regularnim izrazima
ili gramatikama tipa 3 i koji se iz teksta izdvajaju u nekom vidu implementacije
kona¢nog automata koji se dobija na osnovu opisa jezika. Konstrukcija kona¢nog
automata i njegova implementacija u formi procedure na nekom progamskom jeziku
se uglavnom radi automatski pomocu posebnih programskih oruda. Najpoznatiji
sistem za ovu namenu je Lex koji je javni program i deo standardne distibucije
operativnog sistema Unix. Lexu se zadaje opis jezika u obliku niza definicija koje
su zapravo regularni izrazi, a za koji se proizvodi funkcija na programskom jeziku C
koja postavlja vrednosti odredenih promenljivih preko kojih faza sintaksne analize
u prevodenju dobija potrebne informacije.

Na slici 9.2 je dat primer jednog opisa koji dobija Lex. On se sastoji od tri
dela. U prvom se navode konstantne vrednosti koje ¢e koristi program i definicije
regularnih izraza koji opisuju jezik. Na primer bz, beli znak, je izraz u kome se
jedan ili vise puta ponavlja bilo koji od znakova blanko, tab i novi red. Sli¢no,
slovo je bilo koji od znakova A do Z, odnosno a do z, dok je broj neprazan niz cifra
iza kojih eventualno stoji tacka i novi niz cifara. U drugom delu opisa se navode
akcije koje se preduzimaju ako se izdvoji odredeni token. Recimo, ako se izdvoji
beli znak, ne preduzima se nikakva akcija $to znaci da se nastavlja sa izdvajanjem
sledeceg tokena. Ako se izdvoji broj, promenljivoj yylval se pridruzi pokaziva¢ na
mesto u simbolickoj tabeli u koju je smesten taj broj. Konac¢no, u tre¢em delu opisa
se definiSu pomoc¢ne funkcije koje se koriste tokom izdvajanja. Ovde su navedena
samo imena funkcija koje izdvojene tokene smestaju u simbolicku tabelu.
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Al

# define BROJ O

# define ID 1

Yh

delim [ \t\n]

bz {delim}+

cifra [0-9]

slovo [A-Za-z]

id {slovo}({slovo} | {cifral})*
broj {cifra}+(\. {cifra}+)?

hh

{bz} { }

{id} {yyval =
{broj} {yyval
hte

int postavi_broj() { /* kod funkcije */ }
int postavi_id() { /* kod funkcije */ }

postavi_id(); return(ID);}
= postavi_broj(); return(BROJ);}

Slika 9.2. Deo opisa koji dobija Lex.

U postupku konstrukcije simulatora rada konacnog automata najpre se od defin-
isanih regularnih izraza konstruiSse nedeterministicki konac¢ni automat kao sto je
opisano u odeljku 9.3.5, a zatim se kao u teoremi 9.3.4 vrsi prelazak na determin-
isticki kona¢ni automat. Na kraju se deterministicki automat optimizuje, odnosno
minimizira se broj njegovih stanja. Moze se pokazati da za svaki konac¢ni automat
postoji kona¢ni automat koji prihvata isti jezik, a koji ima najmanji moguéi broj
stanja. Jedan postupak minimizacije je prikazan u nastavku teksta. Osnovni deo
simulacije rada kona¢nog automata se vrsi u petlji u kojoj se u zavisnosti od tekuceg
stanja i uc¢itanog znaka prelazi u novo stanje.

procedure min ka( polazni automat M, izlazni automat M)

begin

(1) Napraviti polaznu podelu II skupa stanja na dva skupa: skup zavrsnih stanja
i skup preostalih stanja.

(2) Pomoéu

for svaka grupa G iz II do

podeliti G u podgrupe tako da su u istoj podrupi stanja s it ako i samo ako se za
svaki terminalni znak a iz stanja s i ¢ prelazi u stanja koja su u istoj grupi u II.
napraviti podelu IT,,.

(3) Ako je IT = II,,, postaviti ITy := II i preéi na (4), inace postaviti II := II,, i
predi na (2).

(4) 1z svake grupe u Il izabrati po jednog predstavnika. On ée biti stanje u M.
Ivica oznacena terminalnim znakom a Ce i¢i od predstavnika jedne do predstavnika
druge grupa ako i samo ako ide izmedu bilo koja dva ¢lana tih grupa. Pocetno
stanje u M’ ée biti predstavnik grupe u kojoj je pocetno stanje automata M, a
slicno i zavrSna stanja u M’ ¢ée biti predstavnici grupa koje sadrze zavrsna stanja
automata M.
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(5) Odbaciti sva stanja koja nisu dostizna iz pocetnog stanja.

9.4 Kontekstno slobodni jezici i potisni automati

Podsetimo se da su kontekstno slobodni jezici generisani gramatikama za ¢ija prav-
ila vazi:

akoa — B3€ P,ondaacVy, VT,

te da se ova definicija moze prosiriti tako da dozvoljava i izvodenje prazne reci. Kon-
tekstno slobodni jezici se koriste za specifikaciju programskih jezika i prevodenje
programa pisanih na njima.

Primer 9.4.1 Gramatika G = ({E}, {id, +,%,(,)}, P, E) ¢iji skup P sadrzi:
« E—E+E,
o F - FExFE,
o £ — (F),
o £ —id

opisuje deo jezika aritmetickih izraza koji sadrzi veéina programskih jezika. Intu-

itivno, terminalni simbol id znaci identifikator, tj. ime promenljive. =

U zadatku 11.93 je opisana kontekstno slobodna gramatika kojoj odgovara jezik
{0"1™ : n > 0}. Kako je u odeljku 9.3.4 pokazano da taj jezik nije regularan,
postoje jezici koji nisu regularni, a jesu kontekstno slobodni. Sa druge strane, na
osnovu uvida u ogranicenja za pravila koja su dozvoljena u gramatikama, jasno je
da su svi regularani jezici i kontekstno slobodni.

9.4.1 Drveta izvodenja i vrste izvodenja

Jedan od nacina predstavljanja izvodenja u kontekstno slobodnim gramatikama je
u formi drveta izvodenja'! ji su évorovi oznaceni elementima skupa V. Koren tog
drveta je polazni znak. Ako znaci koji oznacavaju s leva na desno sve naslednike
nekog ¢vora oznacenog sa A (A € V) ¢ine re¢ «, onda je A — « pravilo izvodenja
gramatike. Listovi drveta su terminali koji ¢ine rec¢ koja se izvodi iz polaznog znaka.
Pokazuje se da re¢ pripada nekom kontekstno slobodnom jeziku ako i samo ako za
nju postoji drvo izvodenja.

Primer 9.4.2 Neka je G = ({S, A}, {a,b},{S — a,5 — aAS,A — SbA, A —
SS, A — ba},S) kontektno slobodna gramatika. Izvodenje S — aAS — aSbAS —
aabAS — aabbaS — aabbaa se prikazuje drvetom na slici 9.3. =

Neka je p najveéi broj znakova sa desne strane bilo kog pravila izvodenja u G.
Tada u drvetu izvodenja ¢ija najduza grana sadrzi m &évorova ima najvise p™~!

1 Parsee tree.
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/A\S
S/b\A N
/ b\

a
Slika 9.3. Drvo za izvodenje iz primera 9.4.2.

listova. Odatle, ako je re¢ iz jezika duza od p™~!, onda u odgovarajué¢em drvetu
izvodenja postoji grana sa bar m + 1 ¢vorom.

Sva izvodenja u kontekstno slobodnim gramatikama se mogu organizovati tako
da je neterminalni znak na koji se neko pravilo primenjuje uvek najlevlji neter-
minalni znak u re¢i. Takvo izvodenje nazovimo najlevije izvodenje. Sli¢no je i sa
desnim izvodenjem u kome se sva pravila primenjuju na krajnji desni neterminalni
znak. Ako je negde potrebno naglasiti, sa Hgl, odnosno H’(‘;d, ¢emo oznacavati
najlevlje, odnosno desno, izvodenje. Sli¢no, sa —!, odnosno —¢, éemo oznacavati
jedan korak najlevljeg, odnosno desnog, izvodenja. Intuitivno, postojanje najlevl-
jeg (odnosno desnog) izvodenja se da naslutiti na osnovu analize drveta izvodenja
i ¢injenice da kontekst ne utice na izbor pravila izvodenja, a precizno se dokazuje
u teoremi 9.4.3.

Teorema 9.4.3 Za svaku re¢ w nekog kontekstnog slobodnog jezika generisanog
gramatikom G = (Vi, Vi, P, S) postoji najlevlje izvodenje S —& w.

Dokaz. Dokaz ¢emo sprovesti indukcijom po duzini izvodenja re¢i w iz proizvoljnog
A € V. Ako se w direktno izvodi iz A, odnosno A —¢ w, to je istovremeno i
najlevlje izvodenje. Neka je tvrdenje tacno za sva izvodenja duzine najvise k > 1
i neka izvodenje A — oy —¢ w ima k + 1 korak. Neka je a1 = B1Bsy ... By, gde
su svi B; iz V. Prvi korak prethodnog izvodenja je A — BiBy...B,,. Ret w
mozemo zapisati u obliku w = wiuz... Uy, pri ¢emu vazi B; —7 u;. DuZina
svakog od ovih izvodenja je najvise k, pa po induktivnoj hipotezi postoji na-
jlevlje izvodenje B; —>*Gl u;, za 1 < ¢ < m. Posmatrajmo sada izvodenje koje
pocinje korakom A — B1Bs ... B,, kojeg sledi B1Bs...B,, —>g u1Bs ... By, —>*Gl
urusBs ... By, —E oo =8 wjug .. uy,. PoSto su svi u; € Vi, ovo je najlevlje
izvodenje w is A. =

Ako je negde potrebno naglasiti, sa —%5, odnosno —>2‘;d, ¢emo oznacavati na-

jlevlje, odnosno desno, izvodenje. Sli¢no, sa —!, odnosno —¢
jedan korak najlevljeg, odnosno desnog, izvodenja.

, ¢emo oznacavati
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E E
/TN /N
E  x E E + E
N AN
id E  + E E E  id

id id id id

Slika 9.4. Drveta za izvodenja iz primera 9.4.4.

9.4.2 ViSeznacne gramatike

Kontekstno slobodna gramatika G je viseznacéna ako postoje bar dva medusobno
razli¢ita najlevlja izvodenja bar jedne reéi w € L(G). Ako G nije viSeznacna, ona
je jednoznacna.

Primer 9.4.4 Gramatika iz primera 9.4.1 je viSeznacna jer postoje dva najlevlja
izvodenja za re¢ id * id 4 id:

EF—FE+«FE—id«E—id+*E+FE —id*xid+ FE — id*id +id i
F—-F+F—FExE+F—id«E+F—idxid+ E — id*id+ id
kojima odgovaraju drveta izvodenja na slici 9.4. =

Postoje kontekstno slobodni jezici ¢ije odgovarajuce gramatike moraju biti vise-
znacne.

Primer 9.4.5 Za jezik L = {a’V/c* : i = jili j = k} se moze pokazati da je
kontekstno slobodan. Svaka gramatika G za koju je L = L(G) mora imati jednu
vrstu najlevljeg izvodenja za rec¢i u kojima je i = j, a drugu za re¢i u kojima je
j =k, pa postoje dve vrste najlevljih izvodenja za re¢i u kojima jei =j=%k. Z

9.4.3 Normalne forme

Tvrdenja 9.4.7 i 9.4.8 govore da se za proizvoljnu kontekstno slobodnu gramatiku
moze podrazumevati da sadrzi samo pravila izvodenja posebnog, jednostavnijeg,
oblika. U prvom slucaju se kaze da je gramatika u normalnoj formi Comskog,
a u drugom da je u Grajbahovoj normalnoj formi. Obe ove forme se koriste u
raznim dokazima kada je pogodno izvodenje predstaviti u nekom posebnom obliku.
Medutim, najpre je potrebno dokazati jedno pomoéno tvrdenje.

Teorema 9.4.6 Za svaku kontekstno slobodnu gramatiku G postoji njoj ekviva-
lentna gramatika G5 u kojoj nema pravila izvodenja oblika A — B, gde su Ai B
neterminali.
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Dokaz. NekajeG1 = (Vn,,Vp,, P1,S1). Skup pravila P, gramatike G5 ée sadrzati
sva pravila koja nisu oblika A — B i sva pravila A — « za koja je A —¢ B,
B — a € Pria¢Vy,. Dabiseispitalo da li A —¢ B dovoljno je proveriti
izvodenja koja nisu duza od |Vy,|. Sa G2 oznacimo gramatiku (Vi,, Vp,, Pa, S1).
Ocigledno je da ako S1 —¢, w da je S1 —g, w jer se na svim mestima gde se
primene nova pravila A — «, najpre primeni izvodenje A —¢, B, a zatim pravilo
B — «a. Sa druge strane, neka je

Slﬂal .G QG O] s O O] s W
jedno najlevlje izvodenje u gramatici Gy takvo da:
® a; — a4 1 o — o4 nisu izvodenja tipa A — B,
e izvodenja a1 — Qyto, ..., aj—1 — aj to jesu.

Reéi ajt1, oiya, ..., o  su sve iste duzine, a posto je izvodenje najlevlje, znaci da
se promene vrse uvek na istom mestu u njima. Medutim, tada se primenom nekog
od pravila iz P, \ P; moze direktno dobiti a;41 — 41, pa je L(G1) = L(G2). =

Teorema 9.4.7 (Normalna forma Comskog) Svaki kontekstno slobodni jezik
se moze generisati gramatikom u kojoj su sva pravila oblika A — a ili A — BC
gde su A, B i C neterminali i a terminal.

Dokaz. Na osnovu teoreme 9.4.6 mozemo pretpostaviti da razmatrana gramatika
zadovoljava:

e ako je pravilo izvodenje oblika A — « i |a| = 1, onda je @ € Vp, odnosno
ovakva pravila zadovoljavaju trazeni oblik iz tvrdenja,

e jedino pravilo A —ejeza A=S51i
e polazni znak S se ne javlja na desnoj strani ni jednog pravila izvodenja.

Za svako pravilo A — BBy ... By, uvodimo novo pravilo oblika A — B{ B ... B/,
gde je B! = B;, ako je B; € Vi, inace je B; novi neterminal, kada dodajemo i pravilo
B! — B;. Trivijalno je da su ove gramatike ekvivalentne. Konacno, za svako pravilo
A — B1By...B,, u kome su svi B; € Vy ponovo uvodimo nove neterminalne
simbole Dl, ey Dm—2 i pravila A— BlDl, D1 — BQDQ, .. ~Dm—2 — Bm—le-

Ponovo se lako pokazuje da su dve gramatike ekvivalentne. =
Sliénim postupkom se dokazuje i sledece tvrdenje.

Teorema 9.4.8 (Grajbahova normalna forma) Svaki kontekstno slobodni jezik
se moze generisati gramatikom u kojoj su sva pravila oblika A — a«, gde je A
neterminal, a terminal i v re¢ koja se sastoji samo od neterminala, || > 0.

Na osnovu teoreme 9.4.7 o normalnoj formi Comskog, pokazuje se da se za
svaku konkretnu re¢ duzina izvodenja moze ograniciti.

Teorema 9.4.9 Neka je G kontekstno slobodna gramatika u normalnoj formi
Comskog i re¢ w € L(G) takva da je |w| > 1. Svako izvodenje S — w sadrzi
tacno 2|w| — 1 primena pravila izvodenja.



9.4. Kontekstno slobodni jezici i potisni automati 243

Dokaz. Zbog oblika pravila u gramatici G, svaki od |w| terminala u re¢i w dobijen
je od ta¢no jednog neterminalnog simbola zasto je potrebno |w| primena pravila
izvodenja. Takode, za generisanje |w| neterminala je potrebno |w| — 1 primena
pravila izvodenja, poSto svako pravilo pove¢ava duzinu reci za jedan znak. =

9.4.4 Potisni automati

U teoremi 9.3.5 u kojoj je pokazana veza regularnih jezika i kona¢nih automata
neterminali su predstavljali stanja, dok su terminalima oznacavane ivice koje ih
povezuju. U slucéaju kontekstno slobodnih jezika pravila su oblika A — xBy gde
suAdeVy, BeVyU{e}, z€V)iye V* Prema analogiji sa teoremom 9.3.5 u
apstraktnoj masini koja ¢e odgovarati kontekstno slobodnom jeziku niz terminala x
¢e usloviti prelazak iz stanja A u stanje B, dok ¢e re¢ y biti saCuvana za naknadnu
analizu, nakon §to se obrade sva pravila u kojima je neterminalni znak B sa leve
strane. Posto su i ova pravila spomenutog oblika jedan deo njihove desne strane
se takode sklanja i ¢uva za kasnije koristenje, do koga svakako mora doéi pre nego
se razmatra re¢ y. Dakle, organizacija memorije u kojoj se ¢uvaju delovi desnih
strana pravila je po principu ’poslednji stavljen, prvi uzet’, odnosno po principu
steka.

Definicija 9.4.10 (Nedeterministicki) potisni automat*? je uredena Sestorka M =
(S, s, F, A, T,6), gde su:

e S konacan skup stanja,
e s € S pocetno stanje,

e F' C S skup zavrsnih stanja,

A alfabet ulaznih znakova,

I" alfabet znakova na steku,

§:(Sx(Au{e}) x (TU{e})) = Py (S x I'*) funkcija prelaza koja uredenoj
trojci koja se sastoji od stanja, ulaznog znaka i znaka na vrhu steka pridruzuje
neki konacan podskup skupa svih uredenih parova koji sadrze stanje i novi
opis vrha steka.

Rad potisnog automata se shvata na slede¢i nac¢in. Na pocetku rada automat
se nalazi i stanju s, a stek je prazan. Citajuéi ulaznu re¢, automat prelazi u novo
stanje i menja sadrzaj steka u skladu sa funkcijom prelaza. U nekoj opstoj situaciji,
promena stanja se sprovodi i u zavisnosti od sadrzaja na vrhu steka.

Primer 9.4.11 Ako je (q,y) € d(p, a, z), onda se iz stanja p, ako je na vrhu steka
x, a Cita se a, prelazi u stanje ¢, dok se dotada$ni vrh steka zamenjuje sa y. Ako
je (¢,y) € 6(p, a,e), onda se iz stanja p, ako se ¢ita a prelazi u stanje ¢ i dodaje y
na vrh steka. Ako je (¢,¢) € §(p, a,z), onda se iz stanja p, ako je na vrhu steka z

i ¢ita se a, prelazi u stanje g, dok se x skida sa vrha steka. =

12 pushdown automata. Automat sa stekom.
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Primetimo da se zbog oblika funkcije prelaza ¢ definicijom uvodi nedetermin-
isticki potisni automat. Kod deterministickih potisnih automata funkcija prelaza
é se ogranicCava tako da

e zasvako g € S,a € AU{e} iy eT U{e}, d(q,a,v) je najvise jednoclan skup
i

e ako je 0(q,¢€,v) neprazan skup, onda je §(g, a,7y) prazan skup za svako a # ¢,

odnosno za svako stanje, ulazni znak i vrh steka postoji najvise jedna akcija kojom
se menja stanje i vrh steka, a ako se prazna re¢ ¢ koristi kao pravi ulazni simbol,
onda ne postoji konflikt u izboru akcije u odnosu na neki znak alfabeta. Za razliku
od konacnih automata, klase jezika koji odgovaraju nedeterministickim i deter-
ministickim potisnim automatima nisu jednake. Zato ¢emo u nastavku, kada se
govori o potisnim automatima, podrazumevati da se radi o nedeterministickim au-
tomatima, dok ¢emo posebno naglasiti kada bude re¢ o deterministickim potisnim
automatima.

Konfiguracija je uredena trojka (¢, w,y), gde je ¢ € S stanje i w € A* ulazna re¢
na alfabetu A i y € I'* opis steka tako da je prvi znak re¢i y na vrhu steka, drugi
znak reci y je na steku odmah ispod vrha itd. Racunski korak je svaki par konfig-
uracija (g, ux, ay), (¢',z, By) za koje postoji (¢, 5) € §(q,u, ). Izracunavanje je
niz konfiguracija sa osobinom da svake dve uzastopne konfiguracije ¢ine racunski
korak. Sa (q,w,z) Far (p,u,y) ¢emo oznaciti da postoji izracunavanje automata
M ¢iji je prvi element konfiguracija (¢, w, ), a poslednji (p, u,y).

Potisni automat M prihvata re¢ w € A*, ako za neko zavr$no stanje ¢ € F
vazi (s,w,e) Far (g, e,e). L(M) ée oznacavati jezik, tj. skup svih reci koje prihvata
potisni automat M. Ako u bilo kom koraku ne postoji definisan prelaz koji odgovara
tekuéem stanju, reci koja se Cita i sadrzaju vrha steka ili se uCitavanje zavrsi pre
nego se isprazni stek, ulazna re¢ se ne prihvata.

Primer 9.4.12 Neka je M = (S, s, F, A,T,0), potisni automat tako da S = {s, f},
F={f}, A={a,b,c}, ' ={a,b} i 6 ={((s,a,¢),(s,a)), ((s,0,€),(5,b)), ((s,¢,€),
(f,e), ((f,a,a),(f,e)), ((f,b,b),(f,€))}. Pretpostavimo da se na ulazu nalazi re¢
abbcbba. Sledeca tabela ilustruje izracunavanje potisnog automata M koji prihvata
ovu reé:

stanje | ulazna re¢ | stek | primenjen korak
S abbcbba | € 1
s bbcbba | a 2
s becbba | ba 2
S cbba | bba 3
f bba | bba 5
f ba | ba 5
f 4
f el e
Zapravo, moze se dokazati da je L(M) = {wcw™! : w € {a,b}*}. =)

Teorema 9.4.13 Klasa jezika koje prihvataju potisni automati jednaka je klasi
kontekstno slobodnih jezika.
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Dokaz. (<) Neka je G = (Vn,Vr, P, S) kontekstno slobodna gramatika u Gra-
jbahovoj formi, tako da su sva izvodenja oblika A — acr, A € Vi, a € Vpr, a € V.
Neka je € € L(G). Definisimo potisni automat M = ({p, q},p, {¢}, Vr, Vn,d) tako
da:

® (p,e.e) =(g,9) 1
e 0(q,a,A)={(¢q,a) : A — ax € P}.

Posmatrajmo re¢ w € L(G) i neko njeno najlevlje izvodenje. Izra¢unavanje au-
tomata M zapocinje postavljanjem znaka S na vrh praznog steka u skladu sa
racunskim korakom oblika ((p,ew,¢), (¢, w, S)), gde je w = vau. Za svaki korak
izvodenja oblika xAS Fg xaal u kome je primenjeno pravilo izvodenja A — a«
igdesuz e Vi, Ae Vy,a € Vria,f € V] potisni automat M ¢e napraviti
racunski korak oblika ((q, au, AB), (¢, u, af)).

Da bismo pokazali da je L(G) = L(M) dovoljno je primetiti da vazi 2A8 —§
xyaf ako i samo ako za M vazi (q,y,AB) Fum (¢,e,a8). Poslednje tvrdenje se
pokazuje indukcijom po duzini izvodenja. Sada neposredno sledi S —¢, w ako i
samo ako (p,ew,e) F (¢, w,S) Far (¢,€,€), odnosno L(G) = L(M).

(=) Neka je M = (S,s, F, A,T,§) potisni automat i L = L(M) i neka je Sy novi
znak. Definisimo kontekstno slobodnu gramatiku G = (Vi, A, P, Sp) gde su

e Vn={(¢;B,p):q,pe S, BT U{e}}U{So}i

o P = {SO - (3357Q) g€ F} U {(anap) - G(Q1731,42)(C]2,32a%)~~(Qm;
B, @m+1) © @me1 = 0,(Yq1, - @my1 € S),a € AU{e},B,By,...,B, €
F, (Q]_,Bl .. Bm) - (S(Q,G,B)}.

Primetimo da, ako je m = 0 u definiciji pravila izvodenja, onda je ¢ = p,
(p,e) € d(¢,a,B) i (¢q,B,p) — a € P. Treba uociti da su neterminalni sim-
boli i pravila izvodenja definisani tako da je najlevlje izvodenje u G re¢i w simu-
lacija rada potisnog automata M kome se na ulazu nalazi re¢ w. Recimo, pravilo
(¢, B,p) — a(q1,B1,92)(g2, B2,q3) - . - (¢m, Bm,p) odgovara koraku rada potisnog
automata odredenog sa (q1, By ...Bm) € d(q,a, B), tako §to prvi znak na desnoj
strani pravila zna¢i generisanje slede¢eg terminalnog znaka, a preostali deo desne
strane pravila simulira uklanjanje sadrzaja sa steka jer neterminalni simboli koji
se pojavljuju u najlevljem izvodenju odgovaraju simbolima steka u trenutku do
kog je potisni automat procitao onaj deo ulazne reci koji je istovremeno proizvelo
najlevlje izvodenje.

Indukcijom po duzini izvodenja se pokazuje da (g, B, p) —§ w ako i samo ako
(¢,w,B) Far (p,e,e). Neka izracunavanje (¢, w,B) b (p,e,¢) ima k koraka.
Ako je k = 1, vazi da je w € Vp ili w = ¢, pa d(q, B,p) mora sadrzati (p,e)
i P sadrzi pravilo (¢, B,p) — w, zbog ¢ega je (¢, B,p) —¢ w. Dalje, neka je
indukcijska hipoteza tac¢na za sva izracunavanja duzine najvise k — 1. Prvi korak
izracunavanja mora biti oblika (¢, a, B) Fas (q1,€, B1Bs ... By), gde je a prvi znak u
w ili @ = e. Re¢ w mora biti oblika awjws . .. wy, tako da za svakii (1 < i <) vazi
(¢i,wi, B;) Far (giv1,€,B1Bs ... By) u manje od k koraka, gde su ¢1, ¢2, ..., g € S
i ¢i+1 = p. Na osnovu induktivne hipoteze imamo da je (¢;, B;, ¢i+1) —& w;. Kako
je (Q7 Bup) - a(qh By, q2)(qQa B27q3) s (Qh By, ql+1) € P, imamo da (q7 B7p) _)Z'
awiws ... w; = w. Indukcija u drugom smeru se sprovodi na analogni nagin.
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Sada primetimo da, ako je w € L(G), onda Sy — (s,e,q) —¢ w za neko
stanje ¢. Tada, (s,w,e) Far (g,6,¢) 1 w € L(M). Sliéno, w € L(M) implicira
da (s,w,e) Fa (g,€,€), odakle je Sy — (s,¢,q) —& w, pa neposredno sledi da je
L(M) = L(G). o)

9.4.5 Svojstva kontekstno slobodnih jezika

Sledecée tvrdenje navodi neke osobine kontekstno slobodnih jezika koje su imali i
regularni jezici.

Teorema 9.4.14 Klasa kontekstno slobodnih jezika je zatvorena za:
1. uniju,
2. nadovezivanje i

3. zatvorenje (Klinijevu zvezdicu).

Dokaz. Neka su G; i G2 kontekstno slobodne gramatike za koje je L1 = L(G1) i
Ly = L(G3). Pretpostavimo da su skupovi neterminalnih simbola ovih gramatika
disjunktni.

(1) Uniji jezika L(G1) i L(G2) odgovara gramatika koja ima dodatni polazni znak
S ipravila S — S7, S — S3 kojima se dobijaju pocetni simboli gramatika G i G,
a skupovi neterminala, terminala i pravila su unije odgovarajuéih skupova polaznih
gramatika.

(2) Razlika u odnosu na prethodni slucaj je u tome $to je jedino novo pravilo oblika
S — 5152.

(3) Ako je Gy polazna gramatika, onda jeziku L(G1)* odgovara gramatika G koja
se od polazne razlikuje samo utoliko $to ima novi polazni znak S koji se ne javlja
u GG7 i dodatna pravila izvodenja: S — ¢, S — 51 1.5 — 5157. =

Medutim, klasa kontekstno slobodnih jezika nije zatvorena za komplement i
presek, sto ¢emo ilustrovati u teoremi 9.4.17.

Sledeéi problemi su odlucivi za kontekstno slobodne jezike, bez obzira da li su
opisani gramatikom tipa 2 ili potisnim automatom:

e da li data re¢ pripada nekom odredenom kontekstno slobodnom jeziku, jer
je u teoremi 9.4.7 pokazano da za svaku kontekstno slobodnu gramatiku
postoji njoj ekvivalentna kontekstno slobodna gramatika u normalnoj formi
Comskog, pa, prema teoremi 9.4.9, bilo koje izvodenje re¢i w za koju je
|w| > 1 ima duzinu taéno 2|w| — 1, odnosno dovoljno je posmatrati samo
kona¢no mnogo izvodenja kona¢ne duzine i time neposredno proveriti da li je
w u jeziku,

e da li je jezik prazan skup, jer je jezik neprazan skup ako su svi listovi ter-
minalni simboli u bar jednom drvetu izvodenja na ¢ijoj najduzoj grani ima
najvise |Viy| + 1 évorova u kojima nema ponavljanja neterminalnih simbola i
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e da li je jezik beskonaca skup, jer jezik to jeste samo ako sadrzi re¢ duzine
izmedu p!/V~l 4+ 1 1 plVWI+1 gde je p najveéi broj znakova sa desne strane
bilo kog pravila izvodenja u gramatici, Sto se dokazuje na slican na¢in kao i
teorema 9.4.15.

Sa druge strane nisu odlucivi problemi:
e da li je presek dva kontekstno slobodna jezika prazan,
e da li su jednaka dva kontekstno slobodna jezika i

e da li je data kontekstno slobodna gramatika viSeznacna.

9.4.6 Jezici koji nisu kontekstno slobodni
Postupkom naduvavanja se moze pokazati i da neki jezik nije kontekstno slobodan.

Teorema 9.4.15 Neka je G = (Vy, Vr, P, S) kontekstno slobodna gramatika. Ta-
da postoji broj k koji zavisi od G takav da se svaka re¢ w iz L(G) za koju je |w| > k
moze napisati u obliku w = wvzryz tako da su v ili y neprazne reci i za svako n > 0,
wzy"z € L(G).

Dokaz. Dovoljno je pokazati da postoji k = k(G) tako da za svaku re¢ duzu od
k postoji izvodenje oblika S —¢ uAz —§ wAyz —§ wzyz, za u,v,z,y,2 € V7,
A € Vi, pri ¢emu su v ili y neprazne reci, tj. vy # . Tada se izvodenje A —§ vAy
moze proizvoljno ponavljati ¢ime se generiSe re¢ oblika uv"zy"z. Neka su m =
|[Vn| + 1, p najveéi broj znakova sa desne strane bilo kog pravila izvodenja u G,
ik =pm™ 1. U odeljku 9.4.1 je objasnjeno da, ako je reé¢ iz jezika duza od p™ !,
onda u odgovarajuéem drvetu izvodenja postoji grana sa bar m + 1 ¢vorom, pa
se na njoj mora bar dva puta pojaviti isti neterminalni znak. Neka je to znak A.
Listovi podrveta ¢iji je koren A daju re¢ oblika vAy. Ako bi bilo v = y = ¢, ovo
podrvo se moze ukloniti tako sto se odsece deo izmedu dve pojave znaka A. Ako
bi se to ponovilo za sve grane na kojima se neki ¢vor javlja bar dva puta, dobili
bismo drvo &ija visina ne prelazi m §to je nemogudée, jer je |w| > p™~1. Zato je bar
jedna od reci v i y neprazna. Sada je jasno da se uoteno poddrvo moze ponavljati

—

proizvoljan broj puta, kao na slici 9.5, ¢ime se dobija trazeno tvrdenje. )

Primer 9.4.16 Primenjujuéi teoremu 9.4.15 pokazujemo da jezik {a™b"c"™ : n >
0} nije kontekstno slobodan. Neka je n izabran tako da je re¢ w = a™b"c" duza
od broja k preciziranog u teoremi 9.4.15. Tada je w = wvzyz i v # ¢ ili y # e.
Lako se vidi da ma kakav izbor reci v i y bio, napumpavanjem dobijamo re¢ u kojoj
redosled simbola nije takav da su svi znaci a pre svih znakova b koji su opet pre

svih znakova c ili nije jednak broju pojava znakova a, b1i c. =

Teorema 9.4.17 Klasa kontekstno slobodnih jezika nije zatvorena za komplement
i presek.

Dokaz. Dovoljno je uociti da je presek kontekstno slobodnih jezika {a™b™c™ :
n,m > 0} i {a™b"c™ : n,m > 0} jezik {a"b™c™ : n > 0} koji nije kontekstno
slobodan. Zbog toga klasa nije zatvorena ni za komplementiranje, jer da jeste,
zbog zatvorenosti za uniju, klasa bi bila zatvorena i za presek. =
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/A\ /A\
7N 7N
| 7N

Slika 9.5. Primer naduvavanja re¢i u kontekstno slobodnom jeziku.

9.4.7 Determinizam, LR(k)-gramatike i sintaksna analiza

Prevodilac je program koji kao ulaz dobija izvorni program pisan u nekom jeziku
visokog nivoa, poput C-a ili PASCAL-a, i prevodi ga u ekvivalentan program na
nekom od jezika niskog nivoa, poput masinskog ili simbolickog jezika. U radu svakog
prevodioca postoji vise faza. U leksickoj analizi, o kojoj je bilo re¢i u odeljku 9.3.6,
izdvajaju se celine koje odgovaraju identifikatorima, konstantama, klju¢nim re¢ima
itd. Sintaksna analiza se odnosi na utvrdivanje korektnosti konstrukcija kao sto su
naredbe, definicije potprograma i sl. na osnovu ¢ega se kasnije pristupa generisanju
koda i, konaé¢no, optimizaciji. U sintaksnoj analizi se pre svega vrsi simuliranje rada
potisnog automata koji odgovara gramatici programskog jezika. Medutim, potisni
automati koje smo do sada koristili su nedeterministicki i kao takvi nisu prakti¢ni
za simuliranje, za razliku od deterministickih konacnih automata koji se primenjuju
u leksi¢koj analizi.

Nazovimo jezik L C Vi deterministickim kontekstno slobodnim jezikom ako je
L = L(M) za neki deterministicki potisni automat M. Klasa deterministickih
kontekstno slobodnih jezika je zatvorena za komplement, a posto klasa kontekstno
slobodnih jezika to nije, postoje kontekstno slobodni jezici koji nisu deterministicki.
Takode, odluciv je problem jednakosti dva deterministicka kontekstno slobodna
jezika.

Cinjenica da klase jezika koje prepoznaju nedeterministicki, odnosno deter-
ministicki potisni automati nisu jednake naizgled otezava prevodenje programa
koristenjem metoda povezanih sa kontekstno slobodnim jezicima. Na srecu, za
veé¢inu programskih jezika se pokazalo da postoje deterministicki potisni automati
koji prihvataju sve sintaksno korektne programe. Razvijene su metode koje u
mnogim slucajevima kontekstno slobodnu gramatiku transformisu u deterministi-
¢ku kontekstno slobodnu gramatiku.

Za deterministicke gramatike postoje programi koji prihvataju opis program-
skog jezika preko gramatike i generisu sintaksni analizator i generator koda za
programe pisane na tom jeziku. Jedan od poznatijih generatora prevodilaca je
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Yacc!®. U opisu jezika koji je ulaz u Yacc koristi se posebna vrsta jednoznaénih
kontekstno slobodnih gramatika nazvanih LR(k)-gramatike koje generisu upravo
deterministicke kontekstno slobodne jezike.

Definicija 9.4.18 Neka su G = (Vn,Vp, P, S) kontekstno slobodna gramatika,
mmak # ¢V, A, BeVn, a,(,7y€V*iw,w,we,ws € V. G je LR(k)-gramatika
ako za svaku re¢ afwiws za koju je |wi| = k i S#F - afwiw, vazi: ako je
Sk —>*Gd aAwiwy —¢ afwiws i za neku drugu reé¢ afw,ws takvu da S#F —>*Gd

vBw —* afwiws, ondajey=a, A= Biw=wws.

Drugim rec¢ima, ako se u desnim izvodenjima dve re¢i poklapaju na k znakova
iza mesta poslednje zamene, onda se i re¢i u pretposlednjem koraku izvodenja
poklapaju od pocetka zakljuéno sa k simbola nakon mesta zamene. Odatle, ako
imamo re¢ oblika afvy, gde su a, 8,7 € V* i |y| = k, onda se A € Vv i § mogu
jednoznacéno odrediti tako da je S —#! aAy —9¢ afy. Tih k znakova nazivamo
znaci koji se gledaju unapred™.

Ovakva osobina gramatika je pogodna za sintaksnu analizu. Pretpostavimo da
je data re¢ w € Vy; za koju Zelimo ispitati da li pripada nekom jeziku. Jedan nacin
za to je da pokuSamo konstruisati sve zamene podreci re¢i w neterminalima koje
su opisane pravilima izvodenja gramatike. Zatim se postupak ponavlja, dok god se
ne stigne do startnog simbola. Problem nastaje jer je u svakom koraku, u principu,
moguce izvrsiti vise izmena $to vodi nedeterminizmu. Uslovi koji se postavljaju za
LR(k)-gramatike obezbeduju da se ovaj postupak obavlja deterministicki. Prime-
timo da se u definiciji LR(k) gramatika zahteva da se sa desne strane reci nalazi k
znakova # tako da se postupak rekonstrukcije izvodenja moze zapoceti sa desnog
kraja reci.

Neke osobine L R-gramatika su navedene u teoremi 9.4.19.

Teorema 9.4.19 1. Svaka LR(k)-gramatika je jednoznaéna.
2. Za datu gramatiku G i broj k problem da li je G LR(k)-gramatika je odluciv.
3. Jezici generisani LR(k)-gramatika su deterministicki.

4. Svaki deterministicki jezik je generisan nekom LR(1)-gramatikom.

Na slici 9.6 je dat primer jednog opisa koji se zadaje Yaccu. Rec je o imple-
mentaciji jednostavnog kalkulatora koji na ulazu dobija liniju u kojoj je upisan
aritmeticki izraz. Izraz se sastoji od prirodnih brojeva i znakova +, *, (i ). Rezul-
tat izracunavanja se Stampa. Opis se sastoji iz tri dela. U prvom delu se nalaze
makro komanda za uklju¢ivanje standardnog C-zaglavlja ctype.h i deklaracija to-
kena BROJ. Ovde pretpostavljamo da se tokeni izdvajaju nekim leksickim anal-
izatorom poput onih generisanih programom Lex. U drugom delu je dat opis kon-
tekstno slobodne gramatike koja generiSe jezik aritmetickih izraza. Njena pravila
izvodenja su:

e F - FE+T,

13Yet another compiler compiler. Program je javan i predstavlja deo distibucije operativnog
sistema Unix.
147 ,00kahead symbols.
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Al

# include <ctype.h>

ht

% token BROJ

YA

1: e ’\n’ { printf("%d\n", $1); 3

e :e’+ t {$%=29%1+ $3; }
| t

t ot 2% £ {$$=9%1x%$3; }
| £

£f:70e?) {8$%=292;1}
| BROJ

hhh

/* pomocne funkcije */

Slika 9.6. Deo opisa koji dobija Yacc.

e £ T,

o I'—TxF,
e T — F,

o I'— (E),

e ' — BROJ.

Primetimo da ova gramatika, za razliku od sli¢ne iz primera 9.4.1, nije viSeznacna.
U nastavku svakog pravila izvodenja se zadaju odgovarajuce akcije. Recimo, vred-
nost izraza u kojem je centralni operator znak + jednaka je zbiru operanada, kao
§to je zapisano u akciji za prvi red drugog pravila. U sistemu je predefinisano da $$
odgovara vrednosti tokena sa leve strane pravila, dok je $7 vrednost i-tog tokena
sa desne strane pravila. Prvo pravilo u opisu oznacava da je ulaz sistema izraz
za kojim sledi znak za novi red i da je odgovarajuéa akcija Stampanje rezultata.
Poslednji deo opisa, kao i u sluc¢aju sistema Lex, ¢ine definicije pomo¢nih funkcija
koje se koriste u akcijama.

Kontekstno slobodnim gramatikama se ipak ne mogu opisati sva svojstva pro-
gramskih jezika, recimo zahtev da je identifikator definisan pre upotrebe. Jednu
apstraktnu formulacija ovog problema predstavlja jezik {wcw : w € (a U b)*} koji
nije kontekstno slobodan i u kome prva pojava re¢i w predstavlja definiciju, a druga
upotrebu identifikatora ¢ije se ime sastoji od proizvoljnog broja znakova kako je
uobicajeno u savremenim programskim jezicima. Sli¢no, jezik {a™b"c"} koji takode
nije kontekstno slobodan predstavlja apstraktni zapis zahteva da broj argumenata
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funkcije pri definiciji, deklaraciji i pozivu mora biti isti. Odatle, sintaksni analiza-
tor prihvata jedan nadskup skupa ispravnih konstrukcija koji se dodatno obraduje
u daljim fazama prevodenja.

9.5 Kontekstno osetljivi jezici i linearno ograni-
Ceni automati

Kontekstno osetljivi jezici su generisani gramatikama za ¢ija pravila vazi:
a— B3, 18] = |al

uz dodatak da se uslov moze oslabiti tako da dozvoljava i izvodenje prazne reci.
Klasa kontekstno osetljivih jezika je zatvorena za konkatenaciju, Klinijevu zvezdicu,
uniju i presek, dok nije poznato da li je zatvorena za komplement.

Primer 9.5.1 U zadatku 11.94 je opisana kontekstno osetljiva gramatika koja ge-
nerise jezik {a™0"c" : n > 0} koji, kao Sto je u primeru 9.4.16 pokazano, nije

—

kontekstno slobodan. =

Apstraktne masine koje odgovaraju ovoj klasi gramatika su linearno ograniceni
automati.

Definicija 9.5.2 Linearno ograniceni automat je nedeterministicka Tjuringova
masina koja koristi samo onaj deo trake u kome su smesteni ulazni podaci.

Zahtev da se glava na traci ne pomera preko kraja ulazne reci se ostvaruje uvode-
njem dva nova specijalna znaka pocetka i kraja ulaza i ograni¢cenjima da bez obzira
na stanje, ako se ¢ita znak pocetka, glava se ne sme pomerati levo, odnosno za znak
kraja, glava se ne sme pomerati udesno.

Teorema 9.5.3 Jezik L je kontekstno osetljiv ako i samo ako postoji linearno
ograniceni automat M tako da je L = L(M).

Za sada se ne zna da li za svaki kontekstno osetljiv jezik postoji deterministicki
linearno ogranic¢eni automat koji ga prihvata.

Teorema 9.5.4 Ako je gramatika G = (V, Vr, P, S) kontekstno osetljiva, ona je
odluciva.

Dokaz. Na osnovu teoreme 9.2.6, pretpostavimo da L(G) ne sadrzi praznu rec.
Posmatrajmo neku re¢ w i skupove reci Ty = {S}, T;41 = T; U{a: o] < |w|, (36 €
T;)8 —¢ o} takvih da T; sadrzi sve re¢i dobijene u najvise ¢ koraka izvodenja.
Svaki od skupova T; je konacan jer su re¢i u njima nizovi znakova ogranicene
duzine. Zbog ogranicenja za oblik pravila kontekstno osetljivih gramatika u kojima
se ne mogu dobijati krace reci, u jednom trenutku ée biti T; = Tj41 = Tj40 = ...
Uporedivanjem reci w sa re¢ima iz skupa T; se proverava da li w € L(G) ili w ¢
L(G). =
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Prema tome, klasa kontekstno osetljivih jezika je potklasa klase odlucivih jezika.
Sledeca teorema pokazuje da je potklasa prava, odnosno da postoji odluciv jezik
koji nije kontekstno osetljiv.

Teorema 9.5.5 Postoji rekurzivan jezik na alfabetu A = {1} koji nije kontekstno
osetljiv.

Dokaz. Dokaz se sprovodi postupkom dijagonalizacije. Sve kontekstno osetljive
gramatike sa skupom Vpr = {1} mozemo kodirati re¢ima alfabeta {1,V b, —, /}.
Znak 1 odgovara jedinom terminalnom simbolu. Svaki znak iz Vy se kodira jed-
nozna¢no u obliku V#/. Pravilo se kodira tako §to se kodiraju leva i desna strana
i razdvoje znakom —, dok se / koristi za razdvajanje pravila. Dakle, svih kontek-
sno osetljivih gramatika sa skupom Vr = {1} ima prebrojivo mnogo i mozemo ih
poredati u niz G1, Ga, ... Definigimo jezik L = {1™ : 1" € L(G,,)}. Lako se vidi da
iz pretpostavke da je L = L(G;) za neko i sledi da 1° € L ako i samo ako 1* & L.
Dakle, ovaj jezik nije kontekstno osetljiv. Sa druge strane, jezik jeste rekurzivan
jer postoji postupak koji za dato n konstruise G,, i L(G,,), a prema teoremi 9.5.4

—

problem 1™ € L,, jeste odluciv. =

Jedno neodlucivo pitanje za proizvoljnu kontekstno osetljivu gramatiku G je da
li je jezik L(G) prazan.

9.6 Gramatike tipa 0 i Tjuringove masine

Gramatike tipa 0 su najopstije gramatike i njima, u smislu apstraktnih masina koje
prihvataju jezik, odgovaraju Tjuringove masine. Preciznije, moze se dokazati:

Teorema 9.6.1 Neka je L proizvoljan jezik. Ekvivalentna su tvrdenja:
1. Jezik L je parcijalno odluciv.
2. Postoji Tjuringova masina M tako da je L = L(M).

3. Postoji gramatika G tako da je L = L(G).

Dokaz. Osnovni deo dokaza se sastoji u tome da se pokaze da se sva izvodenja
mogu nabrojati, pa ¢e Tjuringova masina rade¢i po Sirini pre ili posle pronaci
odgovarajuce izvodenje. Alternativno, moguée je koristiti Tjuringovu masinu koja
¢e nedeterministicki izabrati pravo izvodenje. U suprotnom smeru, izvodenja gra-
matika mogu simulirati rad Tjuringovih masina tako sto tekuca re¢ predstavlja
konfiguraciju u nekom koraku rada. =

Klasa jezika generisanih gramatikama tipa 0 je zatvorena za uniju, presek,
nadovezivanje i zatvorenje, a nije zatvorena za komplement posto komplement par-
cijalno odluc¢ivog skupa ne mora biti parcijalno odluéiv.
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9.7

Pitanje / tip 312d| 2|10

L(G) prazan/konacan/beskonacan I+ [+
L(G1) = L(Ga) + |+ - |- |-

L(Gy) C L(Ga) A e e e

L(G1) N L(G3) prazan/konacan/beskonacan | + | — | — | — | —

Tabela 9.1. (Ne)odluéivost problema za formalne jezike.

Operacija /tip | 3 |2d | 2 | 1| 0
unija + |+ |+ |+ ]+
konkatenacija | + | + | + | + | +
zatvorenje + |+ |+ |+ |+
presek + 1+ | - |+ |+
komplement + |+ -7 -

Tabela 9.2. Zatvorenost klasa za operacije nad jezicima.

Hijerarhija Comskog

Na osnovu prethodno iznetih tvrdenja i primera zakljucuje se da je hijerarhija
Comskog prava:

na osnovu definicija jasno je da je klasa gramatika tipa 3 potklasa klase
gramatika tipa 2 koja je potklasa klase gramatika tipa 1 koja je potklasa
klase gramatika tipa 0,

posto postoje jezici, kakav je recimo {a™b™ : m > 1}, koji nisu regularni,
a jesu kontekstno slobodan, klasa gramatika tipa 3 je prava potklasa klase
gramatika tipa 2,

posto jezik {a"b"c™ : n > 1} nije kontekstno slobodan, a jeste kontekstno
osetljiv, klasa gramatika tipa 2 je prava potklasa klase gramatika tipa 1,

posto postoji jezik na alfabetu {1} koji nije kontekstno osetljiv, a jeste odlu-
¢iv, klasa gramatika tipa 1 je prava potklasa klase gramatika tipa 0.

Konaé¢no, postojanje jezika, kakav je recimo jezik koji sadrzi kodove svih totalnih
funkcija, koji nisu parcijalno odlué¢ivi ve¢ pripadaju nekom stepenu aritmeticke
hijerarhije, dozvoljava da se ova hijerarhija prosiruje unedogled.

U tabelama 9.1 i 9.2 su sumarno prikazane osobine klasa jezika i odgovarajuéih
gramatika iz hijerarhije. Brojevi tipova klasa redom oznacavaju regularne, deter-
ministicke kontekstno slobodne, kontekstno slobodne, kontekstno zavisne i parci-
jalno odlucive jezike. U tabelama znakovi 4+ i — redom oznacavaju pozitivan i
negativan odgovor. U tabeli 9.1 to znaci da su problemi odluéivi ili neodlucivi, a
u tabeli 9.2 da su klase zatvorene za operacije, odnosno da nisu zatvorene. Znak 7
u tabeli 9.2 znaci da odgovor jos nije poznat.



254 Glava 9. Teorija formalnih jezika

9.8 Jos neke primene formalnih jezika

Pored prevodenja programa postoje i druge primene formalnih jezika u racunarstvu.
Regularni izrazi se Cesto koriste u pretrazivanju teksta ili u skra¢ivanju komandi
skoljci operativnog sistema. Na primer, komandom dir m* se trazi spisak svih
datoteka koje pocinju slovom m iza koga se nalazi nula ili vise ASCII-znakova.
Formalni jezici se koriste u prepoznavanju oblika. Poznate su, recimo, primene
regularnih izrazi u otkrivanju greSaka na Stampanim logickim plocama, kontekstno
slobodnih gramatika u prepoznavanju graficke reprezentacije vrsta hromozoma, pri
¢emu pravila opisuju oblike delova hromozoma koji se mogu naslanjati jedni na
druge itd. U nastavku je opisana jedna primena kona¢nih automata u metodi
provere modela koja se koristi u verifikaciji.

9.8.1 Formalna verifikacija

Verifikacija nekog programa ili logickog kola podrazumeva proveru da li je konkre-
tna implementacija korektna, odnosno da li ispunjava neke unapred zadate zahteve.
Poznati su slucajevi, recimo greska u jedinici za racunanje u pokretnom zarezu
procesora Pentium sredinom devedesetih godina, padovi satelita koji je NASA slala
na Mars u jesen 1999. godine i evropske svemirske letelice Ariana zbog prekoracenja
vrednosti nekih numerickih izraza, u kojima je nekorektna implementacija dovela
do teskih i skupih udesa. Verifikacija se upravo primenjuje da bi se izbegle takve ili
gore Stete. Iskustvo je pokazalo da sigurnost verifikacije ne moze biti apsolutna, u
smislu da garantuje potpunu korektnost, jer se uvek mogu javiti neki spoljni faktori
koji uti¢u na sistem, a koje nije moguée unapred predvideti. Medutim, verifikacija
znacajno utice na povecanje pouzdanosti sistema i skra¢ivanje ciklusa razvoja, pa
su i cene savremenih programskih sistema ove namene izuzetno visoke.

Klasi¢ne metode testiranja u kojima se analiziraju rezultati svih moguéih ula-
znih vrednosti nisu u opstem slucaju primenljive zbog velike slozenosti objekata,
na primer telekomunikacionih sistema, koji se testiraju.

Primer 9.8.1 Posmatrajmo program:

#include <stdio.h>

main()
{
unsigned x = 0;
int input;
while( (input = getchar()) != EOF ) {
if ( input == 0’ ) x = x*2;
else
if( input == ’1’ ) x = x*2+1;
else
if( input == ’\n’ ) {
printf( "%u\n", x );
x = 0;
}
}
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na programskom jeziku C u kome se binarni neoznaceni broj sa ulaza konvertuje u
dekadnu vrednost. Na primer, ulazni podatak ”1100” iza koga sledi znak za novi
red rezultirao bi izlazom ”12”. Greska u ovom programu je posledica ograni¢ene
duzine registara u kojima se pamte celi brojevi, a koji obi¢no sadrze 32 bita, tako
da se sve aritmeticke operacije obavljaju zapravo po modulu 232. U klasi¢nim
metodima provere ispravnosti ispitivali bi se redom svi binarni nizovi, §to bi i u
ovom jednostavnom slu¢aju dugo trajalo. U slozenijim situacijama potrebno vreme
za takvu proveru nije prihvatljivo sa stanovista korisnika. Varijanta ovog pristupa
podrazumeva da se ne koriste svi ulazni podaci, ve¢ da se na neki inteligentan
nacin izaberu test primeri i da se tako skrati duzina rada. Medutim, pronalazenje

pravilnosti u pojavama gresaka je ¢esto tesko. =

Formalnu verifikaciju logickih kola i nekih tipova programa automatski obavl-
jaju programi u kojima slozenost izracunavanja ostaje dovoljno mala bez obzira
na rast veli¢ine problema. Ulazni podaci takvog programa su opisi objekta ¢ija
korektnost se proverava i odgovarajucéeg zahteva.

Primer 9.8.2 Za program iz primera 9.8.1 zahtev bi jednostavno bila formula
kojom se kaze da je izlaz uvek jednak dekadnoj vrednosti ulaznih bitova, dok
bi automatski prevodilac programski kod transformisao u jednostavniju strukturu

pogodnu za manipulaciju. =

Pogodan oblik zapisa zahteva koje sistem treba da ispuni se vrsi sredstvima
linearne temporalne logike. Objekat je korektan ako sva njegova izrac¢unavanja
zadovoljavaju zahteve. Da bi se verifikacija izvrsila, potrebno je dati i nekakav for-
malni opis objekta i to se ¢esto vrii pomoéu masina sa konaénim skupom stanja'®.
Treba reé¢i da nisu svi programi, za razliku od logickih kola, pogodni za opisivanje
masinama sa kona¢nim skupom stanja. Ovo se pogotovo odnosi na programe pisana
na programskom jeziku C u kojima je naglasak na pokazivac¢ima koji u principu
mogu da pokazuju na bilo koji memorijski registar i time uvode nedefinisane pro-
gramske promenljive. Primetimo da to nije sluc¢aj sa programom iz primera 9.8.1.
Formalni opis programa zavisi i od racunara na kome se program izvrsava.

Primer 9.8.3 Greska u radu programa iz primera 9.8.1 se javlja pri pojavi trideset
i treceg bita kod racunara Ciji registri su duzine 32 bita, ali ne i kod racunara sa

registrima duzine 64 bita. =

Konacno, potrebno je na neki na¢in povezati opis objekta i opis zahteva koji se
proverava. Za to se, u pristupu koji ¢emo predstaviti do kraja odeljka, koristi teorija
apstraktnih magina, odnosno automati nad beskona¢nim re¢ima'®. Primer osobine
koje se verifikuje je osobina dogodivosti da ¢e svaki zahtev za nekim resursom biti
ispostovan. Recimo, kod visekorisnickih operativnih sistema se javljaju nedeljivi
resursi za ¢ije koriStenje je neophodna dozvola. Procesi koji traze resurs ¢ekaju na
takozvanom semaforu, pa je prirodno zahtevati da bude ispunjeno da ako proces
dovoljno dugo ¢eka na crvenom svetlu, ono ¢e eventualno, pre ili posle, postati
zeleno, ¢ime se procesu dozvoljava da koristi resurs. Druga vrsta osobine koja se
moze verifikovati iskazana je u primeru 9.8.1 i za nju se trazi da uvek vazi.

15Finite state machines.
16 Automata on infinite words, property automata, w-automata, Biichi-automata.
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a,c

b,c
J

Slika 9.7. Buhijev automat.

Automati nad beskona¢nim re¢ima ili automati Buhija su zapravo konaé¢ni au-
tomati. SuStinsku novinu u odnosu na do sada izlaganu teoriju apstraktnih masina
predstavlja to Sto su reci koje se ispituju beskonacne zbog Cega se moze izraziti
eventualnost, vazenje zauvek ili stalno ponavljanje neke osobine. Posto su reci
beskonacne, njihovo prihvatanje se ne moze definisati zaustavljanjem u nekom od
zavrsnih stanja. Kako je broj stanja automata konacan, a duzina reci nije, postoje
stanja u kojima se Citajuéi ulaznu re¢ automat nalazi beskona¢no mnogo puta.
Kriterijum prihvatanja re¢i je da se medu stanjima koja se beskona¢no mnogo
puta pojavljuju tokom ¢itanja reci nalazi bar jedno zavrsno stanje. U nedetermin-
istickom slucaju je dovoljno da postoji bar jedno izvrSavanje u kome se bar jedno
zavrsno stanje pojavljuje beskona¢no mnogo puta. Buhijev automat ima sli¢na svo-
jstva koja su u teoremi 9.3.6 pripisana kona¢nim automatima. Do razlika, naravno,
dolazi u dokazima i sloZenosti pojedinih algoritama. Ovde je od posebnog znacaja
da je, bez obzira na to Sto automat prihvata beskonacne reci, odluc¢iv problem da
li je jezik prazan.

Primer 9.8.4 Na slici 9.7 je prikazan Buhijev automat sa dva stanja u kome je
stanje qg i poCetno i zavrsno. Automat prihvata reci u kojima se nakon svake pojave

znaka a mora pojaviti i b. =

O temporalnim logikama je bilo re¢i u odeljku 7.1.7. Ovde ¢emo koristiti
linearnu vremensku logiku, klasu beskonac¢nih, linearnih, diskretnih modela sa
pocetnim momentnom i formule na jeziku {—, O, A, F, G, U} za zapisivanje osobina
objekata koji se testiraju.

Svakom momentu se pridruzuje skup iskaznih slova koja su u njemu tac¢na.
Kaze se da model zadovoljava formulu ako formula vazi u poc¢etnom momentu.
Posto svaka formula « sadrzi konac¢an podskup Prop(«) skupa svih iskaznih slova,
u ispitivanju da li neki model zadovoljava formulu, ceo model se moze shvatiti kao
beskonaé¢na re¢ na alfabetu P(Prop(«)). Dokazano je da se za proizvoljnu formulu
« moze konstruisati Buhijev automat A, koji prihvata tacno one reci koje opisuju
modele koji zadovoljavaju a.

Primer 9.8.5 Naslici 9.8 je prikazan nedeterministicki Buhijev automat Arg), za
formulu FGp koja je zadovoljena ako i samo ako pocev od nekog momenta stalno
vazi iskazno slovo p. Automat ¢itajuci bilo Sta ostaje u stanju ¢o. Kada procita
p moze ostati u stanju qg, ali i preé¢i u jedino zavrsno stanje ¢q;. Kada se nade u
stanju q;, automat zauvek ostaje u njemu ako stalno ucitava p, inace, ako se pojavi
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Sta
Sta bilo
bilo s

Qo ) T?ép

p

Slika 9.8. Buhijev automat za formulu FGp.

bilo §ta $to nije p, re¢ se ne prihvata. Prema tome, automat prihvata re¢ ako i
samo ako se pocev od nekog mesta pojavljuje samo p Sto odgovara modelu u kome

—

pocev od nekog stanja p vazi zauvek. =

Primer 9.8.6 U programu iz primera 9.8.1 zahtev za koji se testira korektnost bi
mogao biti opisan automatom sa dva stanja. Stanje 0 je zavrsno stanje. Prelazak
iz njega u stanje 1 bi se ostvario ako se pojavi iskaz da je dekadna vrednost ulaznih

bitova razli¢ita od vrednosti broja x. =

Masina sa kona¢nim skupom stanja je ¢etvorka oblika P = (W, wy, R, v), gde
su W konacan skup stanja, wg € W pocetno stanje, R relacija dostiznosti izmedu
stanja i v : W — P(¢) interpretacija koja svakom stanju pridruzuje skup iskaznih
slova koja vaze u njemu. Skup W opisuje stanja u kojima se objekat moze naci
tokom rada, a R nacin prelaska iz jednog u drugo stanje. Pretpostavlja se da,
ako se neko izvrsavanje objekta zavrsava, onda on zauvek ostaje u stanju u kome
se nasao na kraju rada. Neka je beskonacni niz stanja u = wug,u1,... takav da
vazi wg = wug 1 w;Ru;y1, za ¢ > 0. Tada je niz v(ug), v(u1), ...izracunavanje
za P. Izratunavanje u zadovoljava formulu a ako ug = «, dok P zadovoljava
formulu « ako sva izrac¢unavanja za P zadovoljavaju «. P se moze shvatiti i kao
nedeterministicki automat Buhija oblika Ap = (W, wg, W, P(¢), ) gde je funkcija
prelaza definisana tako da vazi:

e s’ €(s,a) ako i samo ako (s,5') € R, a = v(s).

Primer 9.8.7 U jednoj implementaciji, programu iz primera 9.8.1 stanja bi pred-
stavljale sve moguée (od 232, recimo) vrednosti promenljive x. Za svaku vrednost
v funkcija prelaza vodi do stanja 2v, 2v+41, 0 i v zavisno da li je vrednost ucitanog
znaka input jednaka 0, 1, \n ili bilo kom drugom znaku. =

Posto je skup zavrsnih stanja jednak skupu svih stanja, svakim beskonac¢nim
nizom stanja prihvata se neka beskonacna re¢ alfabeta P(¢), tj. neko izra¢unavanje
od P. Zato je L(Ap) skup svih izracunavanja za P, odnosno skup potencijalnih
modela nekih formula.

Dakle, formalizam Buhijevih automata povezuje opis zahteva i opis objekta za
koji se proverava da li zahtev vazi. Preciznije, problem verifikacije se odnosi na ispi-
tivanje da li sistem opisan masinom sa konac¢nim skupom stanja P = (W, wg, R, v)
zadovoljava neku formulu «. Na osnovu iznetog, to se svodi na proveru da li
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izracunavanja koja prihvata Ap zadovoljavaju formulu ¢, odnosno da li je L(Ap) C
L(A,). Ovo pitanje se moze preformulisati tako da se proverava da li je

L(Ap) N L(Aq) = L(Ap) N L(A-a) = 0

§to je odlué¢iv problem.

9.9 Za dalje proucavanje

Pocetak teorije formalnih jezika vezuje se za radove Noama Comskog [19]. Celovit
pregled teorijskih rezultata iz ove oblasti moze se naéi u [51], dok pojedina poglavlja
iz [23, 73] sazimaju tu materiju. Na nasem jeziku postoji udzbenik [21] i zbirka
zadataka [120] sa veéim brojem uradenih primera. Dokaz odlucivosti problema
utvrdivanja ekvivalencije deterministickih konaénih automata dat je relativno skoro
u [117]. Autor je za taj rad osvojio Godelovu nagradu. U oblasti prevodilaca
programskih jezika osnovnu referencu predstavlja [5]. LR(k)-gramatike su uvedene
u [66]. Verifikacija zasnovana na kombinaciji teorije automata i temporalne logike
prikazana je u [41, 125]. Jos neke primene formalnih jezika, recimo u prepoznavanju
oblika, opisane su u [3].



10

Teorija slozenosti
izracunavanja

Kao sto je prikazano u poglavlju 2 teorija algoritama omogucava da se napravi
jasna granica izmedu problema za ¢ije reSavanje postoje algoritmi, odnosno pro-
grami za apstraktne masine, i onih za koje to nije sluc¢aj. Prvu grupu ¢ine odluéivi,
a drugu neodlucivi problemi. Razmatrajuéi Cercovu tezu u odeljku 2.6 skrenuli
smo paznju da postoji sustinska razlika izmedu prakti¢no izracunljivih funkcija i
funkcija koje se mogu izra¢unati u principu. U ovom poglavlju ¢emo prikazati
jednu klasifikaciju slozenosti odlu¢ivih problema merenu rac¢unarskim resursima
poput vremena i memorijskog zauzeca koji se koriste tokom resavanja problema.
Tjuringova masina se koristi kao osnovna apstraktna masina ¢iji resursi se procen-
juju tokom rada programa. Njene prednosti su relativna jednostavnost i moguénosti
efikasnih simulacija drugih apstraktnih masina, tako da se osnovne klase slozenosti
(P, NP i PSPACE) ne menjaju promenom apstraktne masine koja se koristi u
definisanju odlucivih problema. Jedina oblast teorije slozenosti u kojoj se ne koriste
Tjuringove masine se odnosi na paralelno izracunavanje o ¢emu u ovom poglavlju
nece biti re¢i. Prema potrebi ¢emo u nastavku, kao i u ovom pasusu, govoriti o
slozenosti problema, slozenosti skupa, slozenosti izvrSavanja programa, odnosno
o sloZenosti izraCunavanja funkcija imajuéi u vidu ranije dokazanu ekvivalentnost
formalnih sistema izracunavanja poput Tjuringovih masina i parcijalno rekurzivnih
funkcija. Problemi koji ¢e biti analizirani uglavnom se mogu opisati kao ispitivanje
da li neke reci pripadaju odgovaraju¢im formalnim jezicima.

Pod prakti¢no izracunljivim problemima se podrazumevaju oni kod kojih je
duzina rada odgovarajuéih programa limitirana nekim stepenom duzine ulaznih
podataka. Preostali odlucivi problemi se smatraju prakti¢no neizracunljivim, tj.
izrac¢unljivim samo u principu. Za takve probleme se ne preporucuje konstrukcija
opstih algoritama za resavanje, ve¢ se pokusava pronalazenje efikasnih resavaca za
neke posebne potprobleme. I pored upornog istrazivanja, granica izmedu prakti¢no
izracunljivih i prakti¢no neizracunljivih problema nije precizno odredena kao $to je
to slu¢aj sa odlucivim i neodlucivim predikatima. Tako je, recimo, problem zado-
voljivosti iskaznih formula u izvesnom smislu reprezent klase prakti¢no neizra¢un-
ljivih problema. Za sada jos nije pokazano, iako se u to duboko veruje, da ovaj

259
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problem ne pripada klasi prakti¢no izra¢unljivih problema. Ako bi se dokazalo da
problem zadovoljivosti ipak pripada i ovoj klasi problema, onda bi granica koja
razdvaja prakti¢no izrac¢unljive od prakti¢no neizracunljivih problema morala biti
znatno podignuta.

Razvoj Interneta i elektronskog poslovanja ucinio je da je sigurnost komunikacija
izbila u prvi plan interesovanja. Neke primene teorije slozenosti nalazi upravo u
toj oblasti, o ¢emu ¢ée biti reci u odeljku 10.8.

Na kraju poglavlja, u odeljku 10.9, spomenuc¢emo i drugacije pristupe slozenosti.

10.1 Opis problema

Kao $to je veé receno formalni model izracunavanja koji ¢emo koristiti u analizi
slozenosti su Tjuringove masine sa vise traka, i to:

e nedeterministicka Tjuringova masina (S, qo, {¢z, @da, qne I, 4, 0) opisana:

— konac¢nim brojem k > 1 traka koje su ogranic¢ene sa leve strane i od kojih
prva traka sadrzi ulazne podatke, a poslednja eventualni rezultat,

— konacnim skupom S stanja, od kojih je go pocetno, a {qx,qda; qne} je
skup zavrsnih stanja koja redom oznacavaju zavrSetak rada, pozitivan
odgovor na pitanje i negativan odogovor na pitanje,

— alfabetom A koji sadrzi znake koji se upisuju u Celije masine medu ko-
jima su marker levog kraja trake > i blanko znak i

— programom u kome se svakoj kombinaciji tekuceg stanja i sadrzaja Celija
nad kojima se nalaze glave masine pridruzuje jedna, ili vise akcija; svaka
akcija opisuje da li se ostaje u istom ili prelazi u novo stanje, upisuju
novi sadrzaji u ¢elije nad kojima se nalaze glave i, kona¢no, svaka glava
pomera levo ili desno ili ostaje na istom mestu,

e deterministicka Tjuringova masina koja se od nedeterministicke razlikuje smo
po tome Sto se svakoj kombinaciji tekuéeg stanja i sadrzaja éelija nad kojima
se nalaze glave masine pridruzuje najvise jedna akcija i

e Tjuringova masina sa ulazom i izlazom, koja moze biti deterministicka ili
nedeterministicka, a koja se od prethodnih masina razlikuje samo po tome
$to ima bar dve trake i kod koje se prva traka moze samo c¢itati, a u poslednju
traku samo upisivati; ovo poslednje se obezbeduje tako sto se glava poslednje
trake ne sme kretati ulevo.

Zavrsno stanje g, se koristi pri analizi slozenosti izra¢unavanja funkcija, kada
prelazak u to stanje oznacava zavrSetak rada programa.

U odeljku 2.3.8 je pokazano da masina sa jednom trakom moze simulirati
prethodno spomenute tipove Tjuringovih masina. Zato se njihovim koriStenjem
ne povecava izrazajnost u odnosu na osnovni model. U istom odeljku diskutovana
je i efikasnost simulacije, a zakljuCci se sumiraju u naredne dve teoreme. Pojam
vremenske granice slozenosti se uvodi u odeljku 10.4.
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Teorema 10.1.1 Za datu deterministicku Tjuringovu masinu M sa k-traka i vre-
menskom granicom slozenosti f(n) moze se konstruisati deterministicka Tjuringova
masina M’ sa jednom trakom koja simulira rad masine M i ima vremensku granicu
slozenosti O(f(n)?).

Za nedeterministicke Tjuringove masine nije poznat ovako efikasan nac¢in simuli-
ranja deterministickim masinama. Postupak, opisan u odeljku 2.3.8, eksponen-
cijalno poveéava slozenost rada pri deterministickoj simulaciji nedeterministicke
masine. Medutim, koncept nedeterministickih masina se, iako nerealistican u
smislu realizacije na nekom od stvarnih racunara, pokazao veoma korisnim u odre-
divanju granica slozenosti izracunavanja jer se pojavlju problemi koji se elegantno
reSavaju nedeterministickim, a veoma tesko deterministickim masinama.

Teorema 10.1.2 Za datu nedeterministicku Tjuringovu masinu M sa k-traka i
vremenskom granicom slozenosti f(n) moze se konstruisati deterministicka Tjurin-
gova masina M’ sa jednom trakom koja simulira rad masine M i ima vremensku
granicu slozenosti O(cf(), za ¢ > 1 koje zavisi od masine M.

Pored nedeterministickih i deterministickih masina u opisima klasa slozenosti
se koriste i druge varijante Tjuringovih masina. Recimo, u odeljku 10.7 opisa¢emo
verovatnosne Tjuringove masine.

Problemi koji se analiziraju u teoriji slozenosti izracunavanja karakterisu se pi-
tanjima na koja se obi¢no odgovara sa ’da’ ili 'ne’. Recimo, jedan problem se odnosi
na ispitivanje da li je graf povezan. Svaki konkretan graf za koji se postavi ovo
pitanje je primerak problema. U nekim situacijama, kao kod optimizacije, resenje
problema je neki numericki rezultat. Ovaj slucaj se moze svesti na prethodni tako
Sto se pitanje preformuliSe u oblik: ’ako je data konstanta ¢, da li je x resenje prob-
lema za koje je vrednost funkcije koja se optimizuje jednaka sa (veca od, manja
od) ¢?’, ali se moze resavati i direktno konstrukecijom odgovarajuée funkcije. Pred-
stavljanje problema se vrsi u nekom formalnom jeziku na alfabetu neke Tjuringove
masine, sto se formalizuje slede¢om definicijom.

Definicija 10.1.3 Problem L za koji se ispituje slozenost je podskup skupa svih
re¢i nekog alfabetal. Komplement problema L, u oznaci L na nekom alfabetu je
skup svih reé¢i na tom alfabetu koje nisu u L.

Neka je dat alfabet A i neka je L problem. Tjuringova masina prihvata ulazni
podatak, tj. re¢, z ako postoji izrac¢unavanje? u kome se, polazeéi od reé¢i  upisane
na ulaznoj traci u pocetnom stanju qg, dolazi do zavrsnog stanje qq., a odbacuje
x ako uvek dolazi do zavrsnog stanje ¢n.. Ako Tjuringova masina M prihvata sve
reci z jezika koje pripadaju problemu L, a odbacuje svaku re¢ koja nije u problemu
L, kaze se da M odlucuje problem L.

Ako Tjuringova masina M za ulazni podatak x u izrac¢unavanju dolazi do stanja
=, onda je sadrzaj poslednje trake rezultat rada masine i oznacava se sa M(z). Sa
L(z) ¢éemo oznacavati primerak problema L za ulazni podatak z, odnosno pitanje
dalijex € L.

Hmajuéi u vidu reéeno u poglavlju 9 problem je zapravo jezik na nekom alfabetu.
2U sluéaju deterministickih Tjuringovih magina, to izracunavanje je jedinstveno.
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Primer 10.1.4 Neka je L problem ispitivanja povezanosti dva ¢vora grafa i x opis
nekog grafa i njegova dva izabrana ¢vora. Tada je L(z) primerak problema L u
kome se ispituje da li su u grafu opisanom sa x povezani izabrani ¢vorovi. =

Ako je L komplement problema L, onda je za svaki primerak z problema
odgovor na pitanje da li je L(x) pozitivan, odnosno negativan, ako i samo ako
je odgovor na pitanje L(x) negativan, odnosno pozitivan.

Primer 10.1.5 Komplement problema ispitivanja zadovoljivosti formule je ispiti-

vanje nezadovoljivosti formule. =

Da bi opis problema koji koristimo bio univerzalan potrebno je proizvoljan
zadatak predstaviti kao niz re¢i u nekom alfabetu. Recimo, graf bez izolovanih
¢vorova se moze prikazati kao niz ivica, odnosno niz uredenih parova ¢vorova,
elementi konacnog skupa se prikazuju kao prirodni brojevi koji se opet prikazuju u
binarnom obliku itd.

10.2 Apstraktna slozenost izracunavanja

U ovom odeljku éemo iskazati nekoliko tvrdenje koja ne zavise od izbora mere
kojom se procenjuje slozenost izraCunavanja. Zato se ovaj deo teorije slozenosti
izracunavanja naziva apstraktna slozenost.

Definicija 10.2.1 Neka je fo, f1, f2, ...bilo koje nabrajanje unarnih parcijalno
rekurzivnih funkcija. Binarna parcijalno izracunljiva funkcija C' je mera sloZenosti
ako zadovoljava Blumove aksiome:

e C(x,1) | ako i samo ako f;(x) | i
e za date z, i i y odlucivo je da li je C'(x,7) <y

Kao i ranije mozemo poistovetiti programe sa funkcijama koje oni izrac¢unavaju.
Zato se funkcija C(x,7) moze shvatiti kao sloZenost izvrSavanja programa za neku
apstraktnu masinu koji ima kod ¢ i ulazni podatak .

Primer 10.2.2 Primeri mera koje zadovoljavaju prethodnu definiciju su broj ko-
raka u izvrSavanju programa, memorijsko zauzece, najveta vrednost koju imaju
sve promenljive u programu, maksimalan broj promena pravca kretanja glava nad
trakama Tjuringove masine itd., dok to nije slucaj sa funkcijom C(z,i) = fi(x).
Za ovo je dovoljno razmotriti funkciju

0 akox € S
nedefinisano inace

fiw) = {

gde je S bilo koji parcijalno odlué¢iv predikat. Predikat C(z,4) < 0 je ekvivalentan
sa x € S i nije rekurzivan. =

Definicija 10.2.3 Rekurzivna funkcija f(x) je faktor skaliranja ako je ispunjeno:

e f je neopadajuéa funkcija, tj. f(n) < f(n+ 1) za svaki prirodan broj n i
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e f nije ogranicena odozgo, odnosno za svaki prirodan broj m postoji prirodan
broj n tako da je f(n) > m.

Sledeca teorema opisuje vezu izmedu proizvoljnih mera slozenosti.

Teorema 10.2.4 Neka je C(z,i) proizvoljna mera slozenosti i f(x) faktor skali-
ranja. Tada je D(x,i) = f(C(z,4)) takode mera slozenosti.

Neka su C'i D dve proizvoljne mere slozenosti. Tada postoji binarna rekurzivna
funkcija r strogo rastuéa po drugoj koordinati® takva da za svaki prirodan broj i
vazi:

e pocev od nekog ny za svaki z > nq je C(i,x) < r(x, D(x,i)) i

e pocev od nekog ng za svaki x > ng je D(i,z) < r(x,C(x,1)).

U teoremi 10.2.5 je formulisano jedno iznenadujuée tvrdenje. Pretpostavimo
da je C' neka fiksirana mera slozenosti i da je ¢ neka unarna rekurzivna funkcija
kojom ograni¢camo slozenost izracunavanja. Ako razmatramo samo one funkcije
za koje je ispunjeno C(z,7) < t(x) kad god f;(x) |, razumno je pretpostaviti da
¢emo povecavajuéi ogranienje t, recimo na 2¢*) ili ¢ak i vise, biti u stanju da
sprovedemo mnogo vise izraCunavanja. Medutim, pokazuje se da za neke funkcije ¢
to nije slucaj, naime da za svaku funkciju f postoji samo kona¢no mnogo prirodnih
brojeva takvih da je slozenost izra¢unavanja f(z) veéa od ¢(z) a manja do jednaka
od nove granice*. Ovakva situacija govori da postoji izvesna praznina u moguénosti
izra¢unavanja funkcija f(x), pa se naredna teorema naziva i teorema o praznini®.
Teorema 10.2.5 Neka su C(z, i) mera slozenosti i g(z,y) rekurzivna funkcija za
koju je g(x,y) > y za svaki y € N. Tada postoji rekurzivna funkcija t(z) takva da
kad god je z > i i C(x,i) < g(z,t(z)), onda je C(x,i) < t(x).

Drugim re¢ima, u teoremi se kaze da za dovoljno veliko x, ako se f(x) ne moze
izracunati resursima ograni¢enim funkcijom ¢, tada se f(x) ne moze izra¢unati
ni koristenjem neuporedivo snaznijih resursa. Teoremu mozemo interpretirati i
na slede¢i nacin. Zamislimo da posedujemo dva personalna racunara, od kojih
je jedan zastareli IBM XT, a drugi zasnovan na nekom od najnovijih Intelovih
procesora. Neka su C(z,i) i D(x,i) vremena izvrsavanja programa ¢ na prvom i
drugom rac¢unaru. Prema drugom delu teoreme 162 postoji rekurzivna funkcija r
koja ove dve mere sloZenosti dovodi u vezu. Funkcija g definisana sa g(z,y) =
r(z,y) +y + 1 je strogo rastuéa po drugoj koordinati i ispunjava uslov teoreme
10.2.5 da je g(z,y) > y. Zbog toga postoji n € N tako da je za svaki i € N i
x > n ispunjeno C(x, i) < r(z, D(z,7)) < r(xz,D(x,i))+ D(z,i)+1 = g(z, D(z, 1)).
Neka funkcija ¢(z) ispunjava uslov teoreme 10.2.5 za meru slozenosti C' i funkciju
g(z,y). Pretpostavimo da se neki program ¢iji je broj i za dovoljno veliki ulaz x
izvrsava u vremenu D(x,i) < ¢(z) na brzem racunaru. Tada ¢e vreme izvrSavanja
C(z,4) na sporijem racunaru biti ogranic¢eno sa g(x, D(z,7)), pa i sa g(z,t(x)).

3 Za svaki y € N je r(z,y) < r(z,y + 1).

4Koristeéi oznake koje se uvode u odeljku 10.4, ovo zapravo znaci da TIME(t(z)) =
TIME(2t(®)),

5Gap theorem.
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Sada primenom teoreme 10.2.5 dobijamo i da je C(z,7) < t(x), odnosno da svaki
program koji se za dovoljno veliko z izvr§ava u vremenu kracem od t(x) na brzem
racunaru, to isto radi i na sporijem racunaru. Prema tome, kupovina novog, brzog
i skupog ra¢unara ne pomaze uvek. Ovde treba obratiti paznju da granica t(x) nije
proizvoljna, veé jednog posebnog oblika koji se formulise u dokazu teoreme 10.2.5.

Teorema 10.2.6 sa druge strane opravdava teorijsko razmatranje problema i
stalno usavrSavanje algoritama za njihovo resavanje. U teoremi se kaze da u opStem
slucaju ne postoji najbolji algoritam, odnosno njegova programska realizacija, tj.
da postoje problemi za koje se za svaki algoritam koji ih resava moze konstruisati
jos efikasniji algoritam. Otuda nije ¢udo Sto se teorema 10.2.6 naziva i teorema o
ubrzanju®.

Teorema 10.2.6 Neka su g(z,y) proizvoljna rekurzivna funkcija i C' proizvoljna
mera slozenosti. Tada postoji rekurzivna funkcija f(z) takva da je f(x) < z i za
svaki program sa indeksom ¢ koji izracunava funkciju f postoji program sa indeksom
Jj takav da je za sve x veée od nekog n € N ispunjeno g(z,C(z,j)) < C(z,1).

Uslovi teoreme 10.2.6 znace da se i za neku funkciju ¢ije su vrednosti relativno
male, ogranic¢ene veli¢cinom ulaznog podatka, proizvoljan resurs moze proizvoljno
mnogo optimizovati.

10.3 O-notacija

U teoriji slozenosti izracunavanja Cesto se razmatra brzina rasta funkcija. Brzina
rasta se analizira asimptotski, pri ¢emu se Cesto koriste razli¢ite aproksimacije koje
opisujemo narednim definicijama i tvrdenjima.

Definicija 10.3.1 Neka su f i g aritmeticke funkcije. Tada je funkcija f u velikom
O od g (uoznaci f(z) = O(g(x))) ako postoje brojevi ¢ i n takvi da za svaki x > n
vazi f(x) < c- g(x). Ako takvi brojevi ne postoje, onda je f(z) # O(g(x)).

Umesto funkcija f je u velikom O od g kaze se funkcija f je reda funkcije g ili
funkcija g je asimptotska gornja granica funkcije f.

Definicija 10.3.2 Funkcija f raste brZe od funkcije g ako f(x) # O(g(x)). Fu-
nkcije f 1 g rastu istom brzinom, u oznaci f(x) = O(g(z)), ako vazi f(x) = O(g(z))

ig(z) = O(f(2)).

Primer 10.3.3 Jednostavnom analizom se zakljucuje da funkcije nt 11345 -n* +
2007-n3 —Tn+5 rastu istom brzinom, dok funkcija 0.0001-n® raste brze od funkcije
1345 - n* + 2007 - n® — Tn + 5. =

Sledece teoreme formulisu neke kriterijume za uporedivanje brzina rasta funkci-
ja, a mogu se dokazati sredstvima koja se standardno koriste u realnoj analizi.

f(n
o _,
g(n)

Ako je 3 pozitivan realan broj, onda funkcije f i g rastu istom brzinom. Ako je
B = 00, onda vazi g(z) = O(f(x)) i f(z) # O(g(x)), tj. funkcija f raste brze od g.

Teorema 10.3.4 Neka su f i g aritmeticke funkcije i neka je lim,,_

6Speedup theorem.
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Teorema 10.3.5 Neka je P(n) = ap+ai-n+...+a,.-n", a, # 0, polinom stepena
r sa celobrojim koeficijentima. Tada za P(n) i n™™ vazi:

1. ako je m = r, P(n) i n™ rastu istom brzinom,
2. ako je m < r, P(n) raste brze od n™ i
3. ako je m > r, n'™ raste brze od P(n).

Teorema 10.3.6 Neka je £ > 1. Funkcije k™ raste brze od bilo kog polinoma sa
celobrojnim koeficijentima. Svaki polinom sa celobrojnim koeficijentima raste brze
od bilo koje logaritamske funkcije.

Kako je log, x = log, d - log,; x, direktno sledi sledece tvrdenje.

Teorema 10.3.7 Za svake dve realne konstante ¢, d > 1 vazi log,(z) = O(log,(x)).

Funkcije koje se obi¢no javljaju u O-notaciji prilikom analize slozenosti su: log-
aritamska funkcija log, n7, linearna funkcija k - n, njihov proizvod nlog, n, stepena
funkcija n*, eksponencijalna funkcija k™ itd. Svima njima je zajednicko:

e lim,, ., f(n) = oo, $to ima razumljivo intuitivno opravdanje: $to je problem
vec¢ih dimenzija slozenost izracunavanja je veca,

e funkcije su neopadajuce i

e postoje Tjuringove masine koje ih izracunavaju u prostoru i vremenu koji su
proporcionalni vrednostima funkcija.

Ovakve funkcije se nazivaju prave funkcije sloZenosti® i upotrebljavaju se u analizi
slozenosti izracunavanja.

10.4 Klase slozenosti

Najcesce koristene mere slozenosti se odnose na vreme, tj. broj koraka izvrsavanja
programa, i prostor, tj. koli¢inu memorije koju koristi program. Uobicajeno je da
se slozenost izrazava kao funkcija veli¢ine ulaznog podatka. Ako je x ulazni podatak
programa, njegova veli¢ina se oznacava sa |z|. U sluc¢aju da je ulazni podatak opis
grafa, pogodno je da |x| bude broj ¢vorova grafa. Sli¢no, ako je ulazni podatak rec,
|z| oznacava duzinu, tj. broj znakova reci.

Definicija 10.4.1 Vreme izvrSavanja izracunavanja Tjuringove masine M koja
kao ulaz dobija podatak z jednako je duzini niza konfiguracija koje predstavljaju
to izracunavanje.

Neka je f unarna aritmeticka funkcija, koja zadovoljava uslove za pravu funkciju
slozenosti. Tjuringova masina M radi u vremenu f(n), ako je za bilo koji ulazni

"Prema teoremi 10.3.7 konstanta koja je baza logaritma nije bitna, pa je moguée ravnopravno
koristiti i druge logaritamske funkcije bez promene klase koja se njima odreduje. Ponekad se u
literaturi ovo ogleda u tome sto se piSe samo logn.

8Proper complexity functions.
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podatak x vreme izvrSavanja izraGunavanja masine najvise f(|z|). Za nedetermin-
isticku Tjuringovu masinu M se kaze da radi u vremenu f(n), ako je za bilo koji
ulazni podatak x vreme izvrsavanja bilo kog izra¢unavanja masine najvise f(|z|).
Funkcija f je vremenska granica sloZenosti za M.

TIME(f(n)) je skup problema za koje postoje deterministicke Tjuringove masi-
ne koje ih odlucuju, a za koje je vremenska granica slozenosti f(n). NTIME(f(n))
se definise analogno, u odnosu na nedeterministicke Tjuringove masine.

Prostorna slozenost nekog problema se definise na donekle izmenjen nacin u
odnosu na vremensku slozenost. Razlog za to je zelja da se izbegne ukljucivanje
prostora u koji je upisan ulazni podatak, odnosno u koji se smesta rezultat, u
razmatranje prostorne slozenosti. Za to su pogodne Tjuringove masine sa ulazom
i izlazom. Restrikcija o kojoj je re¢ ne smanjuje izrazajne sposobnosti, posto je
trivijalno da za svaku Tjuringovu masinu sa k traka koja radi u vemenu f(n) postoji
Tjuringova masina sa ulazom i izlazom sa k + 2 trake koja resava isti problem u

vremenu O(f(n)).

Definicija 10.4.2 Prostor izvrsavanja izra¢unavanja Tjuringove masine M sa ula-
zom i izlazom koja kao ulaz dobija podatak x jednak je broju razli¢itih éelija traka,
sem prve - ulazne i poslednje - izlazne trake, nad kojima se tokom izracunavanje
nadu glave traka.

Neka je f unarna aritmeticka funkcija koja zadovoljava uslove za pravu funkciju
slozenosti. Tjuringova masina M radi u prostoru f(n), ako je za bilo koji ulazni
podatak z prostor izvrsavanja izracunavanja masine najvise f(|z|). Za nedetermin-
isticku Tjuringovu masinu M se kaze da radi u prostoru f(n), ako je za bilo koji
ulazni podatak x prostor izvrsavanja bilo kog izra¢unavanja masine najvise f(|z|).
Funkcija f je prostorna granica sloZenosti za M.

SPACE(f(n)) je skup problema za koje postoje deterministicke Tjuringove
masine koje ih odlu¢uju, a za koje je prostorna granica slozenosti f(n). Skup
problema NSPACE(f(n)) se definiSe analogno, u odnosu na nedeterministicke
Tjuringove masine.

Ovakav pristup prostornom zauzeé¢u omogucava razmatranje masina koje koriste
manje od |z|, recimo log, |z, ¢elija, gde se pod koristenjem podrazumeva da su
te celije radni prostor, odnosno da se u njih privremeno smestaju podaci koji se
upotrebljavaju tokom izracunavanja. Pri tome se u prostor ¢ija se veli¢ina meri ne
uklju¢uju, recimo, ¢elije prve trake koje sadrze ulazni podatak.

Primer 10.4.3 Neka je M masina sa ulazom i izlazom koja sadrzi cetiri trake i
ispituje da li je ulazna re¢ palindrom. Prva traka sadrzi ulaznu re¢ i moguce ju je
samo Citati. Druga traka sadrzi binarni zapis indeksa i koji oznacava redni broj
ciklusa rada, treéa binarni zapis indeksa j, dok se Cetvrta traka ne koristi. Na
pocetku rada indeks ¢ se postavlja na 1, a zatim se rad obavlja u ciklusima. Svaki
ciklus pocinje inicijalizovanjem indeksa j na 1 i postavljanjem glave prve trake nad
najlevlju ¢éeliju ulazne rec¢i. Ako je j < i, uvetava se j za 1 i pomera glava prve
trake nadesno. Ako je j = ¢ pamti se simbol prve trake koji se trenutno cita i
ponovo postavlja j na 1. Zatim se analogno pronalazi i-ti znak ulazne re¢i brojano
sa desne strane i uporeduje sa zapamcéenim simbolom. Postupak se prekida kada
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su uporedeni znaci razli¢iti, kom prilikom se prelazi u stanje g,., odnosno kada je
1-ti znak ulazne rec¢i blanko znak, pri ¢emu se prelazi u stanje qq,. U prvom slucaju
re€ nije, a u drugom re¢ jeste palindrom. Prostor izvrsavanja je u O(log, n) koliko
je potrebno za binarno predstavljanje indeksa i i j. =

Definicija 10.4.4 Klasa sloZenosti je skup problema sa zajednickom vremenskom
ili prostornom granicom.

Primer 10.4.5 Skupovi problema TIME(f(n)), NTIME(f(n)), SPACE(f(n))
i NSPACE(f(n)) su neke klase slozenosti. )

U definisanju klase slozenosti se pretpostavlja da za granice slozenosti f(n) vazi:
e f(n) > n, ako je re¢ o vremenskoj sloZenosti i
e f(n) >logyn, ako je re¢ o prostornoj slozenosti.

Intuitivno receno, nedeterministicke klase slozenosti sadrze probleme kod kojih
je broj kandidata za reSenje veliki, ali kada se kandidat izabere, onda je problem
njegovog testiranja, (verifikacije, provere) u okviru odgovarajuée deterministicke
klase problema. Pritome za svaki x koji je primerak problema postoji izra¢unavanje
koje dovodi do prihvatanja, a problem predstavlja izbor izracunavanja kojim se x
prihvata. Ni za jedan x koji nije primerak problema ne postoji takvo izracunavanje.

Primer 10.4.6 Primer problema koji se nalazi u nedeterministickoj klasi je testi-
ranje zadovoljivosti iskaznih formula, o ¢emu ¢ée vise biti re¢eno u odeljku 10.6.4.
Za proizvoljnu formulu postoji relativno veliki broj interpretacija koje treba ispi-
tati, ali ako se izabere pogodna interpretacija pri kojoj je formula zadovoljena,
sama provera nije komplikovana. Sli¢no, i problem trgovackog putnika u kome se
ispituje da li postoji put u grafu koji kroz svaki ¢vor prolazi ta¢no jednom i koji je
kraé¢i od neke unapred zadate konstante se nedeterministicki lako resava. Nedeter-
ministicka Tjuringova masina treba da izabere jednu permutaciju ¢vorova grafa i
proveri duzinu odgovarajuéeg puta. Iako je broj permutacija n ¢vorova jednak n!,
nedeterministicki postupak ima polinomijalnu vremensku granicu slozenosti. =

Definicija 10.4.7 Neka je C neka klasa slozenosti, njen komplement, u oznaci co-C
je skup problema oblika {L : L € C}.

Ocigledno je da za sve deterministicke klase slozenosti vazi C = co-C jer se
komplement svakog problema iz klase C resava istom Tjuringovom masinom koja
dodatno menja zavrsno stanje gg, U gn. i obrnuto. Zato se kaze da su determin-
isticke klase slozenosti zatvorene za komplement. Nije poznato da li u opStem
slucaju isto vazi i za nedeterministicke klase slozenosti.

10.4.1 Odnosi izmedu klasa slozenosti

Odredivanje odnosa izmedu klasa slozenosti je jedno od osnovnih pitanja kojima
se bavi teorija slozenosti izra¢unavanja. Tvrdenje 10.4.8 je u duhu teoreme 10.2.6
i govori da se iz granice slozenosti f(n) moze eliminisati konstantni faktor kojim
se mnozi najslozeniji deo funkcije, tj. da je red brzine rasta O(f(n)) ono §to je u
granici slozenosti f(n) bitno.
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Teorema 10.4.8 Neka je problem L € TIME(f(n)). Tada je za proizvoljno
€>0,Le TIME(ef(n) +n+2).

Neka je problem L € SPACE(f(n)). Tada je za proizvoljno ¢ > 0, L €
SPACE(ef(n) + 2).

Sa druge strane, teorema 10.4.9, takozvana teorema hijerarhije govori da sa
dovoljnim poveéanjem granice slozenosti klase slozenosti sire. Ovo je, naizgled, u

suprotnosti sa teoremom 10.2.5, ali smo ve¢ naglasili da se u toj teoremi govori o
posebnim funkcijama koje nisu prave funkcije slozenosti.

Teorema 10.4.9 Neka je f(n) prava funkcija slozenosti. Tada vazi:

1. ako je f(n) >n, onda je? TIME(f(n)) S TIME((f(2n+1))%) i

2. SPACE(f(n)) G SPACE(f(n) -log, f(n)).

U opisu granica slozenosti O-notacija se koristi na sledeci nac¢in: T'TM E(O
(f(n)) = UesoTIME(c - f(n)) ili SPACE(2°")) = U,~0SPACE(2°™). Cesto
se umesto neke posebne funkcije koja definiSe granicu slozenosti koristi familija
funkcija, recimo familija svih stepenih funkcija, svih eksponencijalnih funkcija itd.,

§to podrazumeva da je takva klasa slozenosti unija klasa odredenih elementima
familije. Neke od vaznijih klasa slozenosti su:

o [ =SPACE(O(logyn))

e NL=NSPACE(O(logyn))

o P=U,TIME(n’)

e NP =U;NTIME(n)

e PSPACE = U;SPACE(n?)

e NPSPACE = U;NSPACE(n?)
e EXP=UTIME(2"),

e NEXP = U;NTIME(@2"),

e EXPSPACE = U;SPACE(2"),
e 2 EXP=UTIME(22"),

¢ 2 NEXP=UNTIME(2"" ) itd.

9Moze se pokazati i da je gustina razli¢itih klasa veéa. Recimo, svaka klasa TIME(f(n)) je
pravi podskup kalse TIME(f(n) logg f(n)). Nama je ovde dovoljno i slabije tvrdenje.
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Dakle, P je klasa slozenosti koja sadrzi one probleme za koje je vremenska granica
slozenosti programa koje ih resavaju neka stepena'® funkcija. Primetimo da su,
zbog odredenih tehnickih pogodnosti, u klasama slozenosti EX P i NEX P stepeni
funkcije polinomi. Nazivima klasa koje odgovaraju deterministickim Tjuringovim
masinama ponekada se dodaje slovo D, tako da se umesto TIM F koristi DTIMFE,
a umesto SPACE, DSPACE.

U hijerarhiji klasa slozenosti ima otvorenih pitanja o tome da li je neki stepen
hijerarhije jednak nekom drugom stepenu. Cesto se zna da je jedan stepen sadrzan
u drugom, ali se ne zna da li, ili ne, vazi i ubrnuto, tj. da li se stepeni poklapaju,
ili je jedan pravi podskup od drugog. Neke od dokazanih relacija su iskazane u
slede¢em tvrdenju:

Teorema 10.4.10 Za klase slozenosti (gde f oznacava pravu funkciju slozenosti)
vazi:

1. TIME(f(n)) € NTIME(f(n)),
2. NTIME(f(n)) C TIME(2°U ™),
3. SPACE(f(n)) ¢ NSPACE(f(n)),
4. NTIME(f(n)) € SPACE(f(n)),
5. NSPACE(f(n)) C TIME(2°U()),
6. NSPACE(f(n)) C SPACE(O(f(n) - f(n))), za f(n) > logyn,
7. PSPACE = NPSPACE,
8. TIME(O(n)) G NTIME(O(n)),
9. PGS EXP,
10. NL & PSPACE,
11. NLC P,
12. PSPACE G EXPSPACE,
13. co-NSPACE(f(n)) = NSPACE(f(n)), za f(n) > logyn i

14. co-NL = NL, co-NPSPACE = NPSPACE.

Dokaz. Dacéemo skicu dokaza za neke od navedenih (ne)jednakosti.

(1) i (3) trivijalno slede iz ¢injenice da je svaka deterministicka Tjuringova masina
istovremeno i nedeterministicka.

(2) je u vezi sa intuitivnim objasnjenjem nedeterministiske klase problema - iako je
testiranja izabranog slucaja relativno jednostavno, broj potencijalnih resenja prob-
lema je veliki, tako da se odgovarajuce pretrazivanje obavlja u eksponencijalnom
vremenu.

10Posto je O(nF) = O(an -n* 4 ... 4 a1 -n+ ap), preciznije je re¢i neka polinomijalna funkcija.
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(4) Ako je broj koraka u kojima se bira potencijalno resenje i zatim vrsi njegovo
testiranje ogranicen sa f(n), onda se tokom tih koraka ne moze posetiti vise od
f(n) éelija Tjuringove masine.

(5) proizilazi iz ¢injenice da postoji samo kona¢no mnogo konfiguracija bilo koje
Tjuringove masine M u klasi slozenosti NSPACE(f(n)). Konfiguraciju masine
sa k traka opisimo kao 2k + 1-torku oblika (g, w1, u1,...,wk, ur) u kojoj je prva
komponenta stanje masine, a preostale u parovima (wj;,u;) predstavljaju sadrzaj
i-te trake levo i desno od trenutne pozicije glave za tu traku. Duzina tih parova je
najvise f(n). Ako sa |A| ozna¢imo broj znakova u alfabetu masine, a sa |@Q| broj
stanja, onda je broj konfiguracija ogranicen sa |Q|- |A|**/(™) pa i sa c{("), za neku
konstantu ¢; koja zavisi samo od masine M. Konfiguracije nazovimo susednim
ako postoji naredba koja jednu prevodi u drugu. M prihvata re¢ x ako i samo
ako postoji put od pocetne do neke konfiguracije sa stanjem qq,. Za ispitivanje
dostiznosti u grafu moze se koristiti algoritam u kome se kre¢uéi od polaznog ¢vora
u svakom ciklusu oznacavaju neposredno dostizni ¢vorovi. Ovaj algoritam je u klasi
TIME(n?), pa je ispitivanje da li M prihvata ulazni podatak 2 u TIM E(2°U (),
Ovakav metod simulacije rada klase sa prostornom granicom slozenosti se naziva
metod dostiznosti'!, a graf koji se sastoji od konfiguracija koje su povezane ako su
susedne u spomenutom smislu se naziva konfiguracioni graf masine M.

(6) Na osnovu koraka (5), (1) i (4) neposredno se dobija da je NSPACE(f(n)) C
SPACE(2°U/()), ali se moze dobiti i preciznija granica. Slucaj (6) se dokazuje pri-
menom teoreme 10.6.3 na konfiguracioni graf masine M iz klase NSPACE(f(n)).
Taj graf ima 29U(™) ¢vorova, §to predstavlja sve moguée rasporede |A| znaka
alfabeta A masine na f(n) registara koje masina koristi. Za ispitivanje kon-
figuracionog grafa, prema teoremi 10.6.3, je potrebna rekurzija najvece dubine
logQ(QO(f("))). Svaki rekurzivni poziv se realizuje postavljanjem na stek trojke
oblika ni, ns, n, gde su ny i ne redni brojevi ¢vorova koji sadrze konfiguracije,
a n duzina puta koji ih spaja. Sva tri broja imaju najveéu vrednost 2°0(/(")
pa njihova binarna reprezentacija zauzima najvise log,(2°((™)). Odatle direktno
sledi da se ispitivanje moze izvesti u klasi slozenosti SPACE(O(loga(20U(m))) =
SPACE(O(f(n) - f(n))).

(7) je direktna posledica slucaja (6) kada je f(n) polinomijalna granica.

(9) je posledica teoreme 10.4.9.168. Svaki polinom je u O(2"), paje P C TIME(2™)
EXP. Kako je TIME(2") pravi podskup od TIME((22"+1)3) ¢ TIME(2"") C
EXP, direktno sledi da je P pravi podskup od FXP.

(10) se pokazuje u dva koraka. Najpre je prema slucaju (6), NL C SPACE(O(
loga 1)), a zatim je primenom teoreme o hijerarhiji 10.4.9.2, SPACE(O(logsn))
g SPACE(O(n)) Cc PSPACE.

(11) je posledica slucaja (5).

(12) je posledica teoreme 10.4.9.2.

(14) je posledica slucaja (13). )

Medutim, ¢itav niz problema je ostao nereSen, bez obzira na intenzivna is-
trazivanja koja se sprovode. Neka od tih pitanja su:

e Dalije P=NP?

11 Reachability method.
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e Dalije P=PSPACE?
e Dalije L=NL?
e Dalije FEXP= NEXP?

Prvo pitanje je od posebnog znacaja s obzirom na ranije spomenutu granicu izmedu
prakti¢no izracunljivh problema i onih koji su to samo u principu. Dokaz da
je P # NP bio bi potvrda takvih shvatanja, dok bi suprotan rezultat, mada
malo verovatan, doveo do prave revolucije u razvoju algoritama. Odnos klasa
TIME(O(n)) i NTIME(O(n)) opisan sa (8) je jedan od rezultata koju sugerisu
da je P # NP. Zanimljivo je da iz P = NP sledi EXP = NEXP.
Pregled dela hijerarhije klasa slozenosti u kome se nalaze najvaznije klase dat
je sa:
LCNLCPCNPCPSPACECEXPCNEXP.

Pored ve¢ navedenih tvrdenja o tome u kojim od ovih slucajeva se naslednik u hi-
jerarhiji zaista razlikuje od prethodnika, pod sumnjom su svi preostali. Primetimo
da, posto vazi NL # PSPACE i P # EXP, na bar nekim mestima u hijerarhiji
relacija podskup mora biti striktna.

10.4.2 Pozicioniranje slozenosti problema

Medu pitanja kojima se bavi teorija slozenosti izracunavanja spada i odredivanje
kojoj klasi slozenosti pripada neki problem. Pri tome se obi¢no odreduju neke
gornje i donje granice slozenosti tako da budu §to blize jedna drugoj, ali se desava
da su one medusobno dosta udaljene, te da se slozenost problema ne moze uvek pre-
cizno odrediti. Gornja granica'? slozenosti nekog odlu¢ivog problema se odreduje
konstrukecijom algoritma za njegovo resavanje i analizom koliko vremena i/ili mem-
orije taj algoritam koristi. Ovde treba primetiti da razli¢iti algoritmi za resavanje
nekog problema mogu dati i razlicite gornje granice slozenosti.

Primer 10.4.11 Razmotrimo Euklidov algoritam za nalazenje najveceg zajedni-
¢kog delioca dva prirodna broja:

function Euklid(m,l)
begin
while m > 0 do
t: =1 mod m

l:=m
m:=t
return /

end

Ako je I > m, uvek je | mod m < é Neka k predstavlja ukupan broj prolazaka
funkcije kroz petlju za ulazne podatke m i, i neka su za ¢ < k, m; i [; vrednosti
od m il na kraju i-te petlje. Uslov za izlazak iz petlje u koraku k je da je my =0

12Upper bound.
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im; > 1, za i < k. Vrednosti m; i [; su definisane na sledeéi na¢in: I; = m;_1 i
m; = l;_1mod m;_1, za 1 < i < k. Ocigledno je da je za svakii > 1, [; > m;. Zbog
toga je

l‘_l m;—o
m; = l;_1mod m;_1 < k = —

2 2
za svaki ¢ > 2. Ako je k = 2d + 1 imamo
MmEg—3 _ Mg—5 mo
< < e <=
M1 = 75 1 < 9d

Posto je mi_1 > 1, vazi mg > 2%. Odatle sledi k =2d+1 <1+ 2logy mg. Slicno
se analizira i slu¢aj za k = 2d, imajué¢i u vidu da je m; = lpmod mg < my.

Dakle, broj prolazaka kroz petlju je reda log, m. Kako je duzina binarnog
zapisa broja m upravo reda log, m, broj prolazaka kroz petlju je u O(n), gde je n =
|m| veli¢ina binarne reprezentacije ulaznog podatka. Potrebno vreme za operaciju
deljenja koje se vrsi u petlji prilikom izra¢unavanja modula je u O(logg m), pa je
slozenost celog postupka u O(n?3), za n = |m). )

Dongja granica'® slozenosti nekog odlugivog problema se odreduje tako &to se
pokaze da su izvesno vreme i/ili memorijski prostor neophodni za resavanje tog
problema bilo kojim algoritmom. Odredivanje donje granice slozenosti je ¢esto
tesko i nije poznat neki univerzalni postupak za to. Jedna od metoda koja se pri-
menjuje je metoda brojanja u kojoj se definiSe neka karakteristika ponaSanja masine,
pa se analizira koliko puta se ta karakteristika mora ispuniti prilikom prihvatanja
ulaza veli¢ine n. Napomenimo i to da su ceste situacije, recimo u logickim teori-
jama, u kojima donja granica nije valjana za sve ili za skoro sve ulazne podatke,
ve¢ samo neograni¢eno mnogo puta, sto dalje komplikuje problem.

Druga vrsta pozicioniranja u hijerarhiji slozenosti je relativna i izvodi se pore-
denjem odnosa slozenosti problema u ¢emu postupak redukcije ima znacajnu ulogu.

10.5 Redukcija problema

U analizi slozenosti problema ¢esto se koristi svodenje jednog na drugi problem.

Definicija 10.5.1 Problem A se redukuje na problem B, u oznaci A < B, ako
postoji izracunljiva funkcija f takva da je A(x) tacno ako i samo ako je tacno i
B(f(x)). Funkcija f se tada naziva funkcija redukcije.

Primetimo da redukovanje ima smisla samo ako je slozenost izracunavanja funk-
cije redukcije zanemarljiva u odnosu na slozenost problema B. Slozenost izra¢una-
vanja funkcije redukcije se ogranic¢ava tako da pripada klasi L. Prema opisanoj
hijerarhiji, funkcije redukcije pripadaju i klasi P, $to je pogodnije za analizu prob-
lema u klasama sa vremenskim granicama slozenosti. Uz to, ova klasa slozenosti
obezbeduje da je veli¢ina rezultata f(z) takode polinomijalno ograni¢ena u odnosu
na |z|.

13T ower bound.
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Definicija 10.5.2 Funkcija redukcije f problema A na problem B je efikasna, a
problem A je efikasno reducibalan na problem B, u oznaci A <. B, ako je slozenost
funkcije f u klasi L.

Primer 10.5.3 Verzija problema trgovackog putnika u kojoj se ispituje da li pos-
toji Hamiltonov put u grafu, tj. put koji kroz svaki ¢vor grafa prolazi tacno jed-
nom se efikasno redukuje na problem SAT koji se odnosi na ispitivanje da 1i je
proizvoljna klasi¢na iskazna formula zadovoljiva. Neka graf G sadrzi n ¢vorova.
Odgovarajuéa iskazna formula R(G) ¢e sadrzati n? iskaznih slova z; j, 1 <i,j <n
¢ije znacenje je '¢vor j je i-ti évor u Hamiltonovom putu’. R(G) je formula u
konjunktivnoj formi ¢ije konjunkti su oblika:

e x1,;V...Vx,,, za svako j, Sto znaci da se svaki ¢vor mora pojaviti u putu,

o —x;; V —xy j, za svako j i # k, Sto znaci da se svaki évor pojavljuje tacno
jednom u putu,

® x;1V...V2;,, za svako i, Sto znaci da jedan ¢vor mora biti i-ti u putu,

o —x; ; V x, za svako i 1 j # k, Sto znaci da se samo jedan ¢vor moze biti
¢-t1 u putu i

® TV Tpi1,5, za sve Evorove 4 i j koji nisu susedni u grafu Gil <k <n-—1.

Lako se pokazuje da interpretacija koja zadovoljava formulu R(G) opisuje jedan
Hamiltonov put u grafu. Sli¢no, svaki Hamiltonov put u grafu definiSe jednu in-
terpretaciju koja zadovoljava R(G). Sledeéa Tjuringova masina koja za ulaz koji
opisuje graf G generiSe na izlaznoj traci R(G) pripada klasi L. Masina na radnoj
traci najpre predstavi u binarnoj formi broj n. Na osnovu toga se izgeneriSu svi
konjunkti formule R(G) koji ne zavise od grafa G, za §ta su potrebna tri indeksa
i, j 1 k. U poslednjem koraku, pomocu istih indeksa se generisu na radnoj traci
redom formule -z ; V —~Tg41,5, za sve €vorove 11 j i1 < k < n—1, a zatim se
proverava da li su odgovarajuéi ¢vorovi povezani u grafu G. Ako to nije slucaj,
formula se prepisSe na izlaznu traku. =

Definicija 10.5.4 Klasa problema C je zatvorena za <.y ako za svaki problem
B € C i svaki problem A vazi da ako je A <.y B, onda jei A € C.

Moze se pokazati da su klase slozenosti L, NL, P, NP, co-NP, PSPACE i
EX P zatvorene za redukciju.

Pod pretpostavkoma da je A <.y B upotrebom funkcije f, slozenost problema
A je odozgo ogranicena zbirom slozenosti problema B i funkcije redukcije f. Naime,
za ispitivnje da li vazi A(x) najpre se = preslika u f(z), a zatim se primeni pro-
gram za utvrdivanje da li je B(f(x)). Dakle, ako su poznate sloZenosti problema
B i funkcije f mogucée je odrediti jednu gornju granicu slozenosti problema A. Re-
dukcija se moze iskoristiti i za utvrdivanje donje granice slozenosti. Ako je poznato
da je slozenost problema A veéa od nekog zadatog nivoa, onda se kontrapozicijom
moze odrediti i jedna donja granica slozenosti problema B.
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10.6 Kompletni problemi
Definicija 10.6.1 Neka je B problem i C klasa slozenosti. Tada kazemo:

e problem B je C-tezak', u oznaci C <.; B, ako je za svaki problem A € C
ispunjeno A <. B'i

e problem B je C-kompletan' ako je C <.y Bi B € C.

Pojam kompletnog problema je znacajan posto svaki takav problem predstavlja
klasu u onosu na koju je kompletan. Tako, na primer, N P-kompletan problem
pripada klasi P ako i samo ako P = NP. Ovo je posledica tvrdenja 10.6.2 i
¢injenice da je klasa P zatvorena za <cy.

Teorema 10.6.2 Neka su C i D klase slozenosti, takve da je D C C i D zatvorena
za <.s i neka je B jedan C-kompletan problem. Tada vazi B € D ako i samo ako
C="D.

Postojanje prirodnih problema koji su kompletni za neku klasu slozenosti daje
klasi odgovarajuéi znacaj, iako on mozda nije jasan samo na osnovu njene defini-
cije. Takav slucaj je, na primer, sa raznim nedeterministickim klasama. U nastavku
¢emo prikazati primere kompletnih problema za neke klase slozenosti. Videéemo
da su ti problemi proistekli iz stvarnih istrazivanja, odakle proistice i znacaj odgo-
varajucih klasa slozenosti.

10.6.1 Klasa slozenosti L

U klasi slozenosti L se nalazi problem opisan u primeru 10.4.3 koji sadrzi sve
re¢i koje su palindromi, kao i svi problemi za grafove koji se mogu formulisati u
klasi¢nom jeziku prvog reda'®. Problem kompletnosti u ovoj klasi slozenosti nije
znacajan posto redukcija ima smisla samo u klasi koja je slozenija od same reduk-
cije. L je najmanja prirodna klasa slozenosti jer je veli¢ina binarne reprezentacije
pokazivaca na ulazni podatak x reda log, |z|.

10.6.2 Problem GAP i NL-kompletnost

Problem GAP'7 se odnosi na utvrdivanje da li postoji put izmedu dva zadata
¢vora grafa. Graf sa n ¢vorova se opisuje kvadratnom matricom u kojoj 1 znaci da
postoji put, a 0 da put izmedu odgovaraju¢ih ¢évorova ne postoji, dok se matrica
reprezentuje kao binarna re¢ duzine n?. Sada se GAP moze definisati kao skup
grafova u kojima postoji put od ¢évora 1 do évora n.

Teorema 10.6.3 GAP € SPACE(O(login)).

¢ -hard.

15C_complete.

16Recimo simetricnost grafa se opisuje sa (Va)(Vy)(G(z,y) — G(y,x)).
17Graph accessibility problem.
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Dokaz. Pitanje da li su évorovi z i y grafa G povezani, putem ne duzim od 2°
zapis§imo u formi Put(z,y,%). To se moze resiti rekurzivno, postavljanjem pitanja
da li postoji évor z takav da je Put(z, z,i—1) i Put(z,y,i—1). Kako je maksimalna
duzina puta u grafu sa n ¢vorova n — 1, ¢vorovi x i y su povezani ako i samo
ako vazi Put(x,y,log,n). Jedna implementacija ovog postupka podrazumeva da
jedna radna traka Tjuringove masine simulira izgled steka pri izvrSavanju opisanog
rekurzivnog postupka. Stek ¢e sadrzati najvise log, n trojki oblika (t1,t2, k). Svaki
¢lan ove trojke nije veéi od n, pa je svaka trojka dugacka najvise 3log,n, Sto je
duzina binarne reprezentacije broja n. Odatle, GAP € SPACE(O(logsn)). =)

Problem GAP karakterise klasu N L.
Teorema 10.6.4 GAP € NL.

Dokaz. Skicira¢emo dokaz postojanja nedeterministicke Tjuringove masine koja
prihvata niz od n razli¢itih évorova z1, ..., z; (21 je évor 1, z; je ¢vor n) koji ima
osobinu da povezuje ¢vorove 1 i n ako i samo ako graf koji se obraduje pripada
problemu GAP. Izbor ¢vorova pocinje ¢vorom 1, nakon ¢ega se u ciklusu nedeter-
ministic¢ki bira sledeé¢i ¢vor. Radna traka sadrzi uvek po dva ¢vora predstavljena
u binarnom obliku, zbog ¢ega zauzimaju po logyn Celija. U svakom ciklusu se
proverava da li je na odgovaraju¢em mestu u matrici 1 ili 0. Rad masine traje
najviSe n — 1 ciklus i ako se pri tome pokaze povezanost, odgovor je pozitivan. =

Teorema 10.6.5 GAP je N L-kompletan problem.

Dokaz. Zbog teoreme 10.6.4 potrebno je jo§ samo pokazati da se svaki problem
B € NL moze redukovati na GAP, za Sta se koristi metoda dostiznosti. Neka je M
nedeterministicka Tjuringova masina koja resava problem B u okviru logaritamski
ogranic¢enog prostora i neka je x ulazni podatak za M duzine |z|. Moze se pokazati
da klasi slozenosti L pripada postupak kojim se konstruise graf G(M, x) koji sadrzi
konfiguracije u kojima se masina M moze naéi obradujuéi z. Ocigledno je x € B
ako i samo ako G(M,z) € GAP, pa vazi da je B <.y GAP. =

Medu drugim primerima N L-kompletnih problema se nalazi i 2-S AT, problem
ispitivanja zadovoljivosti klasi¢ne iskazne formule u konjunktivnoj normalnoj formi
u kojoj svaki konjunkt ima najvise dva literala.

10.6.3 Problem CV i P-kompletnost

Problem C'V!® se odnosi na izra¢unavanje vrednosti izlaza logickog kola u kome
ulazne promenljive imaju fiksirane vrednosti. Formalnije, C'V je skup sistema
jednacina oblika

oXi:—l—,
.Xi:J_,

.Xi:_'Xj,Zaj<ii

18 Circuit value problem.
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o X;=X; x Xy, za j,k <i1ibilo koju binarnu logicku operaciju x,

sa promenljivim Xi, ..., X,,, u kojima je vrednost promenljive X,, jednaka T.
Uslovi j < i1 j,k < ¢ u poslednja dva tipa jednacina obezbeduju da ne postoji
cikli¢na zavisnost promenljivih.

Teorema 10.6.6 CV € P.

Dokaz. Sledeéi postupak ispitivanja da li je neki sistem jednacina zaista pripada
CV ima ocigledno polinomijalnu vremensku granicu: vrednosti promenljivih X; se

izracunavaju u rastu¢em redosledu indeksa 1. =
Teorema 10.6.7 C'V je P-kompletan problem.

Dokaz. Na osnovu teoreme 10.6.6 potrebno je jos dokazati da se svaki problem
B € P moze redukovati na C'V, odnosno pokazuje se da se svako izra¢unavanje iz
klase P moze opisati u formi jednog primerka problema C'V. Ovde se razmatra
deterministicka Tjuringova masina sa jednom trakom koja ima pocetak sa leve
strane, Sto zbog teoreme 10.1.1 nije nikakvo ograni¢enje. Neka je M takva masina i
2 ulazni podatak. Izracunavanje kojim masina M prihvata x se moze opisati kao niz
reci oblika wqu, gde su w i u reci na alfabetu masine, a sa g oznacena pozicija glave
masine u stanju q. Spomenute rec¢i su zapravo konfiguracije masine. Ocigledno je
da se ovaj opis moze dati u formi tabele, pa se i metoda prikazivanja izracunavanja
naziva tablicna metoda'® Ukupna duzina re¢i wqu je ograni¢ena polinomijalno jer
masina M radi u polinomijalnom vremenu, a glava se ne moze na¢i nad brojem
¢elija ve¢im od broja koraka rada. Svaka Celija trake u kojoj su smestene ovakve reci
se moze nazvati imenom neke promenljive ¢iji indeksi odreduju korak izra¢unavanja
i poziciju u konfiguraciji. Vrednost takve jedne promenljive y; ; je funkcija nekih
promenljivih y; 1 j—1, Yi—1,j 1 Yi—1,j+1 iz prethodne konfiguracije. To ne odgovara u
potpunosti definiciji problema CV', kao ni ¢injenica da vrednosti promenljivih nisu
binarne. Neka je A skup svih znakova koji se javljaju u tabeli. Svaki znak iz A
se moze kodirati binarno, pri éemu je broj bitova ogranicen sa m = log, |A|. Sada
je svaki bit promenljive y; ; funkcija 3m bita prethodnih promenljivih. Posto je
svaka logicka funkcija, prema teoremama o normalnim formama, izraziva u obliku
logickog izraza, pa i logickog kola, svih ovih m funkcija se moze prikazati pomocu
logickog kola ¢ija veli¢ina zavisi samo od masine M, a ne i od veli¢ine ulaznog
podatka x. Na ovaj nacin se svakoj magini M i ulaznom podatku x pridruzuje
logicko kolo. MozZe se pokazati da je ova redukcija efikasna i da M (z) | ako i samo
ako je njoj pridruzen problem u C'V. =)

Drugi zanimljivi problemi koji pripadaju klasi P su: problem PRIMES u
kome se proverava da li je je dati prirodni broj prost, problem odredivanja da li
neka re¢ pripada kontekstno-slobodnom jeziku, nalazenje maksimalnog protoka u
mrezi, provera unifikabilnosti dva terma, provera da li sistem linearnih nejednacina
sa racionalnim koeficijentima ima racionalna resenja, problem HORNSAT koji se
odnosi na ispitivanje zadovoljivosti klasi¢nih iskaznih formula datih u obliku kon-
junktivne normalne forme u kojoj svaki konjunkt sadrzi najvise jedno nenegiranano
iskazno slovo itd.

19Table method. Ova metoda se obi¢no koristi pri analizi klasa sloZenosti sa vremenskom
granicom slozenosti.
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10.6.4 Problem SAT i NP-kompletnost

Problem SAT se precizno definise kao skup svih zadovoljivih klasi¢nih iskaznih
formula. Za njega, uprkos obimnom istrazivanju, jos uvek nije pokazano da li je, ili
nije, u klasi P. Na ovom primeru se lako uocava razlika izmedu deterministickog i
nedeteministickog izracunavanja. Umesto razmatranja cele istinitosne tablice koje
se vrsi u deterministickom slu¢aju, izborom interpretacije, tj. reda tablice, pri kojoj
formula vazi, lako se pokazuje da je formula zadovoljiva, Sto je zapravo pozivanje
na teoremu 10.6.6:

Teorema 10.6.8 SAT € NP.

U sledecoj teoremi je pokazano da je SAT jedan N P-kompletan problem, pa iz
nje sledi da, ako bi bilo SAT € P, onda bi vaziloi P = NP. Ovo poslednje pitanje
joS nije razreSeno.

Teorema 10.6.9 (Kukova teorema) SAT je N P-kompletan problem.

Dokaz. Na osnovu teoreme 10.6.8 potrebno je pokazati da se svaki problem
B € NP moze u polinomijalnom vremenu redukovati na SAT. Neka je M nede-
terministicka Tjuringova masina sa jednom trakom koja resava problem B i neka
je polinom P(n) ogranicenje za broj koraka u kojem masina daje odgovor. Pret-
postavimo bez gubitka opstosti da je P(n) > n. Opisa¢emo konstrukciju funkcije
izrac¢unljive u polinomijalnom vremenu koja ulazni podatak z za B prevodi u
klasiénu iskaznu formulu « tako da je a zadovoljivo ako i samo ako je B za ulaz
x = x123 ... tacan. Neka alfabet masine M ima r elemenata {s1,...,s,} i neka sg
ozna¢ava znak blanko. Neka je |z| duzina ulaza za M it = P(|z|). Ako M pozi-
tivno odgovara na problem B za x, onda to radi u najvise ¢ koraka udaljavajudi se
najvise t celija udesno od polazne pozicije glave. Zato je dovoljno posmatrati deo
trake koji sadrzi ¢ + 1 ¢eliju (polaznu i t ¢elija desno od nje). Taj deo trake sigurno
sadrzi celi ulazni podatak jer je t = P(|z|) > |z|. Prema tome celo izracunavanje
masine M se moze opisati matricom koja sadrzi ¢t redova i t 4+ 1 kolonu. Neka
su stanja masine oznacena sa qi, ..., G, 1 neka je g, jedinstveno zavrsno stanje.
Definisimo interpretaciju I iskaznih slova pc i 0s, 5k 281 <e<m, 0<1i <,
1<5<t+111<Ek<t, koja ée se pojavljivati u formuli a:

T ako je M u stanju g, nad éelijom j
I(pe,ji) = u k-tom koraku izraGunavanja
1 inace

T  ako je znak s; u ¢eliji j u k-tom koraku izrac¢unavanja

Hos, k) = { 1 inace

Sa Vi_,B; oznagiéemo formulu koja je istinita ako i samo ako je istinita taéno
jedna od formula §;, 1 <1i <. Ako su (; iskazna slova ova formula se u konjunk-
tivnoj normalnoj formi moze zapisati kao konjunkcija formula oblika =0; V =0;, za
i # t i formule V!_,3;. Broj formula prvog oblika je I(I — 1)/2. Svaka od njih se se
moze prikazati u 3 éelije u obliku para ¢, j za kojim sledi znak / kojim se uzastopni
parovi razdvajaju. Sli¢no, druga formula se predstavlja u [ 4+ 1 ¢eliji kao niz 1, 2,
..., 1, /, pa je ukupan broj éelija za prikazivanje formule Vi_,3; u O(I2).
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Simulacija rada masine M bice opisana konjunkcijom formula koje su u kon-
junktivnoj normalnoj formi ili se u nju prevode i koje su sve tacne pri interpretaciji
I. Ovu konjunkciju ozna¢imo sa « i primetimo da je i ona u konjunktivnoj nor-
malnoj formi. Formule koje ulaze u konjunkciju su:

e Formulom

(A 00, 52) A (N (e Ts0i4+1,1) A pL1

se kaze da je u polaznoj konfiguraciji u glava masine nad najlevljom celijom
koja ne sadrzi blanko simbol. Duzina ove formule je u O(t).

e Formulom
Niomi¥{pejp e =1,m,j =1t +1}

se kaze da s u svakom koraku izracunavanja masina nalazi u ta¢no jednom
od m stanja, a da je glava nad tacno jednom od posmatranih ¢ 4 1 celija.
Duzina ove formule je u O(t3).

e Formulom
t t+1 R
Np=1 Aj:l M{O—Si’jsk = 077'}

se kaze da se u svakom trenutku u svakoj ¢eliji nalazi ta¢no jedan simbol.
Duzina ove formule je u O(t2).

e Formulom
vzill Pm,j,t
se kaze da se nakon ¢ koraka rada masina nalazi u zavr§nom stanju ¢,,. Duzina
ove formule je u O(t).

e Poslednjom formulom se kaze da se svaka, sem pocetne konfiguracije, dobija
iz prethodne primenom neke naredbe:

NZh NEY (NG k) v ID (G, k) v A(G k) v B(j, k) v C(j, k)

j=1
gde su:

- NG(]? k) = ( lel_‘p&j,k) A (\/;ﬁ:O(O’Si,J}k N O-Suj,/f-‘rl)) formula koja je
tacna ako i samo masina M nije u k-tom koraku iznad ¢elije j ni u kom
stanju i sadrzaj Celije j se ne menja nakon izvrSavanja k-tog koraka rada
masine.

= ID(j, k) = VEL1 Vicg (Pejk N Osijik A Pe.jisr A Os, k1) formula koja
je ta¢na ako se masina i u k-tom i u k + 1-om koraku rada nalazi iznad
¢elije j u stanju e, pri ¢emu se ne menja sadrzaj Celije.

— Formule A(j, k), B(j, k) 1 C(j, k) se odnose na akcije koje se desavaju
izvrSenjem naredbi, i to A za upisivanje novog simbola, B za kretanje
glave trake udesno i C' za pokretanja glave trake ulevo:

A(J, k) = Vol (Peqjk N Os;ajik N Per, ksl A s k1)

B(j, k) = VI (benjk A Tsiyjite A Pep j+1k+1 N Osiyjet1) 1

Cl k) = Veli(Pecjk N Osicjk N Petjh1 NOsl j—1k+1)-

U sve tri formule disjunkcije se odnose na sve naredbe odgovarajuceg
oblika.
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Posto je duzina svakog od disjunkata konstantna, duzina cele ove formule je
u O(t?).

Intuitivno je jasno da je formula a zadovoljiva pri interpretaciji I ako Tjuringova
masina M konvergira za ulaz x. VaZzi i obrnuto, tj. ako je I(a) = T, ma§ina M
konvergira za ulaz x. Naime, na osnovu potformula formule o moze se jednoznacéno
rekonstruisati niz konfiguracija koje od polaznog dovode do zavrsnog stanja.
Konacno, za sve formule koje saCinjavaju « vazi da su im duzine polinomijalno
ograni¢ene u odnosu na |z|, pa se mogu konstruisati Tjuringovom masinom ¢ija je

duzina rada ograni¢ena polinomijalnom funkcijom od |z|. =

Zanimljivo je da teorema sli¢na tvrdenju 10.6.9 vazi i za takozvane CN F-SAT
i 3-SAT probleme u kojima se ispituje zadovoljivost formula u konjunktivnoj nor-
malnoj formi, odnosno u konjunktivnoj normalnoj formi u kojoj ni jedan konjunkt
ne sadrzi vise od 3 literala.

Teorema 10.6.10 CNF-SAT i 3-SAT su N P-kompletni problemi.

Dokaz. Primetimo najpre da se formula iz dokaza teoreme 10.6.9 moze trans-
formisati u konjunktivnu normalnu formu. Jedino poslednja formula nije u ovom
obliku, ali svi njeni ¢lanovi su konstantne duzine koja zavisi samo od m, broja
stanja masine, i 7, broja elemenata alfabeta masine, a ne i od ulaznog podatka.
Te formule se standardnim postupkom prevode u konjunktivnu normalnu formu
u kojoj je svaki konjunkt konstantne duzine. Odatle direktno sledi da je problem
CNF-SAT takode N P-kompletan. Nastavak dokaza pociva na zadatku 11.59 u
kome se pokazuje da se u konjunktivnoj normalnoj formi svaki konjunkt D koji
sadrzi bar 4 literala moze prevesti u formulu u konjunktivnoj normalnoj formi ¢iji
svaki konjunkt sadrzi ta¢no 3 literala. Duzina te formule je u O(]|D]), pa se trans-
formacija moze izvesti u linearnom vremenu. Dobijena formula je zadovoljiva ako

i samo ako je zadovoljiv polazni konjunkt. =

Dalja redukcija problema SAT na problem 2-SAT je drugacijeg karaktera. U
odeljku 10.6.2 je spomenuto da je 2-SAT € N L, pa bi se tom prilikom, ako je tacna
pretpostavka da je P # N P, smanjila slozenost problema.

Klasa N P sadrzi veliki broj realnih i znacajnih problema medu kojima su: prob-
lem trgovackog putnika, problem odredivanja Hamiltonovog puta, provera da li se
¢vorovi grafa mogu obojiti koristenjem 3 boje, tako da susedni ¢vorovi nisu iste
boje, problem CLIQU E?°, uopéte svi problemi za grafove koji se mogu formulisati
kao izrazi logike drugog reda u formi (3P)«, gde je P relacijska promenljiva drugog
reda i a formula prvog reda?!, problem celobrojnog programiranja?, tj. problem

20Clique u neorijentisanom grafu je podgraf ¢&ja su svaka dva &vora direktno
povezani. k-clique je clique koji ima taéno k ¢&vorova. CLIQUE = {(G,k)
G je neorijentisani graf koji ima k-clique}.

21Recimo, problem nepostojanja puta u grafu G izmedu dva &vora se opisuje formulom ¢(z, y) =
(3P)(Vu) (Vo) (Vw)(P(u,u) A (G(u,v) — P(u,v) A (P(u,v) A P(v,w) — P(u,w)) A =P(z,y) u
kojoj P predstavlja refleksivno i tranzitivno zatvorenje grafa G u kome ¢vorovi « i y nisu direktno
povezani. Zanimljivo je da je dokazano da se klasa slozenosti NP poklapa sa klasom problema
koji se mogu opisati kao izrazi logike drugog reda u formi (IP)a.

22Integer programming.
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ispitivanja da li sistem linearnih jednacina sa celobrojnim koeficijentima ima neneg-
ativna celobrojna resenja??, zadovoljivost u modalnoj logici S5 i mnogi drugi. Na
primer, za poslednji problem, S5S5 AT, pripadanje klasi N P, tj. nedeterministicka
polinomijalna granica slozenosti se odreduje tako sto se dokaze da je modalna for-
mula « S5-zadovoljiva ako i samo ako je zadovoljiva u Kripkeovom S5-modelu koji
ima najvise |a| svetova, gde je |a| duzina zapisa formule. Sa druge strane, posto
logika S5 ukljucuje klasi¢nu logiku, vazi NP <.y S5SAT. Odatle je S5SAT jedan
N P-kompletan problem.

S obzirom da je pretpostavka da P # NP, klasa slozenosti NP ima za kom-
pletne probleme one za koje se pretpostavlja da nije korisno traziti opsti algoritam
koji bi bio efikasan, ve¢ da je bolje koncentrisati se na neke specijalne slucajeve
(kao sto je 2-SAT u odnosu na SAT'), razvijati aproksimativne postupke ili ekspo-
nencijalne koji su efikasni za manje primerke problema.

10.6.5 Klase slozenosti co-NP 1 NP Nco-NP

Klasa slozenosti co-N P sadrzi probleme kod kojih je potvrda da x ne pripada
problemu relativno laka. Posto je iskazna formula tautologija ako i samo ako
njena negacija nije zadovoljiva, a za izabranu interpretaciju se lako proverava da
li zadovoljava formulu, problem tautologi¢nosti je u klasi co-N P. Sli¢no, komple-
ment problema odredivanja Hamiltonovog puta koji sadrzi sve grafove koji nemaju
Hamiltonov put je u klasi slozenosti co-IN P. Provera da graf ne pripada ovom prob-
lemu se sprovodi utvrdivanjem da je izabrani put u njemu Hamiltonov. Dokazuje se
da su komplementi N P-kompletnih problema co-N P-kompletni, pa su i navedeni
problemi takvi.

Za svaki primerak problema koji pripada klasi slozenosti N PNco-N P vazi ta¢no
jedno od:

e primerak ima laku potvrdu ili
e primerak ima lako opovrgavanje.

Svaki problem iz P je u klasi NP N co-N P, ali postoje problemi iz klase NP N co-
NP za koje se ne zna da li su u P. Do sada nije odgovoreno da li je NP # co-NP,
mada se u to veruje.

10.6.6 Problem QBF i PSPACFE-kompletnost

Za reSavanje problema koji pripadaju klasi PSPACE dovoljno je raspolagati mem-
orijom polinomijalno ogranicene velic¢ine, ali se vreme izracunavanja ne ogranicava.

Problem QBF?* je skup klasiénih iskaznih formula o za koje vazi (Jz1)(Vaz)
(Jz3) (Vaq) ... (Qxm)a odnosno, postoji istinitosna vrednost promenljive 21 takva
da za svaku isitinitosnu vrednost promenljive x5 postoji istinitosna vrednost prome-
nljive z3 takva da za svaku isitinitosnu vrednost promenljive x4 ... formula o bude
zadovoljiva. Primetimo da je redosled kvantifikatora u formuli alternirajuéi, te da

23Problem se moze ekvivalentno formulisati i tako da se razmatraju linearne nejednadcine, a
reSenja ne moraju biti nenegativna.

24Quantified Boolean formula. Ovaj problem se nekada naziva i QSAT &ime se naglagava da je
i ovo jedna verzija problema zadovoljivosti.



10.6. Kompletni problemi 281

je kvantifikator oznacen sa () univerzalni ako je m parno, odnosno egzistencijalni,
ako je m neparno.

Teorema 10.6.11 QBF je PSPAC E-kompletan problem.

Dokaz. Pretrazivanje kojim se analiziraju sve interpertacije i utvrduje da li pri-
merak problema zadovoljava uslove problema moze se realizovati rekurzivnim pro-
gramom koji kao argument dobija formulu i:

e ako ne sadrzi kvantifikatore, izracunava i vraéa istinitosnu vrednost formule,

e ako formula pocinje sa (Jz;) rekurzivno poziva sam sebe, najpre zamenivsi
x; sa T, a zatim sa |; program vrac¢a vrednost T, ako je bar jednom vracen
rezultat T, inaCe vraca vrednost L i

e ako formula pocinje sa (Vz;) rekurzivno poziva sam sebe, najpre zamenivsi
z; sa T, a zatim sa |; program vraca vrednost T, ako je oba puta vracen
rezultat T, inaCe vraca vrednost L.

Posto je maksimalna dubina rekurzivnih poziva jednaka broju promenljivih u for-
muli, za izvrSavanje programa se ne zahteva vise od prostora polinomijalno ogra-
ni¢enog veli¢inom ulaza, pa je QBF € PSPACE. U dokazu da se svaki problem
B € PSPACE redukuje na QBF moze se primeniti metod dostiznosti. =

Klasa slozenosti PSPACE je zanimljiva jer sadrzi viSe problema koji se mogu
shvatiti kao igre u kojima ucestuju dva igraca, kakve su igra ’iks-oks’ i go?®. I
problem QQBF se moze shvatiti kao jedna takva igra koju igraju osobe 3 i V. Prvi
potez pripada igrac¢u 3, nakon ¢ega se igra naizmeni¢no. U koraku i = 2k+1 igrac 3
bira vrednost promenljive x; pokusavajué¢i da formula « bude ta¢na, dok u koraku
1 = 2k + 2 igra¢ V bira vrednost promenljive x; pokusavajuéi da formula o bude
netacna. Nakon m koraka igra zavrSava i jedan od igraca pobeduje. U ovakvim
igrama reSenje nije neki objekat za koji se lako proverava da li zadovoljava uslov,
kao $to je to slucaj u klasi N P, vec strategija kojom igra¢ dolazi do pobede. Igrac¢ 3
ima pobednicku strategiju ako pobeduje u slucaju da oba igraca igraju optimalno.

Prema teoremi 10.6.11, problem koji sadrzi sve formule u kojima 3 ima pobe-
dnicku strategiju je PSPAC E-kompletan. Sliéno, problem za igru go sa donekle
izmenjenim pravilima, recimo da je tabla dimenzija n x n, za proizvoljno n, koji
se odnosi na postojanje strategije za pobedu prvog igraca je PSP AC E-kompletan.
Isto vazi (u odnosu na veli¢inu opisa zahteva) i za problem verifikacije, tj. da li
izvrSanja programa P zadovoljavaju zahtev, o ¢emu je bilo re¢i u odeljku 9.8.1.
Dalje, PSPAC E-kompletni su i problemi RD?® u kome se ispituje da li je za dati
sistem procesa koji komuniciraju i neko inicijalno stanje moguce sti¢i u stanje u
kome su svi procesi zaglavljeni ¢ekajuéi medusobno jedan drugog, provera modela
o kojoj je bilo re¢i u odeljku 9.8.1, zadovoljivost za modalne logike K,,, T;,, S4,,
zan >11iza S5, zan > 2, ukojima postoji n verzija modalnog operatora 0. Za
navedene modalne logike se pokazuje da su odgovarajuéi problemi zadovoljivosti

25Jako i sah pripada ovoj vrsti igara, zbog unapred fiksirane veli¢ine table Sah nije pogodno
analizirati metodama koje se koriste u teoriji slozenosti zasnovanoj na automatima.
26Reachable deadlock.
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u klasi PSPACFE konstrukcijom postupka provere zasnovanom na metodi tabloa.
Da je PSPACE i donja granica slozenosti sledi iz postojanja formula koje su zado-
voljive u spomenutim logikama samo u eksponencijalno velikim modelima koji su
drvoidnog oblika, a ¢ije grane imaju polinomijalno ograni¢enu duzinu. Primetimo
i da, dok je S5-zadovoljivost N P-kompletan problem, ve¢ dodavanje drugog oper-
atora O podize granicu slozenosti.

10.6.7 Klasa slozenosti £ X P i njena prosirenja

Problemi koji su EX P-kompletni ili kompletni u odnosu na klase koje su vece
slozenosti od EX P, prema teoremi 10.4.9.168, sigurno ne pripadaju klasi P zbog
Cega se smatra da nisu prakti¢no izracunljivi.

Klasa slozenosti EX P obuhvata probleme koji su resivi deterministickim sred-
stvima u eksponencijalnom vremenu, poput problema zadovoljivosti u nekim mo-
dalnim logikama. Na primer, zadovoljivost formula u iskaznoj dinamickoj logici
PDL je jedan EX P-kompletan problem.

Klasa slozenosti NEXP je nedeterministicka verzija klase EXP. Jedan njen
kompletan problem je ispitivanje zadovoljivosti formula oblika § = (Jz1) ... (Izy)
(My1) ... (Vyn)a na jeziku prvog reda bez funkeijskih simbola i simbola jednakosti,
gde je a formula bez kvantifikatora. Dokazuje se da je ovakva formula zadovoljiva
ako i samo ako je zadovoljiva u modelu sa najvise k + m elemenata, gde je m broj
simbola konstanti u formuli «. Posto je kK + m < |8], a za testiranje modela je
potrebno eksponencijalno vreme, direktno sledi da problem pripada klasi NEX P.
Kompletnost se pokazuje uobicajenim postupkom, opisivanjem proizvoljnog pro-
grama Tjuringove masine koji pripada klasi NEX P formulom navedenog oblika.

Nakon klase NEX P pojavljuju se sire klase slozenosti EXPSPACE, 2-EXP,
2-NE X P itd, tako da je ovaj deo hijerarhije klasa slozenosti oblika:

EXPCNEXP C EXPSPACE C 22EXP C2-NEXP C ...

Klasa EX PSPACFE sadrzi probleme za ¢ije reSavanje je potreban eksponencijalno
veliki prostor, dok klasa 2 — EX P sadrzi probleme za ¢ije reSavanje je potrebno
dvostruko eksponencijalno vreme. Ova hijerarhija klasa sa eksponencijalnom sloze-
noséu se beskonaé¢no 8§iri, a unija svih tih klasa se naziva klasa elementarnih jezika.
Zanimljivo je da postoje stvarni, odlué¢ivi, problemi koji ne pripadaju ¢ak ni ovoj
klasi slozenosti?”.

10.7 Verovatnosne klase slozenosti

Postoje problemi za koje se ne zna da li pripadaju klasi slozenosti P, ali koji se
upotrebom slucajnih vrednosti mogu resavati, do na neku verovatnocéu, algorit-
mima sa polinomijalnom vremenskom granicom slozenosti. Algoritmi ove vrste se
nazivaju algoritmi sa slucajnoséu®® ili verovatnosni algoritmi.

Primer 10.7.1 Neka je ZERO skup svih polinoma (od vise promenljivih) sa
celobrojnim koeficijentima koji su identicki jednaki nuli. Na primer, polinom

27Recimo, jednakost izraza u nekim regularnim jezicima.
28Randomized algorithms.
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(r1 + 22) (21 — 23) — 23 + 23 € ZERO. Tada je co-ZERO skup svih polinoma
koji nisu identicki jednaki nuli. Neka je polinom F(z1,...,2,,) € co-ZERO, takav
da je maksimalan stepen svake od promenljivih manji do jednak od d. Tada je broj
m-torki (z1,...,2m) € {0,1,..., M — 1} za koje je F(x1,...,2Zm,) = 0 manji do
jednak od mdM™ 1. Pretpostavimo da se je M = 2md. Tada je verovatnoéa

izbora m-torke iz skupa {0,1,...,M — 1} koja je nula polinoma F koji nije
2m71mmdm

nula-polinom manja do jednaka od ————— = —. Verovatnosno ispitivanje
2mmmdm

problema se sprovodi na sledeé¢i nac¢in. Najpre se izabere m slucajnih celih bro-
jeva ki,...,km € {0,...,2md — 1}. Ako je vrednost izraza F(ki,...,kn) # 0,
prihvata se da je F' € co-ZERQO, a u suprotnom da je verovatno da je F' ¢ co-
ZERO. U prvom slu¢aju, odgovor je sigurno tac¢an, posto polinom F' ocigledno
nije nula-polinom. U drugom slu¢aju mogucée su dve situacije:

e F' je zaista nula-polinom i

e F' nije nula-polinom, ali je izabrana m-torka nula polinoma. Verovatnoca da
se ovo dogodi nije veca od %

Dakle, na pitanje da li je F' € co-ZERQO, potvrdan odgovor je uvek tacan, dok je
negativan odgovor pogresan sa verovatno¢om manjom do jednakom od % Izborom
M da bude znatno veée od 2md verovatnoca greske se smanjuje, ali je potrebno
rac¢unati sa veéim brojevima. Smanjenje verovatnoce greske se zato postize ponavl-
janjem opisanog postupka k puta. Ako se u svim slu¢ajevima dobija da je vrednost
polinoma u izabranim tackama jednaka 0, onda je verovatnoca greske odgovora
F ¢ co-ZERO manja do jednaka od 2% =

Algoritmi poput opisanog u kojima ne postoji pogresan pozitivan odgovor, a
verovatnoca pogresnog negativnog odgovora je manja od 1 se nazivaju Monte-Karlo
algoritmi. Jos jedan primer Monte-Karlo algoritma odnosi se na ispitivanje da li je
dati broj prost.

Primer 10.7.2 Neka je p > 2 prost broj i neka je Z, = {0,1,...,p — 1}. Za
bilo koji @ € Z, \ {0} Lezandrov simbol za a i p, u oznaci (a|p), oznacava izraz
a"= mod p. Vazi da je (alp) € {—1,1}*. Akosu M,N € Ni N = q; -+ - qy, gde su
svi ¢; ne nuzno razli¢iti neparni prosti brojevi, onda je (M|N) = I, (M]q;). Za
izracunavanje (M|N) postoji efikasan postupak ¢ija je vremenska granica slozenosti
O(logg MN). Moze se pokazati da ako je N neparan slozen broj, za barem polovinu
brojeva M € {2,...,N — 1} vazi da je (M|N) # M¥(mod N), a ako je N prost,
onda za sve brojeve M € {2,...,N — 1} vazi da je (M|N) = M¥(mod N).
Na osnovu toga se formuliSe Monte-Karlo algoritam za ispitivanje da li neki broj
slozen. Neka je dat neparan prirodan broj N > 1. Slucajno se izabere prirodan
broj M € [2, N —1] i ispita da li su M i N uzajamno prosti. Ako nisu, N je slozen.
Ako jesu, izracunaju se (M|N) i M*= mod N i uporede. Ako su brojevi razliciti
odgovara se ’da, N je slozen’, a ako su jednaki odgovara se 'ne, N je verovatno

29Koristi se Mala Fermaova (Pierre de Fermat, 1601 — 1665) teorema da za svaki prost broj p
i0<a<p,aP™! = 1(mod p). Zato je (a|p) kvadratni koren iz 1 u Zp, &ija je vrednost za prost
broj p uvek £1.
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prost’. Na osnovu iznetog se vidi da je pozitivan odgovor (da je broj slozen) uvek
tacan, a da je verovatnoda greske negativnog odgovora (proglasenje slozenog broja
da je prost) najvise 3. =

U analizi slozenosti verovatnosnih algoritama se koriste verovatnosne Tjuringove
masine koje se od nedeterministickih razlikuju samo po kriterijumu prihvatanja
primeraka problema.

Definicija 10.7.3 Verovatnosna Tjuringova masina®® je nedeterministi¢ka Tjuri-
ngova masina sa slede¢im osobinama:

e za svaki ulazni podatak sva izracunavanja se zavrSavaju u jednakom broju
koraka koji je ograni¢en polinomijalnom funkcijom p(|z|) i

e u svakom koraku izracunavanja koji nije poslednji postoji ta¢no dva moguéa
nastavka.

Verovatnosna masina odlucuje problem B ako za svaki x € B barem polovina od
2P(I2]) jzra¢unavanja zavrsi prihvatanjem, a za svaki x ¢ B sva izracunavanja zavrse
odbacivanjem.

Verovatnosna klasa slozenosti RP3' sadrzi sve probleme B za ¢ije reSavanje
postoji verovatnosna Tjuringova masine sa polinomijalnom vremenskom granicom
slozenosti.

Izbor moguéeg nastavka izracunavanja se moze shvatiti kao da je realizovan
bacanjem novéi¢a ¢ime se bira 0 ili 1. U slucaju slozenijeg izbora, recimo broja

u nekom opsegu, on se razbija na niz izbora bitova. Prema tome, verovatnoca

1
svakog izracunavanja je jednaka 200D Definicija klase RP obezbeduje da nema

pogresnih pozitivnih odgovora, jer se odgovara ’da’ samo ako postoji izracunavanje
koje prihvata ulazni podatak, dok je verovatnoca pogresnog odgovora 'ne’ najvise %
Primetimo i da verovatnoca pogresnog negativnog odgovora moze biti bilo koji broj
iz [%, 1), posto se uzastopnim ponavljanjem postupka moze proizvoljno smanjiti.

Opisani problemi co-Z ERO i provere slozenosti su u klasi RP. Ocigledno je da
se u klasi RP nalaze problemi koji pripadaju klasi N P, ali imaju osobinu da za svaki
x koji pripada problemu postoji bar pola izracunavanja koja ga prihvataju, dok ni
jedno izrac¢unavanje ne prihvata onaj x koji ne pripada problemu. Istovremeno, svi
problemi B € P zadovoljavaju uslov prihvatanja x € B sa verovatno¢om 1, dok
nema ni jednog izra¢unavanja koje prihvata x ¢ B. Iz ovog objasnjenja direktno
sledi teorema 10.7.4.

Teorema 10.7.4 P C RP C NP.
U narednoj verovatnosnoj klasi se nalaze problemi za koje je dozvoljena izvesna

greska u reSavanju i za one primerke koji pripadaju i za primerke koje ne pripadaju
problemu.

30Koristi se i nazivi polinomijalna Monte-Karlo Tjuringova masina i precizna Tjuringova
masina. U odeljku 17 je u ukratko opisano kako se proizvoljna nedeterministicka masina moze
transformisati u preciznu.

31Random polynomial time.
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Definicija 10.7.5 Verovatnosna klasa sloZenosti BPP3? sadrzi svaki problem B
za Cije reSavanje postoji nedeterministicka Tjuringova masSine sa polinomijalnom
vremenskom granicom slozenosti u kojoj su sva izrac¢unavanja iste duzine, takva

da:

. 3. . . . .
e za svaki ¢ € B, barem 1 izracunavanja prihvataju x i

. 3. . . .
e za svaki x ¢ B, barem 1 izracunavanja ne prihvataju x.

Sliéno kao i ranije, bilo koji broj d € (3,1] moze zameniti 3 u definiciji bez
promene klase BPP. Jasno je da je RP C BPP, ali se ne znadalije BPP C NP.
Za sada nisu pronadeni kompletni problemi za klase RP i BPP.

Klase RP i BPP su, pod jednim uslovom, veoma prakti¢ne generalizacije klase
P jer verovatnoca greske eksponencijalno opada u odnosu na broj ponavljanja al-
goritma33 i moze se uéiniti proizvoljno malom, §to izgleda kao efikasna alternativa
izracunavanju koje je u klasi slozenosti NP. Uslov njihove prakti¢nosti je imple-
mentacija izvora slucajnih bitova. Medutim, postizanje istinske slu¢ajnosti moze
biti tesko ili, ¢ak, nemoguce, tako da se slu¢ajni nizovi po pravilu dobijaju determin-
istickim programima koje nazivamo pseudoslu¢ajnim generatorima. Njihov izlaz,
iako nije potpuno slu¢ajan, moze imati mnoge karakteristike slu¢ajno generisanog
niza bitova. Pokazuje se da postoje pseudosluc¢ajni generatori ¢iji izlaz primenom
algoritama polinomijalne vremenske slozenosti ne mozemo razlikovati od istinski
slucajnih nizova. Na zalost, pseudosluc¢ajni generatori koje koriste racunari se ne

realizuju uvek zadovoljavajuce kvalitetno.

10.8 Primene teorije slozenosti u kriptologiji
Teorija slozenosti izra¢unavanja ima znacajne primene u kriptologiji®*. Recimo,
privatnost, odnosno sigurnost, razgovora preko mobilnih telefona i bezbednost
kupovine preko Interneta zavise od zaStite informacija kriptoloskim merama koje
se Cesto zasnivaju na slozenosti izracunavanja odgovarajuéih algoritama.

10.8.1 Kiriptoloski sistemi

U ovom odeljku razmotri¢emo jednu vrstu situacija, prikazanu na slici 10.1 u kojima
se koristi kriptologija. Dve osobe3® komuniciraju i treba da onemoguée da treca
osoba, prisluskiva¢, razume njihove poruke. Recimo da osoba A Zeli da posalje
poruku osobi B. Poruku shvatamo kao binarnu re¢. Osobe A i B se prethodno
dogovaraju oko algoritama F i D za kodiranje (kriptovanje), odnosno dekodiranje,
poruka koji imaju osobinu da za svaku poruku x vazi D(d, E(e,z)) = z, gdesueid
dve binarne reci, kljucevi za kodiranje i dekodiranje, koje se biraju tako da funkcije

32Bounded probability error.

33 Ako je verovatnoéa pogreske ogranicena sa t, nakon k nezavisnih ponavljanja algoritma,
verovatnoéa pogreske je ogranicena, sa, t¥.

34Kriptologija je nauka koja se bavi konstrukcijom i analizom postupaka koji obezbeduju
bezbednost informacija i komunikacija.

35Tradicionalno se osobe nazivaju agenti koji komuniciraju i daju im se imena Alice i Bob.
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E(e,x)  D(d, E(e, z))
x - A ~B -z

Slika 10.1. Komunikacija dve strane u prisustvu prisluskivaca.

FE i D postanu inverzne. Da bi se postigla efikasnost potrebno je da funkcije E i
D budu polinomijalne slozenosti, dok se privatnost obezbeduje time sto su e i d
tajni®%, tj. znaju ih samo osobe A i B, a x se ne moze efikasno izracunati iz F(e, )
bez poznavanja kljuca d.

Primer 10.8.1 Za funkcije kodiranja i dekodiranja i odgovarajuée kljuc¢eve mogu
se izabrati sabiranje po modulu 2, tj. ekskluzivno ili, i bilo koja binarna re¢ a koja
ima istu duzinu kao i poruka koju treba preneti. Posto je D(a, F(a,x)) = (z®a)®
a = x postignuta je inverznost kodiranja i dekodiranja, a posto je E(a,x) ® x =
(z ® a) ®x = a, prisluskiva¢ moze dekodirati kodiranu poruku ako i samo ako zna

—

a, pa je obezbedena i privatnost. =

Primetimo da je u primeru 10.8.1 problemati¢an dogovor osoba A i B koji se
obavlja pre komunikacije, jer je re¢ o razmeni klju¢a koji treba da ostane tajan
i koji je iste duzine kao i poruka. Ovo nije prakti¢no jer pretpostavlja resavanje
zadatka za Cije reSavanje kljuc¢ treba da posluzi. Problem predstavlja i §to postoje
postupci, takozvani napadi, koji:

e ako je klju¢ kratak, vrse pretragu kroz prostor svih moguéih kljuceva ili
e ako se klju¢ koristi vise puta u kodiranju, vrse razne analize

i time otkrivaju, ili kako se u zargonu kaze razbijaju, tajni kljuc. Izlaz iz ovakve
situacije je da se svaki bit kljuca koristi samo jednom za kodiranje samo jednog
bita informacije i zatim odbacuje, Sto takode Cesto nije ostvarljiv zahtev.

U teorijskom smislu apsolutna sigurnost kodiranja upotrebom klju¢a umerene
duzine nije moguca, ali se izborom kljuc¢a dovoljne duzine, recimo reda veli¢ine
100 bita, postize prakti¢na sigurnost koja predstavlja verovanje da se klju¢ ne
moze brzo otkriti. Ovde teorija slozenosti izracunavanja pruza metodologiju za
utvrdivanje sigurnosti koda. Veé je re¢eno da se, prema hipotezi P # NP, za
problem koji je kompletan za klasu slozenosti N P smatra da nema efikasnog nacina
izracunavanja. Zato se redukovanjem nekog N P-kompletnog problema na prob-
lem razbijanja kljuca utvrduje i slozenost potonjeg. Na zalost, ovo nije dovoljan
dokaz posto se N P-kompletnost odnosi na sluc¢ajevi u kojima se algoritmi najgore
ponasaju, kao S§to je objasnjeno u odeljku 10.10, tako da se neki primerci N P-
kompletnih problema mogu resavati lako. Zato su ovde primenljiviji algoritmi koji
su slozeni u odnosu na prosecni slucaj, kao Sto je faktorizacija prirodnih brojeva,
pa su neki savremeni kriptoloski sistemi bazirani upravo na tom problemu.

36Secret key.
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U stvarnosti je ¢esto problemati¢na i razmena tajnih kljuceva, pa u kriptoloskim
sistemima sa javnim kljucem3” svaka osoba B ima par kljudeva: javni, svima dos-
tupni, klju¢ ep za kodiranje i privatni klju¢ dg za dekodiranje poruka. Bilo koja
osoba koja zeli da posalje osobi B poruku za kodiranje koristi javni kljuc ep.

Teorija slozenosti izracunavanja pomaze u objagnjavanju pretpostavki koje obe-
zbeduju sigurnost i sistema sa tajnim i sistema sa javnim kljucem.

Definicija 10.8.2 Funkcija f je jednosmerna ako vazi:
o fjel—1 funkcija,
e vremenska granica slozenosti za izra¢unavanje f je polinomijalna,
e za svaki argument x je | f(z)| najvise polinomijalno duze ili krade od |z| i

e vremenska granica slozenosti za izra¢unavanje inverzne funkcije f~! nije poli-
nomijalna.

Primer 10.8.3 Jedan (nedokazani) kandidat za jednosmernu funkciju je mnozenje
prostih brojeva koje zadovoljava prva tri uslova definicije, dok za sada nije pokazano

ni da zadovoljava ni da ne zadovoljava i poslednji. =

Primetimo da inverz f~! funkcije f pripada klasi NP, jer se za svaki y i izabrani
x u polinomijalnom vremenu proverava da li je f(z) = y. Ocigledno je da, ako je
P = NP jednosmerne funkcije ne postoje. Pretpostavka P # N P, sa druge strane,
dozvoljava postojanje ovakvih funkcija, mada jos uvek ne garantuje da one zaista
i postoje, pa ni konstrukciju sigurnih sistema sa tajnim klju¢em, kakav je sistem
DES®8,

Primer 10.8.4 Jednosmerne funkcije se koriste i u sistemu $ifri za pristup racu-
narskom sistemu. Naime, Sifre se u sistemu ¢uvaju u kodiranom obliku, pri ¢emu

jednosmerna funkcija za kodiranje obezbeduje sigurnost. =

U sistemima sa javnim klju¢em postavljaju se dodatni zahtevi za jednosmerne
funkcije kodiranja.

Definicija 10.8.5 Jednosmerna funkcija f je tp-funkcija®® ako vazi:
e efikasno se moze odrediti domen funkcije f i

e postoji funkcija h sa polinomijalnom vremenskom granicom slozenosti koja
primenjena na ulazni podataka pojednostavljuje dekodiranje.

Primer 10.8.6 Primer sistema sa javnim kljuéem je RSA%C. Sistem se zasniva na
rezultatima teorije brojeva*'. Na pocetku se biraju dva prosta broja p i ¢, recimo

37Public key

38Data Encryption Standard.

39Tp je skraéenica engleske re¢i trapdoor koja oznacava podrumska ili tavanska vrata, a smisao
je ulazak na mala ili sporedna vrata, tj. zaobilazenje standardnog postupka.

40Naziv sistema dolazi od imena autora: Ron Ravist, Adi Shamir i Len Adleman.

41Koristi se posledica Male Fermaove teoreme da za proste brojeve p i ¢ i broj a uzajamno
prost sa (p — 1)(g — 1) vazi a®~1(=1) = 1(mod pq).
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p =471 ¢q = 71, i razmatraju njihov proizvod, n =47 x 71 = 3337,1i (p—1)(¢ — 1),
46 x 70 = 3220. U stvarnosti, binarni zapis broja n je reda veli¢ine stotina cifara.
Zatim se iz skupa {1,...,(p — 1)(¢ — 1)} bira broj e koji je uzajamno prost sa
(p—1)(¢—1) i nalazi broj d takav da je ed = 1(mod (p —1)(g—1)). Ovo poslednje
je moguée posto skup brojeva iz {1,...,(p — 1)(¢ — 1)} koji su uzajamno prosti sa
(p—1)(¢—1) ¢ini grupu u odnosu na mnozenje po modulu (p —1)(¢ —1). U ovom
primeru izaberimo e = 79 i d = 797! (mod 3220) = 1019. Brojevi e i d ée biti javni
klju¢ za Sifrovanje, odnosno tajni klju¢ za deSifrovanje. Preciznije, javni kljuc je
uredeni par (pq,e), dok je tajni klju¢ par (pq,d). Brojevi p i g treba da ostanu
tajni. Funkcija kodiranja je

frsa(z) = z°(mod pq)
a funkcija dekodiranja
(frsa(x))!(mod pg) = z**(mod pq) = ' T*P=D"D (mod pq) = x(mod pg) = .

Ako da su p i g poznati, broj d se efikasno izracunava, pa se nalazenje inverzne
funkcije od frsa svodi na problem faktorisanja brojeva. Pod pretpostavkom da
je mnozenje prostih brojeva jednosmerna funkcija ovo se ne moze izvesti efikasno
i frsa jeste tp-funkcija. U praksi je poruka koja se Sifruje binarni niz. Taj niz
se deli na blokove koji svaki za sebe predstavlja ceo broj veéi do jednak od 0, a
manji od n = pq. Zato je svaki blok binarni niz nesto kra¢i od duzine binarnog
zapisa broja n. Na primer, neka je 688232 poruka koju treba Sifrovati prethodno
odredenim klju¢em. poruka se deli u dva bloka z; = 688 i 2 = 232 koji se kodi-
raju sa ¢; = z$(mod pq) = 6887 (mod 3337) = 1570 i ca = 2327%(mod 3337) =
2756. Dekodiranje se obavlja sa cf(mod pg) = 1570'°*(mod 3337) = 688 i
27561019 (mod 3337) = 232.

[n

Algoritam RSA se moze koristiti i za takozvani digitalni potpis kojim se osoba
B uverava da je osoba A zaista poslala poruku z. Neka A i B imaju redom javne
kljuceve e 4 i ep i tajne kljuceve d4 i dp i koriste RSA algoritam. Potpisana poruka
koju $alje A je oblika S4(x) = (x, D(da,x)) i sadrzi originalnu poruku x na koju je
nadovezan potpis, tj. vrednost D(d4,x). Posto vazi 2°*mod pq = z%mod pq pos-
tupci kodiranja i dekodiranja za RSA komutiraju, pa B proverava potpis racunajuci
E(ea,D(da,x)) = D(da, E(ea,z)) = x. Ako je zbog sigurnosti potrebno i kodirati
celu potpisanu poruku koristi se uobic¢ajeni postupak nad kljuc¢evima ep i dp.

10.8.2 Protokoli

Razmena poruka izmedu dve osobe, kao na slici 10.1, moze biti izazvana razli¢itim
razlozima, recimo Zeljom osobe A da u nesto ubedi osobu B, ¢ak i ako to nije
tacno. Ovakve situacije se u kriptologiji formalizuju protokolima koji se shvataju
kao skupovi izracunavanja dvaju osoba koje u dijalogu saraduju deleé¢i ulazne i
izlazne podatke.

Sistemi interaktivnih dokaza

Interaktivni dokaz*?* (A,B) je protokol u kome ucestvuju osobe A i B tako da:

42Interactive proof.
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e A moze da vrsi eksponencijalno sloZena izracunavanja, pri ¢emu osobi B nesto
dokazuje,

e B raspolaze samo sredstvima ¢ija slozenost pripada klasi BPP,
e i A i B znaju ulazni podatak x,

e A i B razmenjuju poruke my, ma, ..., Mok, Cije su duzine polinomijalno
ogranic¢ene u odnosu na |z|, pri ¢emu A Salje neparne, a B parne poruke,

e poruke koje 3alje A su funkcije ulaznog podatka z i svih prethodnih poruka,
moj—1 = f(xamla ce 7m2l—2)7

e svaka poruka koju Salje B je funkcija ulaznog podatka x, svih prethodnih
poruka i jednog sluc¢ajnog broja izabranog za tu poruku koji A ne poznaje i
predstavljenog dugim nizom bitova, mo; = f(z,my,...,mo_1,7) i

e nakon 2|z|* koraka poslednja poruka koju galje B je 'da’ ili 'ne’ §to redom
znaci da je B ubeden, odnosno da nije, u vezi tvrdenja vezanog za ulazni
podatak.

Sistemi interaktivnih dokaza su verovatnosni pandan klase slozenosti N P, kao $to
su verovatnosne klase RP i BPP analogani klase slozenosti P.

Primer 10.8.7 Primer za interaktivni dokaz je pokusaj osobe A da ubedi osobu
B da je neka klasi¢na iskazna formula a zadovoljiva. Koristeéi svoje snazne resurse
A moze da pronade interpetaciju koja zadovoljava formulu, dok B to moze lako da
proveri. Ali ako formula nije zadovoljiva, B moze zahtevati da se posalje dovolja

broj interpretacija da bi utvrdio (ne)zadovoljivost. g

Definicija 10.8.8 Klasa slozenosti izracunavanja IP sadrzi sve probleme L za
koje:

e za svaki x € L, verovatnoca da interaktivni dokaz (A,B) prihvata x je barem
1

_wl

e zasvaki x ¢ L, verovatnoéa da interaktivni dokaz (A’,B), u kome je algoritam
A zamenjen proizvoljnim algoritmom A’ eksponencijalne sloZenosti, prihvati
T je najvise %
Primer 10.8.9 Problem neizomorfnosti grafova GNI je ilustracija interaktivnog
dokaza. Pretpostavimo da su data dva grafa G = (V, E) i G' = (V, E’) sa jednakim
skupom ¢vorova. Grafovi G i G’ su izomorfni ako postoji permutacija m skupa
¢vorova V tako da je B = {(n(u),n(v)) : (u,v) € E}. Za problem GNI jos nije
poznato da li je u klasi P ili je N P-kompletan, ali se pokazuje da pripada klasi I P.
Pretpostavimo da osoba A Zeli da osobi B dokaze da ulazni grafovi G i G’ nisu
izomorfni. Protokol (A,B) se opisuje na slede¢i nac¢in. Neka je ulaz x = (G,G’).
Osoba B salje poruke tako sto u i-tom koraku:

e definise graf G; tako Sto bira slucajan bit b; i ako je b; = 1, G; = G, inace
Gi=0G",
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e generiSe slu¢ajnu permutaciju m; i
e 3alje poruku mg;_1 = (G, 7(G;)).

Osoba A proverava da li su grafovi izomorfni, pa ako jesu, 8alje odgovor my; = 1,
inace Salje odgovor mo; = 0. Nakon |z| poslatih poruka B prihvata da grafovi nisu
izomorfni ako su jednaki vektori (b1, ...,by,|) slucajnih bitova koje je B generisao
i (ma,...,my,) poruka koje je slao A.

Ako grafovi G i G’ nisu izomorfni, osoba B nekada $alje izomorfne, a nekada
neizomorfne grafove, zavisno od vrednosti slu¢ajnog bita. Osoba A zna da grafovi
nisu izomorfni, jer poseduje dovoljno racunarske snage da to utvrdi, pa ée uvek
odgovarati korektno, jer u ovom slu¢aju joj nije u interesu da prede osobu B. Time
dolazimo u situaciju da ako je bit b; = 1, B salje izomorfne grafove i A to potvrduje
odgovarajuéi sa 1 i slicno, ako je bit b; = 0, B Salje neizomorfne grafove, a A to
potvrduje odgovarajuci sa 0. Prema tome, B prihvata ulaz ako se spomenuti vektori
poklapaju.

Ako G i G’ jesu izomorfni, bez obzira na izbor bita b;, B uvek Salje poruku
oblika (G, 7(G)). Osoba A tako uvek dobija izomorfne grafove. Podsetimo se da
A 7Zeli da osobu B ubedi da grafovi nisu izomorfni. To znac¢i da A mora odgovarati
tako da se ni jednom bit odgovora ne razlikuje od odgovarajuceg bita koji je izabrao
B. Verovatno¢a da A, bez obzira na 1zbor algoritma kojim se sluzi, |x| puta pogodi

vrednost sluc¢ajnih bitova je najvise 2‘ r» kao Sto se i zahteva. =

Lako se vidi da je klasa slozenosti VP sadrzana u klasi IP jer se dobija od
nje pod pretpostavkom da IP ne koristi slu¢ajnost u algoritmu za B. Sli¢no, ako
B ignorise poruke koje Salje A, klasa I P se svodi na klasu BPP. Precizno mesto
klase I P u hijerarhiji klasa slozenosti odredeno je slede¢om teoremom.

Teorema 10.8.10 /P = PSPACE.

Na osnovu ove teoreme, za svaki problem L € PSPACFE i primerak z osoba A
moze ubediti verovatnosni proverava¢ polinomijalne slozenosti olicen u osobi B da
je zaista xz € L iako je konvencionalni dokaz eksponencijalno dugacak.

Sistemi sa nultim znanjem

Sistemi sa nultim znanjem® se primenjuju u situacijama kada osoba A Zzeli da

osobu B ubedi u nesto, recimo da poseduje reSenje nekog teskog problema, a pri
tom ne zeli da oda samo resenje, jer predstavlja tajnu.

Primer 10.8.11 Pretpostavimo da A zna kako da sa 3 boje oboji ¢vorove velikog
grafa G = (V, E) pri ¢emu susedni ¢vorovi nisu iste boje. Problem 3 boje je N P-
kompletan problem (i kao takav tezak) tako da A Zeli da B sazna za postojanje
reSenja. Istovremeno, A ne Zeli da saop$ti samo reSenje jer se plasi da ¢e neko drugi
moéi da ga zloupotrebi, tj. koristi a da osoba A za to ne dobija protivverednost.

Protokol (A,B) se opisuje na sledeéi nac¢in. Tri boje kodirajmo dvobitnim
re¢ima. Tada je resenje koje poseduje A preslikavanje h : V' — {00,11,01}. Jedan
korak komunikacije obuhvata tri faze. Najpre A izvrsava:

437ero knowledge systems.
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e generise slucajnu permutaciju skupa boja i |V| ¢etvorki parametara (p;, g;, d;,
e;) koji odreduju RSA algoritam, po jedan za svaki i € V,

e za svaki ¢vor ¢, boju ¢vora nakon permutacije b;b; = w(h(7)) i slucéajno iz-

abrane brojeve x; i zj ne vece od P&, A izracunava verovatnosni kod

(yi, vi) = ((2z; + b;)* mod p;q;, (22} + b)) mod p;q;)

e poruka koju A Salje sadrzi javni deo RSA i kodirani deo (e;, piqi, yi, ;) za
svaki ¢vor ¢ € V.

Zatim, osoba B slucajno bira ¢ i j, ¢vorove povezane ivicom u F, i proverava da
li su razlicite boje. Osoba A na to odgovara tajnim kljucevima d; i d; kako bi B
izracunao

(b;, b)) = ((yfimod pig;)mod 2, (ygd"'mod pig;)mod 2)

7

i analogno za (bj,b’;). Konacno, B proverava da li su boje razlicite. Ovakvi koraci
se ponavljaju k|E| puta gde je k parametar sigurnosti protokola.

Ako A ima reSenje problema, boje susednih ¢vorova koje B analizira ¢e uvek biti
razli¢ite. Pri tome B ne saznaje niSta o samom resenje jer jedino $to vidi jesu neke
slu¢ajne vrednosti. Ako A nema resenje postojace bar dva susedna ¢vora obojena
u istu boju, pa je verovatnoca dace ih B izabrati bar |—g‘ Nakon k|E| koraka
komunikacije verovatnoéa da ¢e B pronaéi kontraprimer je bar 1 — (1 — ﬁ)klE )

Primetimo da, posto je problem bojenja grafa u 3 boje N P-kompletan, svaki
problem koji je u NP ima dokaz sa nultim znanjem.

10.9 Drugi pristupi sloZzenosti

10.9.1 Opisna slozenost

U ovom poglavlju smo za procenu slozenosti problema koristili masinski zavistan
pristup u kome smo se oslanjali na razlicite varijante Tjuringove masine. Opisna,
odnosno deskriptivna sloZenost je pristup u kome se klase slozenosti opisuju var-
ijantama klasi¢ne logike prvog i drugog reda, na nacin nezavistan od konkretnog
masinskog modela izracunavanja. Na primer, pokazuje se da se klasa N P sastoji
upravo od onih problema koji se opisuju formulama logike drugog reda u kojoj su
svi kvantifikatori drugog reda egzistencijalni.

10.9.2 Slozenost konac¢nih objekata

Pristup slozenosti koji je opisan u prethodnim odeljcima se bavi potencijalno besko-
nacnim jezicima, tako da se od njega ne moze oc¢ekivati odgovor na pitanja oblika
koja je od dve binarne re¢i 011010110111001 i 010101010101010 slozenija, tj. sadrzi
viSe informacija. Pod koli¢inom informacija koju neka re¢ sadrzi podrazumeva se
veli¢ina opisa reéi iz koga se ta re¢ moze restaurirati. Opisi koji su znacajno kraci od
odgovarajuéih reci ukazuju na to da se te re¢i mogu sabiti bez gubljenja informacija,
pa da ni koli¢ina informacija koje sadrze nije velika.
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U ovakvoj situaciji je pogodno koristiti teoriju slozenosti koja se takode naziva
opisna, mada nema nikakve veze sa pristupom iz odeljka 10.9.1, a koju je zasno-
vao Kolmogorov (Auznpett Hurkonaesuu Koamoropos 1903 — 1987) i u kojoj se
analizira sloZzenost pojedina¢nih objekata, poput reci, gramatika, automata, zapisa
programa itd. Zapravo, posto se svi ovi objekti mogu prikazati kao re¢i binarnog
alfabeta, dovoljno je razviti teoriju opisne slozenosti binarnih re¢i. Slozenost reci
x na binarnom alfabetu, u oznaci K (x), se definise kao duzina najkradeg opisa
Tjuringove masine M i njenog ulaza w za koje je M(w) | z. Pokazuje se da iz
bor kodiranja Tjuringovih masina nije bitan, jer za neko fiksirano kodiranje pg
i bilo koje drugo kodiranje ' postoji konstanta ¢ takva da za svaku re¢ x vazi
K, (@) < Ky () +c.

Neke od osobina opisne slozenosti su:

e Postoji konstanta c¢ takva da je za svaku re¢ x, K(z) < |z| + ¢, tako da
slozenost neke re¢i ne moze biti puno veéa od duzine same te reéi.

e Postoji konstanta ¢ takva da je za svaku re¢ z, K(zx) < K(z) + ¢, tako da
slozenost rec¢i koja sadrzi pravilna ponavljanja podreci ne moze biti puno vecéa
od slozenosti same te podreci.

Pokazuje se da postoje reci proizvoljne duzine za koje slozenost K (x) nije manja
od duzine rec¢i. Takve reci se ne mogu opisati kompaktnije nego sto je sam zapis
reci, pa se nazivaju i reci koje se ne mogu sabiti**. Reéi koje se ne mogu sabiti
poseduju mnoge osobine koje se o¢ekuju od slucéajnih re¢i. Recimo reci ove vrste
imaju priblizno isti broj 01 1.

Realni problemi sa opisnom slozeno§éu su to $to funkcija K (x) nije izracunljiva,
a problem da li se re¢ moze sabiti nije odluciv.

Primetimo na kraju da se po prirodi stvari, slozenost nekog izracunavanja izra-
zava funkcijom, dok se opisna sloZzenost nekog objekta izrazava konstantom.

10.10 Zakljucak

Razdvajanje problema na prakti¢no izracunljive i izracunljive u principu, zavisno
od toga jesu li, ili ne, u klasi P nije uvek opravdano. Recimo, algoritam sa ekspo-
nencijalnom vremenskom granicom slozenosti u kojoj je eksponent mali je u nekim
prakti¢nim slucajevima, u kojima ulaz relativno nije veliki, pogodniji od algoritma
sa polinomijalnom vremenskom granicom slozenosti. U tabeli 10.1 su prikazana
dva slucaja. U svakom od redova je prikazana duzina rada racunara koji u sekundi
obavlja 10? koraka izra¢unavanja za po dva algoritma sa polinomijalnom, odnosno
eksponencijalnom, vremenskom granicom slozenosti. Razlika izmedu redova je u
stepenima polinoma, odnosno eksponetima i ilustruje relativnost ove vrste podele
na prakti¢no i samo u principu izracunljive probleme.

Sliéna situacija se javlja kod linearnog programiranja i simpleks algoritma koji
je eksponencijalan, ali dobrih performansi u praksi, odnosno nekih polinomijalnih
algoritama za ovaj problem koji su u praksi veoma spori. Teorijski gledano, broj
slucajeva u kojima bi neki eksponencijalni algoritam mogao biti bolji od polinomi-
jalnog je obavezano konacan, ali sa stanovista prakti¢nog programiranja, primerci

44Incompressible.



10.11. Za dalje proucavanje 293

Vremenska Vreme Vremenska Vreme
granica izvrSavanja granica izvrSavanja
n? 3.6 - 10 5sec 2" 36.3 godine
nto 19.4 godine 2V 810 9sec

Tabela 10.1. Poredenje vremena izvrsavanja algoritama za ulazne veli¢ine n = 60.

problema koji su interesantni mogu biti upravo u tom skupu. Ipak treba reéi da
polinomijalnih algoritama sa ogromnim stepenima nema puno, kao i eksponenci-
jalnih algoritama sa jako malim eksponentom, pa spomenute sitacije nisu pravilo.

Druga primedba u vezi teorije slozenosti izra¢unavanja se odnosi na to $to se
analiziraju sluc¢ajevi u kojima se algoritmi najgore ponasaju. Moguce je da se al-
goritam sa loSim najgorim slucajem prihvatljivo, pa ¢ak i superiorno u odnosu na
ostale, ponasa u proseku. Primer za to je quick-sort algoritam sortiranja koji za
slucajan niz ima slozenost O(nlogyn), dok je slozenost za najgori slucaj O(n?).
Analiza ocekivanog, a ne najgoreg, slu¢aja je u takvim situacijama mnogo infor-
mativnija. Medutim, da bi se ovakva analiza sprovela potrebno je poznavanje
distibucije ulaznih problema, $to je ¢esto tesko ostvarljivo.

Polinomijalne funkcije su pogodne za analizu: njihova klasa je zatvorena za
sabiranje i mnozenje, logartitmi svih polinomijalnih funkcija se razlikuju u kon-
stantnom faktoru, pa su svi u #(logyn) itd. Zbog svega ovoga je izbor pristupu
prihvatanja statusa prakti¢ne izracunljivosti za probleme koji su u najgorem slucaju
polinomijalni nuzno pojednostavljenje koje dovodi do primenljive i elegantne teorije
koja govori o stvarnim izracunavanjima.

10.11 Za dalje proucavanje

Teorija slozenosti izracunavanja je relativho mlada disciplina. Referentne tekstove
za nju predstavljaju [48, 105, 118]. Poslednja recenica u odeljku 10.10 je zapravo
teza izneta u [105], gde se mogu pronaéi i dokazi za teoreme koje se u ovom
poglavlju samo formulisane. Jedan od novijih rezultata teorije slozenosti pokazuje
da je problem PRIMES € P [4]. Opisna slozenost, kao logicki pristup prob-
lemu data je u [58], dok se opisna slozenost kona¢nih re¢i uvodi u [67]. Preplitanje
sluc¢ajnosti, slozenosti i izracunavanja kao osnov moderne kriptologije analizira se u
[39]. Praktican pristup kriptologiji sa prikazom odgovarajucih tehnika i algoritama
u programskom jeziku C izlaze se u [115]. Na naSem jeziku se u [130] analiziraju
razli¢iti algoritmi, njihove primene u kriptologiji i razmatraju N P-kompletni prob-
lemi.
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11

Z.adaci

11.1 Izracunljivost. Odlucivost

Zadatak 11.1. Napisati program za Tjuringovu masinu u kome se za neko fiksir-
ano n > 0 ispisuje n jedinica pocev od tekuce pozicije na desno, posle Cega se glava
vra¢a na polaznu poziciju i zavrSava rad.

Zadatak 11.2. Napisati program za Tjuringovu masinu u kome se podrazumeva
da traka sadrzi samo jednu nepraznu rec¢ sastavljenu od n > 0 jedinica, a glava se
nalazi iznad éelije u kojoj je najlevlji znak 1. Program briSe tu rec¢ i ispisuje rec¢
koja sadrzi 2n jedinica. Uputstvo. Najpre obrisati najlevlji znak 1 i i¢i na desni
kraj reci. Zatim preéi jedan blanko znak (0), pa ako se tada naide na blanko znak
upisati dva znaka 1, a ako se naide na znak 1 i¢i do kraja te nove reci i tada upisati
dva znaka 1. Potom vratitit glavu na najlevlji znak prve reci, ako takav postoji,
posle ¢ega se postupak ponavlja. Ako je prva re¢ veé¢ obrisana glava se pomera na
pocetak druge (i sada jedine na traci) reci, nakon Gega se prekida izvrsavanje.
Zadatak 11.3. Napisati program za Tjuringovu masinu koji pomera ulaznu rec¢
za jedno mesto udesno.

Zadatak 11.4. Napisati program za Tjuringovu masinu koji kopira ulaznu rec
w na deo trake odvojen jednim blanko znakom od krajne desne éelije koja sadrzi
znak 1 iz rei w.

Zadatak 11.5. Napisati program za Tjuringovu masinu koji izra¢unava funkciju
prethodnik definisanu sa

f(x):{xl zax € N\ 0

nedefinisano zax =0

Uputstvo. Kako se glava nalazi nad najlevljom ¢elijom koja sadrzi znak 1 iz unarnog
zapisa argumenta, najpre se sadrzaj te Celije obrise, a zatim se glava pomera u desno
do prve ¢elije koja sadrzi znak 1. Ako je argument programa nula, onda se ulazi u
beskonaénu petlju u kojoj se masina stalno pomera u desno. Prema tome, za svaki
x>0, P(z) | ¢ — 1, dok je P(0) T.

Zadatak 11.6. Napisati program za Tjuringovu masinu koji izracunava funkciju
f(z,y) = x +y. Uputstvo. Na pocetku rada unarne reprezentacije brojeva = i y
su na traci razdvojene jednim blanko znakom. Glava se najpre pomera do kraja
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zapisa broja x, zatim se umesto blanko znaka koji razdvaja zapise brojeva x i y
upisuje znak 1. Kako se reprezentacija brojeva x i y sastoji od  + 1 odnosno y + 1
jedinica, sada je na traci © + 1+ 1 4+ y + 1 jedinica. Zato se odlazi na kraj zapisa
broja y i brisu dva znaka 1. Na traci se sada nalazi neprekidan niz od =z +y + 1
jedinica, $to je unarna reprezentacija broja x + y, pa ostaje da se samo jos glava
vrati na najlevlju éeliju koja sadrzi znak 1. Dakle, P(z,y) |  + y.

Zadatak 11.7. Napisati program za Tjuringovu masinu koji izrac¢unava funkciju
f(x,y) = x - y. Uputstvo. Ulazni podaci se na traci smestaju kao 1*+101¥F1. Rec
1%+1 sluzi kao broja¢ koliko puta treba iskopirati drugu re¢. Voditi raéuna da se
unarna reprezentacija broja x - y sastoji od = - y + 1 jedinice.

Zadatak 11.8. Napisati program za Tjuringovu masinu koji izracunava funkciju
najvedi broj < % zay >0
nedefinisano zay =0

) ={

Zadatak 11.9. Ispitati da li je funkcija

. 1 zax=
jednako(x,y) = { 0 zax #glj

Tjuring-izracunljiva.
Zadatak 11.10. Napisati program za Tjuringovu masinu koji izracunava funkciju

f(x,y) = av.

Zadatak 11.11. Napisati program za Tjuringovu masinu koji za svako k i i za
koje je k > i > 1 izracunava funkciju f(k,i,z1,22,...,2r) = 2;, tj. projekciju i-te
koordinate.

Zadatak 11.12. Napisati program koji kao ulazne podatke dobija opis ulaza i pro-
gram za Tjuringovu masinu i simulira izvrSavanje programa na razli¢itim verzijama
masine.

Zadatak 11.13. Dokazati da je funkcija mnozenja f(n,z) = n - x primitivno
rekurzivna. Uputstvo. Funkcija je definisana sa f(0,2) = 01 f(n + 1,2) =
h(f(n,z),n, ), gde je h(x,y,z) = +(Ps, P§), a + funkcija sabiranja.

Zadatak 11.14. Dokazati da je funkcija stepenovanja f(n,z) = 2™ primitivno
rekurzivna. Uputstvo. Funkcija je definisana sa f(0,z) = 11 f(n + 1,2) =
h(f(n,z),n, ), gde je h(x,y,2) = *(Pi(z,y,2), P§(x,y, 2)), a x funkcija mnozenja.
Zadatak 11.15. Dokazati da je funkcija signum definisana sa:

0 zan=0
sgn(n) = 1 zan>0

primitivno rekurzivna. Uputstvo. Funkcija je definisana sa sgn(0) = 0isgn(n+1) =
Kl (sgn(n),n), gde je Ki(x,y) = 1 konstantna funkcija za koju je u primeru 2.4.2
pokazano da je primitivno rekurzivna.

Zadatak 11.16. Dokazati da je funkcija definisana sa:

_ 1 zan=0
sgn(n) = 0 zan>0
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primitivno rekurzivna. Uputstvo. Funkcija je definisana sasgn(0) = 1isgn(n+1) =
K9 (5gn(n),n), gde je K9(x,y) = 0 konstantna funkcija za koju je u primeru 2.4.2
pokazano da je primitivno rekurzivna.

Zadatak 11.17. Dokazati da je funkcija definisana sa

| 1 zan neparno
neparno(n) = 0 =zan parno

primitivno rekurzivna. Uputstvo. Funkcija je definisana sa neparno(0) = 0 i
neparno(n + 1) = h(neparno(n),n), gde je h(z,y) = 1 — P}(z,y) primitivno
rekurzivna funkcija. Drugi nacin je definisati funkciju neparno kao karakteristicnu
funkciju istoimenog predikata iz primera 2.4.21.

Zadatak 11.18. Dokazati da je funkcija definisana sa

arno(n) = 0 za n neparno
P | 1 =zan parno

primitivno rekurzivna. Uputstvo. Funkcija se dobija kompozicijom primitivno
rekurzivnih funkcija, jer je parno(n) = sgn(neparno(n)). Drugi nacin je defin-
isati funkciju parno kao karakteristi¢nu funkciju istoimenog predikata iz primera
2.4.21.
Zadatak 11.19. Dokazati da je funkcija definisana sa

polovina(n) = { %_1 Zan parno

%5~ za n neparno

primitivno rekurzivna. Uputstvo. Funkcija je definisana sa polovina(0) = 0 i
polovina(n + 1) = h(polovina(n),n), gde je h(z,y) = +(P}(x,y), neparno( P2 (zx,
y))) primitivno rekurzivna funkcija.
Zadatak 11.20. Dokazati da je funkcija faktorijel definisana sa

'(n){l zan =0
' n-(n—1)---1 zan#0

primitivno rekurzivna. Uputstvo. Funkcija je definisana primitivnom rekurzijom:
10) =11i!(n+1) = h((n),n), gde je h(z,y) = *(Ps(x,y), +(1, P¢(x,y))) primi-
tivno rekurzivna funkcija.

Zadatak 11.21. Dokazati da je funkcija f(n) = 0+ 1+ --- + n primitivno
rekurzivna. Uputstvo. Funkcija je definisana primitivnom rekurzijom: f(0) = 0
i f(n+1) = h(f(n),n), gde je h(z,y) = +(Pi(x,y),S(Pi(z,y)), primitivno
rekurzivna funkcija.

Zadatak 11.22. Dokazati da su predikati #, <, > i > primitivno rekurzivni.
Uputstvo. Predikati = i < su primitivno rekurzivni, a za karakteristicne funkcije
vazi Cx =C.=, C< =C=-V (O, Cs =C<iCs =Cys.

Zadatak 11.23. Dokazati da je funkcija max{zi,...,z,} koja daje maksimum
konac¢nog skupa prirodnih brojeva primitivno rekurzivna. Uputstvo. Za n = 2
funkcija je definisana sa max{zy,z2} = z1-C> (21, v2)+22-C< (21, x2) i predstavlja
kompoziciju primitivno rekurzivnih funkcija. Ako je definisana funkcija maksi-
muma za n = k brojeva, maksimum k+1 brojeva se definiSe sa max{x1,..., 241} =
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max{xy,..., x5} - C>(max{x1,...,2r}, Tht1) + Tpt1 - C>(max{z1,..., Tk}, Tpt1)-

Zadatak 11.24. Dokazati da je funkcija min{xy,...,2,} koja daje minimum
konaé¢nog skupa prirodnih brojeva primitivno rekurzivna. Uputstvo. Primeniti
analogan postupak kao u zadatku 11.23 sa funkcijom max.

Zadatak 11.25. Dokazati da je funkcija f(z,y) koja izra¢unava najmanji za-
jednicki sadrzalac brojeva x i y primitivno rekurzivna. Uputstvo. f(z,y) = (uz <
2 9)(+(@,2) A+, 2).

Zadatak 11.26. Dokazati da je funkcija f(x) koja izrac¢unava celi deo kvadratnog
korena broja x primitivno rekurzivna. Uputstvo. f(z) = (uy < z)((y +1)? > z).
Zadatak 11.27. Dokazati da je funkcija f(n) koja izracunava n-ti ¢lan Fibonaci-
jevog niza (f(0) =1, f(1) =1, f(n+2) = f(n) + f(n+ 1)) primitivno rekurzivna.
Uputstvo. Posmatrajmo funkciju g(n) = 2/ . 37/(*+1) za koju je (g(n))o = f(n),
(9(n))1 = f(n+1). Za funkciju vazi da je g(0) = 2 -3' = 61ign+1) =
2f(n+1) . 3f(n+2) — 9f(n+1) . 3f(n)+f(n+1) — gf(n+1) . 3f(n) = gloa(n))1 . 3(9(n)o pa je
g primitivno rekurzivna, a time i f.

Zadatak 11.28. Dokazati da su primitivno rekurzivne funkcije f i g uzajamno
definisane sa: f(0) = a, g(0) = b, f(n + 1) = h(n, f(n),gn)) i g(ln +1) =
t(n, f(n),g(n)), gde su h it primitivno rekurzivne funkcije. Uputstvo. Posma-
trajmo funkeiju i(n) = 27 . 39(") Razmotriti i situaciju u kojoj su funkcije f i g
arnosti n 4+ 1: f(0,21,...,2,) = k(z1,...,20), 9(0,21,...,2,) = q(x1,...,20),
fn+ Lzy,...;z,) = h(nyzq,... 20, f(n,21, .. x0), 9(n, 21, ..y 2p)) 1 g(n +
Lxg, ..., @) =tn,zy, ... 20, f(n,21,. .., Zn), 9N, 21, ..., Ty)).

Zadatak 11.29. Dokazati da je Akermanova funkcija dobro definisana, tj. da pos-
toji funkcija f : N> — N koja zadovoljava uslove zadate u odeljku 2.4.6. Uputstvo.
Videti [82, str. 63].

Zadatak 11.30. Dokazati da postoji parcijalno rekurzivna funkcija g(z,y) koja
je definisana ako i samo ako je y € Im(f,). Uputstvo. Definisimo funkciju g(z,y)
tako da bude jednaka ((uz)UP(x, (2)o,¥, (2)1))1. Funkcija g(x,y) je definisana ako
i samo ako funkcija f, za neki argument staje, a izracunata je vrednost y.
Zadatak 11.31. Dokazati da je inverzna funkcija f~! parcijalno rekurzivne 1 — 1
funkcije f parcijalno rekurzivna. Uputstvo. Za neki e je f ~ f.. Definisimo
71 y) = ((n2)UP(e, (2)o, ¥, (2)1))1-

Zadatak 11.32. Neka je f(z,y) = y®. Pokazati da postoji rekurzivna funkcija
K (z) za koju je fr(x)(y) =~ f(x,y). Uputstvo. Posto je y* parcijalno rekurzivna
funkcija postoji indeks e tako da je f(x,y) = fe(x,y), odnosno po s-m-n-teoremi
flz,y) ~ fS}(e,x) (y). Indeks e je konstantan, pa je funkcija S1 u stvari unarna
funkcija koju nazivamo K (z).

Zadatak 11.33. Pokazati da postoji rekurzivna funkcija K (z) takva da je za svaki
n € N K(n) jedan indeks funkcije f(z,y) = [¢/y] koja izratunava celi deo n-tog
korena broja. Uputstvo. Posto je | ¢/y] parcijalno rekurzivna funkcija postoji indeks
e tako da je f(z,y) = fe(x,y), odnosno po s-m-n-teoremi f(x,y) ~ fs1(em) (y).
Indeks e je konstantan, pa je funkcija Si u stvari unarna funkcija koju nazivamo
K(x).

Zadatak 11.34. Dokazati da postoji rekurzivna funkcija K(z,y) takva da je
fm(z) : fy(z) = fK(ac,y)(Z) Uputstvo. Najpre je fz(z) = fU(LL',Z) i fy(z) = fU(y7Z)'
Funkcija fu(x,2) - fu(y,z) = fe(x,y,2) za neki indeks e, pa je po s-m-n-teoremi
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fo(2) - fy(2) = fs2(c.2)(2). Indeks e je konstantan, pa je funkcija S? u stvari
binarna funkcija koju nazivamo K(x,y).

Zadatak 11.35. Dokazati da postoji unarna rekurzivna funkcija K(z) takva da
Dom(fk(z)) = Im(f:). Uputstvo. Neka je g(x,y) = ((pz)UP(z,(2)o,y, (2)1)-
Kada je funkcija definisana vazi f,(g(x,y)) = y. Posto je g parcijalno rekurzivna
funkcija postoji indeks e tako da je g(z,y) = fe(x,y), odnosno po s-m-n-teoremi
g(z,y) ~ fs1(e,z) (y). Indeks e je konstantan, pa je funkcija Si u stvari unarna
funkcija koju nazivamo K (x). Dobija se Im(f,) = Dom(fx(qa))-

Zadatak 11.36. Dokazati da je klasa odlucivih skupova zatvorena za operacije
komplement, unije, preseka i razlike. Uputstvo. Za skupove A i B karakteristi¢ne
funkcije su redom Cca = 1 — Ca, Caup = sgn(Ca + Cg), Canp = Ca - Cp,
CA\B = L(CA,CB)

Zadatak 11.37. Neka je ¢ € N konstanta. Dokazati da predikat P(x) koji vazi
ako je ¢ € Dom(f,) nije odluciv. Uputstvo. Skup B = {f, : ¢ € Dom(f,)} nije
ni prazan, a ne sadrzi ni sve parcijalno rekurzivne funkcije, pa po teoremi 2.8.5
problem da li je f, € B nije odlué¢iv zbog ¢ega ni P(x) nije odluéiv.

Zadatak 11.38. Dokazati da predikat P(z) koji vazi ako je x € Im(f,) nije
odluc¢iv. Uputstvo. Neka je karakteristicna funkcija Cp rekurzivna. Tada je i
funkcija

[z zaCp(z)=0
h(x){ 1T za C’i(x):l

parcijalno rekurzivna, pa postoji indeks m tako da je h = f,,,. Dalijem € Im(f;,)?
Pokazati da se dobija kontradikcija. Zato Cp nije rekurzivna, pa ni P odluéiv.
Zadatak 11.39. Dokazati da predikat P(z,y) koji vazi ako je € Im(f,) nije
odluéiv. Uputstvo. Redukovati na prethodni zadatak.

Zadatak 11.40. Dokazati da predikat P(z,y) koji vazi ako je Dom/(f;)=Dom(f,)
nije odluciv. Uputstvo. Redukovati na problem f, je totalna funkcija koji nije
odluciv, a bio bi da jeste P(z,y).

Zadatak 11.41. Dokazati da predikat P(z) koji vazi ako je Dom(f,) = 0 nije
odluciv. Uputstvo. Skup B koji sadrzi sve funkcije praznog domena nije ni prazan
niti sadrzi sve parcijalno rekurzivne funkcije, pa po teoremi 2.8.5 problem da li je
f= € B nije odluciv zbog ¢ega ni P(x) nije odluéiv.

Zadatak 11.42. Dokazati da predikat P(x) koji vazi ako je Im(f,) beskonacan
nije odluc¢iv. Uputstvo. Skup B koji sadrzi sve funkcije sa osobinom da im je
kodomen beskonacan nije ni prazan niti sadrzi sve parcijalno rekurzivne funkcije,
pa po teoremi 2.8.5 problem da li je f, € B nije odluciv zbog ¢ega ni P(zx) nije
odluéiv.

Zadatak 11.43. Dokazati da ne postoji rekurzivna funkcija binarna funkcija f
koja konvergira ako funkcija f,(y) | a u racunanju se koriste sam brojevi manji do
jednaki f(x,y).! Uputstvo. Predikat T(x,vy,z) definisan analogno predikatu U P
sem §to ne vodi brigu o rezultatu funkcije f,(y) je primitivno rekurzivan. Kako je
y € Dom(f;) ako i samo ako vazi T(z,y, f(z,y)), a y € Dom(f,) nije odlucivo,

1U terminologiji programa ovaj zadatak se moze formulisati i ovako: Dokazati da ne postoji
rekurzivna funkcija binarna funkcija f koja konvergira ako predikat P (y) | u manje do jednako
f(x,y) koraka. (U oznaci Py « je indeks programa u nekom nabrajanju.)
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funkcija f nije rekurzivna.

Zadatak 11.44. Dokazati da je klasa parcijalno odlucivih predikata zatvorena
za konjunkciju, disjunkeiju, egzistencijalnu kvantifikaciju (ako je P(x,y) parcijalno
odluéiv, to je i (Jy)P(x,y)) 1 ograniene univerzalnu i egzistencijalnu kvantifikaciju
(ako je P(z,y) parcijalno odluciv, to su i (Vy < z)P(x,y) i (Jy < 2)P(z,y)),
a nije za negaciju i univerzalnu kvantifikaciju. Uputstvo. Zatvorenost za kon-
junkciju i disjunkciju se pokazuje konstrukcijom karakteristi¢nih funkcija. Predikat
P(z,y) je parcijalno odluciv ako postoji odluéiv predikat R(z,y,z) takav da je
M (z,y) ako i samo ako je (3z)R(z,y,z). Posmatramo odlucivi predikat S(z,y)
koji vazi ako i samo ako vazi R(z, (y)o,(y)1). Sada (Jy)M(x,y) vazi ako i samo
ako vazi (Jy)S(z,y), pa je (Jy) M (x, y) parcijalno odluciv. Karakteristi¢na funkcija
za predikat (Vy < 2)P(z,y) je Cryy<z)P(z,y) = lly<:Cp(x,y). Predikat Halt(z,y)
je parcijalno odluciv, a nije odlué¢iv, pa njegov komplement nije parcijalno odluciv.
Zbog toga ova klasa nije zatvorena za negaciju. Posto je klasa zatvorena za egzis-
tencijalnu kvantifikaciju, a nije za negaciju, nije zatvorena ni za univerzalnu kvan-
tifikaciju jer je V.= —3-.

Zadatak 11.45. Dokazati da je predikat P(z,y) koji vazi ako je z € Im(f,)
parcijalno odlu¢iv. Uputstvo. Primetimo da z € Im(f,) vazi ako i samo ako je
(Fw)UP(y, (w)o, (w)1, (w)2), a predikat UP je primitivno rekurzivan.

Zadatak 11.46. Dokazati da je predikat P(z) koji vazi ako je Im(f,) # 0
parcijalno odluéiv. Uputstvo. Skup Im(f;) je neprazan ako i samo ako vazi
(Fw)UP(z, (w)o, (w)1, (w)z2), a predikat UP je primitivno rekurzivan.

Zadatak 11.47. Dokazati da je predikat P(z) koji vazi ako je Dom(f,) # 0
parcijalno odluciv. Uputstvo. Skup Dom(f,) je neprazan ako i samo ako vazi
(Fw)UP(z, (w)o, (w)1, (w)2), a predikat UP je primitivno rekurzivan.

11.2 Matematicka logika i Bulove algebre

Zadatak 11.48. Da li je zadovoljiv skup formula {A; V Ay, —Ay V - A3, A3 V
A4, _\A4 vV _|A5, .. }?

Zadatak 11.49. Metodom istinitosnih tablica ispitati da li su formule date u
tabeli 3.4 tautologije.

Zadatak 11.50. Ispitati da li su formule (A — (B — A)), (A — (B — C)) —
(A—- B) - (A—0C))i(-B - -A) — (A — B) zadovoljive, tautologije ili
kontradikcije.

Zadatak 11.51. Izracunati KNF(A)i DNF(A) za formule: (A — B)V(=AAC),
A« (BAN-A), (A= B)AC)V (A« O).

Zadatak 11.52. Napisati program koji polazeéi od iskazne formule A konstruise
KNF(A), DNF(A) i definicionu formu formule A..

Zadatak 11.53. Dokazati da potpune forme dobijene upotrebom istinitosne
tablice formule, kao $to je opisano u odeljku 3.3.2, predstavljaju konjunktivnu,
odnosno disjunktivnu, normalnu formu, tj. da su ekvivalentne polaznoj formuli.
Dokazati da, ako polazna formula sadrzi n iskaznih slova, vazi da je formula tau-
tologija (kontradikcija) ako i samo ako njena potpuna disjunktivna (konjunktivna)
normalna forma sadrzi 2™ disjunkata (konjunkata). Uputstvo. Razmatrati vrednost
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formula i normalnih formi pri proizvoljnoj interpretaciji.

Zadatak 11.54. Dokazati jedinstvenost potpunih formi. Uputstvo. Posmatra-
jmo potpunu disjunktivnu normalnu formu formule A. Svaka interpretacija I za
koju je I = A, zadovaljava tacno jedan disjunkt u disjunktivnoj normalnoj formi
i obrnuto svaka interpretacija koja zadovoljava potpunu disjunktivnu formu zado-
voljava tactno jedan njen disjunkt i formulu A. Ovo bi dovelo do kontradikcije ako
bi postojale dve potpune disjunktivne forme koje ne bi imale iste disjunkte.
Zadatak 11.55. Pokazati da se svaka konjunktivna, odnosno disjunktivna, nor-
malna forma moze ekvivalentno prosiriti do potpune forme. Uputstvo. Neka for-
mula sadrzi iskazna slova p i ¢ i neka je jedan disjunkt u njenoj konjunktivnoj
formuli p. Kako je = p < (pV (¢ A —q)) primenom distibutivnog zakona se vrsi
trazeno kompletiranje =p «— ((pV ¢) A (pV —q)).

Zadatak 11.56. Neka su p, g i r iskazna slova i neka je formula A definisana sa
A=BArAC. Formule B i C su redom definisane sa B=pVvV-DiC=FVF,
doksu D=pVqV-r, E=rADiF =qAr. Optimizovati formulu A. Uputstvo.
A= (pVv-(pVaVv-r))ArA((gA(pVeV—r))V(gAr)) = (pV(-pA-gAT)) ArA(gA
(pVaVrv=r)) = (pV(=pA=gAT)ATA(GA(PVEVT)) = (pV(mPA=gAT)) AT Ag =
(pArAQ NV (—pA-gArArAg)=@PATAQV L= (pArAg).

Zadatak 11.57. Pronadi iskaznu formulu A takvu da je svaka KN F(A) ekspo-
nencijalno duza od A.

Zadatak 11.58. Konstruisati normalne forme za elektronsko kolo polusabiraca
koji ima dva ulaza x i y, gde x i y odgovaraju bitovima koji se sabiraju, i dva izlaza
- r, bit rezultata, i s, bit prenosa. Uputstvo. Koristiti primer 3.3.13.

Zadatak 11.59. Dokazati da za svaku formulu A postoji formula B u konjunk-
tivnoj normalnoj formi takva da svaki disjunkt sadrzi tacno tri literala pri ¢emu je
formula A zadovoljiva ako i samo ako je zadovoljiva formula B. Takode, veli¢ina
formule B je ogranicena linearnom funkcijom duzine formule A. Uputstvo. Pret-
postavimo da je A u konjunktivnoj normalnoj formi, jer se A uvek moze prevesti
u definicionu formu koja je zadovoljiva ako i samo ako je zadovoljiva i A. Kao §to
je spomenuto u uputstvu za zadatak 11.55, svaki konjunkt iz A koji sadrzi manje
od tri iskazna literala se moze prosiriti tako da sadrzi tacno tri literala. Neka je
D=DByVBy;V...VBg, k>4, konjunkt iz A koji ima bar cetiri literala i neka su
Cq, ..., Ckx_3 iskazna slova koja se ne javljaju u A. Konjunkt D se transformise u
formulu D’ oblika

(Bl\/Bg\/C’l)/\(B;;\/ﬁCl \/CQ)/\. . ./\(B}c,QVﬁCk,4VCk,3)/\(B}c,1 ka\/ﬁC’k,g)

koja je u konjunktivnoj normalnoj formi. Pokazuje se da je konjunkt D zadovoljiv
ako i samo ako je zadovoljiva i formula D’. Neka je, recimo, k = 4 i neka je
konjunkt D = B;V B,V B3V By zadovoljiv. To znaci da postoji interpretacija I koja
zadovoljava neki literal. Neka to bude literal B;. Tada posmatramo interpretaciju
I’ koja se poklapa sa I na literalima B; i za koju je I'(Cy) = L. Lako se proverava
da interpretacija I’ zadovoljiva formulu D’ = (B; V Ba V C1) A (Bs V By V —CY).
Sliéno, ako neka interpretacija I zadovoljava formulu D', ona zadovoljava ili iskazno
slovo (1 ili njegovu negaciju. Neka je I(C7) = T. Posto je I(—=C7) = L, mora biti
I(B3 vV By) = T, pajeiI(D) = T. Ovakvo razmatranje sa lako uopstava za
proizvoljno k > 4. Postupak se ponavlja dok god u A ima konjunkata sa vise od
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tri literala.

Zadatak 11.60. Opisati skup teorema formalne teorije ¢iji jezik je skup {0,1},
skup formula se sastoji od svih reéi, skup aksioma sadrzi samo formulu 1, a pravila
izvodenja su: ’iz B izvesti B0’ i’iz B izvesti B1’. Uputstvo. Formula je teorema
ako i samo ako je ¢ini konacni niz koji pocinje znakom 1.

Zadatak 11.61. Opisati formalnu teoriju kod koje vazi da je neka formula teorema
ako i samo ako je ¢ini kona¢ni niz sastavljen od parnog broja jedinica.

Zadatak 11.62. Dokazati da su formule date u tabeli 3.4 teoreme iskaznog rac¢una
L.

Zadatak 11.63. Odrediti Res* (F) skupa F = {{A17 _|A27A5}, {_\Al, Ag,Ag},
{_‘Ala _‘A47 _'A5}; {Ala A4}}

Zadatak 11.64. Metodom rezolucije ispitati da li su formule date u tabeli 3.4
tautologije.

Zadatak 11.65. Pokazati da je realizacija metode rezolucije za iskaznu logiku
opisana u odeljku 3.7.1 kompletna.

Zadatak 11.66. Isprogramirati realizaciju metode rezolucije za iskaznu logiku
koja je opisana u odeljku 3.7.1.

Zadatak 11.67. Metodom analitickog tabloa ispitati da li su formule date u tabeli
3.4 tautologije.

Zadatak 11.68. Isprogramirati realizaciju metode tabloa za iskaznu logiku koja
je opisana u odeljku 3.8.4.

Zadatak 11.69. Izracunati kanonsku disjunktivnu formu za formulu x +y. Uput-
stvo. x4+y=(0+0)-2"-y)+((0+1)-2"-y)+(1+0)-z-y)+ ((1+1)-z-y) =
(@ y) + (@ y) + (@ ).

Zadatak 11.70. Konstruisati BDD i redukovani BDD za funkcije: f(z) = =,
flx) =2, f(x,y) =z -y, f(x,y) = x + y i proveriti da i vrednosti funkcija tih
BDD-reprezentacija odgovaraju polaznim funkcijama.

Zadatak 11.71. Konstruisati BDD za formulu f(a,b,c¢,d,e, f) =a-b+c-d+e- f
u odnosu na redoslede promenljivih: ¢ <b<c<d<e < f,odnosno a < ¢ < e <
b<d< f.

Zadatak 11.72. Dokazati da postupak opisan u odeljku 4.3.2 zaista daje reduko-
vani BDD.

Zadatak 11.73. Napisati program koji za zadati redosled promenljivih konstruise
BDD za ulaznu fomulu.

Zadatak 11.74. Na predikatskom jeziku prvog reda zapisati iskaz 'Svaki broj je
paran ili neparan’.

Zadatak 11.75. Opisati predikatski jezik, interpretaciju i formule kojima se mod-
elira struktura podataka red? koja se koristi po principu FIFO3, tj. 'prvi stavljen,
prvi uzet’. Uputstvo. Sliéno kao u primeru 5.3.13 definisati formalne simbole za
prazan red, pocetak i ostatak reda i stavljanje novog objekta u red, interpretaciju,
formulu sa jednom slobodnom promenljivom koja vazi samo za re¢i duzine jedan
i formulu koja modelira postupak FIFO. U poslednjoj formuli razlikovati situacije
stavljanja objekta u prazan i neprazan red.

Zadatak 11.76. Dokazati da je formula (Vz)(A — B) — (A — (Vz)B) valjana
ako promenljiva x nije slobodna u A, a da u suprotnom to nije slucaj. Uput-

2 Queue.
3Skraéenicu ¢ine prva slova fraze First in first out.
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stvo. Ako formula nije valjana, postoje interpretacija I i valuacija v takve da je
I((Vz)(A — B)), =T, I(A), = T i I((Vx)B)), = L. Znaci da postoji neki ¢, ele-
ment domena interpretacije I, takav da za neku valuaciju v’ =, v koja je jednaka
sa v, sem $to v'(x) = ¢, vazi I(B),» = L. Posto A ne sadrzi slobodnu promenljivu
x, I(A), = I(A),, = T, pa bi suprotno pretpostavci bilo I(A — B),» = L, odnosno
I((Vz)(A — B)), = L.

Zadatak 11.77. Dali je unifikabilan skup literala { P(z,y), P(f(a), g(x)), P(f(z),
9}

Zadatak 11.78. Koliko dugo radi procedura Unifikacija iz odeljka 5.11.1 u slu¢aju
skupa literala {P(x1,...,2n), P(f(x0,0), f(z1,21), .., f(@n-1,Zn-1))}?
Zadatak 11.79. Nadi sve rezolvente klauza C, = {-P(z,y),~P(f(a),g(z,b)),
Q(:l}, Z)} 10y = {P(f(l‘), g(a7 b))v _‘Q(f(a’)v b)7 _'Q(a7 b)}

Zadatak 11.80. Ispitati valjanost formula (3z)(Vy)P(z,y) — (Vy)(3z)P(z,y) i
(Fz)(Vy)P(z,y) — (Vx)(3y)P(z,y). Uputstvo. Prva formula jeste, a druga nije
valjana. Primeniti razli¢ite procedure dokazivanja (rezolucija, tablo) u dokazu.
Zadatak 11.81. Isprogramirati prevodilac koji proizvoljnu predikatsku formulu
zapisanu u tekstualnoj datoteci ucitava i prevodi u drvoidnu strukturu pogodnu za
rac¢unarsku manipulaciju. Uputstvo. Koristiti programska oruda Lex i Yacc.
Zadatak 11.82. Isprogramirati metodu analitickih tabloa za ispitivanje valjanosti
predikatskih formula.

Zadatak 11.83. Isprogramirati metodu rezolucije za ispitivanje valjanosti predi-
katskih formula.

Zadatak 11.84. Isprogramirati postupak konstrukcije definicione forme.
Zadatak 11.85. Pokazati da se klase K i D-valjanih formula razlikuju. Uputstvo.
Koristiti formulu Op — Op i svet K-modela koji nema ni jedan dostizan svet.
Zadatak 11.86. Pokazati da se klase K i T-valjanih formula razlikuju. Uputstvo.
Koristiti formulu Op — p.

Zadatak 11.87. Pokazati da se klase T i B-valjanih formula razlikuju. Uputstvo.
Koristiti formulu p — OCp.

Zadatak 11.88. Dokazati preostale sluc¢ajeve u teoremi 7.1.9.

Zadatak 11.89. Konstruisati modele u kojima nisu valjane formule O, o — O,
Ca, Da — Ca i a — Caione u kojima to jeste slucaj.

Zadatak 11.90. Dokazati teoreme potpunosti za normalne modalne logike slede¢i
i razradujudi postupak opisan u teoremi 7.1.10.

Zadatak 11.91. Isprogramirati metodu tabloa za razli¢ite modalne logike.
Zadatak 11.92. Koriste¢i navedene reference, kao i literaturu na koju se u njima
upucuje opisati razli¢ite pristupe u nemonotonom zakljucivanju i isprogamirati
odgovarajuce procedure izvodenja.

11.3 Teorija formalnih jezika

Zadatak 11.93. Opisati jezik generisan gramatikom G = ({S,51},{0,1},{S —
g, —01,5 — 051,85 — 01,51 — 0511}, S). Uputstvo. L(G) = {0"1"}.

Zadatak 11.94. Opisati jezik generisan gramatikom G = ({S,B,C},{a,b,c},
{S — aSBC,S — aBC,CB — BC,aB — ab,bB — bb,bC — bec,cC — cc}, S).
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Uputstvo. L(G) = {a™b"c™}.

Zadatak 11.95. Proveriti da li reci abac i aabee pripadaju jeziku L(G) gener-
isanom gramatikom iz zadatka 11.94.

Zadatak 11.96. Opisati jezik kome odgovara regularni izraz

(0" U (((0"(L U (11)))((007)(1 U (11)))")0%))-

Uputstvo. Jezik sadrzi sve binarne reci koje ne sadrze podstring 111.

Zadatak 11.97. Opisati jezik kome odgovara regularni izraz ((0U 1) - (1U0))*
Uputstvo. Jezik sadrzi sve binarne reci parnih duzina.

Zadatak 11.98. Ispitati da li je jezik koji se sastoji od prirodnih brojeva deljivih
sa 2 regularan. Uputstvo. A ={0,1,...,9}. Ly = L(0U(1U2U...U9)(0U1U...U9)*)
je regularan jezik koji sadrzi sve prirodne brojeve. Ly = L1 NL((0U1U...U9)*(0U
2U4U6U8)) je regularni jezik koji se sastoji od prirodnih brojeva koji se zavrsavaju
sa 0, 2, 4, 6 ili 8, pa su deljivi sa 2.

Zadatak 11.99. Ispitati da li je jezik {a? : p je prost broj} regularan. Uputstvo.
Primenom teoreme 9.3.8 pokazati da bi u jeziku, ako je regularan, bila i re¢i a4,
gde g nije prost broj.

Zadatak 11.100. Izabrati jedan nedeterministicki kona¢an automat i konstruisati
njemu ekvivalentan deterministicki automat.

Zadatak 11.101. Napisati progam koji na ulazu prihvata opis proizvoljnog nede-
terministickog konacnog automata i tranformise ga u njemu ekvivalentan deter-
ministicki kona¢ni automat.

Zadatak 11.102. Definisati regularnu gramatiku, konstruisati odgovarajuéi de-
terministicki konacéni automat koji prihvata re¢ if i identifikatore (niz znakova koji
pocinje slovom iza koga sledi niz slova, cifara i/ili donjih crta) i napisati deo pro-
gramskog koda kojim se simulira rad automata.

Zadatak 11.103. Definisati regularnu gramatiku i konstruisati odgovarajuéi de-
terministicki kona¢ni automat koji prihvata sluzbene rec¢i, brojeve i identifikatore
programskog jezika Pascal.

Zadatak 11.104. Pokazati da jezik {wcw™! : w € (L(a) U L(b))"} nije regularan,
a jeste kontekstno slobodan. Uputstvo. Za kontekstno slobodnu gramatiku G =
({S},{a,b,c},{S — ¢,S — aSa,S — bSb},S) je L(G) = {wew™ : w € (L(a) U
L(v)"}.

Zadatak 11.105. Napisati izvodenja za re¢ (id x id + id) * (id + id) u gramatici
opisanoj u primeru 9.4.1. Nacrtati odgovarajuée drvo izvodenja.

Zadatak 11.106. Ispitati da li su jezici {a'b'c'}, {a’b/c’} i {a'b’c'} kontekstno
slobodni.

Zadatak 11.107. Koristeéi programe Lex i Yacc napisati program koji za ko-
rektno unetu formulu predikatskog racuna prvog reda konstruiSe i Stampa njenu
reprezentaciju u formi drveta, a ako formula nije sintaksno korektna ispisuje poruku
o gresci.

Zadatak 11.108. Opisati jezik generisan gramatikom G = ({S, A}, {a,b},{S —
AAJA — AAA A — a, A — bA, A — Ab},S). Uputstvo. Jezik sadrzi sve rec¢i nad
alfabetom {a,b} u kojima se znak a javlja dva ili bilo koji veéi paran broj puta.
Indukcijom po duzini izvodenja se pokazuje da sve reci izvedene iz S imaju ukupno
paran broj pojava znakova a i A. Za duzinu 1, jedino izvodenje je S — AA, pa
tvrdenje vazi. Pod pretpostavkom da tvrdenje vazi za sva izvodenja duzine k, u
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k+1 koraku broj pojava znaka A se uvecava za 2 ako se primeni pravilo A — AAA,
ne menja ako se primeni pravilo A — bA ili pravilo A — Ab, a umanjuje se za
jedan, dok se broj pojava znaka a uvecava za 1, pa ukupan broj ostaje isti, ako se
primeni pravilo A — a. Sa druge strane, pokazuje se da sve svaka re¢ koja sadrzi
paran broj pojava znaka a moze izvesti iz S. Re¢ koja sadrzi 2n pojava znaka a
je oblika b™tab™2a...b"™2mab™2n+1 gde su m; > 0. Ovakva reé¢ se izvodi najpre
primenom pravila S — AA4i A — AAA kojima se dobija re¢ oblika A2". Primenom
pravila A — bA se dobija re¢ b™ A?", a potom se primenom pravila A — a dobija
b™1qA?" 1. Zatim se poslednji deo postupka ponavlja.

11.4 Teorija slozenosti izracunavanja

Zadatak 11.109. Dokazati da je GAP <.y C'V.

Zadatak 11.110. Dokazati da problem RELPRIM = {{x,y) : iy su uza-
jamno (relativno) prosti brojevi} € P. Uputstvo. Koristiti Euklidov algoritam za
nalazenje najveceg zajednickog delioca. Ponavljati dok god y # 0:  := 2 mod y i
zameniti vrednosti z i y; nakon ove petlje u z je najveéi zajednicki delilac ulaznih
brojeva. Ako je x = 1, brojevi su uzajamno prosti. Broj prolaza kroz petlju je reda
log, (min{z,y}), $to je proporcionalno veli¢ini ulaza koji ¢ine dva binarna broja.
Zadatak 11.111. Dokazati da problem MODEXP = {(a,b,c,d) : a,b,c,d su
binarni brojevi za koje je: a® = c¢(mod d)} pripada klasi slozenosti P. Uputstvo.
Stepenovanje svesti na izra¢unavanje a’, a', a?, a*, ...

Zadatak 11.112. Dokazati da je svaki kontekstno slobodan jezik u klasi slozenosti
P.

Zadatak 11.113. Dokazati da problem COMPOSITES = {z : © = pq za cele
brojeve veée od 1} € NP.

Zadatak 11.114. Dokazati da problem CLIQUE = {(G,k) : G je neorijentisani
graf koji ima k-clique} € NP. Uputstvo. Nedeterministicki izabrati podskup ¢ od
k ¢vorova i proveriti da li su svaka dva ¢vora povezana ivicom.

Zadatak 11.115. Dokazati da problem SUBSETSUM = {(S,t) : S je skup
brojeva, a suma elemenata jednog njegovog podskupa je t} € NP. Uputstvo.
Nedeterministicki izabrati podskup c i proveriti da li je suma elemenata jednaka t.
Zadatak 11.116. Dokazati da problem PRIMES = {n : n je prost broj} € NP.
Uputstvo. Za p > 1, multiplikativna grupa Z; = {z : 2 i p su uzajamno prosti i 1
< x < p} je cikliéna i reda p — 1 ako i samo ako je p prost broj. Grupa je cikliéna
ako (3z)(Va € G)(3In)a = ™.

Zadatak 11.117. Dokazati da su problemi SUBSETSUM i bojenja ¢vorova
grafa sa 3 boje IV P-kompletni.
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