Klasi¢na iskazna logika

Algebra i logika u raCunarstvu

Normalne forme

x Definicija. Literal je atomska formula ili njena negacija.

Formula je u konjuktivnoj normalnoj formi (KNF), ako je
oblikaD, A D, A ... A D, pri Cemu je svaki D; disjunkcija
literala obllkaD L, vL v..vL,

Formula je u dISjunktlvan normalno; formi (DNF), ako je
oblikaK, v K, v...v K_pri Cemu je svaki K; konjukcija
literala oblika K, =LAl n AL,

Teorema. Za svaku formulu A postoje njoj ekvivalentne
KNF(A) i DNF(A).




Normalne forme

Procedure NormalnaForma
Begin

1.

Eliminisati veznik <> koristeci ekvivalenciju
Ao B=(A->B)r(B— A)

2. Eliminisati veznik— koristec¢i ekvivalenciju
A->B=-AvB

3. Dok god je moguce ponavljati primenu DeMorganovih
Zakona —|(A/\B) = —|A\/—|B |—|(A\/B) = —|A /\—|B

4. Dok god je moguce ponavljati primenu zakona dvojne
negacije ——A=A

5. a) Za dobijanje KNF ponavljati primenu zakona
distributivnosti v prema A
b) Za dobijanje DNF ponavljati primenu zakona
distributivnosti A prema v

End.

Normalne forme \

x Definicija. Kanonska (potpuna) DNF(A) formule A koja

formula oblika /V(\A/) (p1v /\.../\p,‘j), p! :{

nije kontradikcija i koja sadrzi iskazna slova p,...,p, je

P; ’V(pi):1
=1 —pP; 7V(pi):0

x Definicija. Kanonska (potpuna) KNF(A) formule A koja

nije tatutologija i koja sadrzi iskazna slova p,...,p, je

—p, =1
formula oinkal(/\ (p{v...vp;), pivz{ pv(p)

A)=0

P; ’V(pi):O

x Primeri




Metod rezolucije

X

X

Definicija. Literali L, i L, su komplementarni, ako je jedan

od njih atomska formula, a drugi njena negacija. Klauza je

disjunkcija literala. Prazna klauza & ne sadrzi ni jedan

literal.

Ako je I proizvoljna interpretacija, tada je

1.1(2) =0,

2.D0={C/|i=12...,n},/(D)=1<Vi,/(C,) =1 gde su C,
klauze

3.5,=S,<1(S,)=1(S,) gde su S; i S, skupovi klauza.

Metod rezolucije

X

Definicija. Neka su C, i C,klauzeinekasu L,iL,
komplementarni literali, takvi da se L, nalaziu C,,a L, u
C,. Rezolventa klauza C, i C, po literalima L,i L, je
klauza Res (C,C, L,L,) = (C,\{L}}) u(C, \{L,})
AvpBv—p

RR: —AVB
Teorema. Neka su C, i C, klauze i R njihova rezolventa.
Tadaje {C,C,} ={C,C, R}
Definicija. Dokaz za klauzu C iz skupa klauza {A, A,,...|
je nizklauzaC,C,,...,C,, gde je C, bilo neka od klauza A,
bilo klauza dobijena primenom RR pravila na neke dve
prethodne klauze u dokazu i C,=C.




Metod rezolucije

x Neka je E skup klauza, tada sa R(E) oznatavamo skup
svih klauza iz E i svih klauza dobijenih primenom RR-a
na klauze iz E.

x Neka je F skup klauza, Res,(F)=F, za i >0,

Res, ,(F)= R(Res, (F)) i Res*(F)=|JRes;(F).

x Teorema. Skup klauza je kontradiktoran ako i samo ako
je prazna kaluza u skupu Res*(F).

x Neka je / proizvoljna interpretacija, tada je
I(A)=1<1(=A) =0, tj. formula A je zadovoljiva pri /
ako je iz KNF (—A) primenom RR—gRizvodi @ . Takode,

B.B,,...B,t A< B,B,,...B.,—A + &

Metod rezolucije

Procedure IskaznaRezolucija
Begin
A prevesti u KNF (=A)(= F = {D,,D,,...,D,})
Res,(F):=F
Res, (F)==R(Res,(F))
1:=1
while (Res,(F)=Res_,(F)) and (@ ¢Res,(F)) do
=1+l
Res, (F):==R(Res,_,(F))
if JeRes (F) then Formula je zadovoljiva

else Formula nije zadovoljiva
End




Metod rezolucije

x Metoda rezolucije je po svojoj prirodi mehanicka,
odnosno orijentisana ka racunarskom izvrSavanju, Sto se
lako uoCava kod primene na vece skupove formula kada
se pojavljuje ogroman broj klauza.

x Tokom rezolviranja od klauza roditelja se ¢esto dobijaju
klauze koje nisu u polaznom skupu, niti su deo nekih
klauza polaznog skupa, $to ima za posledicu
potencijalno eksplozivni rast broja klauza.

x Rezolucija se moze elegantno primeniti samo ako je
moguce proizvoljne formule prevesti u oblik konjunktivne
normalne forme, $to nije slu¢aj sa vec¢inom logika.

x Metod rezolucije predstavlja osnov mehanizma
izvodenje na kome je baziran programski jezik Prolog.

x Primeri

Metod tabloa

x Definicija. Neka se iskazni jezik sastoji od prebrojivog
skupa® iskaznih slova, logi¢kih veznika—, A, v i —> i
zagrada. Neka su Ti F novi formalni simboli koji se ne
nalaze u iskaznom jeziku. Ako je Aiskazna formula, TA i
F A su oznacene formule. Konjugat ozmacene formule T A
(uoznaci T A) je formula FAiobrnuto FA=TA .

« Za proizvoljnu interpretaciju /,/(TA)=1(A) i I(FA)=1(-A).
x Sve oznacene neatomske fomule dele su na «a i gformule.

a a, | a,
TAAB| TA|TB B B, | B
FAvB| FA|FB FAAB| FA|FB
FA— B| TA|FB TAvB|TA|TB
T-A | FAFA TA—> B|FA|TB
F-A | TA|TA




Metod tabloa

x Teorema. Za proizvoljnu interpretaciju / vazi:
x I(a)=T akoisamo ako/(a)=1(a,)=T
x I(f)=Takoisamoako /(B,)=Tili I(8,)=T

x Oznacena formula je tacna pri interpretaciji /ako i samo
ako je njen konjugat netacan.

Metod tabloa

% AnalitiCki tablo za formulu A je uredeno binarno stablo Ciji
¢vorovi sadrze oznacene formule i koje se konstruiSe prema
sledeéim pravilima:

x U korenu drveta je formula FA

x Neka je EvorY kraj neke grane do tog momenta konstruisanog
drveta. Zavisno od formula na grani koja sadrzi Y, nastavak
konstrukcije je moguce izvesti na dva nacina:

x a-pravilo: ako je neka a formula na grani, tada se grana produzava sa
dva ¢vora od kojih jedan sadrzi ¢, formulu, a drugi a,formulu,

x [Bpravilo: ako je neka g formula na grani, tada se grana u évoru Y
grana, pri ¢emu levi naslednik sadrzi £, a desni S, formulu.

@ B
| PN

| B, Py




X X %X X

Metod tabloa

Grana tabloa je zatvorena ako se na njoj nalazi neka formula i
njen konjugat.

Tablo je zatvoren ako mu je zatvorena svaka grana.

Dokaz za (neoznacenu) formulu A je zatvoren tablo za A.
Formula je teorema ako postoji tablo koji je dokaz za nju.

Grana je zavr$ena ako su odgovarajuca pravila konstrukcije
primenjena na sve ¢vorove sa te grane.

Tablo je zavrSen ako mu je svaka grana zavrsena ili
zatvorena.

Grana tabloa je zadovoljiva pri nekoj interpretaciji ako
zadovoljava sve oznacene formule koje se nalaze u ¢vorovima
te grane.

Tablo je zadovoljiv ako postoji interpertacija takva da je bar
jedna grana tabloa zadovoljiva pri /.

Metod tabloa

x Teorema. (Korektnost) Ako formula A ima tablo dokaz,
ona je valjana.

x Teorema. Svaka zavrSena grana tabloa koja nije
zatvorena je zadovoljiva.

x Teorema. (Kompletnost) Ako je formula A tautologija,
svaki zavrSeni tablo za A mora biti zatvoren.




Metod tabloa

Metoda analitiCkih tabloa se moze isprogramirati, recimo, na sledeci nacin.

Formula A se predstavlja u obliku binarnog drveta Ciji Cvorovi sadrze logiCke
veznike, a listovi iskazna slova formule.

Tablo se konstruiSe kao binarno drvo Ciji Evorovi sadrZze pokazivace na
delove drveta formule i oznake T i F, zavisno od toga koji prefiks ima formula
koja odgovara ¢voru.

Ako se radi sekvencijalno, konstrukcija tabloa se odvija grana po grana u
skladu sa pravilima izvodenja. Posle primene svakog pravila izvodenja
proverava se da li je grana zatvorena ili zavr8ena. Ako je grana zatvorena,
prelazi se na sledeéu granu ukoliko takva postoji. Ako je grana zavrSena, a
nije zatvorena, polazna formula nije valjana i eventualno se moze prikazati
njen kontramodel. Ako su sve grane zatvorene, formula je valjana.

Memorijska reprezentacija svake grane podseca na stek na koji upravljacki
program dodaje nove ¢vorove, odnosno sa koga oslobada nepotrebne
¢vorove prilikom prelaska na novu granu. Pogodnost ovakvog postupka je
malo memorijsko zauzeée posto nema kopiranja podformula formule A.

U paralelnom izvodenju je pogodno na svaki raspolozivi procesor poslati
poseban deo formule koji odgovara jednoj ili vise grana, sto se moze uraditi
prilikom primene g pravila kada se leva grana zadrzava na aktuelnom
procesoru, a desna 3alje na neki slobodni procesor.




