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1 Uvod

Brauerova teorema o fiksnoj tacki, jedna je od prvih dostignuéa alge-
barske topologije, i ¢ini osnovu za opstije teoreme o fiksnoj tacki vazne u
funkcionalnoj analizi. Slu¢aj n = 3, prvi je dokazao Pirs Bol' 1904. godine.
Zak Adamar? je dokazao opsti slucaj 1910, a Brauer®, po kome teorema i
nosi ime, je dao drugaciji dokaz 1912. godine. Ovi prvi dokazi nisu imali
konstruktivni karakter ve¢ su bili indirektni, bazirali su se na opovrgavanju
suprotne pretpostavke, suprotno Brauerovim intuicionistickim idealima®.

Brauerova teorema o fiksnoj tacki predstavlja teoremu o fiksnoj tacki
u topologiji. Prema ovoj teoremi za bilo koju neprekidnu funkciju f koja
preslikava skup sa odredjenim svojstvima postoji tacka zy takva da vazi
f(xo) = zo. Najjednostavniji slucaj te teoreme predstavlja sledece tvrdenje:
Dat je interval |a,b] i neprekidna funkcija f : [a,b] — [a,b]. Tada funkcija
ima barem jednu mepokretnu tacku. Ovo tvrdenje nee vaziti za otvorene
intervale. Teorema ima vise formulacija, zavisno od konteksta u kome se
koristi. U ravni: Svako neprekidno preslikavanje f zatvorenog diska na sebe
ima barem jednu fiksnu tacku. Ovu formulaciju mozemo generalizovati na
proizvoljne konacne dimenzije: Svaka neprekidna funkcija zatvorene lopte u
euklidskom prostoru na sebe ima fiksnu tacku.

Jedna fina ilustracija ove teoreme je sledeca: uzmite kartu Srbije i stavite
je na sto (ako ste u Srbiji, ako niste, uzmite kartu zemlje u kojoj se nalazite).
Tada sigurno postoji tacka na toj karti koja se nalazi tacno iznad tacke na
Zemlji koju ona predstavlja.

Medu mnogobrojnim teoremama o fiksnoj tacki, Brauerova je narocito
poznata delom i zbog svoje visSestruke primene u razli¢itim oblastima mate-
matike. U topologiji, kao svojoj izvornoj oblasti, Brauerova teorema je jedna
od kljucnih. Teorema se, takode, koristi za dokazivanje nekih rezultata u
diferencijalnim jednacinama, kao i u vec¢ini uvodnih kurseva diferencijalne
geometrije. Ona se pojavljuje i u oblastima kao Sto je teorija igara. U eko-
nomiji Brauerova teorema o fiksnoj tacki ima centralnu ulogu u dokazu o
postojanju opste ravnoteze u trzisnoj ekonomiji.

'Piers Bohl(1865 - 1921), litvanski matematicar

2Jacques Salomon Hadamard (1865 - 1963), francuski matematicar

3Luitzen Egbertus Jan Brouwer(1881 - 1966), holandski matematicar i filozof, bavio se
teorijom skupova, kompleksnom analizom, teorijom mere, topologijom. Dokazao topolosku
invarijantnost dimenzije, a poznat je i po svojoj filozofskoj skoli intuicionizma (pristup
matematici kao konstruktivnoj mentalnoj aktivnosti), i, naravno, po Brauerovoj teoremi
o fiksnoj tacki

4intuicionizam naglasava da matematika ima prioritet nad logikom, da su objekti ma-
tematike konstruisani i vodeni umom matematicara, i da je nemoguée definisati osobine
matematickih objekata prostim postavljanjem nekoliko aksioma



2 Osnovni pojmovi

2.1 Topoloski prostori

U metrickim prostorima mnogi pojmovi kao sto su, na primer, neprekidno
preslikavanje, unutrasnja tacka, granicna tacka, tacka nagomilavanja, izolo-
vana tacka, otvoreni i zatvoreni skupovi mogu se definisati pomoc¢u okolina
tacaka, ne pozivajuéi se na rastojanje (metriku), kojim se u tim prostorima
ovi pojmovi i definiSu. Zato je prirodno da se pomenuti pojmovi definisu ne
pozivajudéi se na pojam rastojanja, polazec¢i od nekog aksiomatski uvedenog
osnovnog pojma. Na taj nacin se dobija nova klasa prostora, klasa topoloskih
prostora, koja sadrzi i klasu metrickih prostora.

Topologki prostor na nepraznom skupu X definise se pomocu familije
otvorenih podskupova skupa X na slede¢i nacin.

Definicija 2.1. Topoloski prostor na skupu X je uredeni par (X,T) koga
cine skup X - nosilac topoloskog prostora i familija T podskupova skupa X
koja zadovoljava uslove:

1) 0, XeT,
2) za svako Uy, Uy € T vaziUyNUy €T,
3) za svaku kolekciju {U; -1 € I} C T wvazi U, U; € T.

Skupovi familije T se zovu otvoreni skupovi topologkog prostora, a uslovi
1),2),3) aksiomi otvorene topologije.

2.2 Neprekidna preslikavanja topoloskih prostora i ho-
meomorfizmi

Neprekidnost preslikavanja topoloskih prostora je osnovni pojam koji ima
znacajnu ulogu pri reSavanju problema ekvivalentnosti topoloskih prostora i
dobijanja novih prostora.

Neprekidnost preslikavanja topoloskih prostora moze se definisati na dva
nacina: lokalno u tackama domena i globalno na ¢itavom domenu preslika-
vanja.

Neka je f: (X, T) — (X', T') preslikavanje topoloskog prostora (X, 7) u
prostor (X', T7).

Teorema 2.1. Preslikavanje f je neprekidno u tacki x € X, ako za svaku
otvorenu okolinu V' tacke f(x) € X' u prostoru (X', T"), postoji otvorena
okolina U tacke x u prostoru (X,T) tako da je f(U) C V. Preslikavanje f je
neprekidno na prostoru X ako je neprekidno u svakoj tacki x prostora X.
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Teorema 2.2. Neka je f: (X, T) — (X', T") preslikavanje topoloskog pro-
stora (X, T) u prostor (X', T"). Tada preslikavanje f je neprekidno akko
Y V) je otvoren u X skup, za svaki otvoren u X' skup V.

Neprekidno preslikavanje f : (X,7T) — (X', T’) zove se faktorsko pre-
slikavanje ako vazi: skup f~1(V) C X je otvoren (zatvoren) akko je skup
V C X' otvoren (zatvoren). Preslikavanje f : (X,T) — (X', T") je otvo-
reno (zatvoreno) ako je slika svakog otvorenog (zatvorenog) skupa, takode,
otvoreni (zatvoreni) skup.

Definicija 2.2. Neprekidno preslikavanje f : (X, T) — (X', T") prostora X
na prostor X' koje je 1 — 1 i ¢ije je inverzno preslikavanje f~' neprekidno
zove se homeomorfizam ili topolosko preslikavanje.

Dva prostora (X, 7T) i (X', 7’) su homeomorfna ako postoji homeomorfi-
zam prostora (X, 7T) na prostor (X', 7"). Ako su dva prostora homeomorfna,
pise se (X, T) ~ (X', T") ili krade X ~ X',

Lako se dokazuje da je relacija homeomorfnosti u klasi svih topoloskih
prostora jedna relacija ekvivalencije. Zato sledi da se klasa svih topoloskih
prostora razlaze na kolekciju klasa ekvivalencije za relaciju =~ . Ako dva
prostora pripadaju jednoj istoj klasi ekvivalencije za relaciju =, rec¢i ¢e se
da su ti prostori topoloski ekvivalentni ili da imaju isti topoloski tip. Dva
homeomorfna topoloska prostora se u topoloskom smislu ne mogu razlikovati.
Svako svojstvo prostora koje imaju svi njemu ekvivalentni prostori zove se
topolosko svojstvo ili topoloska invarijantna.

Posto homeomorfizam uspostavlja uzajamno jednozna¢nu koresponden-
ciju izmedu tacaka dva prostora i izmedu otvorenih skupova tih prostora,
svako svojstvo prostora definisano pomocu otvorenih skupova je topolosko
svojstvo. Zato se topologija Cesto definise kao nauka koja proucava topoloska
svojstva ili topoloske invarijante topoloskih prostora.

Navedimo neke topoloske invarijante. Svojstvo da prostor ima prebrojivu
bazu okolina ili da ima prebrojivu topolosku bazu su dve topoloske inva-
rijante. Postoje i numericke topoloske invarijante kao dimenzija prostora.
Povezanost, kompaktnost, separabilnost topoloskih prostora su takode to-
poloske invarijante. Kasnije ¢emo upoznati jos jednu topolosku invarijantu,
svojstvo fiksne tacke.



2.3 Potprostori
Neka je (X, Tx) topoloski prostor i £ C X.

Definicija 2.3. Topologija Tg skupa E inducirana inkluzijom 1 : B — X
zove se relativna topologija na E, a par (E, Tg) je potprostor prostora (X, T).

Dakle,
Te={i'(V)|VeTx}={ENV |V € Tx}

1 : E'— X je neprekidno preslikavanje i T je najgrublja topologija skupa F
za koju je ¢ neprekidno. Takode, vazi slede¢a teorema.

Teorema 2.3. (1) E € Tx akko i: E — X je otvoreno preslikavange,
(2) E € Fx akkoi: E — X je zatvoreno preslikavanje.
Definisimo jo$ retrakciju i retrakt prostora.

Definicija 2.4. Neka je E potprostor prostora X. Neprekidno preslikavanje
r: X — E takvo da je r | E = 1g zovemo retrakcija, a potprostor E retrakt
prostora X.

2.4 Kompaktnost metrickih prostora. Lebegov broj

Kompaktnost je topolosko svojstvo koje omogucéava mnoge konstrukcije u
matematickoj analizi i u drugim oblastima matematike.

Definicija 2.5. Metricki prostor (X,d) je kompaktan ako svaki niz (x,) u
X ima konvergentan podniz.

Za € > 0 i konacan skup S C X, kazemo S je e—mreZa ako:
(Vz € X)(3s € S)d(x,s) < e.

Pomocu prethodnih definicija kompaktnosti i e—mreze lako dokazujemo, kon-
trapozicijom, slede¢u teoremu.

Teorema 2.4. Ako je metricki prostor (X, d) kompaktan, tada za svako e > 0
postoji e—mreza u X.

Sada ¢emo navesti nekoliko svojstava kompaktnih metrickih prostora, u
vidu teorema, ali bez dokaza.

Teorema 2.5. Kompaktan metricki prostor (X, d) je separabilan.



Obratno ne mora da vazi. Na primer, prostor (R, d) nije kompaktan, iako
je separabilan (@) = R). U metrickom prostoru, separabilnost i svojstvo da
prostor ima prebrojivu bazu su ekvivalentni, pa otuda iz prethodne teoreme
vazi
Posledica 2.1. Kompaktan metrick:s prostor ima prebrojivu bazu.

Familijald = {U, | p € M} C T je otvoreni pokriva¢ topoloskog prostora
(X,T) ako UueM U,= X, gde suU,, u € M, otvoreni skupovi. Podfamilija
U= {U, | p € Mo}, Mo € M takva da [U*| = U,cp, Un = X zove se
podpokriva¢ pokrivaca U. Ako je My konacan skup, onda je U* konacan

podpokrivac. Ako je My prebrojiv skup onda je U* prebrojiv podpokrivac.

Teorema 2.6. Ako metricki prostor (X,d) ima prebrojivu bazu, tada svaki
otvorent pokrivac prostora X ima najvise prebrojiv podpokrivac.

Sledeca teorama nas vodi do pojma kompaktnosti u topoloskom prostoru.

Teorema 2.7. (Borel-Lebegova teorema) Metricki prostor (X, d) je kom-
paktan akko svaki otvoreni pokrivacé prostora (X,d) sadrzi konacan podpo-
krivac.

Sada ¢emo definisati Lebegov broj

Definicija 2.6. Lebegov broj pokrivaca U metrickog prostora (X, d) je svaki
realan broj A > 0 sa osobinom.:

(VA C X)(diam(A) < A= (3U e U)ACU)
Ocigledno, ako A\ postoji, ono nije jedinstveno.

Primer 2.1. Lebegov broj zavisi iskljucivo od metrike, ne i od topologije.
Zaista, neka je X = {1,3,%,..} i (X,dp) diskretan metricki prostor sa me-
trikom ,
1, x#=x
n o )
dO(x’x) - { 0, x :ZE/

a (X, d;) uobicajen (euklidski) metricki prostor za X C R. Tada su Ty, = Ta,
diskretne topologije jer su {x},z € X, otvoreni. Otvoreni pokriva¢ U =
{{z} | * € X} uslucaju (X, dp) ima Lebegov broj 0 < A <1 jer:

iz diamg,(A) < A sledi A = {z} za neko = € X.

Usluéaju (X, d;) pokriva¢ U nema Lebegov broj jer za svako A > 0 postoji
A={L L1 tako da je

n ntl
diam (A)—l— L ! <AiAg{z}zasvereX
T n+1 T n(n+1) By '




Navedimo jos jednu teoremu bez dokaza.

Teorema 2.8. (Lebegova teorema) Ako je metricki prostor(X,d) kompak-
tan, tada svaki otvoreni pokrivac prostora X ima Lebegov broj.

3 Simpleksi

Neka je X topoloski prostor, i neka su A, B'i A’, B’ njegovi podskupovi.
Razmotrimo slede¢u ideju:

izA~A B~B iANB=~ANB sledi AUB~ A UB.
Uzmimo da je X = R?, a za podskupove
A=[=1,0] x {0}, B=[0,1] x {0},

A =[-1,1] x {0}, B = {0} x [-1,1],

vidimo da intervali AU B i A’ U B’ nisu homeomorfni, iako su im delovi,
istaknuti u prethodnoj implikaciji, homeomorfni.

Posmatra¢emo podprostore Euklidskih prostora, koji se sastoje od de-
lova koji su jednostavni i koje ¢emo zvati n—simpleksi. Za n = 0,1,2,3
imac¢emo n—simplekse redom: tacka, duz, trougao, tetraedar. Delovi ovih
podprostora morace biti pravilno rasporedeni, da se jedan sa drugim seku
stranama. Ovakve podprostore zovemo poliedri. Kada dva takva poliedra
budu sastavljena iz istih simplekasa i budu imali iste Seme presecanja, oni ¢e
biti i homeomorfni.

3.1 Opsti polozaj tacaka. n—ravan
Pojmove kao §to su tri nekolinearne ili ¢etiri nekomplanarne tacke mozemo

generisati pomocu sledece definicije:

Definicija 3.1. Skup {ao, ..., a,} tacaka u R™ je u opstem polozaju ako za
proizvolyne realne skalare Ao, ..., A, vazi:

12 Z)"'ai =01 Z)‘i = 0 sledi da za svako 1, \; = 0.

=0 i=0

Dakle, {ay, ..., a, } suu opstem polozaju akko su vektori a; —ay, ..., a, —ao
linearno nezavisni.
Definisimo sada pojam n—ravni:



Definicija 3.2. n—ravan odredena tackama {ay, ..., a,} prostora R™, koje su
u opstem poloZaju, je skup

n

=0 =0

Primetimo da zbog pretpostavke da je niz tacaka {ao,...,a,} u opstem
polozaju, za svako x € P postoji jedinstven niz ()\;) takav da je

n

1=0

1=0

Tako tacka a; € P odreduje niz ¢iji su svi elementi nula sem S$to je na i—tom
mestu jedan.

Primetimo da kada su {ay, ..., a, } tacke u opstem polozaju, one ne mogu
pripadati nikojoj k—ravni, za k < n. Takode, kada su tacke {ao, ...,a,} u
opstem polozaju i z € R™, tada su {aq, ..., a,, } u opstem polozaju akko x
ne pripada P (P je n—ravan odredena sa {ay, ..., a,}).

3.2 n—simpleks

Kao sto smo rekli, pojmove kao sto su tacka, duz, trougao, tetraedar
generalisac¢emo uvodeci pojam simpleksa:

Definicija 3.3. Neka su {ay, ..., a,} tacke u R™ koje su u opstem poloZaju.
Geometrijski n—simpleks odreden tackama {ay, ..., a,} je skup

o' ={r eR™|x=> Na;, Yy \=1i(Vi)\ >0}
=0 =0

ackedag, ..., an+ sSu vrhovi ssimpleksa o™, n je njeqgova dimenzija, a brojev:
Tack 0y +evy Ay h lek " d ,ab
Ao, - Ap SU baricentricne koordinate tacke x.



Slika 1: n—simpleksi
Sada ¢emo uvesti pojmove unutrasnjost i rub simpleksa:

Definicija 3.4. Skup
Into™ = {z = Z Nia; € o | (Vi)\; > 0}
i=1

zove se unutrasnjost simpleksa o™. Razlika o™\Into™ = |o™| zove se rub
simpleksa o™.

Simpleks je podskup prostora R”, pa je prostor sa relativnom topologijom.
Ali unutrasnjost i rub simpleksa ne treba mesati sa unutrasnjoséu i rubom
tog simpleksa shvacenog jednostavno kao podskupa u R™. Na primer, neka su
ap = (0,0),a; = (0,1) vrhovi jednodimenzionalnog simpleksa, unutrasnjost
simpleksa biée (0,1) x {0}, a rub {ag, a1}, ali ako simpleks posmatramo kao
podskup u R™ unutrasnjost ¢e biti prazan skup, a rub ¢e biti taj simpleks.

Simpleks ¢", zavisno od vrhova oznacavamo pisuéi (ag, ..., a,). Sim-
pleks (a;,, ..., a;, ) zovemo strana simpleksa ¢”, gde je a;,, ..., a;, podniz niza
ao, ..., a, (tada su tacke a;,,...,a;, u opstem polozaju). U strane se ubra-
jaju prazan skup () i ceo simpleks o™, a sem njih sve ostale strane nazivamo
prave strane simpleksa ¢”. Primetimo da je rub |¢"| unija svih pravih strana
simpleksa o".
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Tacka
“n 1 I 4 1 a ap+ ... +ay,
g = Q, n =
n+1 " n+1 n+1

zove se baricentar simpleksa o”.

Definicija 3.5. Skup
A"={r e R" |zg+ ..+, =11 (Vi)z; > 0}

nazivamo standardni n—simpleks i njegova temena su ag = (1,0,...,0),a; =
(0,1,...,0),....,a, = (0,...0,1).

Standardni n—simpleks je zatvoren i ogranicen skup u R""!, pa je zato i
kompaktan.
Linearna kombinacija, shvacena kao preslikavanje

(()\0, . )\n), (ZL‘Q, ,ZEn)) — )\Q.CEO + ...+ )\n.Tn

je neprekidna funkcija (koordinatne funkeije su polinomi), pa ¢e takva biti i
njena restrikcija u slucaju kada su vektori zy, ..., z,, fiksirani. Tako je presli-
kavanje

(/\0, . )\n) — Xoagp + ... + )\nan,

neprekidno, 1 — 1 preslikavanje standardnog n—simpleksa A™ na simpleks
o™. Dakle, imamo da su simpleksi A™ i ¢ homeomorfni, pa su i svaka dva
n—simpleksa homeomorfni i ¢” je kompaktni podskup u R™.

11



Slika 2: Standardni n—simpleksi

4 Simplicijalni kompleks. Poliedar

Sada ¢emo definisati familiju (a ne prostor) sa pravilno presecajuéim sim-
pleksima:

Definicija 4.1. Geometrijski simplicijalni kompleks K v R™ je konacna fa-
malija simpleksa w R™ takva da:

1. svaka strana simpleksa iz familije K i sama je simpleks iz te familije,

12



2. presek svaka dva simpleksa iz familije K je strana svakog od nyjih.

Primer 4.1.
K = {(ao, a1, a2), (a0, a1), (ao, az), (a1, az), (ao), (a1), (a2)}
jeste simplicijalni kompleks, dok
K = {(ao, a1, a2), (a0, a1), (ao, az), (a1), (a2)}

nije jer (ap,ay,as) € K, dok (a1, a2) je strana simpleksa (ag, a1, as) i (a1, as)
ne pripada K, pa prvi uslov nije zadovoljen.

& nije

Slika 3: Simplicijalni kompleks

Ako kompleks K sadrzi n—simplekse i ne sadrzi nijedan m—simpleks za
svako m > n, tada se kaze da je dimenzija kompleksa K jednaka n i pise
se dim(K) = n, tj. dimenzija geometrijskog kompleksa K je najveéi medu
brojevima koji su dimenzije njegovih simpleksa.

Uslov 2. mozemo zameniti slede¢im uslovom 2':

Teorema 4.1. Familija K simpleksa v R™ je simplicijalni kompleks akko
vaze uslovi:

1. svaka strana simpleksa iz familije K i sama je simpleks iz te familije,
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27 unutrasnjosti razlicitih simpleksa 1z familije K su disjunktni skupouvu.

Dokaz. Pretpostavimo da je familija K simplicijalni kompleks, i neka
o,1 € Kix € IntoNIntr. Tadaxz € o N7 = p1ip je zajednicka strana
simpleksa o i 7. Posto x € Into sledi da je o jedina strana tog simpleksa kojoj
tacka x pripada, tj. p = 0. Sli¢no, dobijamo da je p = 7, pa zakljucujemo
da je o0 = 7, $to je kontradikcija, znaci uslov 2’ je ispunjen.

Obratno, pretpostavimo da familija K zadovoljava uslove 1. i 2'. Prove-
rimo sada uslov 2.

Primetimo da svaka tacka x simpleksa o pripada unutrasnjosti tacno jedne
njegove strane. Zaista, ako = € o = (ay, ..., a,), tada

n k
r = Z )\ia,l' = Z )\ijaij, ((v.]))\lj > 0)
=0

J=0

Neka je o N7 # (). Oznacimo sa p simpleks ¢ija su temena ona temena
simpleksa o koja su sadrzanau 7. TadajepC7ipCont. Nekax € oNT
i neka su s it strane simpleksa o i 7 tako da x € Ints N Intt. 1z 2’ sledi
s = t, pa se vrhovi ovih simpleksa podudaraju. Tada s C p i x € p. Dakle,
p#Dip=ocNT,pajeovo p strana simpleksa i o i 7. O]

Podkompleks kompleksa K je svaki podskup L iz K koji je kompleks.

Ako je L podkompleks kompleksa K, tada se uredeni par (K, L) zove
simplicijalni par. Ako je K n—dimenzionalni kompleks, tada je m—skelet
kompleksa K, kolekcija

K, ={o| o€ K,dimoc <m}.

Primetimo da kompleks K nije topoloski prostor. Medutim, unija svih
simpleksa kompleksa K je podskup prostora R™ koji se naziva poliedar kom-
pleksa K i oznacava sa | K|, i poliedar | K| jeste topoloski prostor sa relativ-
nom topologijom podskupa u R™.

Ako su o i 7 dva kompleksa polidra | K| i ako se seku i presek je stranica
svakog od njih, tada se kaze da su simpleksi o i 7 pravilno spojeni.

Kao kona¢na unija simpleksa prostor |K| je kompaktan. Ali poliedri su
vise nego samo topoloski prostori, jer imaju dodatnu strukturu koju odreduje
kompleks K. Zato sem neprekidnih ima smisla izdvojiti i posebno ona pre-
slikavanja koja tu strukturu cuvaju.

Napomena 4.1. Primetimo da kad je = € |K]|, tada postoji simpleks o =
(ag,...,a,) € K takavdax € oiz =) \a;. Posto x moze pripasti razli¢itim
simpleksima, formalno, linearne kombinacije njihovih temena koje je pred-
stavljaju, razli¢ite su. Prema uslovu 2/, postoji jedinstveni simpleks iz K koji
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tacku x sadrzi u svojoj unutrasnjosti i ona se predstavlja kao linearna kom-
binacija njegovih temena u kojoj su svi skalari razli¢iti od nule. Sve druge
linearne kombinacije koje je predstavljaju, razlikuju se od nje sabircima sa
skalarima jednakim nuli.

Definicija 4.2. Neka su K 1 L simplicijalni kompleksi.
Preslikavange f : |K| — |L| naziva se simplicijalno ako su ispunjeni uslovi:

(i) ako su ay, ..., a, temena simpleksa iz K, tada su f(ayp), ..., f(a,) temena
(ne obavezno razlicita) simpleksa iz L.

(i1) ako je x =Y Na; € | K|, tada je f(z) = > Nif(ai).
Kako je f | o neprekidno za svako o € K, tojei f : |K| — |L| neprekidno.

Dakle, svako simplicijalno preslikavanje je neprekidno.

4.1 Apstraktni simplicijalni kompleks

Na pocetku smo pominjali Seme presecanja. Da bi to doveli do preciznog
smisla, posmatrajmo sledeca dva poliedra

8

=)

b,

Slika 4: Simplicijalno homeomorfni poliedri
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Lako je videti da su ova dva poliedra simplicijalno homeomorfni i da je
homeomorfizam odreden sa f(a;) = b;. Obrazlozimo kako smo ovo zakljuéili:
Prvo smo uodili da oba kompleksa imaju isti skup temena

V= {00,01,112,?)3}-

Uocili smo simplekse, zanemarujuéi njihova geometrijska svojstva, tj. uzeli
smo ih kao skupove tacaka koje su njihova temena. Tako se, opet pisudci a; i
b; kao v;, dobija u oba slucaja ista familija skupova (simpleksa)

¥ = {{vo, v1,v3}, {vo, v1}, {v1, v}, {vo, vs}, {1, va}, {vo}, {v1}, {va}, {vs}

Korespodencija f(a;) = b; moze se uzeti kao jednacenje oznaka, sto smo i
uradili, pisuéi v;. Analiza ovog primera motivise uvodenje slede¢eg pojma.

Definicija 4.3. Apstraktni simplicijalni kompleks je par KK = (V, %), gde je
V' konacan skup, a ¥ familija njegovih podskupova sa svojstvima

1) (MveV){v} e,
2)ceXitCo=T1T€X.

Tacke v € V nazivamo vrhovi kompleksa K, a ¢lanove o familije 3 apstraktni
simplekst.

Simpleks o = {vy, ..., v, } je dimenzije n, a ako je n najveéi medu dimen-
zijama simpleksa o € X, onda je dimK = n.

U definicijama govorimo o geometrijskim i apstraktnim kompleksima (i
simpleksima), ali ¢emo to skracdivati, govoreci prosto kompleks (i simpleks),
sem u kontekstu gde je tu razliku potrebno isticati.

Neka je o™ geometrijski simpleks. Familija svih njegovih strana je geo-
metrijski simplicijalni kompleks, koji se oznacava i sa K (o™).
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4.2 Baricentricna podela

Razliciti kompleksi, kao sto je slucaj sa slede¢im

Slika 5: Razliciti kompleksi sa istim poliedrom

mogu imati isti poliedar. Kompleks i nije nista drugo do podela poliedra na
simplekse. Jedna podela je sitnija od druge, ako su simpleksi druge podele
unije simpleksa te prve, sitnije podele.

Definicija 4.4. Neka je K geometrijski kompleks u R™. Kompleks K' je
simplicijalna podela kompleksa K ako su ispunjeni uslovi:

(1) svaki simpleks kompleksa K' sadrZan je u nekom simpleksu kompleksa
K,

(i1) svaki simpleks kompleksa K je unija simpleksa kompleksa K'.

Neka je K simplicijalni kompleks u R™. Niz simpleksa oy, ..., 0% je uzlazni
ako je za svako ¢, simpleks o; strana simpleksa o;.1. Za uzlazni niz oy, ..., op
kompleksa K dobijamo k—simpleks u R, pomoc¢u baricentara (dy, ..., 0y, koji
zovemo podeoni simpleks kompleksa K. Familija svih podeonih simpleksa
kompleksa K, oznacena sa K (U, je simplicijalni kompleks koji je simplicijalna
podela kompleksa K.
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Kompleks KW naziva se prva baricentriéna podela kompleksa K. Bari-
centri¢na podela kompleksa K1), tj. kompleks (K()! oznacava se sa K i
naziva druga baricentricna podela kompleksa K. Induktivno, ako je za r > 1,
K= baricentriéna podela kompleksa K reda r—1, tada je K™ = (K~1)M
baricentricna podela kompleksa K reda r.

K K®

c

Slika 6: Baricentri¢na podela

Prelazedi sa jedne podele na onu viseg reda, simpleksi se razbijaju u delove
koji su simpleksi manjeg dijametra. Tako podele sve viseg reda postaju sve
sitnije, a dijametri podeonih simpleksa teze nuli.

Definicija 4.5. Maksimum dijametra simpleksa kompleksa K se naziva norma
kompleksa i oznacava sa || K|, t.

| K| = max{diam(o) | o € K}.
Osobine:

1) Dijametar geometrijskog simpleksa o = (ay, ..., a,) je maksimum rasto-
janja njegovih temena.

Posto je o kompaktan skup, postoje tacke xg,yo € o takve da je
diam(o) = ||xo — yo||. Neka je xo = > Nay, 20 = D pia;. Bice

diam(o) = ||z — yoll = o = Y puasl| = || Y malwo — i)
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< ZMHQJO —a;f| < max w0 — aill = [lzo — as|
= > Niai —ai,|| < max [|a; — a; || = [laj, — as, || < diam(o).
Strane dimenzije jedan nazivamo ivice simpleksa, pa smo dokazali da

je dijametar simpleksa jednak duzini njegove najduze ivice, jer imamo

diam(o) = ||lzo = yoll < llaj, — @il < diam(o).

2) Za simpleks o = (ag, ..., ay), dijametri njegovih podeonih simpleksa ne
premasuju ;i diam(o).

Zaista, neka je o’ = (7, ..., 7) podeoni simpleks simpleksa o, gde je
R aop + ... +ap
Tp=—"""—.
p+1
Iz prethodnog,

. . R ag+ ... +a R
d / = —_ = —p —_
iam(o’) = (|7, — 7l = || | 7ol
(ag — 74) + ... + (ap — )
p+1

a0 = 7qll o A [lay — 7l _
p+1 -
a; + ...+ as, + ...+ a;,
qg+1
||ait - a”iOH +.ot ||ait - ait” ot ||ait - aqu
qg+1
q - max; [[a;, — a; ||
qg+1 T n+1
|K||, pa induktivno [|[K™]|| < (=2)" - || K]|.

n
o <

||§|

IN

diam(o).

Otuda, |[K0|| <
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5 Spernerova lema

Sledeca tzv. Spernerova® teorema je kombinatornog karaktera i odnosi se
na proizvoljne (a ne samo baricentri¢ne) podele kompleksa K (™)

Teorema 5.1. Neka je K neka triangulacija® n—simpleksa o™ = (ao, ..., a,)
(npr. K = K(o")), i neka je ¢ numeracija temena kompleksa K u skupu
{0,1,...,n} takva da za svako teme(vrh) v, ako v pripada unutrasnjosti sim-
pleksa (aiy, ..., a;,), tada ¢(v) € {ig,i1,...,in}. Tada broj «(0,1,...,n) svih
n—simpleksa v K numerisanth sa 0,1,...,n je neparan.

Dokaz.

Slika 7: Triangulacija trougla

Neka je S(o) broj (n — 1)—strana n—simpleksa ¢ u K ¢ija su temena
oznacena sa 0, 1, ...,n—1. Simpleks ¢ija su temena oznacena razli¢itim ciframa
zvacemo reprezentativan simpleks, na slici 7. reprezentativni simpleksi su
osenceni. Ako je o reprezentativan simpleks, tada je f(c) = 1, inace je

®Emanuel Sperner (1905 - 1980), nemacki matematicar

6Razbijanje geometrijske forme na simplekse koji pravilno nalezu jedan na drugi na-
ziva se triangulacija. Kazemo da simpleksi pravilno nalezu jedan na drugi ukoliko su ili
disjunktni ili se seku po zajednickoj strani
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B(o) = 01ili 5(c) = 2. Pojasnimo ovo na primeru triangulacije sa slike. Ako
trougao iz triangulacije na slici ima sva temena razli¢ito oznacena onda on
ima samo jednu stranicu oznacenu sa 0 i 1, medutim ako mu temena nisu
razli¢ito oznacena on ¢e imati ili dve stranice oznacene sa 0 i 1 ili nece imati
nijednu stranicu tako oznacenu. Ovo vazi i za triangulaciju n—simpleksa.
Otuda
a(0,1,...,n) = Z B(o)(mod2).
ceK

1

Posto (n — 1)—simpleksi koji nisu na 0"~ = (ay, ..., a,_1) su zajednicka

strana dva n—simpleksa, to je

> B(o) = a(0,1,...,n — 1)(mod2).

Kako je a(0) = 1, to je a(0,1,...,n) = 1(mod2). O

6 Brauerova teorema

Neka je f : X — X preslikavanje prostora X u sebe. Ako postoji tacka
x € X, takva da je f(x) = x, onda se ta tacka naziva fiksna tacka preslika-
vanja f, a za preslikavanje f se tada kaze da ima fiksnu tacku.

Definicija 6.1. Prostor X ima svojstvo fiksne tacke ako svako neprekidno
preslikavange f: X — X ima fiksnu tacku, tj. (Jz € X)f(x) = .

Ovo svojstvo je topoloska invarijanta,tj. kada prostor X ima svojstvo
fiksne tacke imace to svojstvo i svaki njemu homeomorfan prostor.

Zaista, neka X ima svojstvo fiksne tacke i neka je h : X =~ Y. Neka je
f Y — Y neko proizvoljno neprekidno preslikavanje. Tada,

h™lofoh

je neprekidno, i postoji x € X tako da h™to foh(x) =z, tj. f(h(z)) = h(x),
h(z) € Y, paiY ima svojstvo fiksne tacke.

Dokazactemo da n—simpleks, pa prema tome i svaki njemu homeomorfan
prostor, ima svojstvo fiksne tacke. Za ovaj dokaz ¢e nam trebati tvrdenje
koje se naziva lema Knaster’-Kuratovski®-Mazurkjevié?, a §to ¢emo krace
zapisivati kao KKM lema.

"Bronislaw Knaster (1893 - 1990), poljski matematicar
8Kazimierz Kuratowski (1896 - 1980), poljski matematicar
9Stefan Mazurkiewicz (1888 - 1945), poljski matematicar
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Lema 6.1. (KKM lema) Neka su Fy, Fy, ..., F,, zatvoreni podskupovi sim-
pleksa o™ = (ag, a1, ..., a,) takvi da za svaku stranu (aq,, a;,, ..., a;, ) vazi

(aio,ail, ...,(lik) Q Fio U...uJ Ek’
tada je FyN FyN...NE, # 0.

Dokaz. Neka je A Lebegov broj pokrivaca {Fy, Fy,..., F,}. Neka je K
triangulacija simpleksa ¢ takva da je ||[K| < A Uo¢imo ¢ : v(K) —
{0, 1, s n} tako da v € F).

Iz Spernerove leme, sledi da postoji o iz K sa razli¢ito oznacenim vrho-
vima. Tada je c N F; # (,Vi =0,1,...,n.

Kako je diam(o) < A\, X Lebegov broj, sledi

FFNFN..NE, #0.

O
Sada mozemo da dokazemo da n—simpleks ima svojstvo fiksne tacke.

Teorema 6.1. (Brauerova teorema) n—simpleks o = (ag,ay, ..., a,) ima
svojstvo fiksne tacke.

Dokaz. Neka je f : 0 — o neprekidno preslikavanje.
Za

xr = )\Oa0+)\1a1 +—|—)\nan 1 Z)\Z = 17>\z Z 0
i=0
neka je
fl@) = Nao+ Njar + ..+ Xyan 1 YA =10 >0.
i=0
Neka je F; = {z € o | \f < \;}. Tada je F; zatvoren, jer je f neprekidna, i
za

x € (g, iy s -ovs iy

sledi
Xig T Aiy +ooF N, =1
pa
Ay FAL AL S T= N+ A+ A

pa za neko is : A7 < A, ). v € F.
Dakle,
(aio,ail, ...,CLik) - ‘Fio J...u Es'
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Iz KKM leme, sledi
FFNFiN..NE, #0.

iza
Xo € FoﬂFlﬂﬂFn
vazi: B B B B
Ty — )\0&0 + ...+ )\nCLn, f(.l‘o) = /\SCLO + ...+ )x,’;an
a iz

Ay < Aoy A< A,

I=X+ .+ X <X+ +A, =1

sledi (Vi)Ar = Ao, tj. f(z0) = 20 O
Iz 0 ~ B™ sledi i B™ ima svojstvo fiksne tacke.
Kao posledicu Brauerove teoreme dobijamo sledece tvrdenje.

Teorema 6.2. Sfera S™ i lopta B™ nisu homeomorfni prostori.

Dokaz. Kao sto smo videli B™ ima svojstvo fiksne tacke. S™ nema

svojstvo fiksne tacke jer antipodalno preslikavanje f : S™ — S™, f(z) = —x je
neprekidno i nema nijednu fiksnu tacku. Posto se radi o topoloskom svojstvu,
sledi da sfera S™ i lopta B™ nisu homeomorfni prostori. O

Dokazuujuci slede¢u teoremu pokazujemo da je svojstvo fiksne tacke na-
sledno svojstvo.

Teorema 6.3. Neka je A retrakt topoloskog prostora X. Ako X ima svojstvo
fiksne tacke, tada 1 A ima to svojstvo.

Dokaz. Neka je f : A — A neprekidno preslikavanje, r : X — A
retrakcija i i : A — X inkluzija. Tada g =io for: X — X je neprekidno,
pa postoji xg € X, g(xg) = x¢. Kako je g(X) C A, to zg € Air(zxg) = xo. Pa

zo = i(f(r(x0))) = i(f(20)) = f(x0),

tj. zo9 € A je fiksna tacka preslikavanja f: A — A. m
Kao posledicu prethodne teoreme dobijamo sledec¢e tvrdenje.

Teorema 6.4. (Borsukova'® teorema) Ne postoji retrakcija v : B" —

ST

Dokaz. B"*! ima, dok S™ nema svojstvo fiksne tacke, pa postojanje
retrakcije protivreci prethodnoj teoremi. O]

10K arol Borsuk (1905 - 1982), poljski matematicar
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