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Poglavǉe 1

VEKTORSKI PROSTORI

1. Definicija vektorskog prostora

Pojam vektorskog prostora je jedan od osnovnih pojmova u ovom

kursu.

Definicija 1. Pod vektorskim prostorom nad poǉem realnih bro-

jeva R podrazumevamo proizvoǉan skup X u kome su uvedene dve op-

eracije

(a) sabiraǌe vektora, koje svakom paru elemenata A,B ∈ X pridru-

�uje izvestan vektor A+B ∈ X;

(b) mno�eǌe vektora skalarima λ ∈ R, koje svakom vektoru A ∈ X i

skalaru λ ∈ R pridru�uje izvestan vektor λA ∈ X, tako da su zadovoǉene

slede�e osobine :

(10) (A+B) + C = A+ (B + C) (asocijativnost sabiraǌa);

(20) Postoji element O ∈ X tako da je ispuǌeno

A+O = O +A = A (A ∈ X);

(30) Za svaki element A ∈ X postoji izvestan vektor B ∈ X tako

da je

A+B = O ;

(40) A+B = B +A (komutativnost sabiraǌa);
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(50) α(A+ B) = αA+ αB (i distributivnost mno�eǌa skalarima

u odnosu na sabiraǌe vektora);

(60) (α + β)A = αA + βA (distributivnost mno�eǌa skalarima u

odnosu na sabiraǌe skalara);

(70) α(βA) = (αβ)A;

(80) 1 ·A = A,

za proizvoǉne vektore A,B ∈ X i skalare α, β ∈ R.

Elementi vektorskog prostora X nazivaju se vektorima tog pros-

tora.

Vektor O naziva se nula–vektorom prostora X. Vektor B iz os-

obine (30) naziva se suprotnim vektorom vektora A, i oznaqava sa −A.

Vektor A+B naziva se zbirom vektora A,B ∈ X.

Oqigledno je da osobine (10)–(40) znaqe da je struktura (X,+) ko-

mutativna grupa, i O je neutralni element te grupe.

Na daǉe, vektorske prostore oznaqava�emo obiqno slovima X, Y

itd, a ǌihove elemente slovima A,B . . . .

Primer 1. Geometrijski vektori, tj. dobro poznati usmereni

odseqci
−→
PQ u ravni Oxy, tj. Euklidskom prostoru R2, obrazuju jedan

realan vektorski prostor.

Primer 2. Geometrijski vektori, tj. usmereni odseqci
−→
PQ u Euk-

lidskom prostoru R3, obrazuju tako�e jedan realan vektorski prostor.

Primer 3. Za proizvoǉno n ∈ N , oznaqimo sa Rn skup svih ure-

�enih n–torki realnih brojeva. Dakle

Rn = {(x1, . . . , xn)
∣∣x1, . . . , xn ∈ R} .

Brojevi x1, . . . , xn nazivaju se koordinatama vektora (x1, . . . , xn). U skupu

Rn uvodimo jednakost sa

(x1, . . . , xn) = (y1, . . . , yn)

ako i samo ako je x1 = y1, x2 = y2, · · · , xn = yn.
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U skup Rn uvode se vektorske operacije na slede�i naqin:

(x1, . . . , xn) + (y1, . . . , yn) = (x1 + y1, . . . , xn + yn),

λ(x1, . . . , xn) = (λx1, . . . , λxn) (λ ∈ R).

Lako se proverava da se time dobija vektorski prostor nad poǉem R.

Nula–vektor ovog prostora je vektor (0, 0, . . . , 0), a suprotan vektor vek-

tora (x1, . . . , xn) je vektor (−x1, . . . ,−xn).

Prostor Rn naziva se realnim Euklidskim vektorskim prostorom

dimenzije n.

2. Osobine vektorskih prostora

U ovoj taqki navexe�emo neke elementarne osobine vektorskih pro-

stora. Dokazi ovih osobina su obiqno neposredni, i slede iz aksioma

vektorskog prostora.

Nadaǉe, pretpostavǉamo da je X proizvoǉan realan vektorski pro-

stor.

STAV 1. Postoji taqno jedan nula–vektor prostora X.

STAV 2. Za proizvoǉan vektor A ∈ X postoji taqno jedan suprotan

vektor −A prostora X.

STAV 3. Ako su A i B proizvoǉni vektori prostora X i A+B = B,

tada je A = O.

Ako su A i B proizvoǉni vektori prostora X, tada umesto A+(−B)

pixemo A−B. Vektor A−B nazivamo razlikom vektora A i B.

STAV 4. Za svaki vektor A ∈ X va�i jednakost 0 ·A = O.

STAV 5. Za proizvoǉan skalar α va�i α ·O = O.

STAV 6. Za proizvoǉan vektor A ∈ X va�e jednakosti:

(a) −A = (−1)A; (b) −(−A) = A.

STAV 7. Jednakost αA = O va�i ako i samo ako je α = 0 ili A = O.
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3. Potprostori vektorskih prostora

Neprazan podskup E vektorskog prostora X naziva se potprostorom

prostora X, ako za proizvoǉna dva vektora A,B ∈ E i proizvoǉne

skalare α, β, vektor αA+ βB ∈ E.

Ako je pritom E ̸= X, tada E nazivamo pravim potprostorom pros-

tora X.

Primeri. (10) Skup E = {O} je uvek potprostor prostora X. On

se naziva ǌegovim trivijalnim potprostorom.

(20) Ceo prostor E = X je tako�e potprostor prostora X.

(30) Ako je X = Rn, tada svaki od skupova

Oxi = {(0, 0, . . . , 0, xi, 0, 0, . . . , 0)
∣∣xi ∈ R} (i = 1, . . . , n)

predstavǉa potprostor prostora Rn. Skup Oxi naziva se i–tom koordi-

natnom osom prostora Rn.

(40) Skup Pn svih realnih polinoma realne promenǉive x, stepena

≤ n, predstavǉa potprostor prostora P svih realnih polinoma realne

promenǉive x.

Mo�e se lako videti da va�i slede�i stav.

STAV 8. Ako je E potprostor prostora X, tada je skup E tako�e

vektorski prostor nad poǉem R.

4. Linearna kombinacija vektora

Neka su A1, . . . , Am proizvoǉni vektori vektorskog prostora X. Ta-

da se bilo koji vektor A prostora X oblika A = λ1A1+λ2A2+ · · ·+λmAm,

za izvesne skalare λ1, . . . , λm, naziva linearnom kombinacijom vektora

A1, . . . , Am. Skalari λ1, . . . , λm nazivaju se koeficijentima te linearne

kombinacije.

Neka su A1, . . . , Am proizvoǉni vektori vektorskog prostora X, i
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A = {A1, . . . , Am}. Tada se skup

L{A} = L{A1, . . . , Am} = {λ1A1 + λ2A2 + · · ·+ λmAm

∣∣λ1, . . . , λm ∈ R}

naziva linealom nad skupom A.

Ako je A proizvoǉan (konaqan ili beskonaqan) skup vektora u X,

tada se skup

L{A} = {λ1A1 + λ2A2 + · · ·+ λmAm

∣∣A1, . . . , Am ∈ A, λ1, . . . , λm ∈ R,

m ∈ N}

tako�e naziva linealom nad skupom A.

STAV 9. Za proizvoǉan neprazan podskup A ⊆ X, lineal L{A} je

potprostor prostora X.

Primetimo, da lineal L{A} mo�e biti i trivijalni potprostor

prostora X. Zaista, ako je A = {O}, tada je L{A} = {t ·O | t ∈ R} = {O}.
Isto tako, ako je X = Rn i A = {E1, . . . , En} pri qemu je

E1 = (1, 0, . . . , 0), E2 = (0, 1, . . . , 0), . . . , En = (0, 0, . . . , 1) ,

tada se lako mo�e videti da je L{A} = Rn.

Posebno, mo�emo da uoqimo bilo koji vektor A ̸= O prostora X, i

lineal

L{A} = {tA | t ∈ R}.

Ovaj lineal naziva se pravom u prostoru X, koja prolazi kroz taqku O.

Vektor A naziva se vektorom pravca ove prave.

Slika 1.1
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5. Linearna nezavisnost vektora

Uoqimo bilo koje vektore A1, . . . , Am vektorskog prostora X. Re�i

�emo da su vektori A1, . . . , Am linearno nezavisni, ako je relacija

(1) λ1A1 + λ2A2 + · · ·+ λmAm = 0,

za izvesne skalare λ1, . . . , λm ∈ R, mogu�a samo za λ1 = λ2 = · · · = λm = 0.

U suprotnom, tj. ako relacija (1) va�i za izvesne skalare λ1, . . . ,

λm ∈ R, i pritom je λ2
1 + λ2

2 + · · · + λ2
m ̸= 0, tada ka�emo da su vektori

A1, . . . , Am linearno zavisni.

Nije texko videti da va�i slede�i stav.

STAV 10. Ako su vektori A1, . . . , Am (m ≥ 1) prostora X linearno

nezavisni, tada je svaki od ǌih razliqit od nule.

Uoqimo, posebno, skup sastavǉen od samo jednog vektora A prostora

X. Tada je on linearno nezavisan ako je A ̸= O, i linearno zavisan za

A = O. Zaista, ako je A ̸= O, tada iz λA = O sledi λ = 0. Ako je A = O,

tada je 1 ·A = 1 ·O = O, pa je O linearno zavisan vektor.

STAV 11. Vektori A1, . . . , Am (m ≥ 1) prostora X su linearno za-

visni ako i samo ako se jedan od ovih vektora mo�e predstaviti kao li-

nearna kombinacija preostalih vektora ovog niza.

Primer 5. Dokaza�emo da su u prostoru Rn vektori

E1 = (1, 0, . . . , 0), E2 = (0, 1, . . . , 0), . . . , En = (0, 0, . . . , 1)

linearno nezavisni. Zaista, ima�emo da je

λ1E1 + λ2E2 + · · ·+ λnEn = (λ1, . . . , λn) ,

pa iz λ1E1 + λ2E2 + · · · + λnEn = O, oqigledno sledi da je λ1 = λ2 =

· · · = λn = 0. Stoga su vektori E1, . . . , En linearno nezavisni vektori

prostora Rn.

Primer 6. Doka�imo da su vektori A1 = (1, 1), A2 = (−3, 2) u pros-

toru R2 linearno nezavisni.
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Pretpostavimo da je

λ1A1 + λ2A2 = λ1(1, 1) + λ2(−3, 2) = (λ1 − 3λ2, λ1 + 2λ2) = 0,

za izvesne skalare λ1, λ2 ∈ R. Tada je

λ1 − 3λ2 = 0 , λ1 + 2λ2 = 0 .

Rexavaǌem gorǌeg sistema linearnih jednaqina po λ1, λ2 ∈ R, neposred-

no dobijamo da je λ1 = λ2 = 0. Dakle, vektori A1 i A2 su linearno

nezavisni.

Primer 7. Dokaza�emo da su vektori A1 = (1, 0,−2, 1),A2 = (2, 1, 3,

−1) i A3 = (4, 1,−1, 1) linearno zavisni vektori prostora R4. Kako

oqigledno va�i

2A1 +A2 −A3 = 2(1, 0,−2, 1) + (2, 1, 3,−1)− (4, 1,−1, 1) = 0,

neposredno dobijamo tvr�eǌe.

Navodimo jox jedno tvr�eǌe za linearno nezavisne vektore i jednu

ǌegovu posledicu.

STAV 12. Bilo koji neprazan podskup skupa linearno nezavisnih

vektora je tako�e linearno nezavisan skup.

POSLEDICA 1. Niz vektora A1, . . . , Am je linearno zavisan, ako

je neki ǌegov podniz vektora linearno zavisan.

6. Baza i dimenzija vektorskog prostora

Proizvoǉan neprazan skup vektora A vektorskog prostora X (X ̸=
{O}) nazivamo linearno nezavisnim, ako je bilo koji ǌegov konaqan deo

sastavǉen od linearno nezavisnih vektora.

Skup A pritom mo�e biti i konaqan i beskonaqan. Ako je konaqan,

prethodna definicija se uklapa u uobiqajenu definiciju skupa linear-

no nezavisnih vektora.

Primer 1. U vektorskom prostoru P svih realnih polinoma, lako

se pokazuje da polinomi P0(x) ≡ 1, P1(x) ≡ x, P2(x) ≡ x2, . . . , obrazuju
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jedan linearno nezavisan skup vektora. Ovo neposredno sledi iz qin-

jenice da su za proizvoǉno n ∈ N polinomi P0, P1, . . . , Pn linearno neza-

visni, i da je svaki podskup konaqnog linearno nezavisnog skupa tako�e

linearno nezavisan.

Definicija 2. Skup vektora B vektorskog prostora X (X ̸= {O}),
naziva se bazom (algebarskom bazom) prostora X, ako su svi vektori skupa

B linearno nezavisni, i svaki vektor A ∈ X mo�e se prikazati kao

linearna kombinacija

A = λ1B1 + λ2B2 + · · ·+ λnBn

nekih vektora B1, . . . , Bn ∈ B, tj. va�i L(B) = X.

Ako je B baza prostora X, tada se mo�e lako videti da je gorǌi

prikaz uvek jedinstven.

Primer 2. U vektorskom prostoru P svih realnih polinoma P (x)

realne promenǉive x, niz polinoma {P0, P1, · · · } iz Primera 1 oqigledno

obrazuje jednu bazu prostora P.

Slede�a teorema predstavǉa jedan od najva�nijih stavova koji se

odnose na opxte vektorske prostore.

TEOREMA 1. Svaki realni vektorski prostor X (X ̸= {O}) pose-

duje bar jednu bazu.

Napomena. Baza bilo kog vektorskog prostora X (X ̸= {O}) nikada
nije jednoznaqno odre�ena, i mo�e se izabrati na beskonaqno mnogo

naqina. Na primer u prostoru X = R, za bazu prostora mo�emo uzeti

bilo koji broj A ̸= 0.

Vektorski prostor X ̸= {O} nad poǉem R naziva�emo konaqno–

dimenzionalnim, ako poseduje bar jednu konaqnu bazu B.
U suprotnom, vektorski prostor X naziva�emo beskonaqno–dimen-

zionalnim.

Treba napomenuti da je prethodna definicija korektna u smislu

da ako vektorski prostor X bar jednu konaqnu bazu, tada je i svaka ǌe-
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gova druga baza tako�e konaqna, i poseduje potpuno isti broj elemenata.

Dakle va�i slede�a teorema.

TEOREMA 2. Ako neka fiksirana baza vektorskog prostora X ima

n elemenata, tada i svaka druga ǌegova baza ima tako�e n elemenata.

Gorǌa teorema naziva se jox i glavnom teoremom koja se odnosi na

baze vektorskog prostora. Iz ǌe neposredno dobijamo slede�u posledi-

cu.

POSLEDICA 2. Ako vektorski prostor X poseduje bar jednu bes-

konaqnu bazu, tada je i svaka druga ǌegova baza tako�e beskonaqna.

Gorǌe teoreme omogu�avaju da se uvede dimenzija vektorskog pros-

tora X.

Definicija 3. Ako vektorski prostor X ima bar jednu konaqnu

bazu {B1, . . . , Bn}, tada se broj n naziva dimenzijom prostora X, i pixemo

dim(X) = n. Ako prostor X ima bar jednu beskonaqnu bazu, tada pixemo

dim(X) = ∞.

Dakle, dimenzija prostora X definisana je uvek, ili kao konaqan

prirodan broj n (n ∈ N), ili kao formalan broj ∞.

Osim toga, ako je X = {O}, tada uslovno pixemo dim(X) = 0. Na

taj naqin definisana je dimenzija proizvoǉnog vektorskog prostora X.

Ako je dimenzija prostora X jednaka n (n ∈ N), tada se taj pros-

tor qesto oznaqava i sa X = Xn. Jedna od najva�nijih osobina svakog

vektorskog prostora Xn jeste da on mo�e da sadr�i najvixe n linearno

nezavisnih vektora, a bilo kojih n+1 vektora u takvom prostoru moraju

biti linearno zavisni, tj. jedan od ǌih izra�ava se kao linearna kom-

binacija preostalih vektora iz tog skupa.

Napomena. Ako je E proizvoǉan potprostor vektorskog prostora

X, tada se potpuno sliqno kao, i za ceo prostor X, mo�e definisati i

dimenzija dim(E) potprostora E.

STAV 13. Dimenzija vektorskog prostora Rn jednaka je n.
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Dokaz. Uoqimo standardnu bazu prostora Rn, tj. vektore

E1 = (1, 0, . . . , 0), E2 = (0, 1, . . . , 0), . . . , En = (0, 0, . . . , 1).

Vektori E1, . . . , En su oqigledno linearno nezavisni, jer iz λ1E1 +

λ2E2 + · · ·+ λnEn = O, sledi da je λ1 = λ2 = · · · = λn = 0.

Pored toga, proizvoǉan vektor A ∈ Rn, mo�emo prikazati kao lin-

earnu kombinaciju vektora E1, . . . , En.

Zaista, ako je A = (a1, . . . , an), tada je oqigledno

A = a1E1 + a2E2 + · · ·+ anEn.

Iz prethodnog neposredno sledi da je {E1, . . . , En} baza prostora

Rn, pa je zaista dim (Rn) = n. �

U slede�em stavu opisani su svi potprostori vektorskog prostora

R3.

STAV 14. Svaki potprostor E prostora R3 predstavǉa jedan od

slede�ih skupova:

(a) Jednoqlani skup {O};

(b) Ceo prostor R3;

(c) Izvesnu pravu kroz koordinatni poqetak O;

(d) Izvesnu dvodimenzionalnu ravan kroz koordinatni poqetak O.

Slike 1.2 i 1.3
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7. Kolinearnost i komplanarnost vektora

Posmatrajmo proizvoǉan niz vektora A1, . . . , Am prostora X n. Re-

�i �emo da su oni komplanarni ako va�i

dim L{A1, . . . , Am} ≤ n− 1.

Posebno za n = 1 komplanarnost vektora V1, . . . , Vm oqigledno znaqi da

su svi oni jednaki nuli.

Kako je

dim L{V1, . . . , Vm} ≤ m,

oqigledno su, za m ≤ n − 1, bilo kojih m vektora A1, . . . , Am prostora

Xn, komplanarni.

STAV 15. Vektori A1, . . . , An prostora Xn su komplanarni ako i

samo ako su linearno zavisni.

Neka su daǉe A i B vektori prostora Xn. Ka�emo da su oni ko-

linearni ako postoji izvestan vektor P ̸= 0 i skalari α, β takvi da je

A = αP, B = βP.

Mo�e se lako pokazati da su vektori A i B kolinearni ako i samo

ako su linearno zavisni.

8. Izomorfnost vektorskih prostora

Definicija 4. Neka su X i Y realni vektorski prostori. Pod

linearnim preslikavaǌem φ prostora X u prostor Y , podrazumevamo

bilo koje preslikavaǌe φ:X → Y sa osobinama:

(a) φ(A+B) = φ(A) + φ(B), (b) φ(λA) = λφ(A),

za bilo koja dva vektora A,B ∈ X i bilo koji skalar λ.

Osobina (a) naziva se aditivnox�u, a osobina (b) homogenox�u

preslikavaǌa φ. Dakle, preslikavaǌe φ:X → Y je linearno ako i samo

ako ima osobinu aditivnosti i homogenosti.
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Osobine (a) i (b) mogu se opisati i samo jednom osobinom

φ(λA+ µB) = λφ(A) + µφ(B) ,

za proizvoǉne vektore A,B ∈ X i proizvoǉne skalare λ, µ ∈ R.

Ako je φ bilo koje linearno preslikavaǌe prostora X u prostor

Y , tada se lako mo�e videti da je φ(O) = O.

Zaista, imamo da je

φ(O) = φ(O +O) = φ(O) + φ(O),

odakle sledi φ(O) = O.

Definicija 5. Svako bijektivno linearno preslikavaǌe φ:X → Y

vektorskog prostora X na vektorski prostor Y , naziva se izomorfizmom

prostora X i Y .

Dakle, preslikavaǌe φ:X → Y je izomorfizam vektorskih prostora

X i Y , ukoliko je linearno, ”jedan–jedan” i ”na”. U tom sluqaju ka�emo

da je prostor X izomorfan sa prostorom Y , i pixemo X ∼= Y .

Ovde treba naglasiti da u opxtem sluqaju izomorfizam φ dva

izomorfna vektorska nije jednoznaqno odre�en. Taqnije, on je jednoz-

naqno odre�en samo u trivijalnom sluqaju X = Y = {O}.
Slede�a dva stava su dva najva�nija stava koji se odnose na izo-

morfnost vektorskih prostora.

STAV 16. Relacija izomorfnosti vektorskih prostora je jedna re-

lacija ekvivalencije u skupu svih realnih vektorskih prostora.

STAV 17. Konaqno–dimenzionalni vektorski prostori Xm i Y n,

koji imaju respektivno dimenzije m i n, su izomorfni ako i samo ako je

m = n, tj. ako i samo ako su im odgovaraju�e dimenzije jednake.

Iz prethodnog stava neposredno sledi da je svaki n–dimenzionalni

realni vektorski prostor Xn izomorfan sa vektorskim prostorom Rn,

zatim da su bilo koja dva vektorska prostora Xn i Y n, istih dimenzija n

me�usobno izomorfni, kao i da su bilo koja dva konaqno–dimenzionalna

vektorska prostora Xm i Y n razliqitih dimenzija uvek neizomorfni.
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9. Geometrijska interpretacija vektora

vektorskog prostora

Uoqimo bilo koji realan vektorski prostor X. Pokaza�emo kako se

elementi tog prostora mogu interpretirati kao usmerene du�i, dakle

kao geometrijski vektori. To se mo�e uqiniti bar na dva naq ina.

1. Uoqimo skup

X1 = { (O,A)
∣∣A ∈ X}

koji oqigledno predstavǉa podskup Dekartovog proizvoda X × X. Za

svaki vektor A ∈ X, ure�eni par (O,A) naziva se jox i radijus-vektorom

koji odgovara vektoru A, i vizuelno se mo�e shvatiti kao usmerena du�

qiji je poqetak taqka O, a kraj taqka A.

Slika 1.4

Stoga se skup X1 naziva jox i skupom radijus–vektora prostora X.

U skup X1 mo�emo uvesti vektorske operacije sa

(O,A) + (O,B) = (O,A+B)

λ(O,A) = (O, λA),

za proizvoǉne vektore A,B ∈ X i skalare λ ∈ R.

Lako se proverava da ovako dobijeni skup X1 predstavǉa jedan novi

vektorski prostor nad poǉem R. Nula–vektor prostora X1 je radijus–

vektor (O,O), a suprotan vektor vektora (O,A) je radijus–vektor (O,−A).

Daǉe se dokazuje da va�i slede�e tvr�eǌe.

STAV 18. Prostori X i X1 su izomorfni.

Na osnovu prethodnog stava, bilo koji vektorski prostor X mo�e se

identifikovati sa vektorskim prostorom odgovaraju�ih radijus–vekto-
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ra. Stoga za radijus–vektore prostora X1 va�e potpuno sliqna pravila

raqunaǌa kao i za radijus–vektore u prostoru R2 ili u prostoru R3.

2. Ako je daǉe X ponovo proizvoǉan realan vektorski prostor,

tada za bilo koja dva vektora A,B ∈ X, mo�emo da uoqimo ure�eni par

(A,B) ∈ X ×X tih vektora.

On se vizuelno mo�e shvatiti i kao usmereni odseqak qiji je poqe-

tak u taqki A ∈ X a kraj u taqki B ∈ X.

Slika 1.5

Daǉe uoqimo skup

X2 = {(A,B)|A,B ∈ X } ⊆ X ×X ,

i uvedimo u ovaj skup slede�e operacije:

(a) jednakost sa (A,B) = (A1, B1) ako i samo ako je B −A = B1 −A1;

(b) sabiraǌe sa

(A,B) + (A1, B1) = (A+A1, B +B1);

(c) mno�eǌe skalarima sa

λ(A,B) = (λA, λB),

za proizvoǉne vektore A,B,A1, B1 ∈ X i skalare λ ∈ R.

Tada se lako proverava da tako dobijeni koliqnik–skup X0
2 = X2/=

predstavǉa jedan novi vektorski prostor nad poǉem R.

Posebno, u tom skupu svaki element (A,B) ∈ X0
2 identifikujemo sa

radijus–vektorom (O,B −A).

Nula–vektor u prostoru X0
2 je bilo koji ure�eni par oblika (A,A)

(A ∈ X), a suprotan vektor vektora (A,B) je vektor (B,A) = (−A,−B), a

isto tako i bilo koji vektor oblika (P +B,P +A) (P ∈ X).
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Slika 1.6

Jedna od najva�nijih osobina prostora X0
2 je slede�a osobina. Ako

su A,B,C proizvoǉna tri vektora iz prostora X, tada va�i jednakost:

(A,B) + (B,C) = (A,C),

ili sa vektorskim oznakama:
−→
AB +

−→
BC =

−→
AC. Zaista, ima�emo da je

(A,B) + (B,C) = (O,B −A) + (O,C −B) = (O,B −A+ C −B) =

= (O,C −A) = (A,C).

Slede�i stav predstavǉa najva�niju osobinu vektorskog prostora

X0
2 .

STAV 19. Vektorski prostori X i X0
2 su izomorfni.

Na osnovu prethodna dva stava sledi da su vektorski prostori X,

X1 i X0
2 me�usobno izomorfni.

Stoga elemente prostora X mo�emo interpretirati bilo kao odgo-

varaju�e radijus–vektore, bilo kao usmerene odseqke nekog vektorskog

prostora.

Time dobijamo bar dve nove interpretacije proizvoǉnog vektor-

skog prostora X. Napomenimo da sve xto je reqeno o geometrijskoj

interpretaciji proizvoǉnog vektorskog prostora X posebno va�i i za

vektorski prostor Rn (n ∈ N).

Iz svih navedenih razloga ne pravimo razliku izme�u taqke A kao

vektora vektorskog prostora X, zatim vektora A, radijus vektora
−→
OA =

http://cbs.iSkysoft.com/go.php?pid=3152&m=db
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−→
A koji odgovara taqki A i koji tako�e oznaqavamo sa A, kao i slobodnih

vektora
−→
AB prostora X. Dakle, stavǉamo da je

−→
A =

−→
OA = A i

−→
AB =

B −A.
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Poglavǉe 2

MATRICE. DETERMINANTE.

SISTEMI LINEARNIH JEDNA�CINA

1. Realne matrice

Matrice predstavǉaju uopxteǌa brojeva, taqnije to su ure�ene

xeme brojeva.

Pod matricom tipa m × n (m,n ∈ N) podrazumevamo pravougaoni

sistem realnih brojeva

A =


a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
...

...
...

...
am1 am2 · · · amn

 ,

ili u sa�etom obliku, A = [aij ] (i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n). Brojevi aij

(1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n) nazivaju se elementima matrice A. Elementi

ai1, ai2, · · · , ain obrazuju i–tu vrstu matrice A, a elementi a1j , a2j , · · · ,
amj j–tu kolonu te matrice.

Oznaqavamo ih jox i sa

Vi = (ai1, ai2, · · · , ain) (i = 1, . . . ,m), Kj =


a1j
a2j
...

amj

 (j = 1, . . . , n).

Prema tome, matrica A tipa m× n ima m vrsta i n kolona.
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Ako specijalno matrica A ima isti broj vrsta i kolona, tj. ako je

m = n, nazivamo je kvadratnom matricom reda n.

Primer 1. Matrica

A =

(
1 2 0
3 −4 5

)
je realna matrica tipa 2× 3, sa 2 vrste i 3 kolone, a matrica

B =

(
3 2
1 5

)
je realna matrica tipa 2× 2 (reda 2).

Ako je matrica A tipa m× n, i K1, . . . ,Kn su ǌene kolone, tada se

ponekad matrica A oznaqava formalno i sa

A = (K1, . . . ,Kn) .

Element aij matrice A = [aij ] nalazi se prema tome na preseku i–te

vrste i j–te kolone ove matrice.

Skup svih realnih matrica tipa m × n oznaqava se sa Mm,n(R).

Skup svih realnih kvadratnih matrica reda n oznaqavamo sa Mn(R).

Pravougaona matrica tipa m× n naziva se nula–matricom, ako su

svi ǌeni elementi jednaki nuli. Prema tome, to je matrica
0 0 · · · 0
0 0 · · · 0
...

...
...

...
0 0 · · · 0

 .

Kvadratna matrica A reda n naziva se dijagonalnom ako su za svako

i ̸= j elementi aij = 0 (tzv. elementi izvan glavne dijagonale). To je

prema tome bilo koja matrica oblika
a11 0 · · · 0
0 a22 · · · 0
...

...
...

...
0 0 · · · ann

 .

Takvu matricu oznaqavamo jox i sa A = diag (a11, a22, · · · , ann).
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Dijagonalna matrica A naziva se jediniqnom i oznaqava sa In ili

kratko sa I, ako su svi ǌeni elementi na glavnoj dijagonali jednaki

jedinici, tj. ako je a11 = a22 = · · · = ann = 1. To je dakle matrica

I =


1 0 · · · 0
0 1 · · · 0
...

...
...

...
0 0 · · · 1

 .

Kvadratna matrica A naziva se (gorǌom ili doǌom) trougaonom

matricom, ako respektivno ima oblik

A =


a11 a12 · · · a1n
0 a22 · · · a2n
...

...
...

...
0 0 · · · ann

 , A =


a11 0 · · · 0
a21 a22 · · · 0
...

...
...

...
an1 an2 · · · ann

 .

Drugim reqima, naziva se gorǌom ili doǌom trougaonom matricom

ako su za i > j svi elementi aij (ispod glavne dijagonale) jednaki nuli,

odnosno za i < j svi elementi aij (iznad glavne dijagonale) jednaki nuli.

2. Operacije nad matricama

Nad matricama se mogu izvoditi razne operacije. Ka�emo da su

dve matrice A = [aij ] i B = [bij ] jednake, ako su one istog tipa, i ako su

im svi odgovaraju�i elementi me�usobno jednaki, tj. va�i

aij = bij (1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n).

Primer 2. Jednaqina po x i y(
2 0

−1 3

)
=

(
2 x

−1 y

)
,

ima jedinstveno rexeǌe x = 0, y = 3. Suprotno tome, jednaqina(
2 0

−1 3

)
=

(
x 1

−1 y

)
,

nema rexeǌa.
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Svaku matricu mo�emo pomno�iti brojem, a ako su matrice A i

B istog tipa, mo�emo ih sabrati ili oduzeti. Naime, ove operacije

definixemo relacijama:

λ[aij ] = [λaij ] , [aij ]± [bij ] = [aij ± bij ].

Dakle, matricu mno�imo nekim realnim brojem tako xto sve ǌene

elemente pomno�imo tim brojem, a dve matrice istog tipa sabiramo

(odnosno oduzimamo), tako xto sve ǌihove odgovaraju�e elemente sabe-

remo (odnosno oduzmemo). Oqigledno je mno�eǌe matrica skalarima

spoǉaxǌa, a sabiraǌe i oduzimaǌe matrica unutraxǌa operacija.

Primer 3.

3

(
1 0
2 −5

)
=

(
3 0
6 −15

)
,

(
1 0
2 −5

)
+

(
4 −1
1 3

)
=

(
5 −1
3 −2

)
,

(
1 0
2 −5

)
−
(
4 −1
1 3

)
=

(
−3 1
1 −8

)
.

STAV 1. Ako su sve matrice A,B,C,D istog tipa, tada va�e

slede�e relacije:

(10) A+B = B +A (komutativnost sabiraǌa);

(20) A+ (B + C) = (A+B) + C (asocijativnost sabiraǌa);

(30) A+O = A,

(40) α(A+B) = αA+ αB, za proizvoǉan skalar α;

(50) (α+ β)A = αA+ βA;

(60) 1 ·A = A.

Sve ove osobine se lako dokazuju koriste�i uobiqajena pravila za

sabiraǌe i mno�eǌe realnih brojeva.

Iz gorǌih osobina neposredno dobijamo slede�i stav.

STAV 2. Skup svih realnih pravougaonih matrica Mm,n(R) tipa

m× n obrazuje jedan realni vektorski prostor.
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Nula–vektor prostora Mm,n(R) je oqigledno nula–matrica tipa

m× n.

Neka je daǉe A proizvoǉna matrica tipa m × n, a B proizvoǉna

matrica tipa n×p (dakle, matrica A ima isti broj kolona kao matrica

B vrsta, jednak broju n). Tada se ǌihov proizvod A · B definixe kao

matrica C = [cik] tipa m× p, pri qemu je

cik =
n∑

j=1

aijbjk (1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ k ≤ p).

Dakle, C = A ·B = [cik] je matrica tipa m× p, a element cik dobija

se nekom vrstom mno�eǌa (”skalarnim mno�eǌem”) i–te vrste matrice

A i k–te kolone matrice B:

cik = Vi(A) ·Kk(B) = (ai1, ai2, · · · , ain) ·


b1k
b2k
...

bnk

 (i ≤ m, k ≤ p).

Primer 4.

(
1 −1 0
4 2 3

) 2 1 1
0 1 1
3 2 0

 =

(
2 0 0
17 12 6

)
.

Osim toga, prime�ujemo da proizvod gorǌih dveju matrica u obr-

nutom poretku nije definisan.

Posebno, ako su obe matrice A i B kvadratne i istog reda n, tada

je definisano i AB i BA. Ali, za razliku od mno�eǌa u skupu realnih

brojeva, u opxtem sluqaju nije uvek AB = BA, tj. mno�eǌe matrica u

opxtem sluqaju nije komutativno.

Primer 5. Imamo da je(
1 1
2 0

)
·
(
3 1
4 2

)
=

(
7 3
6 2

)
,

dok je (
3 1
4 2

)
·
(
1 1
2 0

)
=

(
5 3
8 4

)
.
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STAV 3. Za mno�eǌe matrica va�e slede�e relacije:

(10) A(BC) = (AB)C (asocijativnost mno�eǌa);

(20) A(B + C) = AB +AC (distributivnost mno�eǌa);

(30) (A+B)C = AC +BC;

(40) λ(AB) = (λA)B = A(λB);

(50) I ·A = A · I = A,

pod odgovaraju�im pretpostavkama koje je potrebno uvesti da bi navedeni

zbirovi i proizvodi matrica imali smisla.

Neka je daǉe A = [aij ] proizvoǉna matrica tipa m×n. Tada mo�emo

definisati odgovaraju�u transponovanu matricu A⊤ matrice A (koja je

tipa n×m), na slede�i naqin:

(1) A⊤ = [bij ] ,

gde je bij = aji (1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m).

Primer 6. Imamo da je

(
1 0 2
3 1 1

)⊤

=

 1 3
0 1
2 1

 , ( 1 3 0 )
⊤
=

 1
3
0

 .

Neka je daǉe A proizvoǉna realna kvadratna matrica reda n. Ako

matrica A zadovoǉava jednu od slede�ih relacija

A⊤ = A , A⊤A = AA⊤ = I ili A⊤A = AA⊤ ,

tada se respektivno naziva simetriqnom, ortogonalnom, odnosno nor-

malnom matricom. Posebno je kvadratna matrica A = [aij ] simetriqna

ako i samo ako va�i aij = aji (1 ≤ i, j ≤ n), tj. ako i samo ako je simet-

riqna u odnosu na glavnu dijagonalu.

STAV 4. Pod odgovaraju�im pretpostavkama za matrice A i B,

va�e slede�e relacije:

(10) (A⊤)⊤ = A;

(20) (A+B)⊤ = A⊤ +B⊤;
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(30) (λA)⊤ = λA⊤;

(40) (AB)⊤ = B⊤A⊤;

3. Determinante

Determinanta matrice je broj koji se na odre�eni naqin pridru�u-

je matrici, i definixe se samo za kvadratne matrice.

Neka je, pre svega, matrica A = [a11] realna kvadratna matrica

reda 1. Tada je ǌena determinanta

det [a11] = a11.

Neka je daǉe

A =

(
a11 a12
a21 a22

)
realna kvadratna matrica reda 2. Tada je ǌena determinanta

det (A) =

∣∣∣∣ a11 a12
a21 a22

∣∣∣∣ = a11a22 − a12a21 .

Ako je A = [aij ] realna kvadratna matrica reda 3, tada je

det (A) =

∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣ = a11a22a33 + a12a23a31 + a13a21a32

− a11a23a32 − a12a21a33 − a13a22a31 .

Uopxte, neka je

A =


a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
...

...
...

...
an1 an2 · · · ann


kvadratna matrica reda n, qiji su elementi realni brojevi. Tada se

ǌena determinanta det (A), koja se najqex�e oznaqava sa∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
...

...
...

...
an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣
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definixe na slede�i naqin:

(2) det (A) =
∑

(−1)π(i1,...,in)a1i1a2i2 · · · anin .

Pri tom se sumiraǌe vrxi po svim permutacijama (i1, . . . , in) niza

(1, 2, . . . , n), a broj π(i1, . . . , in) oznaqava parnost odgovaraju�e permutaci-

je. Zbog toga je ukupan broj sabiraka jednak n!. Broj (−1)π(i1,...,in) je uvek

jednak + 1 ili − 1.

Napomena. Broj π(i1, . . . , in), parnost permutacije (i1, . . . , in), je pri-

rodan broj koji oznaqava sa koliko se najmaǌe me�usobnih izmena mesta

po dva elementa, mo�e dobiti permutacija (i1, . . . , in) od osnovne per-

mutacije (1, . . . , n). Tako je na primer, π(1, 3, 2) = 1, π(2, 3, 1) = 2, π(2, 4, 3,

1) = 2, itd.

Na osnovu opxte formule (2), oqigledno je determinanta det (A)

realne matrice A realan broj. Tako�e, nije texko videti da je det (O) =

0 i det (I) = 1.

Pod determinantom reda n podrazumevamo determinantu odgovara-

ju�e matrice A reda n. Navodimo osnovne osobine determinanti, koje

se u praksi najqex�e koriste kod ǌihovog izraqunavaǌa.

STAV 5. Va�i jednakost

det (A⊤) = det (A) ,

tj. matrica A i odgovaraju�a transponovana matrica imaju jednake de-

terminante.

Primer 7. Za matrice drugog reda imamo da je

det

(
a11 a21
a12 a22

)
=

∣∣∣∣ a11 a21
a12 a22

∣∣∣∣ = a11a22 − a12a21 =

∣∣∣∣ a11 a12
a21 a22

∣∣∣∣ .
STAV 6. Determinanta se mno�i nekim realnim brojem tako xto

se svi elementi bilo koje ǌene vrste (ili kolone) pomno�e tim brojem.

Primer 8. Imamo da je

λ

∣∣∣∣ a11 a12
a21 a22

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣λa11 a12
λa21 a22

∣∣∣∣ = λa11a22 − λa12a21 .
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Odavde neposredno sledi da je determinanta jednaka nuli ako su

svi elementi neke ǌene vrste (ili kolone) jednaki nuli.

STAV 7. Determinanta je jednaka nuli ako su odgovaraju�i ele-

menti neke dve vrste (ili kolone) me�usobno jednaki.

Primer 9. ∣∣∣∣∣∣
2 0 5
0 3 −1
0 3 −1

∣∣∣∣∣∣ = 0 .

STAV 8. Determinanta je jednaka nuli, ako su svi odgovaraju�i

elementi neke ǌene dve vrste (ili kolone) proporcionalni.

Primer 10. ∣∣∣∣ a11 a12
λa11 λa12

∣∣∣∣ = λa11a12 − λa11a12 = 0 .

STAV 9. Ako dve vrste ili (dve kolone) matrice A zamene mesta,

tada determinanta meǌa znak.

Primer 11. ∣∣∣∣ 2 0
−1 3

∣∣∣∣ = 6 ,

∣∣∣∣−1 3
2 0

∣∣∣∣ = − 6 .

STAV 10. Ako je A gorǌa (ili doǌa) trougaona matrica, tada va�i

jednakost

det (A) = a11 a22 · · · ann ,

tj. determinanta je jednaka proizvodu svih svojih dijagonalnih eleme-

nata.

Primer 12. ∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13
0 a22 a23
0 0 a33

∣∣∣∣∣∣ = a11 a22 a33 .

STAV 11. Determinanta matrice se ne meǌa ako nekoj vrsti (ili

koloni) te matrice dodamo bilo kakvu linearnu kombinaciju preostalih

vrsta ili kolona.
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Korix�eǌem Stava 11, mo�e se lako dokazati da va�i slede�i

stav.

STAV 12. Ako je neka vrsta (ili kolona) matrice A linearna kombi-

nacija preostalih vrsta (ili kolona), tada je determinanta te matrice

jednaka nuli.

Kao jednu od najznaqajnijih osobina determinanti navodimo stav o

determinanti proizvoda dveju matrica.

STAV 13. Za bilo koje dve kvadratne matrice A i B reda n va�i

jednakost

det (AB) = det (A) det (B).

Primer 13. Ako je

A =

(
1 3
2 0

)
, B =

(
0 −2
5 1

)
,

tada je det (A) = −6, det (B) = 10, pa je det (AB) = −60. Neposrednim

izraqunavaǌem nalazimo da je

AB =

(
15 1
0 −4

)
i

∣∣∣∣ 15 1
0 −4

∣∣∣∣ = −60 . �

Jedna od najva�nijih osobina determinanti je osobina razvijaǌa de-

terminante po elementima bilo koje vrste, ili bilo koje kolone.

Oznaqimo sa Mij minor elementa aij matrice A = [aij ], tj. determi-

nantu matrice koja se dobija kada se iz matrice A izbaci i–ta vrsta i

j–ta kolona (tj. ona vrsta i ona kolona u kojima se nalazi element aij).

Tada se broj

Aij = (−1)i+jMij (i, j = 1, . . . , n)

naziva algebarskim kofaktorom elementa aij.

Primer 14. Za matricu

A =

(
0 1
3 2

)
,

imamo da je A11 = 2, A12 = − 3, A21 = − 1, A22 = 0.
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TEOREMA 1. (Laplasova teorema). Za svako fiksirano i, j =

1, . . . , n va�e jednakosti:

(a) det (A) = ai1Ai1 + ai2Ai2 + · · ·+ ainAin;

(b) det (A) = a1jA1j + a2jA2j + · · ·+ anjAnj;

(c) ai1Aj1 + ai2Aj2 + · · ·+ ainAjn = 0 (i ̸= j);

(d) a1iA1j + a2iA2j + · · ·+ aniAnj = 0 (i ̸= j).

Formula (a) naziva se razvojem determinante po elementima i–te

vrste, a formula (b) razvojem determinante po elementima j–te kolone.

Primer 15. Razvijaǌem determinante

D =

∣∣∣∣∣∣
1 0 0

−1 2 4
0 5 0

∣∣∣∣∣∣
po elementima prve vrste, dobija se da je

D = 1 ·
∣∣∣∣ 2 4
5 0

∣∣∣∣− 0 ·
∣∣∣∣−1 4

0 0

∣∣∣∣+ 0 ·
∣∣∣∣−1 2

0 5

∣∣∣∣ = −20 .

Prethodna osobina je jedna od najqex�e korix�enih osobina kod

izraqunavaǌa konkretnih determinanti, jer izraqunavaǌe determinan-

te svodimo na izraqunavaǌe determinanti jednog reda maǌe (reda n−1),

dakle postupnom primenom ovog pravila, na izraqunavaǌe determinanti

drugog reda.

Napomena. Matrica A reda n naziva se regularnom ako je det (A) ̸=
0, i singularnom ako je det (A) = 0. Na primer, matrica A = O (reda n) je

singularna, jer je det (O) = 0, a jediniqna matrica I = In je regularna,

jer je det (I) = 1 ̸= 0.

4. Inverzna matrica matrice

Neka je A = [aij ] proizvoǉna kvadratna matrica reda n. Tada

ka�emo da je kvadratna matrica B = [bij ] reda n inverzna matrica ma-

trice A, ako je zadovoǉena jednakost

AB = BA = I,
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i to oznaqavamo sa B = A−1.

Matrica A mo�e, ali ne mora da ima inverznu matricu. Potreban

i dovoǉan uslov za egzistenciju inverzne matrice daje Stav 15.

STAV 14. Ako inverzna matrica A postoji, tada je ona jedinstvena.

Dokaz. Neka su B1 i B2 dve inverzne matrice matrice A, tj. va�i

AB1 = B1A = I , AB2 = B2A = I.

Mno�eǌem prve jednakosti sa leve strane matricom B2 i korix�e-

ǌem druge jednakosti, sledi da je

B2AB1 = B2, tj. IB1 = B1 = B2,

dakle B1 = B2. �

STAV 15. Kvadratna matrica A poseduje inverznu matricu A−1 ako

i samo ako je A regularna matrica, tj. va�i det (A) ̸= 0. Tada je

A−1 =
1

det (A)


A11 A12 · · · A1n

A21 A22 · · · A2n
...

...
...

...
An1 An2 · · · Ann


⊤

Lako se mo�e videti da je uslov det (A) ̸= 0 neophodan za postojaǌe

inverzne matrice A−1. Zaista, iz uslova AA−1 = I, sledi da je

det (A) det (A−1) = det (I) = 1,

pa je det (A) ̸= 0. Osim toga, neposredno dobijamo da je det (A−1) =
1

det (A)
.

Da je uslov det (A) ̸= 0 i dovoǉan za egzistenciju inverzne matrice,

sledi iz toga xto je matrica definisana gorǌom formulom jedna in-

verzna matrica matrice A, i korix�eǌem stava o jedinstvenosti. Ova

posledǌa qiǌenica lako se dokazuje primenom Teoreme 1 (Laplasove

teoreme). �

Primer 16. Matrica

A =

(
2 3
1 4

)
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je regularna matrica, jer je det (A) = 5. Tada je

A−1 =


4

5

−3

5

−1

5

2

5

 .

STAV 16. Ako su A i B regularne matrice reda n, tada va�e slede�e

relacije:

(a) (λA)−1 =
1

λ
A−1 (λ ̸= 0);

(b) (A⊤)−1 = (A−1)⊤;

(c) (AB)−1 = B−1A−1.

Napomena. Ako su A i B kvadratne matrice reda n, i AB = I, tada

matrica A poseduje inverznu matricu A i ispuǌeno je B = A−1. Naime,

iz AB = I, sledi da je det (A) det (B) = 1, pa je A regularna matrica.

Stoga postoji odgovaraju�a inverzna matrica A−1. Pritom, iz relacije

AB = I, mno�eǌem sa leve strane sa A−1, sledi da je B = A−1.

Na potpuno sliqan naqin, mo�e se dokazati da iz relacije BA = I,

sledi da matrica A poseduje odgovaraju�u inverznu matricu A−1, i da

je B = A−1.

5. Rang matrice

Neka je A = [aij ] matrica tipa m× n. Kolone K1, . . . ,Kn matrice A

mo�emo shvatiti kao vektore prostora Rm, a vrste matrice V1, . . . , Vm

kao vektore prostora Rn. Stoga mo�emo da govorimo o linearnoj kombi-

naciji, zavisnosti i nezavisnosti vektora vrsta (ili kolona) matrice

A. Posebno mo�emo da posmatramo dva potprostora

R(A) = L{K1, . . . ,Kn} ⊆ Rm , R∗(A) = L{V1, . . . , Vm} ⊆ Rn,

pri qemu je prvi potprostor generisan kolonama K1, . . . ,Kn matrice A,

a drugi V1, . . . , Vm vrstama matrice A.

Brojevi r(K) = dim(R(A)) i r(V ) = dim(R∗(A)) nazivaju se respek-

tivno rangom prostora kolona, i rangom prostora vrsta matrice A. Broj
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r(K) jednak je broju linearno nezavisnih kolona matrice A, a broj r(V )

broju linearno nezavisnih vrsta ove matrice. Oqigledno je r(K) ≤ n i

r(V ) ≤ m.

Jedna od osnovnih teorema tvrdi da su dva gorǌa broja me�usobno

jednaka.

TEOREMA 2. (O rangu matrice). Broj linearno nezavisnih vrsta

matrice A jednak je broju linearno nezavisnih kolona te matrice, tj.

va�i jednakost

r(V ) = r(K).

Ovaj broj se naziva rangom matrice A, i oznaqava se sa r(A).

Dakle, na osnovu definicije, va�i jednakost r(A) = r(V ) = r(K).

Na osnovu Teoreme 2, neposredno se vidi da matrice A i A⊤ imaju

isti rang. Tako�e, rang matrice oqigledno zadovoǉava i nejednakosti

0 ≤ r(A) ≤ min{m,n}.

Pritom je r(A) = 0 ako i samo ako je matrica A = O (tipa m× n).

Kod praktiqnog izraqunavaǌa ranga matrice, veoma qesto se ko-

risti pojam elementarne transformacije nad matricom.

Pod elementarnim transformacijama nad datom matricom, podra-

zumevamo slede�e transformacije:

(a) Mno�eǌe jedne vrste (ili jedne kolone) matrice nekim skala-

rom λ ̸= 0;

(b) Dodavaǌe jednoj vrsti (ili jednoj koloni) matrice, neke dru-

ge vrste (ili neke druge kolone), prethodno pomno�ene nekim brojem.

Za dve matrice A i B tipa m × n ka�emo da su ekvivalentne, ako

se jedna od ǌih dobija od druge pomo�u konaqno mnogo elementarnih

transformacija. Tada pixemo A ∼ B.

TEOREMA 3. Ekvivalentne matrice imaju isti rang.

Prema tome, elementarne transformacije nad matricama ne meǌaju

rang matrice. Za izraqunavaǌe ranga matrice, najqex�e se koristi
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metod svo�eǌa matrice na tzv. kanoniqki oblik. Naglasimo da ovaj

oblik nije jedinstven.

Pretpostavimo da je matrica A tipa m× n. Ka�emo da je matrica

B tipa m × n kanoniqki oblik matrice A ako su matrice A i B ekvi-

valentne, i matrica B sastoji se samo od nula i jedinica, pri qemu

se sve jedinice matrice B nalaze u razliqitim vrstama i razliqitim

kolonama te matrice.

Primer 17. Imamo slede�e:

A =

(
4 4
1 2

)
∼

(
1 1
1 2

)
∼

(
1 1
0 1

)
∼

(
1 0
0 1

)
.

Prema tome, B =

(
1 0
0 1

)
je jedan kanoniqki oblik matrice A.

Intuitivno je jasno da se primenom konaqno mnogo elementarnih

transformacija, svaka realna pravougaona matrica A mo�e svesti bar

na jedan naqin na kanoniqki oblik. Opisa�emo jedan takav postupak.

Uoqimo matricu

A =


a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
...

...
...

...
am1 am2 · · · amn


i ǌenu prvu vrstu ili prvu kolonu.

Najjednostavniji sluqaj je sluqaj kada su svi elementi prve vrste

i prve kolone jednaki nuli, dakle

A =


0 0 · · · 0
0 a22 · · · a2n
...

...
...

...
0 am2 · · · amn


kada nastavǉamo rad sa ǌenom podmatricom [aij ]i,j ≥ 2.

Pretpostavimo daǉe da nisu svi elementi prve vrste (ili prve

kolone) jednaki nuli, i neka je na primer a11 ̸= 0. Tada je ona oqigledno

ekvivalentna sa izvesnom matricom [ãij ] istog reda u kojoj je ã11 = 1.

Daǉe, vrxeǌem (m− 1) + (n− 1) elementarnih transformacija, mo�emo
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posti�i da svi preostali elementi u prvoj vrsti i prvoj koloni budu

jednaki nuli, pa je

A ∼


1 0 · · · 0
0 ã22 · · · ã2n
...

...
...

...
0 ãm2 · · · ãmn

 .

Nastavǉaju�i sada ovaj postupak za odgovaraju�u podmatricu tipa (m−
1)× (n− 1), dobijamo �eǉeni rezultat.

Na osnovu Teoreme 3 neposredno sledi

STAV 17. Rang r(A) pravougaone matrice A tipa m × n jednak je

broju jedinica u bilo kom kanoniqkom obliku te matrice.

Naime, lako se mo�e videti da su sve vrste (ili kolone) kanoniqkog

oblika B matrice A, u kojima se nalaze jedinice linearno nezavisne, a

sve ostale vrste (kolone) jednake nuli, odakle dobijamo tvr�eǌe.

Prema tome, da bi odredili rang matrice A, dovoǉno je odrediti

bilo koji kanoniqki oblik te matrice, i prebrojati jedinice.

Tako je u Primeru 17 ispuǌeno r(A) = 2.

Navodimo jox jedan fundamentalan stav o rangu kvadratne ma-

trice.

TEOREMA 4. Kvadratna matrica A reda n je regularna, tj. va�i

det (A) ̸= 0, ako i samo ako je ǌen rang r(A) = n.

Iz Teoreme 4 neposredno dobijamo slede�i stav.

POSLEDICA 1. Kvadratna matrica A reda n je regularna ako i

samo ako su sve ǌene vrste (odnosno sve ǌene kolone) linearno nezavisne.

Primer 18. (a) Kako je

A =

(
1 2
3 6

)
∼

(
1 2
0 0

)
∼

(
1 0
0 0

)
,

bi�e r(A) = 1.

(b) Za matricu

A =

 1 −2 1
4 5 −2
6 1 0
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imamo da je

A ∼

 1 0 0
4 13 −6
6 13 −6

 ∼

 1 0 0
0 13 −6
0 13 −6

 ∼

 1 0 0
0 13 −6
0 0 0

 ∼

 1 0 0
0 1 0
0 0 0


pa je r(A) = 2, dakle det (A) = 0.

(c) Za matricu

A =

 1 −2 0
4 5 −1
6 1 0

 ,

bi�e r(A) = 3, pa je det (A) ̸= 0.

6. Sistemi linearnih jednaqina

Pretpostavimo da su dati vektori

A1 =


a11
a21
...

am1

 , A2 =


a12
a22
...

am2

 , · · · , An =


a1n
a2n
...

amn

 , B =


b1
b2
...
bm


vektorskog prostora Rm (A1, . . . , An ̸= O). �elimo da ispitamo da li

je vektor B linearna kombinacija vektora A1, . . . , An, tj. da li postoje

skalari x1, x2, . . . , xn ∈ R takvi da je

(3) x1A1 + x2A2 + · · ·+ xnAn = B .

Jednakost (3) svodi se na zadatak da se odrede skalari x1, . . . , xn ∈
R takvi da je

(4)


a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = b2
...

...
...

...
...

am1x1 + am2x2 + · · ·+ amnxn = bm

Stoga se rastavǉaǌe vektora B u linearnu kombinaciju vektora

A1, . . . , An svodi na problem rexavaǌa sistema linearnih jednaqina (4).
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Tako�e va�i i obrnuto, tj. rexavaǌe sistema (4) svodi se na rastav-

ǉaǌe vektora B po vektorima A1, . . . , An.

Matrice

A =


a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
...

...
...

...
am1 am2 · · · amn

 , Ã =


a11 a12 · · · a1n b1
a21 a22 · · · a2n b2
...

...
...

...
...

am1 am2 · · · amn bm

 ,

mazivaju se matricom sistema i proxirenom matricom sistema (4).

Sistem (4) oqigledno mo�emo napisati u matriqnom obliku

(5)


a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
...

...
...

...
am1 am2 · · · amn




x1

x2
...
xn

 =


b1
b2
...
bm

 ,

tj. u obliku AX = B , gde je X = (x1, . . . , xn)
⊤.

Primer 19. (a) Sistem linearnih jednaqina{
x1 + x2 + x3 = 1
2x1 + 2x2 + 2x3 = 5

nema nijedno rexeǌe, pa se naziva nemogu�im.

(b) Sistem linearnih jednaqina{
x1 − x2 = 2
x1 + 2x2 = 5

ima jedno jedinstveno rexeǌe x1 = 3, x2 = 1.

(c) Sistem linearnih jednaqina{
x1 + x2 = 1
3x1 + 3x2 = 3

ima beskonaqno mnogo rexeǌa, tj. ima rexeǌe u parametarskom obliku

x1 = 1− λ , x2 = λ ,

pri qemu je λ ∈ R proizvoǉan skalar.

Slede�a teorema je jedna od najva�nijih teorema koje se odnose na

rexavaǌe sistema linearnih jednaqina.
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TEOREMA 5. (a) Sistem jednaqina (4) je mogu� tj. ima bar jedno

rexeǌe, ako i samo ako matrica sistema A i proxirena matrica Ã imaju

isti rang (Kroneker–Kapelijeva teorema).

(b) Pretpostavimo da je sistem jednaqina (4) mogu�, i neka je r zajed-

niqki rang matrica A i Ã. Tada je sistem (4) ekvivalentan podsistemu

koji se iz sistema (4) dobija uzimaǌem bilo kojih r linearno nezavisnih jed-

naqina, tj. jednaqina qiji koeficijenti u matrici A obrazuju r linearno

nezavisnih vrsta.

(c) Ako sistem (4) ima isti broj jednaqina i nepoznatih, tj. ako je

m = n, tada on ima jedinstveno rexeǌe ako i samo ako je matrica A tog

sistema regularna.

(d) Ako je m < n i sistem ima bar jedno rexeǌe, tada on ima i

beskonaqno mnogo rexeǌa.

Uoqimo posebno bilo koji kvadratni sistem linearnih jednaqina,

sa n jednaqina i n nepoznatih x1, . . . , xn:

(6)


a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = b2
...

...
...

...
...

an1x1 + an2x2 + · · ·+ annxn = bn

i pretpostavimo da je on regularan, tj. det (A) ̸= 0. Na osnovu Teoreme 5

(c), ovakav sistem uvek ima jedno jedinstveno rexeǌe X = (x1, . . . , xn)
⊤.

Ovo rexeǌe mo�e se predstaviti formulama:

(7) x1 =
D1

D
, x2 =

D2

D
, · · · , xn =

Dn

D
,

pri qemu je D = det (A), i za j = 1, . . . , n:

Dj =

∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 · · · a1,j−1 b1 a1,j+1 · · · a1n
a21 · · · a2,j−1 b2 a2,j+1 · · · a2n
...

...
...

...
...

...
...

an1 · · · an,j−1 bn an,j+1 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣
Gorǌe formule nazivaju se Kramerovim pravilima za posmatrani

sistem linearnih jednaqina. ǋihova va�nost ogleda se i u tome xto

se proizvoǉan sistem linearnih jednaqina bilo kog tipa m × n, mo�e
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svesti na kvadratni regularni sistem tipa r × r (gde je r = r(A)), a

zatim se taj sistem mo�e rexiti primenom Kramerovih pravila.

U prethodnom stavu videli smo da kvadratni sistem linearnih

jednaqina sa osobinom regularnosti uvek ima jedno jedinstveno rexeǌe.

Slede�i stav izra�ava jednu va�nu opxtu osobinu sistema jednaqina

(4) koji nisu kvadratni ili nisu regularni.

STAV 18. Ako sistem linearnih jednaqina (4) ima dva razliqita

rexeǌa, tada on ima i beskonaqno mnogo rexeǌa.

Odavde sledi da skup rexeǌa sistema jednaqina (4) u opxtem slu-

qaju mo�e biti prazan, jednoqlan ili beskonaqan.

Daǉe napomenimo da se sistem jednaqina (4) naziva homogenim ako

je B = O, tj. b1 = b2 = · · · = bn = 0, i nehomogenim u suprotnom sluqaju.

Pretpostavimo da je sistem (4) homogen i oznaqimo sa

E0 = {X ∈ Rn
∣∣AX = O}

skup svih ǌegovih rexeǌa. Oqigledno je vektor X = 0 (tj. x1 = x2 =

· · · = xn = 0) jedno rexeǌe sistema (4), i ono se naziva ǌegovim triv-

ijalnim rexeǌem. Bilo koje drugo rexeǌe Y ∈ E0 (Y ̸= 0) naziva se

netrivijalnim rexeǌem ovog sistema.

Tada se lako mo�e videti da va�i slede�i stav.

STAV 19. Skup rexeǌa E0 homogenog sistema (4) je potprostor

prostora Rn.

Daǉe uoqimo proizvoǉan sistem (4) (homogen ili nehomogen). U

matriqnom obliku on dakle glasi:

(8) AX = B .

Pored toga, uoqimo i odgovaraju�i homogeni sistem

(9) AX = O .

Oznaqimo sa E0 skup svih rexeǌa homogenog sistema (9), i sa E

skup svih rexeǌa nehomogenog sistema (8). Kao xto smo videli u Stavu
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19, skup E0 predstavǉa potprostor prostora Rn. Veza izme�u skupova

E0 i E data je slede�om teoremom.

TEOREMA 6. (a) Ako je nehomogeni sistem (8) mogu�, i X0 je bilo

koje partikularno rexeǌe sistema (8), tada va�i jednakost

(10) E = X0 + E0 = {X0 + Y
∣∣Y ∈ E0}.

(b) Ako homogeni sistem (9) ima isti broj jednaqina i nepoznatih

(tj. va�i m = n), tada odgovaraju�i sistem ima samo trivijalno rexeǌe

ako i samo ako je matrica tog sistema regularna.

Sada �emo navesti jedan praktiqan postupak za rexavaǌe opxteg

sistema (4) tipa m× n.

(10) Svesti matricu A sistema na bilo koji kanoniqki oblik;

(20) Vrxe�i iste elementarne transformacije nad proxirenom

matricom sistema, svesti proxirenu matricu A na kanoniqki oblik.

Iz ova dva postupka, vidi se da li je zadovoǉen uslov r(A) = r(Ã)

Kroneker–Kapelijevog stava, kao i va�an polo�aj jedinica u kanoniqkom

obliku matrice A, koji mora biti potpuno isti kao i kod matrice Ã,

dok su svi elementi posledǌe (n+1)–ve kolone matrice Ã jednaki nuli.

Pretpostavimo da je sistem mogu�, tj. r(A) = r(Ã) = r (1 ≤ r ≤ m,n).

Tada treba:

(30) Uoqiti samo one jednaqine posmatranog sistema koje odgo-

varaju vrstama u kojima se nalaze jedinice u kanoniqkom obliku ma-

trice A. Ostale jednaqine �e tada biti ǌihove algebarske posledice,

tj. linearne kombinacije prethodnih jednaqina.

(40) Na kraju, uoqiti one nepoznate posmatranog sistema, koje odgo-

varaju kolonama u kojima se nalaze jedinice, a sve ostale nepoznate

uzeti za slobodne parametre.

Tada je determinanta tako dobijenog kvadratnog sistema od r jed-

naqina sa r nepoznatih, razliqita od nule, i rexeǌe tako dobijenog

sistema dobija se onda u parametarskom obliku, primenom Kramerovih

pravila.

Na primer, ako se sve jedinice u kanoniqkom obliku matrice A

nalaze u prvih r vrsta i prvih r kolona, tada je posmatrani sistem
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ekvivalentan sa podsistemom

(11)


a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1rxr = b1 − a1,r+1xr+1 − · · · − a1nxn

a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2rxr = b2 − a2,r+1xr+1 − · · · − a2nxn

...
...

...
...

...
...

...
ar1x1 + ar2x2 + · · ·+ arrxr = br − ar,r+1xr+1 − · · · − arnxn

.

Ako uvedemo slobodne parametre xr+1 = λ1, . . . , xn = λn−r ∈ R, pri-

menom Kramerovih pravila, rexeǌe sistema (11) dobija se u obliku:

(12)



x1 = c1 + λ1α11 + λ2α12 + · · · + λn−rα1,n−r

x2 = c2 + λ1α21 + λ2α22 + · · · + λn−rα2,n−r

...
...

...
...

...
...

xr = cr + λ1αr1 + λ2αr2 + · · · + λn−rαr,n−r

xr+1 = λ1

xr+2 = λ2

...
...

...
xn = λn−r

.

U vektorskom obliku, ovo rexeǌe se mo�e prikazati sa

X = X0 + λ1V1 + λ2V2 + · · ·+ λn−rVn−r , tj.

X = X0 + L{V1, . . . , Vn−r} ,

pri qemu je
X = (x1, . . . , xn)

⊤ , X0 = (c1, . . . , cr, 0, 0, . . . , 0)
⊤ ,

Vi = [α1i, α2i, . . . , αri, 0, 0, . . . , 1,︸ ︷︷ ︸
i

0, 0, . . . , 0]⊤ (i = 1, . . . , n− r)

λ1, . . . λn−r ∈ R .

Primer 20. Reximo sistem linearnih jednaqina

(13)

 1 1 2
1 3 0
0 1 −1

x1

x2

x3

 =

 1
−1
−1

 .

Jedan kanoniqki oblik matrice sistema glasi�e:

B =

 1 0 0
0 0 0
0 1 0

 ,
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pa je r(A) = 2. Za odgovaraju�u proxirenu matricu Ã tog sistema odgo-

varaju�i kanoniqki oblik bi�e:

B =

 1 0 0 0
0 0 0 0
0 1 0 0

 ,

pa je r(Ã) = r(A) = 2. Stoga je sistem (13) mogu�, tj. ima bar jedno

rexeǌe.

Na osnovu prethodno reqenog, sistem (13) svodi se samo na prvu i

tre�u jednaqinu, tj. ekvivalentan je podsistemu{
x1 + x2 + 2x3 = 1

x2 − x3 = −1
.

Sada �emo uoqiti nepoznate x1 i x2 (jer se jedinice nalaze u prvoj i

u drugoj koloni). Uzimaju�i da je x3 = λ slobodan parametar, dobijamo

sistem {
x1 + x2 = 1− 2λ

x2 = −1 + λ
.

Odavde sledi da je opxte rexeǌe sistema (13) dato sa

x1 = 2− 3λ, x2 = − 1 + λ, x3 = λ (λ ∈ R) .
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Poglavǉe 3

EUKLIDSKI PROSTOR

1. Skalarni proizvod vektora

Napomenimo da �emo u ovom poglavǉu posmatrati uglavnom trodi-

menzionalni prostor R3, kao poseban sluqaj Euklidskog prostora Rn.

Me�utim, praktiqno sve definicije i svi rezultati lako se mogu prene-

ti i na sluqaj opxteg Euklidskog prostora Rn, gde je n proizvoǉan

prirodan broj. Posebno to onda va�i i za sluqaj prostora R2. Pros-

tor R3 �emo obiqno zvati trodimenzionalnim prostorom, a prostor R2

Euklidskom ravni.

Pojam rastojaǌa izme�u taqaka u prostoru R3, du�ine vektora

i pojam ugla izme�u dva vektora prostora R3 baziraju se na pojmu

skalarnog proizvoda.

Definicija 1. Pod skalarnim proizvodom vektora A = (a1, a2, a3)

i B = (b1, b2, b3) u prostoru R3 podrazumevamo realan broj

(1) ⟨A,B⟩ = a1b1 + a2b2 + a3b3 .

Za skalarni proizvod ⟨A,B⟩ nekada se koristi i oznaka A ·B.

Skalarni proizvod vektora u prostoru R3 oqigledno predstavǉa

realnu funkciju definisanu na Dekartovom proizvodu R3 ×R3.

U slede�em stavu navedene su osnovne osobine skalarnog proizvoda

u prostoru R3.

STAV 1. Za proizvoǉne vektore A,B,C ∈ R3 i realne brojeve α, β

va�e slede�e relacije :
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(10) ⟨A,B⟩ = ⟨B,A⟩;

(20) ⟨A,A⟩ ≥ 0 i ⟨A,A⟩ = 0 ako i samo ako je A = O;

(30) ⟨αA+ βB,C⟩ = α⟨A,C⟩+ β⟨B,C⟩;

(40) ⟨A,αB + βC⟩ = α⟨A,B⟩+ β⟨A,C⟩.

Sve ove osobine dokazuju se neposredno primenom relacije (1). O-

sobina (10) naziva se komutativnox�u skalarnog proizvoda, osobina (20)

pozitivnom definitnox�u, a osobine (30) i 40 linearnox�u po prvom

i linearnix�u po drugom argumentu, respektivno, tj. bilinearnox�u

skalarnog proizvoda vektora.

Iz definicije skalarnog proizvoda (1) neposredno sledi i da je

za proizvoǉni vektor V ∈ Rn ispuǌeno ⟨V,O⟩ = ⟨O, V ⟩ = 0. Nenegativan

broj A2 = ⟨A,A⟩ = a21 + a22 + a23 naziva se skalarnim kvadratom vektora A.

Definicija 2. Pod 3–dimenzionalnom realnim Euklidskim pros-

torom R3 podrazumevamo 3–dimenzionalni realni vektorski prostor R3

snabdeven skalarnim proizvodom (1).

Definicija 3. Za proizvoǉan vektor A ∈ R3 nenegativan broj

|A| =
√

⟨A,A⟩

naziva se du�inom ili intenzitetom vektora A. Oqigledno je |A| ≥ 0

i |A| = 0 ako i samo ako je A = 0.

Ako je vektor A = (a1, a2, a3), tada je

⟨A,A⟩ = a21 + a22 + a23 =

3∑
i=1

a2i ,

odakle je

|A| =

√√√√ 3∑
i=1

a2i .

Neposredno na osnovu definicije du�ine vektora, mo�e se ustano-

viti da du�ina vektora poseduje slede�u osobinu.

STAV 2. Za svaki vektor A ∈ R3 i proizvoǉan realan broj λ ispuǌeno

je

|λA| = |λ| |A| .
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Uoqimo daǉe standardnu bazu
−→
i = (1, 0, 0),

−→
j = (0, 1, 0),

−→
k = (0, 0, 1)

prostora R3. Tada je oqigledno

|−→i | = |−→j | = |−→k | = 1 .

Kako svaki vektor A ∈ R3 qija je du�ina jednaka 1 nazivamo jediniq-

nim vektorom, mo�emo da ka�emo da su vektori
−→
i ,

−→
j i

−→
k jediniqni

vektori.

Slede�a osobina naziva se nejednakox�u Koxi–Xvarc–Buǌakovskog.

STAV 3. Za proizvoǉne vektore A,B ∈ R3 ispuǌeno je

(2) |⟨A,B⟩| ≤ |A| |B| .

Dokaz. Ako je vektor B = O, tada je oqigledno desna strana gorǌe

relacije jednaka nuli, a nije texko videti da je i leva strana jednaka

nuli. Va�i naime ⟨A,O⟩ = 0, za proizvoǉan vektor A ∈ R3.

Sada pretpostavimo da je B ̸= O. Primetimo da je za proizvoǉan

realan broj λ ispuǌeno

|A+ λB|2 ≥ 0 .

Kako je |B| ̸= 0 i

|A+ λB|2 = ⟨A+ λB,A+ λB⟩ = ⟨B,B⟩λ2 + 2⟨A,B⟩λ+ ⟨A,A⟩ =

= |B|2λ2 + 2 ⟨A,B⟩λ+ |A|2 ≥ 0

za proizvoǉan realan broj λ, sledi da je diskriminanta gorǌeg kvadrat-

nog izraza po λ, D ≤ 0. Stoga je

D = (2 ⟨A,B⟩)2 − 4|A|2 |B|2 ≤ 0,

odakle je |⟨A,B⟩| ≤ |A| |B|.
Prema tome, nejednakost (2) va�i za proizvoǉne vektore A,B ∈

R3. �

Tako�e se mo�e neposredno videti da u relaciji (2) va�i znak

jednakosti ako je bar jedan od vektora A,B jednak nuli. Ako su vektori

A,B ̸= 0, pokazuje se da u nejednakosti (2) va�i znak jednakosti ako i

samo ako su vektori A i B kolinearni, odnosno va�i A = rB za neko

r ̸= 0. Pritom je ⟨A,B⟩ = |A| |B| za r > 0 i ⟨A,B⟩ = −|A| |B| za r < 0.
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Primenom nejednakosti (2) dokazuje se da za proizvoǉna dva vek-

tora A,B ∈ R3 va�i tzv. nejednakost trougla

(3) |A+B| ≤ |A|+ |B| .

Jednakost u ovoj nejednakosti va�i ako i samo ako je A = O ili

B = O ili A = rB za neko r > 0.

Daǉe se korix�eǌem intenziteta vektora definixe rastojaǌe pro-

izvoǉne dve taqke A i B u prostoru R3.

Definicija 4. Za proizvoǉne taqke A = (a1, a2, a3), B = (b1, b2, b3)

izraz

AB = d (A,B) = |B −A| =

√√√√ 3∑
i=1

(ai − bi)2

naziva se rastojaǌem izme�u taqaka A i B. Posebno je OA = d (O,A) =

|A| =

√
3∑

i=1

a2i du�ina vektora
−→
OA.

Napomenimo da sve napred navedene definicije i osobine pred-

stavǉaju uopxteǌa dobro poznatih osobina vektora iz Euklidske ravni

R2.

Podsetimo se sada, kratko, du�ine vektora i pojma rastojaǌa u

ravni R2.

Slika 3.1
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Slika 3.2

Pokazuje se da rastojaǌe taqaka u prostoru R3 ima slede�e os-

obine.

(10) d(A,B) ≥ 0 i d(A,B) = 0 ako i samo ako je A = B;

(20) d(A,B) = d(B,A);

(30) d(A,B) ≤ d(A,C)+d(C,B), za proizvoǉne taqke A,B,C ∈ R3.

Napomenimo da se svaka funkcija d:R3 × R3 → R koja ima osobine

(10), (20) i (30) naziva metrikom na prostoru R3. Ona u opxtem sluqaju

nije jednoznaqno odre�ena. Stoga je prethodno definisano Euklidsko

rastojaǌe jedna metrika na prostoru R3.

Ako je daǉe A ̸= O proizvoǉan nenula vektor prostora R3, tada

se mo�e lako videti da je vektor A0 =
1

|A|
A jediniqan i kolinearan sa

vektorom A.

Slika 3.3
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Zaista, tada je α = |A| > 0, odakle je

|A0| =
1

α
|A| = |A|

|A|
= 1.

Tada je vektor A potpuno odre�en vektorom A0 =
1

|A|
A i intenzite-

tom |A|, jer oqigledno va�i jednakost A = |A|A0.

Definicija 5. Za proizvoǉan vektor A ∈ R3 (A ̸= O) vektor A0 =
1

|A|
A =

A

|A|
naziva se jediniqnim vektorom (ili kratko ortom) vektora

A.

Skup svih jediniqnih vektora prostora R3 naziva se jediniqnom

sferom prostora R3 i oznaqava se sa S3. Dakle

S3 = {A ∈ R3
∣∣ |A| = 1} .

Skup S3 je oqigledno neprazan i sadr�i sve ortove prostora R3.

On uopxtava pojmove jediniqnog kruga u ravni R2. Pritom taqka O

(centar ove sfere) ne pripada skupu S3.

Uopxte, za proizvoǉnu taqku P ∈ R3 i r > 0, mo�e se definisati

sfera sa centrom u taqki P polupreqnika r, na slede�i naqin:

S(P ; r) = {A ∈ R3
∣∣d(P,A) = |A− P | = r}.

2. Ugao izme�u vektora

Uoqimo bilo koja dva nenula vektora A,B ∈ R3. Tada iz nejed-

nakosti Koxi–Xvarc–Buǌakovskog, sledi nejednakost

−1 ≤ ⟨A,B⟩
|A| |B|

≤ 1 .

Odavde sledi da postoji jedan jedinstveni ugao θ ∈ [0, π] takav da

je

(4) cos θ =
⟨A,B⟩
|A| |B|

.
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Ako oznaqimo A0 =
A

|A|
, B0 =

W

|B|
, ugao θ je odre�en uslovom

cos θ = ⟨A0, B0⟩,

odnosno

(5) θ = arccos (⟨A0, B0⟩) .

Definicija 6. Ugao θ (0 ≤ θ ≤ π) odre�en relacijom (5) naziva se

uglom izme�u vektora A i B. On se qesto obele�ava i sa θ = ](A,B).

Slika 3.4

Ako je A = (a1, a2, a3) i B = (b1, b2, b3), tada relaciju (4) mo�emo

napisati u obliku

(6) cos θ =
a1b1 + a2b2 + a3b3√

a21 + a22 + a23
√
b21 + b22 + b23

.

Formula (6) se najqex�e koristi kod praktiqnog izraqunavaǌa

ugla izme�u vektora A i B.

Neka je daǉe A = (a1, a2, a3) bilo koji vektor prostora R3. Znamo

da je

A = a1
−→
i + a2

−→
j + a3

−→
j .

Odavde neposredno nalazimo da je

⟨A,
−→
i ⟩ = ⟨a1

−→
i + a2

−→
j + a3

−→
k ,

−→
i ⟩ = a1,

⟨A,
−→
j ⟩ = ⟨a1

−→
i + a2

−→
j + a3

−→
k ,

−→
j ⟩ = a2,

⟨A,
−→
i ⟩ = ⟨a1

−→
i + a2

−→
j + a3

−→
k ,

−→
k ⟩ = a3,
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Prema tome dobijamo jednakost

A = ⟨A,
−→
i ⟩−→i + ⟨A,

−→
j ⟩−→j + ⟨A,

−→
k ⟩−→k .

Pretpostavimo daǉe da je vektor A jediniqni, tj. va�i |A| = 1, i

oznaqimo sa α1, α2, α3 uglove koje taj vektor gradi redom sa vektorima
−→
i ,

−→
j ,

−→
k . Kako su vektori A,

−→
i ,

−→
j ,

−→
k jediniqni, neposredno nalazimo

da je

cosα1 = ⟨A,
−→
i ⟩, cosα2 = ⟨A,

−→
j ⟩, cosα3 = ⟨A,

−→
k ⟩.

Dakle dobijamo da je ai = cosαi (i = 1, 2, 3), tj.

A = (a1, a2, a3) = (cosα1, cosα2, cosα3) =

= (cosα1)
−→
i + (cosα2)

−→
j + (cosα3)

−→
k .

Neka je daǉe A ̸= O proizvoǉan vektor prostora R3 i A0 =
A

|A|
odgovaraju�i ort. Ako je A0 = (cosα1, cosα2, cosα3), tada su uglovi αi

odre�eni relacijama

cosα1 = ⟨A0,
−→
i ⟩, cosα2 = ⟨A0,

−→
j ⟩, cosα3 = ⟨A0,

−→
k ⟩.

Uglovi αi i brojevi ai = cosαi (i = 1, 2, 3) nazivaju se respektivno

uglovima pravca i kosinusima pravca vektora A.

Pretpostavimo da su A i B proizvoǉni nenula vektori prostora

R3 i

A0 =
A

|A|
= (cosα1, cosα2, cosα3), B0 =

B

|B|
= (cosβ1, cosβ2, cosβ3)

odgovaraju�i ortovi. Tada je ugao θ = ](A,B) odre�en relacijom

cos θ = cosα1 cosβ1 + cosα2 cosβ2 + cosα3 cosβ3 .

Sada �emo definisati pojam ortogonalnosti dva vektora prostora

R3.

Definicija 7. Vektori A,B ̸= O prostora R3 nazivaju se ortogo-

nalnim (ili normalnim), i tada pixemo A ⊥ B ukoliko je ⟨A,B⟩ = 0.
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Neposrednom primenom gorǌe definicije mo�e se dokazati slede�i

stav.

STAV 4. Neka su A,B ̸= O proizvoǉni vektori prostora R3. Tada

su slede�i uslovi ekvivalentni:

(10) Vektori A i B su ortogonalni;

(20) Vektori B i A su ortogonalni;

(30) Vektori A0 =
A

|A|
i B0 =

B

|B|
su ortogonalni;

(40) Ugao θ = ](A,B) =
π

2
.

STAV 5. Neka su A,B ̸= O proizvoǉni vektori prostora R3 i θ =

](A,B). Tada je θ = 0 ako i samo ako je A = rB za neko r > 0, i θ = π ako i

samo ako je A = rB za neko r < 0.

Uslovno, za proizvoǉna dva vektora A,B ∈ R3 ka�emo da su ortog-

onalni ukoliko je ⟨A,B⟩ = 0. Dakle dozvoǉavamo i da neki od vektora

A,B bude i jednak nuli. Ranije smo videli da je ⟨O,A⟩ = 0 za proizvo-

ǉan vektor A ∈ R3, pa je nula vektor ortogonalan na svim vektorima

prostora R3.

STAV 6. Vektor A prostora R3 je ortogonalan na svim vektorima

tog prostora ako i samo ako je A = O.

Dokaz. Vektor 0 prostora R3 ortogonalan na svim vektorima tog

prostora, jer je ⟨O,A⟩ = 0 (A ∈ R3).

Obrnuto, pretpostavimo da je ⟨A,B⟩ = 0 za proizvoǉan vektor B ∈
R3. Tada posebno mo�emo uzeti da je B = A, pa je ⟨A,A⟩ = 0. To znaqi

da je |A| = 0, tj. A = O. �

Uoqimo daǉe dva proizvoǉna vektora A ̸= 0 i B ̸= 0 prostora R3.

Pokaza�emo da uvek postoji vektor C kolinearan sa vektorom B takav

da je vektor A − C ortogonalan na vektoru B. Tada se vektor C naziva

projekcijom vektora A na vektor B i oznaqava sa pr (A)
∣∣∣
B

(slika 3.5).

Kako je vektor C na osnovu pretpostavke kolinearan sa vektorom B,

tra�imo ga u obliku C = λB za neko realno λ. Iz uslova ortogonalnosti
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vektora A− C i B, dobijamo da je

⟨A− C,B⟩ = ⟨A− λB,B⟩ = ⟨A,B⟩ − λ|B|2 = 0.

Odavde neposredno dobijamo da je λ = (⟨A,B⟩)/|B|2, pa je

C = pr (A)
∣∣∣
B
=

⟨A,B⟩
|B|2

B.

Slika 3.5

Osim toga, oqigledno se ovaj vektor mo�e napisati u obliku

C = ⟨A,B0⟩B0,

pri qemu je B0 = B/|B| odgovaraju�i jediniqni vektor vektora B.

Ako je posebno vektor A ortogonalan na vektoru B, tada je ⟨A,B⟩ =
0, pa se odgovaraju�i vektor ortogonalne projekcije vektora A na vektor

B svodi na nula vektor.

Daǉe uoqimo proizvoǉan vektor A = (a1, a2, a3) prostora R3 i vek-

tore standardne baze {−→i , −→
j ,

−→
k }. Ako sa Ax, Ay, Az oznaqimo redom

projekcije vektora A na vektore
−→
i ,

−→
j ,

−→
k , tada neposredno dobijamo da

je

Ax = ⟨A,
−→
i ⟩−→i = x

−→
i , Ay = y

−→
j , Az = z

−→
k ,

odakle je

A = ⟨A,
−→
i ⟩−→i + ⟨A,

−→
j ⟩−→j + ⟨A,

−→
k ⟩−→k = Ax +Ay +Ak.
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3. Vektorski proizvod vektora

Uoqimo Euklidski prostor R3 i standardnu bazu {−→i ,−→j ,
−→
k } tog

prostora. Ako su A = (a1, a2, a3) i B = (b1, b2, b3) dva proizvoǉna vektora

prostora R3, tada se vektor

(7) A×B = (a2b3 − a3b2)
−→
i + (a3b1 − a1b3)

−→
j + (a1b2 − a2b1)

−→
k

naziva vektorski proizvodom vektora A i B. Ovaj vektor oqigledno se

mo�e predstaviti u obliku simboliqke determinante

∣∣∣∣∣∣
−→
i

−→
j

−→
k

a1 a2 a3
b1 b2 b3

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣ a2 a3
b2 b3

∣∣∣∣−→i −
∣∣∣∣ a1 a3
b1 b3

∣∣∣∣−→j +

∣∣∣∣ a1 a2
b1 b2

∣∣∣∣−→k ,

pri qemu se podrazumava da se ona razvija po elementima prve vrste,

odnosno po vektorima
−→
i ,

−→
j ,

−→
k .

Navedimo neke od osnovnih osobina vektorskog proizvoda, koje se

neposredno mogu dokazati polaze�i od ǌegove definicije.

STAV 7. (a) Za proizvoǉan vektor A va�e jednakosti

0×A = A× 0 = 0, A×A = 0.

(b) Za proizvoǉna dva vektora A i B va�i

A×B = −B ×A.

(c) Ako su A i B kolinearni vektori prostora R3, tada je A×B = 0.

(d) Vektor A×B je ortogonalan na oba vektora A i B.

(e) Vektorski proizvod A × B je jednak nuli ako i samo ako su vek-

tori A i B linearno zavisni, tj. jedan od ǌih je jednak nuli, ili su oni

kolinearni.

Iz osobine (a) neposredno sledi da za vektore standardne baze

{−→i ,−→j ,
−→
k } va�i

−→
i ×−→

i = 0,
−→
j ×−→

j = 0,
−→
k ×−→

k = 0. Osim toga, na osnovu

definicije, neposredno se dokazuje da va�i
−→
i × −→

j =
−→
k ,

−→
j × −→

k =
−→
i ,

−→
k ×−→

i =
−→
j , zatim

−→
j ×−→

i = −−→
k itd.
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Osim toga, lako se mo�e dokazati da za proizvoǉne vektore A, B,

C prostora R3 i proizvoǉne realne brojeve α, β va�i:

(αA+ βB)× C = α(A× C) + β(B × C);

A× (αB + βC) = α(A×B) + β(A× C).

STAV 8. Ako su A = (a1, a2, a3) i B = (b1, b2, b3) proizvoǉni vektori

prostora R3 i θ ugao izme�u tih vektora, tada va�i jednakost

(8) |A×B| = |A| |B| sin θ .

Dokaz. Na osnovu definicije ima�emo da je

A×B = (a2b3 − a3b2)
−→
i + (a3b1 − a1b3)

−→
j + (a1b2 − a2b1)

−→
k ,

odakle je

|A×B|2 = (a2b3 − a3b2)
2 + (a3b1 − a1b3)

2 + (a1b2 − a2b1)
2 .

Sada primetimo da izraz na desnoj strani mo�emo da napixemo u

obliku

S = (a21 + a22 + a23)
2(b21 + b22 + b23)

2 − (a1b1 + a2b2 + a3b3)
2 .

Odavde je oqigledno

S = |A|2 |B|2 − ⟨A,B⟩2 ,

pa va�i jednakost

|A×B|2 = |A|2 |B|2 − ⟨A,B⟩2 .

S druge strane, znamo da je na osnovu definicije ugla θ ispuǌeno

⟨A,B⟩ = |A| |B| cos θ .

Odavde je

|A×B|2 = |A|2 |B|2 − |A|2 |B|2 cos2 θ = |A|2 |B|2(1− cos2 θ)

= |A|2 |B|2 sin2 θ .
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Kako ugao θ ∈ [0, π], ima�emo da je sin θ ≥ 0, pa iz posledǌe relacije

neposredno sledi da je

|A×B| = |A|| |B| sin θ .

Time je tvr�eǌe dokazano. �

Napomenimo da za dva proizvoǉna vektora A,B prostora R3, izraz

|A| |B| sin θ predstavǉa povrxinu paralelograma konstruisanog nad tim

vektorima. Ovaj paralelogram definisan je kao skup svih taqaka pros-

tora R3 oblika

P = {αA+ βB : 0 ≤ α, β ≤ 1} .

Slika 3.6

Na osnovu prethodnog stava mo�e se re�i da je intenzitet |A ×
B| vektora A × B jednak povrxini paralelograma konstruisanog nad

vektorima A i B. Ova osobina onda neposredno objaxǌava i osobine

(a), (c) i (e) vektorskog proizvoda.

4. Mexoviti proizvod vektora

Neka su A = (a1, a2, a3), B = (b1, b2, b3), C = (c1, c2, c3) proizvoǉni

vektori prostora R3. Pod mexovitim proizvodom vektora A,B,C po-

drazumevamo realan broj

[A,B,C] = ⟨A×B,C⟩.
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Kako je

A×B = (a2b3 − a3b2)
−→
i + (a3b1 − a1b3)

−→
j + (a1b2 − a2b1)

−→
k ,

neposredno sledi da je

[A,B,C] = ⟨A×B,C⟩ = (a2b3 − a3b2)c1 + (a3b1 − a1b3)c2 + (a1b2 − a2b1)c3,

odnosno

[A,B,C] =

∣∣∣∣∣∣
a1 a2 a3
b1 b2 b3
c1 c2 c3

∣∣∣∣∣∣ .

Broj [A,B,C] u opxtem sluqaju mo�e biti pozitivan, negativan,

ili jednak nuli.

Na primer, ako je {−→i ,−→j ,
−→
k } standardna baza prostora R3, tada je

[
−→
i ,

−→
j ,

−→
k ] =

∣∣∣∣∣∣
1 0 0
0 1 0
0 0 1

∣∣∣∣∣∣ = 1 , [
−→
i ,

−→
i ,

−→
j ] =

∣∣∣∣∣∣
1 0 0
1 0 0
0 1 0

∣∣∣∣∣∣ = 0 .

Ako je neki od vektora A,B,C jednak nuli, tada je mexoviti proiz-

vod [A,B,C] = 0. Ovo neposredno sledi iz toga xto je tada odgovaraju�a

vrsta determinante kojom se izra�ava ovaj mexoviti proizvod jednaka

nuli. Uopxte, imamo slede�i stav.

STAV 9. Mexoviti proizvod [A,B,C] vektora A,B,C jednak je nuli

ako i samo ako su ti vektori linearno zavisni.

Dokaz neposredno sledi iz poznate osobine determinanti prema

kojoj je determinanta jednaka nuli ako i samo ako su ǌene vrste linearno

zavisne. Na osnovu ovog stava sledi da vektori A,B,C obrazuju bazu

prostora R3 ako i samo ako je ǌihov mexoviti proizvod razliqit od

nule.

Pored toga, primenom poznatih osobina determinanti, neposredno

dobijamo slede�i stav.

STAV 10. Za proizvoǉna tri vektora A,B,C prostora R3 va�e

jednakosti:

(a) [A,B,C] = [B,C,A] = [C,A,B] .
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(b) [A,C,B] = [C,A,B] = [B,A,C] = −[A,B,C].

Napomenimo da se primenom mexovitog proizvoda mo�e uvesti po-

jam orijentacije proizvoǉne baze prostora R3. Ako su A,B,C tri proiz-

voǉna linearno nezavisna vektora A,B,C prostora R3, tada oni pred-

stavǉaju bazu prostora R3. Na osnovu jedne od navedenih osobina mexo-

vitog proizvoda ispuǌeno je [A,B,C] ̸= 0. Ako je pritom [A,B,C] > 0

ka�emo da je baza A,B,C desne orijentacije, a ako je [A,B,C] < 0, ka�emo

da je ona leve orijentacije.

Tako je na osnovu definicije standardna baza {−→i ,−→j ,
−→
k } prostora

R3 desne orijentacije, a baza {−→j ,
−→
i ,

−→
k } leve orijentacije.

Posebno va�na osobina je da ako su A i B proizvoǉni linearno

nezavisni vektori prostora R3, tada vektori A, B, A×B obrazuju sistem

desne orijentacije. Zaista, tada je

[A,B,A×B] = ⟨A×B,A×B⟩ = |A×B|2 ≥ 0,

i kako su vektori A i B linearno nezavisni, sledi da je A × B ̸= 0.

Odavde sledi da je [A,B,A×B] > 0, pa navedeni vektori zaista obrazuju

sistem desne orijentacije.

Osim toga, napomenimo da se determinanta qije su vrste sastav-

ǉene od koordinata vektora A,B,C prostora R3 mo�e shvatiti i kao

orijentisana mera zapremine paralelopipeda generisanog vektorima A,

B,C u prostoru R3, tj. kao orijentisana mera skupa

Γ(A,B,C) = {αA+ βB + γC : 0 ≤ α, β, γ ≤ 1} .

Na osnovu toga mo�e se re�i da mexoviti proizvod [A,B,C] vek-

tora A,B,C prostora R3, predstavǉa meru zapremine paralelepipeda

generisanog vektorima A,B,C. Posebno odavde dobijamo i geometrijsku

interpretaciju sluqaja kada je [A,B,C] = 0. Taj sluqaj nastupa ako

i samo ako je taj paralelepiped degenerativan, tj. vektori A,B,C su
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linearno zavisni, odnosno komplanarni.

Slika 3.7
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Poglavǉe 4

PRAVE, RAVNI I SFERE

1. Prave u prostoru R3

1. Jednaqina prave. Uoqimo najpre proizvoǉnu fiksiranu taqku

A0 = (x0, y0, z0) prostora R3, i fiksirani vektor
−→
P = (p1, p2, p3) ̸= 0 tog

prostora. Tada se skup ℓ svih taqaka X = (x, y, z) ∈ R3 oblika

(1) X = A0 + E1 = A0 + {t−→P : t ∈ R}

naziva pravom u prostoru R3. On se qesto simboliqno oznaqava sa ℓ =

(A0,
−→
P ). Taqka A0 oqigledno pripada posmatranoj pravoj jer se za t = 0

dobija da je X = A0. Vektor
−→
P naziva se vektorom prave ℓ, i on nije

jednoznaqno odre�en samom pravom, jer se umesto polaznog vektora za

vektor prave ℓ mo�e uzeti i bilo koji drugi vektor
−→
P 1 = λ

−→
P (λ ̸= 0).

Slika 4.1

Kako je E1 = {t−→P : t ∈ R}, tada je oqigledno E1 1–dimenzionalni

potprostor prostora R3. Ovaj potprostor naziva se pravcem prave ℓ.

Jednaqina prave se tada mo�e napisati i u obliku:

ℓ = A0 + E1 = {A0 + Y :Y ∈ E1}.

U koordinatnom obliku jednaqina prave glasi:

(x, y, z) = (x0, y0, z0) + t(p1, p2, p3) (t ∈ R),
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ili

(x− x0, y − y0, z − z0) = (tp1, tp2, tp3),

odnosno:

(2) x− x0 = tp1, y − y0 = tp2, z − z0 = tp3 (t ∈ R).

Jednaqine (2) nazivaju se parametarskim jednaqinama prave.

Jednaqine (2) se tako�e mogu napisati u tzv. kanoniqkom obliku

(3)
x− x0

p1
=

y − y0
p2

=
z − z0
p3

.

Ovde treba napomenuti da ako je neki od imenilaca ovih razlomaka

jednak 0, tada je i odgovaraju�i brojilac tako�e jednak nuli.

2. Ugao izme�u pravih. Uoqimo daǉe dve proizvoǉne prave ℓ1 =

(A1,
−→
P ), ℓ2 = (A2,

−→
Q ). Tada se ugao izme�u tih pravih definixe kao

oxtar ugao θ odre�en formulom

cos θ =
|⟨−→P ,

−→
Q ⟩|

|−→P | |−→Q |
.

Lako se pokazuje da ovaj ugao ne zavisi od izbora vektora pravaca
−→
P i

−→
Q ovih pravih, odnosno da on ostaje isti i ako umesto vektora

−→
P

uzmemo i bilo koji drugi vektor oblika r
−→
P (r ̸= 0), a umesto vektora

−→
Q

bilo koji drugi vektor oblika s
−→
Q (s ̸= 0).

Kako je na osnovu definicije cos θ ≥ 0, sledi da je ugao θ ∈ [0, π/2],

dakle ovaj ugao je uvek oxtar.

Prave ℓ1, ℓ2 nazivaju se paralelnim ako su odgovaraju�i vektori ℓ1,

ℓ2 ovih pravih kolinearni, ali je ℓ1 ̸= ℓ2. Tada se pokazuje da je ugao

izme�u ǌih jednak 0, i da one nemaju ni jednu zajedniqku taqku.

U opxtem sluqaju, prave ℓ1, ℓ2 mogu da le�e u istoj ravni ili da

se mimoilaze u prostoru. Mo�e se lako videti da one le�e u jednoj

ravni (i tada se seku, paralelne su ili se poklapaju) ako i samo ako su

vektori
−−−→
A1A2,

−→
P ,

−→
Q komplanarni. Korix�eǌem mexovitog proizvoda,

ovaj uslov se neposredno izra�ava sa

(4) D = [
−−−→
A1A2,

−→
P ,

−→
Q ] =

∣∣∣∣∣∣
x2 − x1 y2 − y1 z2 − z1

p1 p2 p3
q1 q2 q3

∣∣∣∣∣∣ = 0.
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Ako se prave ℓ1 i ℓ2 mimoilaze, tada je izraz D = [
−−−→
A1A2,

−→
P ,

−→
Q ] ̸=

0. Ako tada sa d = d(ℓ1, ℓ2) oznaqimo rastojaǌe izme�u tih pravih, tj.

minimalnu vrednost du�i AB pri qemu taqka A ∈ ℓ1 i taqka B ∈ ℓ2, tada

nije texko dokazati da je ovo rastojaǌe dato formulom

(5) d(ℓ1, ℓ2) = |D|/|−→P ×−→
Q |.

2. Ravni u prostoru R3

3. Definicija ravni. Uoqimo daǉe proizvoǉan 2–dimenzionalan

potprostor E2 u prostoru R2 i taqku A0 ∈ R3. Tada se skup

(6) A0 + E2 = {A0 +M :M ∈ E2}

naziva 2–dimenzionalnom ravni ili kratko ravni u prostoru R3. On

se ponekad oznaqava sa H = (A0, E2). Taqka A0 oqigledno pripada ovoj

ravni. Potprostor E2 naziva se kratko pravcem ili direktrisom ove

ravni.

Ako je daǉe {U, V } proizvoǉna fiksirana baza potprostora E2, tada
je E2 = {αU + βV :α, β ∈ R}, odakle je

H = {A0 + αU + βV :α, β ∈ R}.

Ako je daǉe A = (x0, y0, z0), U = (u1, u2, u3), V = (v1, v2, v3), tada

promenǉivu taqku X = (x, y, z) mo�emo predstaviti u obliku X = A0 +

αU + βV , odnosno:

(x, y, z) = (x0, y0, z0) + α(u1, u2, u3) + β(v1, v2, v3) =

= (x0 + αu1 + βv1, y0 + αu2 + βv2, z0 + αu3 + βv3) (α, β ∈ R),

odnosno:

(7) x = x0+αu1+βv1, y = y0+αu2+βv2, z = z0+αu3+βv3 (α, β ∈ R).

Jednaqine (7) predstavǉaju parametarske jednaqine ravni u pros-

toru R3.

4. Normalan oblik jednaqine ravni. Uoqimo daǉe proizvoǉnu

ravan H = (A0, E2) i vektor N ̸= 0 koji je ortogonalan na vektorima U i
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V . Na primer, mo�emo da uzmemo da je N = U × V . Kako su vektori U i

V linearno nezavisni sledi da je N ̸= 0.

STAV 1. Va�i jednakost

(8) H = {X : ⟨X −A0, N⟩ = 0}.

Dokaz. Uzmimo najpre bilo koju taqku X ∈ H. Tada je X = A0 +

αU + βV , odakle je

⟨X −A0, N⟩ = ⟨αU + βV,N⟩ = α⟨U,N⟩+ β⟨V,N⟩ = α · 0 + β · 0 = 0.

Obrnuto, pretpostavimo da je ⟨X − A0, N⟩ = 0. Kako su vektori

U, V,N = U × V linearno nezavisni, oni obrazuju bazu prostora R3, pa

postoje skalari α0, β0, γ0 takvi da je

X −A0 = α0U + β0V + γ0N.

Odavde je
⟨X −A0, N⟩ = ⟨α0U + β0V + γ0N,N⟩ =

= α0⟨U,N⟩+ β0⟨V,N⟩+ γ0|N |2 =

= α0 · 0 + β0 · 0 + γ0|N |2 = 0.

Kako je |N |2 ̸= 0, odavde dobijamo da je γ0 = 0, pa je X − A0 =

α0U + β0V , dakle X = A0 + α0U + β0V . Stoga taqka X ∈ H. �

Na osnovu prethodnog stava, za svaku ravan H postoji izvestan

vektor N ̸= 0 takav da se jednaqina ravni mo�e napisati u obliku

(9) ⟨X −A0, N⟩ = 0.

Vektor N naziva se vektorom normale ravni H. On nije jednoznaqno

odre�en sa ravni H jer se umesto vektora N za vektor normale mo�e

uzeti i bilo koji drugi vektor rN (r ̸= 0). Ako je N = (a, b, c) fiksirani

vektor normale ravni H, tada se jednaqina (9) te ravni oqigledno mo�e

napisati u obliku:

a(x− x0) + b(y − y0) + c(z − z0) = 0,
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odnosno u obliku:

(10) ax+ by + cz = ax0 + by0 + cz0.

Dakle, ako znamo vektor normale N = (a, b, c) ravni H i bar jednu

taqku A0 = (x0, y0, z0) te ravni, tada pomo�u formule (10) neposredno

mo�emo da napixemo jednaqinu te ravni.

Osim toga, ako u jednaqini (10) stavimo d = ax0 + by0 + cz0, tada

ovu jednaqinu oqigledno mo�emo da napixemo u obliku

(11) ax+ by + cz = d.

Slika 4.2

Pritom je oqigledno d = 0 ako i samo ako ravan H prolazi kroz

koordinatni poqetak, tj. taqku O(0, 0, 0). Jednaqina (11) naziva se nor-

malnim oblikom jednaqine ravni.

Ako ravan H prolazi kroz koordinatni poqetak, onda su oqigledno

ǌeni odseqci na koordinatnim osama jednaki 0. Napomenimo da se na

primer odseqak na osi Ox dobija tako xto se u jednaqini (11) stavi

y = z = 0.

Ako ravan H ne prolazi kroz koordinatni poqetak, tada je d ̸= 0,

i lako se dokazuje da je odseqak na osi Ox jednak d/a ako je a ̸= 0, i

predstavǉa celu osu Ox ako je a = 0. Sliqno va�i i za ǌene odseqke na

koordinatnim osama Oy i Oz.

3. Me�usobni odnos pravih i ravni
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5. Ugao izme�u prave i ravni. Uoqimo daǉe proizvoǉnu pravu

ℓ = (A0,
−→
P ) i ravan H = (B0,

−→
N ) u prostoru R3. Tada se ugao izme�u

prave ℓ i ravni H definixe sa

](ℓ,H) = ω = π/2− ϕ,

pri qemu je ϕ ∈ [0, π/2] ugao izme�u pravih L{−→P } i L{−→N }. Dakle, ugao

ϕ definisan je sa

cosϕ =
|⟨−→P ,

−→
N ⟩|

|−→P | |−→N |
,

a ugao ω sa ω = π/2− ϕ.

Ako je ugao ω = 0, tj. ϕ = π/2, odnosno ⟨−→P ,
−→
N ⟩ = 0, tada prava ℓ

le�i u ravni H ili sa ǌom nema nijednu zajedniqku taqku. U posledǌem

sluqaju, ona se naziva paralelnom sa ravni H.

Ako je ugao ω > 0, tada prava ℓ seqe ravan H taqno u jednoj taqki.

Posebno, ako je ω = π/2, tj. ϕ = 0, tada je prava ℓ ortogonalna na ravni

H, i prodire je taqno u jednoj taqki.

Stoga u vezi uzajamnog polo�aja prave ℓ i ravni H mogu da nastupe

slede�i sluqajevi:

1. Prava ℓ le�i u ravni H;

2. Prava ℓ paralelna je sa ravni H;

3. Prava ℓ prodire ravan H u taqno jednoj taqki.

Praktiqno odre�ivaǌe taqke prodora date prave i date ravni vrxi

se najqex�e tako xto se data prava napixe u parametarskom obliku,

i zatim se ǌene koordinate izra�ene preko parametra t ∈ R ubace u

jednaqinu ravni. Ako se dobija kontradikcija po t, zakǉuqujemo da su

data prava i data ravan paralelne, pa nemaju zajedniqkih taqaka. Ako se

dobija identiqnost po t, zakǉuqujemo da data prava le�i u posmatranoj

ravni. Ako se dobije jedna odre�ena vrednost po t, zakǉuqujemo da data

prava seqe datu ravan u taqno jednoj taqki.

6. Ugao izme�u dve ravni. Uoqimo daǉe dve proizvoǉne ravni

H1 = (A1,
−→
N 1), H2 = (A2,

−→
N 2). Tada se ugao izme�u ovih ravni defin-

ixe kao ugao izme�u pravih L{−→N 1} i L{−→N 2}, dakle kao ugao ϕ odre�en

jednakox�u:

cosϕ =
|⟨−→N 1,

−→
N 2⟩|

|−→N 1| |
−→
N 2|

.
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Kako je cosϕ ≥ 0, sledi da je ovaj ugao uvek oxtar, odnosno da

ϕ ∈ [0, π/2].

Ako je ugao ϕ = 0, tada se ove ravni poklapaju, ili pak nemaju

nijednu zajedniqku taqku. U posledǌem sluqaju one se nazivaju paralel-

nim.

Ako je ugao ϕ > 0, tada se ove ravni uvek seku po nekoj pravoj.

Ako je ϕ = π2, tada su ove dve pavni ortogonalne.

7. Rastojaǌe taqke od date ravni. Uoqimo proizvoǉnu fiksiranu

taqku A0 = (x0, y0, z0) prostora R3 i ravan H qija je jednaqina:

(12) ax+ by + cz = d.

�elimo da odredimo rastojaǌe d(A0,H) taqke A0 do ravni H u

opxtem sluqaju, bez obzira na to da li taqka A0 le�i u ravni H ili ne.

Pokazuje se da je ovo odstojaǌe jednako odstojaǌu taqke A0 do ortogonalne

projekcije A′ taqke A0 na ravan H. Stoga �emo najpre na�i koordinate

taqke A′. Taqka A′ dobija se kao presek ravni H i prave koja je u taqki

A0 ortogonalna na ravan H. Kako se za vektor pravca ove normale mo�e

uzeti vektor normale
−→
N = (a, b, c) ravni H, parametarske jednaqine ove

prave bi�e:
x− x0

a
=

y − y0
b

=
z − z0

c
= t (t ∈ R),

odnosno:

x = x0 + at, y = y0 + bt, z = z0 + ct.

Zamenom ovih vrednosti u jednaqinu ravni dobijamo jednaqinu

a(x0 + at) + b(y0 + bt) + c(z0 + ct) = d,

odakle je:

t =
d− ax0 − by0 − cz0

a2 + b2 + c2
.

Stoga taqka A′ ima koordinate A′ = (x0 + at, y0 + bt, z0 + ct). Odavde

sledi da je rastojaǌe d(A0,H) = A0A
′ dato sa:

d(A0,H) = |A′ −A0| = |(at, bt, ct)| =

= |t|
√
a2 + b2 + c2 =

|ax0 + by0 + cz0 − d|
a2 + b2 + c2

√
a2 + b2 + c2 =

=
|ax0 + by0 + cz0 − d|√

a2 + b2 + c2
.
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Dakle, rastojaǌe taqke A0 = (x0, y0, z0) do ravni H dato je sa

(13) d(A0,H) =
|ax0 + by0 + cz0 − d|√

a2 + b2 + c2
.

Iz jednaqine (13) posebno sledi da taqka A0 ∈ H ako i samo ako

va�i ax0 + by0 + cz0 = d.

4. Jednaqina sfere u prostoru R3

8. Jednaqina sfere. Sfera σ u prostoru R3 definixe se kao skup

taqaka P ∈ R3 koje imaju isto udaǉeǌe R > 0 od neke fiksirane taqke

S(x0, y0, z0) ∈ R3. Ako je P = (x, y, z) promenǉiva taqka sfere, onda je

ǌena jednaqina oqigledno |−→PS| = d(P, S) = R, tj. |−→PS|2 = R2, odnosno

(14) (x− x0)
2 + (y − y0)

2 + (z − z0)
2 = R2.

Slika 4.3

Oqigledno se jednaqina sfere (14) mo�e napisati u obliku

x2 + y2 + z2 − 2x0x− 2y0y − 2z0z = R2 − x2
0 − y20 − z20 .

Napomenimo, osim toga, da svaka jednaqina oblika

x2 + y2 + z2 + ax+ by + cz = d (a, b, c, d ∈ R)

predstavǉa sferu u prostoru R3, ili samo jednu taqku prostora R3, ili

eventualno prazan skup taqaka. Naime, ona se oqigledno mo�e napisati

u obliku:

(x+ a/2)2 + (y + b/2)2 + (z + c/2)2 = d+ a2/4 + b2/4 + c2/4.
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Ako je sada ∆ = d+ a2/4 + b2/4 + c2/4 > 0, ova jednaqina oqigledno

predstavǉa sferu sa centrom u taqki S(−a/2,−b/2,−c/2) qiji je polupre-

qnik R =
√
∆. Ako je ∆ = 0, ova jednaqina predstavǉa samo jednu taqku

prostora, taqku S(−a/2,−b/2,−c/2). Najzad, ako je ∆ < 0, ne postoji

nijedna taqka prostora koja zadovoǉava navedenu jednaqinu, pa je skup

rexeǌa ove jednaqine prazan skup.

9. Me�usobni odnos sfere i prave. Neka je daǉe, osim sfere σ

qija je jednaqina (14), data i prava

(15)
x− x1

a
=

y − y1
b

=
z − z1

c
= t (t ∈ R).

�elimo da odredimo preseqnu taqku sfere σ i ove prave, ako ta

taqka postoji. Ova preseqna taqka mo�e se dobiti tako xto se para-

metarske jednaqine prave, tj. jednaqine (15) zamene u jednaqini sfere

(14), qime se dobija izvesna kvadratna jednaqina po t. Ako ova jednaqina

nema realnih rexeǌa po t, data prava i data sfera nemaju zajedniqkih

taqaka. Ako ta jednaqina ima jedno jedinstveno rexeǌe po t, prava

dodiruje sferu, i koordinate taqke dodira dobijaju se tako xto se do-

bijena vrednost za parametar t zameni u jednaqini prave. Najzad, ako

dobijena kvadratna jednaqina po t ima dva realna razliqita rexeǌa,

prava seqe sferu u dvema razliqitim taqkama, i koordinate tih taqaka

dobijaju se zamenom ovih vrednosti parametra t u jednaqini prave (15).

10. Me�usobni odnos ravni i sfere. Pretpostavimo da je data

sfera qija je jednaqina

(16) (x− x0)
2 + (y − y0)

2 + (z − z0)
2 = R2,

i ravan qija je jednaqina

(17) ax+ by + cz = d.

U vezi me�usobnog polo�aja date sfere i date ravni mogu da nas-

tupe slede�i sluqajevi.

1. Ravan i sfera nemaju zajedniqkih taqaka.

2. Ravan i sfera imaju taqno jednu zajedniqku taqku, pa se dodiruju

u toj taqki.

3. Ravan i sfera se seku po nekom krugu. Ako centar sfere pripada

datoj ravni, onda je preseqni krug veliki krug ove sfere.
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Oznaqimo daǉe sa d odstojaǌe taqke S(x0, y0, z0), centra sfere, od

date ravni. Tada je, kao xto je poznato,

d =
|ax0 + by0 + cz0 − d|√

a2 + b2 + c2
.

Tada nije texko dokazati da sluqaj 1 nastupa ako i samo ako je

rastojaǌe d > R, sluqaj 2 ako i samo ako je d = R i sluqaj 3 ako i samo

ako je d < R. Sluqaj 3 posebno nastupa ako je d = 0, tj. centar sfere

taqka S pripada posmatranoj ravni.

11. Me�usobni odnos dve sfere. Najzad pretpostavimo da su date

dve sfere σ1, σ2 prostora R3 qije su jednaqine redom

(x− x1)
2 + (y − y1)

2 + (z − z1)
2 = R2

1,(18)

(x− x2)
2 + (y − y2)

2 + (z − z2)
2 = R2

2,(19)

Sfera σ1 ima centar u taqki S1 = (x1, y1, z1) i polupreqnik R1, a

sfera σ2 centar u taqki S2 = (x2, y2, z2) i polupreqnik R2.

U vezi me�usobnog polo�aja ovih sfera mogu da nastupe slede�i

sluqajevi.

1. Sfere σ1, σ2 nemaju zajedniqkih taqaka i le�e jedna izvan druge.

2. Sfere σ1, σ2 se dodiruju spoǉa.

3. Sfere σ1, σ2 se seku po nekom krugu.

4. Sfere σ1, σ2 se dodiruju iznutra, pri qemu se jedna od ǌih

nalazi unutar druge.

5. Sfere σ1, σ2 nemaju zajedniqkih taqaka, pri qemu se jedna od

ǌih nalazi unutar druge.

Pokazuje se da sluqaj 1 nastupa ako i samo ako je rastojaǌe d =

S1S2 > R1 +R2.

Sluqaj 2 nastupa ako i samo ako je d = R1 +R2.

Sluqaj 3 nastupa ako i samo ako je |R1 −R2| < d < R1 +R2.

Sluqaj 4 nastupa ako i samo ako je d = |R1 −R2|.
Sluqaj 5 nastupa ako i samo ako je d < |R1 −R2|.
Posebno, ako je d = 0, sfere σ1 i σ2 su koncentriqne. Pritom za

R1 ̸= R2 one nemaju zajedniqkih taqaka (sluqaj 5), a za R1 = R2, one se

poklapaju (sluqaj 4).

Zadr�a�emo se kratko na sluqaju 3 kada se sfere σ1 i σ2 seku.

Preseqni krug se tada obiqno izra�ava preko jedne od jednaqina (18),
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(19), i preko jednaqine ravni u kojoj se taj krug nalazi. Ova posledǌa

jednaqina dobija se vrlo jednostavno, oduzimaǌem jednaqina (18) i (19),

qime se svi kvadratni qlanovi x2, y2, z2 ponixte. Zaista, oduzimaǌem

jednaqina (18) i (19), dobijamo jednaqinu:

2(x2 − x1)x+ 2(y2 − y1)y + 2(z2 − z1)z = R2
1 −R2

2 + x2
2 − x2

1 + y22 − y21 + z22 − z21 ,

odnosno:

(20) (x2 − x1)x+ (y2 − y1)y + (z2 − z1)z = d,

pri qemu je

d =
1

2
[R2

1 −R2
2 + x2

2 − x2
1 + y22 − y21 + z22 − z21 ].

Stoga se preseqni krug opisuje sistemom jednaqina (18), (20), koji

se daǉe ne rexava.
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Poglavǉe 5

CILINDRIQNE I KONUSNE POVRXI

1. Cilindriqne povrxi

Pretpostavimo da je u prostoru R3 data linija ℓ kao presek dve

povrxi qije su jednaqine

(1) F1(x, y, z) = 0; (2) F2(x, y, z) = 0,

i vektor
−→
P = (a, b, c) ̸= 0.

Skup taqaka svih pravih u prostoru R3 koje prolaze kroz taqke

linije ℓ i paralelne su sa vektorom
−→
P naziva se cilindriqnom povrxi.

Linija ℓ naziva se direktrisom, a vektor
−→
P generatrisom cilin-

driqne povrxi.

Slika 5.1

Sada �emo ukratko opisati metod formiraǌa odgovaraju�e jedna-
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qine cilindriqne povrxi.

Neka je M(x, y, z) proizvoǉna taqka cilindriqne povrxi, i M0(x0,

y0, z0) taqka u kojoj odgovaraju�a generatrisa seqe liniju ℓ. Para-

metarske jednaqine prave MM0 glase:

(3) x = x0 + at, y = y0 + bt, z = z0 + ct (t ∈ R).

Kako taqka M0 pripada liniji ℓ, koordinate te taqke zadovoǉava�e

jednaqine (1) i (2), tj. va�i�e:

(4) F1(x0, y0, z0) = 0, (5) F2(x0, y0, z0) = 0.

Kako u sistemu jednaqina (3), (4), (5) imamo 5 jednaqina i 4 parame-

tra x0, y0, z0, t, eliminisaǌem tih parametara iz ovih jednaqina dobi-

jamo jednaqinu oblika

(6) F (x, y, z) = 0.

Dobijena jednaqina (6) predstavǉa jednaqinu tra�ene cilindriqne

povrxi.

Primer. Napisa�emo jednaqinu cilindriqne povrxi qija je direk-

trisa krug x2+y2+z2 = 4, y = x, a generatrise su paralelne sa vektorom
−→
P = (2, 1, 1).

Parametarske jednaqine generatrisa glasi�e:

(1) x = x0 + 2t, y = y0 + t, z = z0 + t (t ∈ R),

odakle je x0 = x− 2t, y0 = y − t, z0 = z − t.

Zamenom ovih vrednosti u jednaqinu y0 = x0 dobijamo da je t = x−y,

odakle nalazimo da je

x0 = x− 2(x− y) = −x+ 2y, y0 = −x+ 2y, z0 = −x+ y + z.

Najzad, zamenom dobijenih vrednosti u jednaqinu x2
0 + y20 + z20 = 4,

dobijamo jednaqinu

(−x+ 2y)2 + (−x+ 2y)2 + (−x+ y + z)2 = 4,

odnosno

2(x− 2y)2 + (x− y − z)2 = 4.

http://cbs.iSkysoft.com/go.php?pid=3152&m=db
http://www.PDFWatermarkRemover.com/buy.htm


MATEMATIKA 1 ZA INFORMATIQARE 69

Posledǌa jednaqina predstavǉa tra�enu jednaqinu cilindriqne

povrxi.

2. Konusne povrxi

Pretpostavimo da je u prostoru R3 data linija ℓ kao presek dve

povrxi qije su jednaqine

(7) F1(x, y, z) = 0; (8) F2(x, y, z) = 0,

i fiksirana taqka T (a, b, c) koja ne pripada liniji ℓ.

Skup taqaka svih pravih u prostoru R3 koje prolaze kroz taqku T

i promenǉivu taqku linije ℓ naziva se konusnom povrxi.

Linija ℓ naziva se direktrisom, a taqka T temenom te konusne

povrxi.

Slika 5.2

Sada �emo ukratko opisati metod formiraǌa odgovaraju�e jedna-

qine konusne povrxi.

Uoqimo proizvoǉnu promenǉivu taqku M(x, y, z) konusne povrxi.

Ako sa M0(x0, y0, z0) oznaqimo promenǉivu taqku direktrise ℓ, tada su

parametarske jednaqine generatrise

x− a

x0 − a
=

y − b

y0 − b
=

z − c

z0 − c
=

1

t
,

odakle je:

(9) x0 = a+ t(x− a), y0 = b+ t(y − b), z0 = c+ t(z − c).
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Kako taqka M0(x0, y0, z0) ∈ ℓ va�e jednaqine:

(10) F1(x0, y0, z0) = 0, (11) F2(x0, y0, z0) = 0.

Eliminisaǌem parametara x0, y0, z0, t iz jednaqina (9), (10), (11),

dobijamo jednaqinu konusa u obliku:

(12) F (x, y, z) = 0.

Primer. Na�i �emo jednaqinu konusa qije je teme taqka T (0, 0, 0), a

direktrisa je krug x2 + y2 = 1, z = 1.

Jednaqine generatrisa MM0 glasi�e:

x0 = tx, y0 = ty, z0 = tz,

a jednaqina direktrise: x2
0 + y20 = 1, z0 = 1.

Iz uslova z0 = 1 nalazimo da je tz = 1, donosno t = 1/z. Odavde

dobijamo da je x0 = tx = x/z, y0 = ty = y/z. Najzad, zamenom ovih

vrednosti u jednaqini x2
0 + y20 = 1, dobijamo jednaqinu konusa (x/z)2 +

(y/z)2 = 1, odnosno z2 = x2 + y2. Ovu jednaqinu oqigledno mo�emo da

napixemo u obliku

z = ±
√
x2 + y2.
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Poglavǉe 6

LINEARNE TRANSFORMACIJE

1. Osnovne definicije

Definicija 1. Neka su X i Y (realni) vektorski prostori. Pres-

likavaǌe T :X → Y naziva se linearnim, ako je ono aditivno i homogeno,

tj. ima osobine

T (V +W ) = T (V ) + T (W ),(1)

T (rV ) = rT (V ),(2)

za proizvoǉne vektore V,W ∈ X i skalar r ∈ R.

Posebno, ako je X = Y, govorimo o linearnom preslikavaǌu u vek-

torskom prostoru X (tj. o linearnoj transformaciji).

Primeri. Svaki izomorfizam jednog vektorskog prostora na drugi

vektorski prostor je jedna linearna transformacija. Posebno, za svaki

vektorski prostor X , identiqno preslikavaǌe I:X → X je linearno.

Nula preslikavaǌe O:X → Y definisano sa O(X) = O (X ∈ X ) je

tako�e linearno preslikavaǌe.

Uoqimo posebno prostor X = R2 i slede�e ǌegove transformacije:

(a) Rotaciju ρθ oko koordinatnog poqetka O za fiksirani ugao θ:

ρθ(X) =

[
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

] [
x
y

]
;
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(b) Simetriju σ0 = −I u odnosu na koordinatni poqetak O :

σ0(X) =

[
−1 0
0 −1

] [
x
y

]
;

(c) Simetriju σb u odnosu na pravu y = x :

σb(X) =

[
0 1
1 0

] [
x
y

]
.

Lako se proverava da su sve ove transformacije prostora R2 li-

nearne. Xtavixe, ako je A proizvoǉna kvadratna matrica reda 2, i T

transformacija u prostoru R2 definisana sa

(3) T (V ) = AV (matriqno mno�eǌe),

gde je V =

[
x
y

]
∈ R2, lako se vidi da je T linearno preslikavaǌe.

Uoqimo daǉe proizvoǉnu realnu matricu A tipa m× n,

A =


a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
...

...
...

...
am1 am2 · · · amn

 .

Definiximo preslikavaǌe T :Rn → Rn sa T (V ) = AV (matriqno

mno�eǌe), gde je V = [v1, . . . , vn]
⊤ ∈ Rn. Dakle

T (V ) =


a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
...

...
...

...
am1 am2 · · · amn



v1
v2
...
vn

 =


a11v1 + a12v2 + · · ·+ a1nvn
a21v1 + a22v2 + · · ·+ a2nvn

...
...

...
am1v1 + am2v2 + · · ·+ amnvn

 .

Tada se na osnovu definicije operacija sa matricama lako prove-

rava da je preslikavaǌe T linearno, tj. T (αV + βW ) = αT (V ) + βT (W )

(V,W ∈ Rn; α, β ∈ R).

Osim toga, neposredno se vidi da je

T (E1) = [a11, . . . , am1]
⊤, . . . , T (En) = [a1n, . . . , amn]

⊤,

dakle vektori T (E1), . . . , T (En) odgovaraju kolonama matrice A.
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STAV 1. Neka su X i Y proizvoǉni (realni) vektorski prostori i

T :X → Y je linearno preslikavaǌe. Tada je

(a) T (O) = O.

(b) Za proizvoǉne vektore V1, . . . , Vn ∈ X i skalare λ1, . . . , λn ∈ R, va�i

T (λ1V1 + · · ·+ λnVn) = λ1T (V1) + · · ·+ λnT (Vn) .

(c) Jezgro K(T ) = {V ∈ X
∣∣T (V ) = O} preslikavaǌa T je potprostor

prostora X .

(d) Za proizvoǉan potprostor E ⊂ X je T (E) potprostor prostora Y.

Posebno je R(T ) = {T (V )
∣∣V ∈ X } potprostor prostora Y.

Dokaz. (a) Imamo da je T (O) = T (O + O) = T (O) + T (O), odakle je

T (O) = O.

(b) Dokaz se izvodi neposredno indukcijom po n ∈ N .

(c) Ako vektori V,W ∈ K(T ), tada je T (V ) = T (W ) = O. Odavde je za

proizvoǉne skalare a, b ∈ R ispuǌeno T (aV + bW ) = aT (V ) + bT (W ) = O,

dakle aV + bW ∈ K(T ). Stoga je jezgro K(T ) preslikavaǌa T potprostor

prostora X .

(d) Ako vektori V,W ∈ T (E), tada je V = T (A) i W = T (B) za izvesne

vektore A,B ∈ E. Stoga je za proizvoǉne skalare α, β ∈ R ispuǌeno

αV + βW = αT (A) + βT (B) = T (αA+ βB), i kako αA+ βB ∈ E, oqigledno
αV + βW ∈ T (E). Stoga je T (E) potprostor prostora Y. �

STAV 2. Neka je X konaqno dimenzionalni prostor i T :X → Y
proizvoǉno linearno preslikavaǌe. Tada va�i:

(4) dimK(T ) + dimT (X ) = dim (X ).

Dokaz. Pretpostavi�emo da je dim (X ) = n. U trivijalnom sluqa-

ju n = 0, tj. X = {O} tvr�eǌe je oqigledno taqno, jer je K(T ) = {O}
i T (X ) = O. Stoga mo�emo da pretpostavimo da je n ≥ 1. Neka je

dimK(T ) = m, (m ≤ n) i neka je {V1, . . . , Vm} proizvoǉna baza potpros-

tora K(T ). Neka je daǉe {V1, . . . , Vm, Vm+1, . . . , Vn} proizvoǉna baza pros-

tora X . Ovakva baza uvek postoji na osnovu Stava I. 30. Doka�imo
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da je {T (Vm+1), . . . , T (Vn)} baza potprostora T (X ). Oqigledno vektori

T (Vm+1), . . . , T (Vn) ∈ T (X ). Ako pretpostavimo da je

λm+1T (Vm+1) + · · ·+ λnT (Vn) = O,

za realne brojeve λm+1, . . . , λn ∈ R, tada je T (λm+1Vm+1 + · · ·+ λnVn) = O.

Stoga vektor λm+1Vm+1 + · · ·+ λnVn ∈ K(T ), pa je

λm+1Vm+1 + · · ·+ λnVn = λ1V1 + · · ·+ λmVm,

za izvesne skalare λ1, . . . , λm ∈ R. Odavde je zbog linearne nezavis-

nosti vektora V1, . . . , Vm, Vm+1, . . . , Vn ispuǌeno λ1 = · · · = λm = λm+1 =

· · · = λn = 0. Stoga su vektori {Vm+1, . . . , Vn} linearno nezavisni. Daǉe

uoqimo bilo koji vektor W ∈ T (X ). Tada je W = T (V ) za neki vektor

V ∈ X . Sada je V = λ1V1 + · · ·+λnVn za izvesne skalare λ1, . . . , λn ∈ R, pa

je
W = T (λ1V1 + · · ·+ λnVn) = [λ1T (V1) + · · ·+ λmT (Vm)]+

+ [λm+1T (Vm+1) + · · ·+ λnT (Vn)] =

= λm+1T (Vm+1) + · · ·+ λnT (Vn),

jer je T (V1) = · · · = T (Vn) = O.

Stoga je {T (Vm+1), . . . , T (Vn)} baza potprostora T (X ) prostora Y.

Odavde je oqigledno

dimK(T ) + dimT (X ) = m+ (n−m) = n = dim (X ),

tj. va�i relacija (4). �

Neka su X i Y proizvoǉni realni vektorski prostori. Tada �emo

sa L(X,Y ) oznaqiti skup svih linearnih preslikavaǌa T :X → Y.

Za proizvoǉna linearna preslikavaǌa R,S ∈ L(X ,Y) definisa�emo

vektorske operacije na slede�i naqin:

(R+ S)(V ) = R(V ) + S(V ),

(λR)(V ) = λR(V ),

za proizvoǉan vektor V ∈ X i skalar λ ∈ R.

STAV 3. Skup L(X ,Y) je vektorski prostor nad poǉem R sa vek-

torskim operacijama uvedenim na prethodni naqin.
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Dokaz. Dokaz je rutinski. Osnovna ideja dokaza je da ako R,S ∈
L(X ,Y) i α, β ∈ R, tada i preslikavaǌe αR+ βS ∈ L(X ,Y).

Napomenimo jox da je u pomenutom vektorskom prostoru L(X ,Y),

nula vektor trivijalno preslikavaǌe O definisana sa O(V ) = O (V ∈
X ), a suprotni vektor preslikavaǌa T ∈ L(X ,Y) preslikavaǌe −T defi-

nisano sa (−T )(V ) = −T (V ) (V ∈ X ).

Tako�e napomenimo da je posebno za X = Y, L(X ,X ) = L(X ) skup

svih linearnih transformacija u prostoru X . U ovom sluqaju mo�e

se definisati proizvod proizvoǉnih dveju linearnih transformacija

R,S ∈ L(X ) sa (RS)(V ) = R(S(V )) (V ∈ X ). Kako je kompozicija li-

nearnih preslikavaǌa tako�e linearno preslikavaǌe, sledi da i trans-

formacija RS ∈ L(X ). Time skup L(X ) postaje jedna algebra. Ova alge-

bra ima i jedinicu I, naime identiqnu transformaciju I ∈ L(X ). �

2. Matriqni prikaz linearnog preslikavaǌa

Neka su X i Y vektorski prostori, dim (X ) = n, dim (Y) = m i

preslikavaǌe T ∈ L(X ,Y). Neka je daǉe {V1, . . . , Vn} proizvoǉna baza

prostora X i {V ′
1 , . . . , V

′
m} proizvoǉna baza prostora Y. Neka je daǉe

(5) T (Vj) =

m∑
i=1

aijV
′
i (i = 1, . . . ,m; j = 1, . . . , n),

gde su aij (i ≤ m; j ≤ n) potpuno odre�eni realni brojevi, koji zavise od

preslikavaǌa T i izabranih baza potprostora X i Y. Tada se matrica

A = [T ] =


a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
...

...
...

...
am1 am2 · · · amn


m×n

naziva matriqnim prikazom linearnog preslikavaǌa T u pomenutim ba-

zama. Dakle koeficijenti a1j , a2j , . . . , amj razlagaǌa vektora T (Vj) odgo-

varaju elementima j–te kolone matrice A = [T ].

Napomenimo jox, da iako tip matrice A ostaje nepromeǌen, sama

matrica A se meǌa u zavisnosti od izbora pomenutih baza prostora

X i Y. Posebno, neka je {E1, . . . , En} standardna baza prostora Rn,

http://cbs.iSkysoft.com/go.php?pid=3152&m=db
http://www.PDFWatermarkRemover.com/buy.htm


76 MATEMATIKA 1 ZA INFORMATIQARE

{E′
1, . . . , E

′
m} standardna baza prostora Rm, i preslikavaǌe T ∈ L(Rn,

Rm). Tada je

T (Ej) = a1jE
′
1 + · · ·+ amjE

′
m =


a1j
a2j
...

amj


(j = 1, . . . , n), pa je matriqni prikaz

[T ] = A =


a11 · · · a1j · · · a1n
a21 · · · a2j · · · a2n
...

...
...

...
...

am1 · · · amj · · · amn

 ,

ili simboliqno [T ] = [T (E1) · · ·T (En)].

Posebno, ako je T = I identiqna transformacija prostora Rn, i

{V1, . . . , Vn} proizvoǉna baza ovog prostora, tada I ∈ L (Rn, Rn) i odgo-

varaju�i matriqni prikaz transformacije I u ovoj bazi glasi

[I] =


1 0 · · · 0
0 1 · · · 0
...

...
...

...
0 0 · · · 1

 = [δij ].

Ako je T = O transformacija iz prostora Rn u prostor Rm, tada

je u proizvoǉnim bazama ovih prostora

[O] =


0 0 · · · 0
0 0 · · · 0
...

...
...

...
0 0 · · · 0


m×n

odgovaraju�a O–matrica tipa m× n.

Uoqimo sada proizvoǉan vektor V ∈ Rn koji �emo napisati u pogod-

nom obliku kolona–vektora :

V = [v1, . . . , vn]
⊤ =


v1
v2
...
vn

 .
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Tada je V =
n∑

j=1

vjEj, pa odavde dobijamo

T (V ) = T (
n∑

j=1

vjEj) =
n∑

j=1

vjT (Ej) =
n∑

j=1

vj

m∑
i=1

aijE
′
i =

m∑
i=1

(
n∑

j=1

aijvj)E
′
i,

odnosno

T (V ) =


a11v1 + · · · + a1nvn
a21v1 + · · · + a2nvn
...

...
...

am1v1 + · · · + amnvn

 =


a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
...

...
...

...
am1 am2 · · · amn



v1
v2
...
vn

 .

Prema tome mo�emo da napixemo da je T (V ) = AV , odnosno

(6) T (V ) = [T ]V (V ∈ Rn) ,

gde je [T ] matriqni prikaz linearne transformacije T ∈ L (Rn, Rn).

Navodimo bez dokaza jox jedan va�an stav koji se odnosi na li-

nearne transformacije.

STAV 4. Neka su X i Y konaqno dimenzionalni vektorski prostori

i preslikavaǌe T ∈ L(X ,Y). Tada je

(7) dimT (X ) = rang [T ],

gde je [T ] matriqni prikaz preslikavaǌa T u proizvoǉnim bazama prostora

X i Y.

Iz gorǌeg stava i Stava 2 dobijamo jednakost

(8) dimK(T ) = dim (X )− rang [T ],

pod pretpostavkama iz Stava 4.

3. Ortogonalne linearne transformacije

Ortogonalne linearne transformacije predstavǉaju jednu va�nu

potklasu linearnih transformacija prostora Rn. Ovde �emo ih defi-

nisati samo za sluqaj kada je n = 3, ali treba napomenuti da se sve
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odgovaraju�e definicije i osobine lako mogu preneti i na opxti Euk-

lidski prostor Rn.

Definicija 2. Linearna transformacija T :R3 → R3 naziva se or-

togonalnom, ako quva skalarni proizvod vektora, tj. ako je

(9) ⟨T (V ), T (W )⟩ = ⟨V,W ⟩,

za proizvoǉne vektore V,W ∈ R3.

Jedan od osnovnih primera ortogonalnih linearnih transforma-

cija je identiqno preslikavaǌe I prostora R3 definisano sa I(X) = X.

Preslikavaǌe −I je tako�e ortogonalno linearno preslikavaǌe, i pred-

stavǉa simetriju u odnosu na koordinatni poqetak O.

Ako je T ortogonalna linearna transformacija u prostoru R3, tada

uzimaju�i u relaciji (9) da je W = V neposredno sledi |T (V )|2 = |V |2,
tj. |T (V )| = |V | (V ∈ R3).

Stoga je T (V ) = O ako i samo ako je V = O, xto znaqi da je K(T ) = O.

To znaqi da je T jedan–jedan preslikavaǌe prostora R3. Kako je, osim

toga, na osnovu Stava 2 ispuǌeno

dimK(T ) + dimR(T ) = 3,

dobijamo da je dimR(T ) = 3, tj. R(T ) = R3. Stoga je takvo preslikavaǌe

i ”na”. Odavde neposredno dobijamo slede�i stav:

STAV 5. Svaka ortogonalna linearna transformacija T u prostoru

R3 predstavǉa jedan linearni izomorfizam prostora R3.

Osim toga, va�i i slede�i stav.

STAV 6. Skup O(R3) svih ortogonalnih linearnih transformacija

prostora R3 predstavǉa grupu s obzirom na operaciju komponovaǌa pres-

likavaǌa.

Dokaz. Neutralni element te grupe je oqigledno identiqno pres-

likavaǌe I.

Neka su daǉe T i S proizvoǉne ortogonalne linearne transfor-

macije u prostoru R3. Tada je TS tako�e linearno preslikavaǌe, i za
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proizvoǉne vektore V,W ∈ R3 va�i:

⟨(TS)(V ), (TS)(W )⟩ = ⟨T (S(V )), T (S(W ))⟩ = ⟨S(V ), S(W )⟩ = ⟨V,W ⟩,

odakle sledi da preslikavaǌe TS ∈ O(R3).

Daǉe, ako je T proizvoǉno ortogonalno linearno preslikavaǌe,

tada je T linearni izomorfizam prostora R3, pa inverzno preslikavaǌe

T−1 postoji i predstavǉa tako�e linearno preslikavaǌe u prostoru R3.

Uoqimo daǉe bilo koja dva vektora V,W ∈ R3. Tada je V = T (X) i

W = T (Y ) za izvesne vektore X,Y ∈ R3, i oqigledno je X = T−1(V ) i

Y = T−1(W ). Sada imamo da je

⟨T−1(V ), T−1(W )⟩ = ⟨X,Y ⟩ = ⟨T (X), T (Y )⟩ = ⟨V,W ⟩.

Stoga je T−1 tako�e ortogonalno linearno preslikavaǌe, tj. T−1 ∈
O(R3). Kako je, osim toga, asocijativnost uvek ispuǌena kod kompono-

vaǌa preslikavaǌa, neposredno sledi da je skup O(R3) grupa. �

Grupa O(R3) oqigledno ima i tu osobinu da ako T ∈ O(R3), tada i

− T ∈ O(R3).

STAV 7. Ako je T ortogonalno linearno preslikavaǌe u prostoru

R3, tada za bilo koja dva vektora V,W ∈ R3 va�i slede�e:

(a) |T (V )− T (W )| = |V −W |;

(b) ](T (V ), T (W )) = ](V,W );

(c) V ⊥ W ⇔ T (V ) ⊥ T (W ).

Posledǌe dve osobine va�e ako je V,W ̸= O.

Dokaz. (a) Za proizvoǉne vektore V,W ∈ R3 bi�e ispuǌeno

|T (V )− T (W )| = |T (V −W )| = |V −W |.

(b) Ako sa θ oznaqimo ugao izme�u vektora V,W ∈ R3 (V,W ̸= O), i

sa ϕ ugao izme�u vektora T (V ) i T (W ), tada je

cosϕ =
⟨T (V ), T (W )⟩
|T (V )| |T (W )|

=
⟨V,W ⟩
|V | |W |

= cos θ,

odakle je ϕ = θ. Pritom je oqigledno T (V ), T (W ) ̸= O, jer je V,W ̸= O.
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(c) Ova relacija sledi neposredno iz relacije (b), jer je za vektore

V,W ̸= O ispuǌeno V ⊥ W ako i samo ako je ⟨V,W ⟩ = 0, tj. θ =
π

2
. �

Osobina (a) u prethodnom stavu znaqi da ortogonalno linearno

preslikavaǌe uvek quva rastojaǌe izme�u vektora tog prostora. O-

sobina (b) znaqi da to preslikavaǌe uvek quva uglove izme�u vektora

tog prostora.

STAV 8. Linearno preslikavaǌe T u prostoru R3 je ortogonalno ako

i samo ako je za svaki vektor V ∈ R3 ispuǌena relacija:

(10) |T (V )| = |V |,

tj. T quva du�ine vektora iz R3.

Dokaz. Uslov (10) je oqigledno neophodan.

Obratno, pretpostavimo da linearna transformacija T zadovol-

java uslov (10). Uoqimo proizvoǉne vektore V,W ∈ R3. Tada je na

osnovu relacije (10) ispuǌeno

|T (V −W )| = |V −W |,

odnosno

|T (V )− T (W )| = |V −W |,

odakle je kvadriraǌem

⟨T (V )− T (W ), T (V )− T (W )⟩ = ⟨V −W,V −W ⟩.

Odavde razvijaǌem sledi jednakost

|T (V )|2 + |T (W )|2 − 2⟨T (V ), T (W )⟩ = |V |2 + |W |2 − 2⟨V,W ⟩.

Ponovnom primenom relacije (10) na vektore V i W , odavde neposredno

sledi

⟨T (V ), T (W )⟩ = ⟨V,W ⟩ (V,W ∈ R3).

Stoga je zaista T ortogonalna linearna transformacija. �

Treba jox napomenuti da postoje preslikavaǌa prostora R3 koja

quvaju uglove, ali nisu ortogonalna. Uoqimo na primer preslikavaǌe T

definisano sa T (V ) = 2V . Ono quva uglove, jer je za V,W ̸= O ispuǌeno

⟨T (V ), T (W )⟩
|T (V )| |T (W )|

=
⟨2V, 2W ⟩
4|V | |W |

=
⟨V,W ⟩
|V | |W |

,
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ali je |T (V )| = 2|V | ̸= |V | (V ̸= O). Stoga ono nije ortogonalno preslika-

vaǌe.

Na osnovu prethodnog stava se ortogonalna linearna preslikavaǌa

u prostoru R3 nazivaju jox i izometrijama u tom prostoru.

STAV 9. Linearno preslikavaǌe T :R3 → R3 je ortogonalno ako

i samo ako preslikava svaku ortonormiranu bazu prostora R3 tako�e na

ortonormiranu bazu istog prostora.

Dokaz. Neka je T ortogonalno linearno preslikavaǌe prostora R3,

i neka je {V1, V2, V3} bilo koja ortonormirana baza prostora R3. Tada je

⟨T (Vi), T (Vj)⟩ = ⟨Vi, Vj⟩ = δij =

{
1, i = j

0, i ̸= j
,

odakle je |T (Vi)| = 1 (i = 1, 2, 3) i ⟨T (Vi), T (Vj)⟩ = 0 (i ̸= j). Stoga je

{T (V1), T (V2), T (V3)} ortonormirani sistem vektora u prostoru Rn.

Daǉe znamo da je svaki takav sistem od k vektora prostora R3

(k ≤ 3) linearno nezavisan, pa vektori {T (V1), T (V2), T (V3)} oqigledno

predstavǉaju ortonormiranu bazu prostora R3.

Obratno, uoqimo bilo koje linearno preslikavaǌe T u prostoru R3

koje preslikava proizvoǉnu ortonormiranu bazu prostora R3 tako�e u

ortonormiranu bazu istog prostora. Uoqimo sada standardnu ortonor-

miranu bazu {E1, E2, E3} prostora R3. Tada je {T (E1), T (E2), T (E3)} tako-

�e ortonormirana baza u prostoru R3. Uoqimo proizvoǉne vektore

V,W ∈ R3. Tada je V = a1E1 + a2E2 + a3E3, W = b1E1 + b2E2 + b3E3 za

izvesne realne brojeve a1, a2, a3; b1, b2, b3. Odavde neposredno dobijamo da

je

⟨V,W ⟩ = ⟨a1E1 + a2E2 + a3E3, b1E1 + b2E2 + b3E3⟩ = a1b1 + a2b2 + a3b3.

Daǉe je
T (V ) = a1T (E1) + a2T (E2) + a3T (E3),

T (W ) = b1T (E1) + b2T (E2) + b3T (E3).

Zbog pretpostavke da je skup vektora {T (E1), T (E2), T (E3)} ortonor-

miran, odavde tako�e neposredno dobijamo da je

⟨T (V ), T (W )⟩ = a1b1 + a2b2 + a3b3,
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prema tome ⟨T (V ), T (W )⟩ = ⟨V,W ⟩. Stoga je preslikavaǌe T ortogonalno,

qime je dokaz zavrxen. �

Sada navodimo nekoliko primera ortogonalnih linearnih pres-

likavaǌa.

Primer 1. Preslikavaǌe T prostora R2 definisano sa

T (V ) =

[
1 0
0 −1

]
V (V =

[
x
y

]
)

je ortogonalno. Ono preslikava ortonormiranu bazu E1 =

[
1
0

]
, E2 =

=

[
0
1

]
, na ortonormiranu bazu T (E1) =

[
1
0

]
, T (E2) =

[
0

−1

]
.

Slika 6.1

Ova transformacija predstavǉa simetriju u odnosu na osu Ox.

Primer 2. Linearna transformacija T prostora R2 definisana

sa

T (V ) =

[
0 1
1 0

]
V (V ∈ R2)

je tako�e ortogonalna, jer preslikava ortonormiranu bazu E1 =

[
1
0

]
,

E2 =

[
0
1

]
, na ortonormiranu bazu T (E1) = E2, T (E2) = E1.
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Slika 6.2

Ova transformacija geometrijski predstavǉa simetriju u odnosu

na pravu y = x.

Primer 3. Za proizvoǉan fiksirani ugao θ ∈ [0, 2π], linearna

transformacija T prostora R2 definisana sa

T (V ) =

[
cos θ sin θ
sin θ − cos θ

]
V (V ∈ R2)

je ortogonalna, jer preslikava ortonormiranu bazu E1 =

[
1
0

]
, E2 =

[
0
1

]
,

na ortonormiranu bazu T (E1) =

[
cos θ
sin θ

]
, T (E2) =

[
sin θ

− cos θ

]
.

Ova transformacija geometrijski predstavǉa simetriju u odnosu

na pravu koja prolazi kroz koordinatni poqetak O, i gradi ugao od
θ

2
sa osom Ox.

Posebno za θ = 0 i θ =
π

2
dobijamo kao specijalne sluqajeve Prime-

re 1 i 2.

Slede�a osobina daje matriqnu karakterizaciju proizvoǉne or-

togonalne linearne transformacije.
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Slika 6.3

STAV 10. Linearna transformacija T :R3 → R3 je ortogonalna ako

i samo ako je ǌen matriqni prikaz A = [T ] u proizvoǉnoj ortonormiranoj

bazi {B1, B2, B3} ortogonalna matrica.

Dokaz. Neka je {B1, B2, B3} proizvoǉna fiksirana ortonormirana

baza prostora R3. Pretpostavimo da je T ortogonalna linearna trans-

formacija i A = [aij ] je ǌen matriqni prikaz u bazi {B1, B2, B3}. Tada je

T (Bi) = (a1i, a2i, a3i) (i = 1, 2, 3). Pored toga, na osnovu Stava 9 sledi da

je {T (B1), T (B2), T (B3)} tako�e ortonormirana baza prostora R3. Odavde

dobijamo da je za proizvoǉne indekse i, j = 1, 2, 3 ispuǌeno:

(A⊤A)ij = ⟨(a1i, a2i, a3i), (a1j , a2j , a3j)⟩ = ⟨T (Bi), T (Bj)⟩ = ⟨Bi, Bj⟩ = δij .

Prema tome dobijamo da je

(11) A⊤A = I.

Iz ove relacije sledi da je det (A⊤) det (A) = det2 (A) = 1, odakle

je det (A) ̸= 0, tj. A je regularna matrica. Mno�eǌem relacije (11) sa

desne strane sa matricom A−1 dobijamo da je A⊤ = A−1. Stoga je

AA⊤ = AA−1 = I.

Prema tome matrica A zadovoǉava uslov

(12) AA⊤ = A⊤A = I,
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tj. A je ortogonalna matrica.

Obratno, pretpostavimo da je matrica A = [T ] preslikavaǌa T u

ortonormiranoj bazi {B1, B2, B3} ortogonalna. Tada va�i relacija (11),

tj. A⊤A = I. Odavde neposredno dobijamo da je (A⊤A)ij = δij, odakle je

⟨T (Bi), T (Bj)⟩ = ⟨(a1i, a2i, a3i), (a1j , a2j , a3j)⟩ = δij (i, j = 1, 2, 3).

Prema tome, {T (B1), T (B2), T (B3)} je tako�e ortonormirana baza

prostora R3, i na osnovu Stava 9, T je ortogonalna linearna trans-

formacija prostora R3. �

Primer 4. Data je linearna transformacija T :R2 → R2 defi-

nisana sa

T (V ) = AV =

[
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

]
V (V ∈ R2) .

Tada je A = [T ] =

[
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

]
matriqni prikaz ove transforma-

cije u bazi {E1, E2}. Lako se proverava da je tada A⊤A = AA⊤ = I, pa je

matrica A, a prema tome i transformacija T ortogonalna.

Tada je

T (E1) =

[
cos θ
sin θ

]
, T (E2) =

[
− sin θ
cos θ

]
=

[
cos(θ + π

2 )
sin(θ + π

2 )

]
odakle sledi da ova transformacija predstavǉa rotaciju za ugao θ ∈
[0, 2π] sa centrom u koordinatnom poqetku, i u smeru suprotnom od kre-

taǌa skazaǉke na qasovniku.

Slika 6.4
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U slede�em stavu data je klasifikacija svih ortogonalnih ma-

trica reda 2.

STAV 11. Svaka ortogonalna matrica reda 2 ima jedan od slede�ih

oblika:

(a)

[
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

]
; (b)

[
cos θ sin θ
sin θ − cos θ

]
za izvestan ugao θ ∈ [0, 2π].

Dokaz. Neka je A =

[
a b
c d

]
, ortogonalna matrica. Tada je

(13) A⊤ =

[
a c
b d

]
= A−1 =

1

det (A)

[
d −b

−c a

]
,

i det (A) = ± 1.

Razlikova�emo dva sluqaja u zavisnosti od toga da li je det (A) =

+ 1 ili det (A) = − 1.

(i) det (A) = + 1. Tada relacija (13) znaqi da je a = d, b = −c,

odakle je

A =

[
a −c
c a

]
.

Odavde je det (A) = a2 + c2 = 1. Dakle, postoji izvestan ugao θ ∈ [0, 2π]

takav da je a = cos θ, c = sin θ, pa je

A =

[
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

]
.

(ii) det (A) = − 1. Tada relacija (13) znaqi da je a = −d, b = c,

odakle je

A =

[
a c
c −a

]
.

Iz uslova det (A) = −a2 − c2 = −1, tj. a2 + c2 = 1, sledi da postoji ugao

θ ∈ [0, 2π] takav da je a = cos θ, c = sin θ. Stoga je

A =

[
cos θ sin θ
sin θ − cos θ

]
. �

Prethodni stav mo�e se interpretirati geometrijski na slede�i

naqin. Neka je A ortogonalna matrica reda 2, T (V ) = AV (V ∈ R2)
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odgovaraju�a ortogonalna linearna transformacija, i {E1, E2} odgo-

varaju�a standardna baza. Tada je ||T (E1)|| = ||T (E2)|| = 1, pa vektori

T (E1) i T (E2) le�e na jediniqnom krugu. Pored toga je T (E2) ⊥ T (E1).

Prema tome, ako fiksiramo vektor T (E1), preostaju samo dve mogu�nosti

za T (E2): on se dobija od vektora T (E1) rotacijom za ugao +900 (i imamo

rotaciju), ili rotacijom za ugao − 900 (i imamo simetriju).
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Poglavǉe 7

IZOMETRIJE U PROSTORU R
3

U celom ovom poglavǉu posmatra�emo samo Euklidski prostor R3.

Me�utim, napomiǌemo da se praktiqno sve definicije i rezultati mogu

lako preformulisati i za opxti Euklidski prostor Rn (n ∈ N).

Definicija 1. Pod izometrijom (ili krutim kretaǌem) u pros-

toru R3 podrazumevamo proizvoǉno preslikavaǌe F :R3 → R3 koje quva

Euklidsko rastojaǌe, tj. ima osobinu

(1) d(P,Q) = d(F (P ), F (Q)) ,

odnosno

(2) |P −Q| = |F (P )− F (Q)| (P,Q ∈ R3).

Nije texko videti da je kompozicija ◦ bilo koje dve izometrije u

prostoru R3 tako�e jedna izometrija, i da je skup E(3) svih izometrija

prostora Rn s obzirom na operaciju ◦ jedna grupa. Odgovaraju�i neu-

tralni element ove grupe je identiqno peslikavaǌe I.

Jox napomenimo da je u poznatom Erlangenskom programu F. Kla-

jna, Euklidska geometrija predstavǉena kao studija pojmova i osobina

koje su invarijantne za grupu E(3).
Napomena. Na osnovu rezultata iz prethodnog paragrafa sledi

da sve ortogonalne linearne transformacije prostora R3 predstavǉaju

izometrije. Me�utim, postoje izometrije prostora R3 koje nisu lin-

earne, pa prema tome ni ortogonalne linearne transformacije.
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Definicija 2. Pod translacijom za vektor A ∈ R3 u prostoru R3

podrazumevamo preslikavaǌe TA:R
3 → R3 definisano sa TA(V ) = A + V

(V ∈ R3).

Slika 7.1

STAV 1. Svaka translacija TA (A ∈ R3) je jedna izometrija pros-

tora R3.

Dokaz. Ako su P i Q dve proizvoǉne taqke prostora R3, tada je

TA(P ) = A+ P , TA(Q) = A+Q ,

odakle je

d(TA(P ), TA(Q)) = |TA(P )− TA(Q)| = |(A+ P )− (A+Q)| =

= |P −Q| = d(P,Q) . �

Oqigledno je da je identiqna transformacija I prostora R3 trans-

lacija za vektor A = 0. Pored toga, translacije TA je veoma retko jedno

linearno preslikavaǌe. Ona je linearno preslikavaǌe ako i samo ako je

vektor A = 0. Zaista, preslikavaǌe I = T0 je linearno, a iz linearnosti

preslikavaǌa TA imamo da je

T (αV ) = A+ αV = αT (V ) = αA+ αV (α ∈ R) ,

odakle sledi da je A = αA (α ∈ R), tj. A = 0.

Stoga je translacija TA ortogonalana linearna transformacija

ako i samo ako je vektor A = 0.

STAV 2. Svaka ortogonalna linearna transformacija C:R3 7→ R3

je jedna izometrija.
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Dokaz. Pre svega, imamo da je

|C(P )|2 = ⟨C(P ), C(P )⟩ = ⟨P, P ⟩ = |P |2,

dakle |C(P )| = |P | (P ∈ R3). Sada korix�eǌem linearnosti preslika-

vaǌa C dobijamo da je

|C(P )− C(Q)| = |C(P −Q)| = |P −Q| (P,Q ∈ R3). �

Sada �emo dokazati jedan pomo�ni stav koji se odnosi na jednu

posebnu klasu izometrija prostora R3.

STAV 3. Ako izometrija F prostora R3 ima osobinu F (0) = 0, tada

ona quva skalarni proizvod bilo koja dva vektora prostora R3.

Dokaz. Na osnovu pretpostavke, preslikavaǌe F ima osobine:

(3) |F (P )− F (Q)| = |P −Q| (P,Q ∈ R3),

i

(4) F (0) = 0 .

Treba dokazati da je za bilo koja dva vektora P,Q ∈ R3 ispuǌeno

(5) ⟨F (P ), F (Q)⟩ = ⟨P,Q⟩ .

Imamo da je za bilo koji vektor P ∈ Rn ispuǌeno

(6) |F (P )| = d(0, F (P )) = d(F (0), F (P )) = d(0, P ) = |P | ,

dakle |F (P )| = |P |. Iz relacije (3) sledi da je za proizvoǉne vektore

P,Q ∈ R3 ispuǌeno

⟨F (P )− F (Q), (F (P )− F (Q)⟩ = ⟨P −Q,P −Q⟩,

ili u razvijenom obliku

(7) |F (P )|2 + |F (Q)|2 − 2⟨F (P ), F (Q)⟩ = |P |2 + |Q|2 − 2⟨P,Q⟩.
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Kako je |F (P )| = |P | i |F (Q)| = |Q|, odavde dobijamo da je

(8) ⟨F (P ), F (Q)⟩ = ⟨P,Q⟩ (P,Q ∈ R3).

Doka�imo jox linearnost preslikavaǌa F .

Neka je E1 = (1, 0, 0), E2 = (0, 1, 0), E3 = (0, 0, 1). Kako F quva skalar-

ni proizvod vektora, to �e i vektori {F (E1), F (E2), F (E3)} obrazovati

ortonormirani sistem vektora. Na osnovu poznate osobine o Euklid-

skom razlagaǌu vektora prostora R3 u odnosu na ortonormiranu bazu

tog prostora, tada je za svaki vektor P = (p1, p2, p3) ispuǌeno:

F (P ) =
3∑

i=1

⟨F (P ), F (Ei)⟩F (Ei)

i

⟨F (P ), F (Ei)⟩ = ⟨P,Ei⟩ = pi (i = 1, 2, 3) .

Odavde sledi da je

(9) F (P ) =
3∑

i=1

pi F (Ei) .

Iz relacije (9) neposredno sledi linearnost preslikavaǌa F , tj.

osobina

F (aP + bQ) = aF (P ) + bF (Q) (P,Q ∈ R3; a, b ∈ R) .

Stoga je F ortogonalna linearna transformacija u prostoru R3.

�

Napomena. Ako je F proizvoǉna linearna transformacija , tada je

zbog linearnosti F oqigledno F (0) = 0. Stoga se ortogonalne linearne

transformacije izdvajaju iz izometrija upravo uslovom F (0) = 0.

Slede�a teorema je jedna od najva�nijih teorema koje se odnose na

izometrije.

TEOREMA 1. (a) Ako je T bilo koja translacija i C bilo koja

ortogonalna linearna transformacija u prostoru R3, tada je F = T ◦ C

izometrija prostora R3.
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(b) Ako je F proizvoǉna izometrija prostora R3, tada postoji jedna

i samo jedna translacija T i jedna i samo jedna ortogonalna linearna

transformacija C, tako da je F = T ◦ C.

Dokaz. (a) Neka je vektor translacije T jednak A, tj. T (P ) = A +

P (P ∈ R3). Tada je

F (P ) = (T ◦ C)(P ) = T (C(P )) = A+ C(P ).

Odavde je za proizvoǉne vektore P,Q ∈ R3 ispuǌeno

|F (P )− F (Q)| = | [A+ C(P )]− [A+ C(Q)] | = |C(P )− C(Q)| =

= |C(P −Q)| = |P −Q| ,

pa je F izometrija prostora R3.

(b) Neka je F proizvoǉna izometrija prostora R3 i C(P ) = F (P )−
F (0) (P ∈ R3). Tada je C(P ) izometrija prostora R3 i C(0) = 0. Prema

tome, na osnovu Stava 3, C je ortogonalna linearna transformacija.

Ako sa T oznaqimo translaciju u prostoru R3 za vektor F (0), neposredno

dobijamo da je

F (P ) = F (0) + [F (P )− F (0)] = F (0) + C(P ) = (T ◦ C)(P ).

Doka�imo jox jedinstvenost translacije T i ortogonalne linearne

transformacije C u kompoziciji F = T ◦C. U tom ciǉu, pretpostavimo

da za izvesnu translaciju T̃ (za vektor B ∈ R3) i ortogonalnu trans-

formaciju C̃ va�i F = T̃ ◦ C̃, tj.

F (P ) = B + C̃(P ) (P ∈ R3).

Tada je zbog linearnosti preslikavaǌa C̃ ispuǌeno C̃(0) = 0, pa je

F (0) = B + C̃(0) = B, tj. B = F (0). To znaqi da je tada T̃ = T . Sada

je C̃(P ) = F (P )− F (0) = C(P ), tj. C̃ = C, qime je dokazana jedinstvenost

preslikavaǌa T i C. �

Napomena. U prikazu F = T ◦ C u opxtem sluqaju je T ◦ C ̸= C ◦ T .
Pored toga, kao xto smo videli, iz F = T ◦ C sledi da je T = TF (0) i

C = (TF (0))
−1 ◦ F = T−F (0) ◦ F . Ove formule slu�e za veoma jednostavno
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odre�ivaǌe translacije T i ortogonalne transformacije C za koju je

F = T ◦ C.

Ako je F izometrija i F = T ◦C, tada se T zove translatorni deo,

a C ortogonalni deo izometrije F . Za proizvoǉan vektor P ∈ R3 tada je

(10) F (P ) = TF (0) ◦ C(P ) = F (0) + C(P ) .

STAV 4. Izometrija F prostora R3 je linearno preslikavaǌe ako i

samo ako je F (0) = 0.

Dokaz. Ako je izometrija F linearna, tada je na osnovu opxte

osobine linearnih transformacija ispuǌeno F (0) = 0.

Obratno, pretpostavimo da je F (0) = 0. Tada iz relacije (10)

nalazimo da je

F (P ) = C(P ) (P ∈ R3) ,

a kako je C linearna transformacija, sledi da je i izometrija F tako�e

linearna transformacija. �
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Poglavǉe 8

SPEKTRALNA TEORIJA MATRICA

1. Uvod

U celom ovom poglavǉu diskutova�emo samo spektralnu teoriju

simetriqnih kvadratnih matrica malog reda, tj. reda 2 i reda 3.

Navodimo najpre osnovni stav Algebre.

STAV 1. Svaki polinom

P (x) = a0x
n + a1x

n−1 + · · ·+ an (a0 ̸= 0 , n ∈ N) ,

qiji su koeficijenti realni ili kompleksni brojevi, poseduje bar jednu

kompleksnu nulu, tj. postoji kompleksan broj λ takav da je P (λ) = 0.

Kao posledica ovog stava, dokazuje se da se svaki polinom P (x)

(x ∈ C) mo�e faktorizovati, tj. prikazati u obliku

P (x) = a0(x− λ1) (x− λ2) . . . (x− λn) ,

pri qemu su λ1, . . . , λn nule polinoma P (x) (neobavezno razliqite).

Ako su daǉe λ1, . . . , λr (r ≤ n) sve me�usobno razliqite nule poli-

noma P (x)), i λk se u gorǌoj faktorizaciji pojavǉuje taqno mk puta

(k = 1, . . . , r), tada je m1 + · · ·+mr = n i

P (x) = a0(x− λ1)
m1 (x− λ2)

m2 . . . (x− λr)
mr .

Brojevi m1 , . . . ,mr nazivaju se algebarskim vixestrukostima nula

λ1, . . . , λr respektivno.
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2. Simetriqne matrice reda 2

Neka je A = [aij ]2×2 proizvoǉna realna kvadratna matrica reda 2.

Tada se razvijaǌem determinante

det (A− λ I) =

∣∣∣∣ a11 − λ a12
a12 a22 − λ

∣∣∣∣ (λ ∈ C) ,

dobija izvestan polinom drugog stepena:

(1) P2(λ) = λ2 − (a11 + a22)λ+ a11a22 − a212.

Odavde neposredno sledi da su nule ovog polinoma

λ1,2 =
a11 + a22 +

√
(a11 − a22)2 + 4a212
2

.

Kako je izraz (a11 − a22)
2 +4a212 ≥ 0, sledi da ovaj polinom uvek ima

dve realne nule. One su ili razliqite ili me�usobno jednake.

Napomenimo da je to ispuǌeno za simetriqne matrice, a da nesi-

metriqne matrice u opxtem sluqaju ne moraju da imaju realne nule.

Definicija 1. Polinom (1) naziva se karakteristiqnim poli-

nomom matrice A, a ǌegove nule {λ1, λ2} sopstvenim vrednostima te

matrice. Jednaqina P2(λ) = 0 naziva se karakteristiqnom jednaqinom

matrice A.

Skup svih sopstvenih vrednosti matrice A (ukǉuquju�i i ǌihove

vixestrukosti), naziva se spektrom matrice A, i oznaqava se sa σ(A).

Dakle, σ(A) = {λ1, λ2}.

Primer. Ako je A =

[
1 2
2 −3

]
, dobijamo da je

det (A− λ I) =

∣∣∣∣ 1− λ 2
2 −3− λ

∣∣∣∣ = λ2 + 2λ− 7,

pa su λ1,2 = −1± 2
√
2 sopstvene vrednosti matrice A.

U opxtem sluqaju, imamo da je λ1 = λ2 ako i samo ako je a12 = 0 i

a11 = a22, dakle ako i samo ako matrica A ima oblik A =

[
a11 0
0 a11

]
=
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a11I2, pri qemu je a11 ∈ R i I2 je jediniqna matrica reda 2. Tada je

λ1 = λ2 = a11. U svim ostalim sluqajevima je λ1 ̸= λ2.

Neka je A = [aij ]2×2 simetriqna matrica reda 2, σ(A) = {λ1, λ2} ǌen

spektar, i λ bilo koja od ǌenih sopstvenih vrednosti. Tada homogeni

sistem linearnih jednaqina po x1, x2

(2)

{
(a11 − λ)x1 + a12x2 = 0,

a12x1 + (a22 − λ)x2 = 0,

ima determinantu koja je jednaka nuli, pa uvek poseduje bar jedno netri-

vijalno rexeǌe x1, x2 (x2
1 + x2

2 ̸= 0). Ovaj sistem se oqigledno mo�e

napisati u matriqnom obliku

AX = λX,

pri qemu je X = (x1, x2)
⊤.

Definicija 2. Svaki vektor X = (x1, x2) ∈ R2\{0} koji zadovoǉava

sistem (2) naziva se sopstvenim vektorom koji odgovara sopstvenoj vred-

nosti λ. Skup svih sopstvenih vektora koji odgovaraju sopstvenoj vred-

nosti λ (ukǉuquju�i ovde i 0), naziva se sopstvenim potprostorom ma-

trice A koji odgovara sopstvenoj vrednosti λ, i oznaqava se sa N (A−λI).

Mo�e se lako videti da je sopstveni potprostor uvek jedan pot-

prostor prostora R2. On je uvek dimenzije 1 ili dimenzije 2. Ovaj

drugi sluqaj nastupa samo ako je λ1 = λ2, i tada je N (A − λI) = R2, tj.

svaki vektor X prostora R2 (X ̸= 0) je sopstveni vektor koji odgovara

sopstvenoj vrednosti λ.

Uvedimo daǉe u prostor R2 skalarni proizvod sa X = (x1, x2), Y =

(y1y2),

⟨X,Y ⟩ = x1y1 + x2y2.

Tada iz simetriqnosti matrice A neposredno sledi da za proiz-

voǉne vektore X,Y ∈ R2 va�i jednakost

(3) ⟨AX,Y ⟩ = ⟨X,AY ⟩.

Obratno, ako za neku matricu A reda 2 va�i ova jednakost, tada

nije texko videti da ta matrica mora biti simetriqna.
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STAV 2. Ako simetriqna matrica A reda 2 ima dve razliqite sop-

stvene vrednosti λ1 i λ2, i ako je X1 bilo koji sopstveni vektor koji

odgovara s.v. λ1, a X2 bilo koji sopstveni vektor koji odgovara s.v. λ2,

tada je X1 ⊥ X2.

Dokaz. Imamo da je na osnovu definicije AX1 = λ1X1, AX2 = λ2X2,

pa zamenom u jednakosti ⟨AX1, X2⟩ = ⟨X1, AX2⟩, dobijamo da je

⟨λ1X1, X2⟩ = ⟨X1, λ2X2⟩,

odakle je λ1⟨X1, X2⟩ = λ2⟨X1, X2⟩. Kako je λ1 ̸= λ2, odavde neposredno

sledi da je ⟨X1, X2⟩ = 0, dakle X1 ⊥ X2. �

Odavde sledi da su jednodimenzionalni potprostori N (A− λ1I) i

N (A− λ2I) me�usobno ortogonalni, pa se to oznaqava i sa N (A− λ1I) ⊥
N (A− λ2I). Odavde tako�e neposredno sledi i da je

N (A− λ1I)⊕N (A− λ2I) = R2.

Odavde neposredno dobijamo slede�i stav.

STAV 3. Ako je A proizvoǉna realna simetriqna matrica reda 2,

tada postoji ortonormirana baza prostora R2, qiji su svi vektori sop-

stveni vektori matrice A.

Naime, ako je λ1 = λ2, tada za vektore E1, E2 mo�emo da uzmemo

bilo koja dva jediniqna, me�usobno ortogonalna vektora prostora R2, a

ako je λ1 ̸= λ2, tada za vektor E1 mo�emo da uzmemo bilo koji jediniqni

vektor iz sopstvenog potprostora N (A−λ1I), a za E2 bilo koji jediniqni

vektor iz sopstvenog potprostora N (A−λ2I). Tada je kao xto smo videli

E1 ⊥ E2.

Napomenimo da se sluqaj kada je λ1 = λ2 obiqno smatra ”neintere-

santnim”, pa se qesto iskǉuquje iz razmatraǌa. Stav 3 se obiqno naziva

i Stavom o glavnim osama.

U vezi Stava 3, navodimo jox jedan stav koji se naziva matriqnim

oblikom stava o glavnim osama.

STAV 4. Ako je A realna simetriqna matrica reda 2 qiji je spektar

σ(A) = {λ1, λ2}, tada postoji bar jedna ortogonalna matrica P reda 2
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takva da je

P−1AP = P⊤AP = diag (λ1, λ2 ).

Dokaz. Na osnovu Stava 3, postoji ortonormirana baza {V1, V2}
prostora R2 obrazovana od sopstvenih vektora matrice A koji odgo-

varaju sopstvenim vrednostima λ1, λ2. Dakle ispuǌeno je

(4) ⟨Vi, AVj⟩ = ⟨Vi, λjVj⟩ = λjδij ,

za svako i, j = 1, 2.

Uoqimo sada matricu P qije su kolone vektori V1, V2, tj. ako je

Vj = (v1j , v2j) , tada je

P = [pij ] = [vij ] (i, j = 1, 2).

Ako stavimo B = P⊤AP = [bij ], tada se lako mo�e videti da je

bij = ⟨Vi, AVj⟩ (i, j = 1, 2).

Primenom relacije (4) odavde sledi da je

B = [bij ] = [λjδij ] = diag (λ1, λ2).

Jox treba dokazati da je P ortogonalna matrica. Ima�emo nepos-

redno da je

(P⊤P )ij = ⟨Vi, Vj⟩ = δij ,

odakle je P⊤P = I. Kao xto je pokazano u Poglavǉu III, tada je i PP⊤ =

I, pa je P ortogonalna matrica. Time je tvr�eǌe dokazano. �

Sada �emo kratko ponoviti postupak nala�eǌa bar jedne ortonor-

mirane baze prostora R2 sastavǉene od sopstvenih vektora realne si-

metriqne matrice reda 2.

Pretpostavǉamo da je λ1 ̸= λ2 , tj. (a11 − a22)
2 + 4a212 > 0.

Uoqimo najpre sopstvenu vrednost λ = λ1. Tada odgovaraju�i sop-

stveni vektor X1 = (x1 , x2)
⊤ ∈ R2 nalazimo iz homogenog sistema li-

nearnih jednaqina

(5)
(a11 − λ1)x1 + a12x2 = 0

a12x1 + (a22 − λ1)x2 = 0
.
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Za vektor X1 uze�emo bilo koje nenula rexeǌe sistema (5), a zatim

�emo definisati vektor V1 = X1/|X1|.
Rexavaǌem sliqnog sistema linearnih jednaqina za sopstvenu vre-

dnost λ = λ2, nalazimo izvestan sopstveni vektor X2 ̸= 0, koji odgo-

vara sopstvenoj vrednosti λ2. Posle toga, uze�emo V2 = X2/|X2|. Tada
je V1 sopstveni vektor koji odgovara sopstvenoj vrednosti λ1, V2 sop-

stveni vektor koji odgovara sopstvenoj vrednosti λ2, i vektori {V1 , V2}
obrazuju ortonormiranu bazu prostora R2.

3. Simetriqne matrice reda 3

U ovom poglavǉu �emo ukratko opisati najva�nije osobine spek-

tralne teorije simetriqnih matrica reda 3. Napomiǌemo da nesimet-

riqne matrice u opxtem sluqaju ne poseduju mnoge od tih osobina.

Uoqimo bilo koju realnu simetriqnu matricu reda 3. Ona je ob-

lika

A =

 a11 a12 a13
a12 a22 a23
a13 a23 a33

 ,

za izvesne realne brojeve a11 , a12 , a13 , a22 , a23 , a33.

Tada se polinom tre�eg stepena po λ

P3(λ) = det(A− λI) =

∣∣∣∣∣∣
a11 − λ a12 a13
a12 a22 − λ a23
a13 a23 a33 − λ

∣∣∣∣∣∣ ,
naziva karakteristiqnim polinomom matrice A.

On, pod pretpostavkom da je matrica A simetriqna, ima sve nule

realne, i odgovaraju�a jednaqina

P3(λ) = 0

naziva se karakteristiqnom jednaqinom za matricu A.

Nule te karakteristiqne jednaqine λ1, λ2, λ3 nazivaju se sopstvenim

vrednostima matrice A, a niz σ(A) = {λ1, λ2, λ3} naziva se spektrom te

matrice.

Ako je λ sopstvena vrednost simetriqne matrice A, tada se bilo

koji vektor X ̸= 0 takav da je AX = λX naziva sopstvenim vektorom koji

odgovara toj sopstvenoj vrednosti.
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Pokazuje se da za svako λ ∈ σ(A) uvek postoji bar jedan takav sop-

stveni vektor.

Ako λ ∈ σ(A), tada skup svih sopstvenih vektora koji odgovaraju

sopstvenoj vrednosti λ (ukǉuquju�i ovde i vektor 0) obrazuje tzv. sop-

stveni potprostor koji odgovara toj sopstvenoj vrednosti i on se oz-

naqava sa N (A − λI) (I = I3). Svaki takav sopstveni potprostor je di-

menzije 1, 2 ili 3.

Primer 2. Uoqimo simetriqnu matricu

A =

 5 −1 −1
−1 3 1
−1 1 3

 .

Odgovaraju�i karakteristiqni polinom matrice A glasi:

P (λ) = −λ3 + 11λ2 − 36λ+ 36 =

= −(λ− 2) (λ− 3) (λ− 6).

Odavde je λ1 = 2 , λ2 = 3 i λ3 = 6, a odgovaraju�i sopstveni vektori

bi�e na primer

V1 = (0 ,
√
2/2 ,−

√
2/2) , V2 = (

√
3/3 ,

√
3/3 ,

√
3/3) ,

V3 = (2
√
6/6 ,−

√
6/6 ,−

√
6/6).

Sliqno kao i kod simetriqnih matrica reda 2, mo�e se dokazati

da va�i slede�i opxti stav.

STAV 5. Ako simetriqna matrica A reda 3 ima dve razliqite sop-

stvene vrednosti λ1 i λ2, i ako je X1 bilo koji sopstveni vektor koji

odgovara s.v. λ1, a X2 bilo koji sopstveni vektor koji odgovara s.v. λ2,

tada je X1 ⊥ X2.

Drugim reqima, imamo da su sopstveni potprostori N (A − λ1I) i

N (A− λ2I) me�usobno ortogonalni, tj. va�i N (A− λ1I) ⊥ N (A− λ2I).

Iz ovog stava, neposredno dobijamo slede�i stav o glavnim osama

za simetriqne matrice reda 3.

STAV 6. Ako je A proizvoǉna realna simetriqna matrica reda 3,

tada postoji ortonormirana baza prostora R3, qiji su svi vektori sop-

stveni vektori matrice A.
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Slede�i stav se naziva matriqnim oblikom stava o glavnim osama.

STAV 7. Ako je A realna simetriqna matrica reda 3 qiji je spektar

σ(A) = {λ1, λ2, λ3}, tada postoji bar jedna ortogonalna matrica P reda 3

takva da je

P−1AP = P⊤AP = diag (λ1, λ2, λ3).

Sliqno kao i za simetriqne matrice reda 2, ortogonalnu matricu

P odre�ujemo tako xto za ǌene kolone uzimamo komponente sopstvenih

vektora koji odgovaraju ǌenim sopstvenim vrednostima λ1, λ2, λ3.

Ponovo �emo ukratko opisati postupak nala�eǌa ortonormirane

baze prostora R3 sastavǉene od sopstvenih vektora matrice A.

Uoqimo bilo koju simetriqnu matricu A reda 3 i oznaqimo ǌen

spektar sa σ(A) = {λ1 , λ2 , λ3}. S obzirom na me�usobni odnos sopstvenih

vrednosti λ1, λ2, λ3 , razlikova�emo nekoliko sluqajeva.

(a) Sve sopstvene vrednosti matrice A su me�usobno jednake;

(b) Sve sopstvene vrednosti matrice A su me�usobno razliqite;

(c) Spektar σ(A) = {λ1, λ2, λ3} ima samo dve me�usobno razliqite

sopstvene vrednosti.

Po analogiji sa simetriqnim matricama reda 2, sluqaj (a) sma-

tramo neinteresantnim, jer za odgovaraju�i ortonormirani sistem sas-

tavǉen od sopstvenih vrednosti posmatrane matrice mo�emo uzeti bilo

koji skup ortonormiranih vektora prostora R3, na primer standardnu

bazu {E1, E2, E3}.

Sluqaj (b). Pretpostavimo da je λ bilo koja od sopstvenih vred-

nosti λ1, λ2, λ3. Tada rexavaǌem odgovaraju�eg homogenog sistema lin-

earnih jednaqina

(6)

(a11 − λ)x1 + a12x2 + a13x3 = 0

a12x1 + (a22 − λ)x2 + a23x3 = 0

a13x1 + a23x2 + (a33 − λ)x3 = 0

odre�ujemo bilo koji odgovaraju�i sopstveni vektor X ̸= 0. Normi-

raǌem ovako dobijenih vektora, dobijamo jednu tra�enu ortonormiranu

bazu

V1 = X1/|X1| , V2 = X2/|X2| , V3 = X3/|X3|
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prostora R3.

Sluqaj (c). Neka je na primer λ1 = λ2 ̸= λ3. Tada posmatramo najpre

odgovaraju�i homogeni sistem (6) za vrednost λ = λ1, odre�ujemo bilo

koje ǌegovo rexeǌe X1 ̸= 0, i definixemo vektor V1 = X1/|X1|.
Zatim primeǌujemo sliqan postupak za sopstvenu vrednost λ = λ3,

qime dobijamo jediniqni vektor V3. Tada je poznato da je V2 = V3 × V1

jedan jediniqni vektor prostora R3, koji odgovara sopstvenoj vredenosti

λ2. Tako dobijeni skup vektora {V1, V2, V3} predstavǉa jednu ortonormi-

ranu bazu prostora R3, koja odgovara sopstvenim vrednostima λ1, λ2 = λ1

i λ3.
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Poglavǉe 9

POVRXI DRUGOG REDA

1. Neke povrxi drugog reda

Pod povrxi drugog reda podrazumevamo skup svih taqaka M(x, y, z) u

prostoru R3 qije koordinate zadovoǉavaju neku jednaqinu drugog reda

oblika

a11x
2 + a22y

2 + a33z
2 + 2a12xy + 2a13xz + 2a23yz+(∗)

+ 2a14x+ 2a24y + 2a34z + a44 = 0,

pri qemu su a11, a22, a33, a12, a13, a23, a14, a24, a34, a44 dati realni brojevi i

bar jedan od brojeva a11, a22, a33 je razliqit od nule.

Najpre �emo navesti neke karakteristiqne povrxi drugog reda.

1. Elipsoid. Ako su a, b, c dati pozitivni brojevi, tada se povrx

qija je jednaqina

(1)
x2

a2
+

y2

b2
+

z2

c2
= 1

naziva elipsoidom u prostoru R3. Brojevi a, b, c nazivaju se poluosama

elipsoida, i oqigledno predstavǉaju odseqke koje on odseca na koordi-

natnim ravnima. Elipsoid je predstavǉen na Slici 9.1.

Ako u jednaqini elipsoida stavimo da je z = 0, dobijamo jednaq-

inu x2/a2 + y2/b2 = 1. Odavde zakǉuqujemo da je presek elipsoida i

koordinatne ravni Oxy elipsa qija je jednaqina x2/a2 + y2/b2 = 1.
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Slika 9.1

2. Jednokrilni hiperboloid. Ako su a, b, c dati pozitivni bro-

jevi, tada se povrx qija je jednaqina

(2)
x2

a2
+

y2

b2
− z2

c2
= 1

naziva jednokrilnim hiperboloidom u prostoru R3. Ova povrx pred-

stavǉena je na Slici 9.2.

Slika 9.2

3. Dvokrilni hiperboloid. Povrx qija je jednaqina

(3)
x2

a2
+

y2

b2
− z2

c2
= −1

naziva se dvokrilnim hiperboloidom u prostoru R3. Ova povrx pred-

stavǉena je na Slici 9.3.
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Slika 9.3

4. Eliptiqki konus. Povrx qija je jednaqina

(4)
x2

a2
+

y2

b2
=

z2

c2

naziva se eliptiqkim konusom u prostoru R3. Ova povrx predstavǉena

je na Slici 9.4.

Slika 9.4

5. Eliptiqki paraboloid. Ako su a, b, c dati pozitivni brojevi,

tada se povrx qija je jednaqina

(5)
x2

a2
+

y2

b2
= 2cz

naziva eliptiqkim paraboloidom u prostoru R3. On je predstavǉen na

Slici 9.5.
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Slika 9.5

6. Hiperboliqki paraboloid. Ako su a, b pozitivni brojevi i

c ̸= 0, tada se povrx qija je jednaqina

(6)
x2

a2
− y2

b2
= 2cz

naziva hiperboliqkim paraboloidom u prostoru R3. Ova povrx je za c > 0

predstavǉena na Slici 9.6.

Slika 9.6

7. Eliptiqki cilindar. Ako su a, b proizvoǉni pozitivni bro-

jevi, tada se povrx qija je jednaqina

(7)
x2

a2
+

y2

b2
= 1

naziva eliptiqkim cilindrom u prostoru R3. Ova povrx predstavǉena

je na Slici 9.7.
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Slika 9.7

8. Paraboliqki cilindar. Ako je a ̸= 0 proizvoǉan broj, tada se

povrx qija je jednaqina

(8) z = ay2

naziva paraboliqkim cilindrom u prostoru R3. Ova povrx je za c > 0

predstavǉena na Slici 9.8.

Slika 9.8

9. Hiperboliqki cilindar. Ako su a, b pozitivni brojevi, tada

se povrx qija je jednaqina

(9)
x2

a2
− y2

b2
= 1

naziva hiperboliqkim cilindrom u prostoru R3. Ova povrx predstav-

ǉena je na Slici 9.9.
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Slika 9.9

Osim toga primetimo da jednaqina drugog reda (∗) mo�e da pred-

stavǉa dve ravni koje se seku, dve paralelne ravni, dve podudarne ravni,

jednu jedinstvenu taqku, ili pak prazan skup taqaka.

Na primer, jednaqina x2−y2 = 0 oqigledno je ekvivalentna sa uslo-

vom x = y, i x = −y, pa predstavǉa dve ravni koje se seku.

Jednaqina z2 = 1 oqigledno je ekvivalentna sa uslovima z = 1 i

z = −1, pa predstavǉa dve paralelne ravni.

Jednaqina z2 = 0 ekvivalentna je sa uslovom z = 0 (uzetim dvaput),

pa predstavǉa samo jednu ravnu z = 0, odnosno par podudarnih ravni.

Oqigledno se te ravni poklapaju sa koordinatnom ravni Oxy.

Jednaqina x2 + y2 + z2 = 0 oqigledno je ekvivalentna sa uslovom

x = y = z = 0, pa odre�uje jednu jedinu taqku prostora (x, y, z) = (0, 0, 0).

Najzad, jednaqina x2+y2+z2 = −1 nije zadovoǉena ni za jednu taqku

(x, y, z) ∈ R3, pa se odgovaraju�a povrx drugog reda svodi na prazan skup

taqaka.

10. Klasifikacija povrxi drugog reda. Sada �emo navesti jednu

opxtu teoremu kojom se klasifikuju sve mogu�e povrxi drugog reda u

prostoru R3.

TEOREMA 1. Proizvoǉna povrx drugog reda qija je jednaqina (∗),
u pogodno izabranom koordinatnom sistemu, predstavǉa jedan od slede�ih

skupova taqaka:

(10) Elipsoid; (20) Eliptiqki paraboloid;

http://cbs.iSkysoft.com/go.php?pid=3152&m=db
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(30) Hiperboliqki paraboloid; (40) Eliptiqki cilindar;

(50) Paraboliqki cilindar; (60) Hiperboliqki cilindar;

(70) Eliptiqki konus; (80) Jednokrilni hiperboloid;

(90) Dvokrilni hiperboloid; (100) Par ravni koje se seku;

(110) Par paralelnih ravni; (120) Par podudarnih ravni;

(130) Jednu jedinstvenu taqku; (140) Prazan skup taqaka.
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