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ITorsasire 1

BERKTOPCRMU IIPOCTOPUA

1. /ledbmHUIMIja BEKTOPCKOT IPOCTOPA

[Iojam BekTOpCKOT mpocTOpa je jemaH OJ OCHOBHUX IIOjMOBA y OBOM
KypCy.

Heduaunuja 1. [lox BeKTOPCKUM IPOCTOPOM HAI MOJBEM PEATHUX OPO-
jeBa R mompa3ymeBaMO IPOU3BOJBAH CKyIn X y KOMe Cy yBeIEHe OBe OIl-

eparmuje

(a) cabupamwe sexmopa, Koje cBakoMm napy exemenara A, B € X npunpy-

’Kyje uzBecran Bektop A+ B € X

(6) mHodCEBE Bekmopa ckanapuma A € R, koje cBakom BekTropy A € X u
craJsiapy A € R npuapy:kyje usBecran BeKTop AA € X, Tako ma cy 3aJ0BOJLEHE

caenehe ocobune :
(1% (A+B)+C=A+(B+C) (acouujamuenocm cabupana);

(29) Tocroju emement O € X Tako 1a je UCTYH-EHO

A+O0=0+A=4A (A€ X);

(3%) 3a cBarkm edement A € X mocToju m3BecTaH BeKTOp B € X Tako
A+ B =0;

(4% A+ B=B+ A (xomymamuenocm cabupamwa);
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(5% «a(A+ B) = aA+ aB (u nucTpubyTUBHOCT MHOMKEHA CKajJapuMa

y OIHOCY Ha cabupame BEKTOpA);

(6% (a+ B)A = aA + BA (Qucmpubymuernocm MHOACEDA CKANAPUMA Y

00HOCY Ha cabupamwe cmmapa);
(1) a(BA) = (aB)A;
(8% 1-A=A4,

3a mpousBoJbHE BekTtope A, B € X u ckanape o, € R.

Enementu BekTOpCcKOr mpocropa X Ha3MBajy Ce BEKTOPUMa TOL MPOC-
Topa.

Bexrop O ma3uBa ce myna—Bekropom mnpoctopa X. Berkrop B u3 oc-
obunme (3") HasuwBa ce CympPOTHMM BEKTOPOM BekTopa A, m o3mauaBa ca —A.
Bexrop A 4+ B masuBa ce 36upoMm BexkTopa A, B € X.

Ouurnemno je ma ocobune (1°)—(4°) smaue na je crpyrrypa (X, +) Ko-
MyTaTuBHA rpyna, u O je HeyTPAJHU €JIEMEHT Te T'DYIIe.

Ha name, BekTOopcke mpocrTope o3HauyaBahemo obuuHO cioBuMma X, Y

UTI, a BUXOBE ejieMeHTe ciaoBuma A, B. ...

IIpumep 1. I'eomeTpujckm BeKTOpPHU, Tj. OOOPO MO3HATU YCMEPEHU
onceunu Iﬁ y pasau Ozy, Tj. Eyrmuackom mpoctopy R?, o6pasyjy jemanm

peajlaH BEKTOPCKU MIPOCTOP.

IIpumep 2. ['eoMeTpujCcKU BEKTOPU, Tj. YCMEPEHU OJCEYIN }@ y Eyk-

MUACKOM mpoctopy R3, o6pasyjy Takobe jeman peajlaH BEKTOPCKU IIPOCTOP.

IIpumep 3. 3a npomssomuo n € N | o3HaunMo ca R"™ cKyn cBuUX ype-

benux n—topru peasnux 6pojeBa. llakie
R" :{(xlw"axn) ‘.Th...,wn ER}

Bpojesu x4, ..., T, HA3UBAjy Ce KOOpAMHATAMA BEKTODPA (I1,...,Ly). Y CKYILY

R"™ yBOmMMO jemHAKOCT ca

(x]_,---,xn) :(y17"'ayn)

aKO U CaMO aKO j€ T1 = Y1,T2 = Y2, * ,Tpn = Yn-
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Y ckyn R"™ yBome ce BEKTOPCKe ollepalje Ha cienehu HauuH:

(xla"'axn)+(y17~~'7yn> = (xl—i_yla"'axn—'_yn)?
ANz, n) = (Axg, ..o, Aey) (A € R).

Jlako ce mpoBepaBa ma ce TuMe NOOWja BEKTOPCKU MPOCTOP Ha mojbeM R.
Hyna—Bexrop oBor mpoctopa je Bekrop (0,0,...,0), a cynpoTan BEKTOD BEK-
topa (z1,...,%y) je BEKTOp (—Z1,...,—Tp).

[Tpocrop R™ masuBa ce peasnum Eykaudckum eexmopckum npocmopom

oumenauje n.

2. OcobuHe BEKTOPCKUX HPOCTOpa

Y oBoj Tauku HaBemeheMo HEKe eIeMeHTapHE OCOOMHE BEKTOPCKUX MTPO-
cropa. /[loka3u oBuX 0ocOOMHA Cy OOMYHO HEMOCPEIHU, U CJIENE U3 aKCUOMAa
BEKTOPCKOT IIPOCTOPA.

Haname, mpernocraBmaMo na je X mpow3BOJbaH peajlaH BEKTOPCKU MPO-

CTOD.
CTAB 1. Ilocmoju mauno jedan nyasa—eexmop npocmopa X .

CTAB 2. 3a npouszsoman sexmop A € X nocmoju mauro jedan cynpoman

eexmop —A npocmopa X.

CTAB 3. Axo cy A u B npoussonnu eexmopu npocmopa X u A+ B = B,
mada je A = 0.

Ako cy A u B nupousBossHU BekTOpU npocTtopa X, tana ymecto A+ (—B)

numemo A — B. Bekrop A — B mHazuBaMo pasaukom eexkmopa A u B.
CTAB 4. 3a ceaxu eexmop A € X saxcu jeonarxocm 0- A = O.
CTAB 5. 3a npouszsoman ckarap o saxncu o -0 = O.

CTAB 6. 3a npouszsomarn sexkmop A € X samxce jednaxocmu:

(a) —A=(-1A; (6) —(-4)=A

CTAB 7. Jeonarxocm aA = O saxcu axo u camo axo je o« =0 uau A = O.
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3. IloTmmpocTOopu BEKTOPCKUX IIPOCTOpPA

Henpasan moackyn E BekTOpCKOT mpocTopa X Ha3MBa Ce HOTIPOCTOPOM
npocropa X, ako 3a NpOM3BOJbHA naBa Bekropa A, B € E u npousBoJbHE

craJsiape «, 3, Bekrop oA+ B € E.

Axo je mpurom E # X, rana E HazuBamMo npasum nmOmnpocmopom mpoc-

Topa X.

IIpumepu. (1°) Cryn E = {O} je ysex normpocrtop mpoctopa X. On
Cce HA3WBA HErOBUM TPUBUjAJIHUM ITOTIIPOCTOPOM.

(2%) Heo mpoctop E = X je takobe mormpocTop mpocropa X.

(3Y) Axo je X = R™, Tama cBakM O CKyIOBa
Oz; ={(0,0,...,0,2;,0,0,...,0) |z; € R} (i=1,...,n)

npencraB/ba norupoctop npocropa R™. Ckyn Ox; HazmBa ce i—TOM KOODIU-

HATHOM OCOM mpoctopa R".

(4%)  Cryn P,, cBUX peasHUX MOTMHOMA PEAJHE TPOMEHILUBE T, CTEIeHA,
< m, IpeacTaB/ba MOTIPOCTOP HPOCTOPaA P CBUX PEANHUX MOJUHOMA PEaJIHEe

IPOMEHJLUBE L.
Moske ce Jako BUIETU 1a Basku cienehu cras.
CTAB 8. Axo je E nomnpocmop npocmopa X, mada je ckyn E maxohe
B8EKMOPCKYU NPOCMOpP Hao novem R.

4. JImHeapHa KOMOMHAIIja BEKTOPA

Heka cy A4, ..., A,, TpOU3BOLHA BEKTOPU BEeKTOPCKOr mpocropa X. Ta-

na ce 6uso koju Bektop A mpocropa X obmauka A = A\ A1+ o As+- -+ A A,

3a M3BECHE CKaJiape Ai,...,An,, HA3UBA AUHEAPHOM KOMOUHAUUJOM BEKTOPA

Aq,...,A,,. Cranapu \i,...,\,, Ha3uBajy ce xoehuuujeHmuma Te JAHEAPHE
bl ) m ) ) m

KOMOUHAaIHjeE.

Heka cy Aj,...,A,, TPOM3BOLHU BEKTOPU BEKTOPCKOr mpoctopa X, u
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A={A;,...,A,}. Tana ce ckyn
L{A} = L{A1, ..., An} = {0 AT+ Xods + 4+ ApAn | Aiy .. A € R}
HA3UBA AUNEAA0M HAT CKyToM A.

Axko je A npousBosman (koHauan uau GeCKOHAUYAH) CKyIl BekTopa y X,

Taaa ce CKyI

L{AY = {0 AL+ X Ao+ + A A | A1, A €A ML A ER,
m e N}

Takohe HaszuBa AUHEALOM HaO crynom A.

CTAB 9. 3a npoussomwan wenpaszan noockyn A C X, aunean L{A} je

nomnpocmop npocmopa X.

[Ipumerumo, na muuean L{A} Moxke OGUTM ¥ TPUBUjATHU NOTIPOCTOD
npocropa X. 3aucra, ako je A= {0}, rana je L{A} ={t-O|t € R} = {O}.
Wcro Tako, ako je X = R" u A= {Fy,..., E,} upu yemy je

E; =(1,0,...,0), B, = (0,1,...,0), ... ,E, = (0,0,...,1),

Tama ce Jako Moske Bumetu na je L{A} = R".
[ToceGuo, MoskemMo ma yoummo Omio koju Bektop A # O mpocrtopa X, u

JIMHE AJI

L{A} = {tA|t € R}.

OsBaj nmuHeas HA3UBA ce Npagom y TpocTopy X, Koja mposiasu Kpo3 Ttaury O.

Bekrop A masuBa ce gexkmopom npasua OBe TIpaBe.

0 0
A

Qo

Cmuka 1.1
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5. JImHeapHa He3aBUCHOCT BEKTOPA

Younmo 6usio kKoje Bekrope Aj, ..., A, Bexkropckor mpoctopa X. Pehnu
hemo ma cy BexkTopu Aq,..., A, auHeapHo He3a8UCHU, AKO je peJialu]a
(1) MAL+ X As+ -+ A4 =0,
3a M3BECHE CKaJlape Ai,...,\, € R, Moryha camo 3a \{ = Ay =--- = \,, =0.

Y cymporHoM, Tj. ako penamuja (1) Baky 3a M3BECHE cKaJsgape A, ...,
Am € R, uw mputom je A2 + A2 + -+ + A2 # 0, Taza KaeMo 1a Cy BEKTOPU

Ay, ..., Ay AUREAPHO 308UCHU.
Huje temko Bumeru mna Baxku ciaenehwu cras.

CTAB 10. Axo cy sexkmopu Ai,...,An (m > 1) npocmopa X auneapho

He3a8UCHU, Mada je C8aKU 00 UL PA3AUMUM 00 HYAE.

Younmo, mocebHO, CKYII cCACTaBJ/LeH O CAMO jemHor BekTopa A mpoctopa
X. Tana je o nuueapHo He3aBucaH ako je A # O, u TuHEAPHO 3aBUCAH 3a
A = 0. 3Baucra, ako je A # O, taga uz AMA = O caemqu A = 0. Axo je A =0,

tana je 1-A=1-0 =0, na je O suHeapHO 3aBUCAH BEKTOP.

CTAB 11. Bexmopu Ai,..., A, (m > 1) npocmopa X cy auneapro 3a-
BUCHU AKO U CAMO KO ce jedar 00 08UL BEKMOPA MONCE NPEICMABUMU KAO AlU-

HEAPHA KOMOUHAYUJA NPEOCMANUT 8EKMOPA 0802 HU3G.
IIpumep 5. Ilokazahemo ma cy y mpoctopy R" Bekropu
E, =(1,0,...,0), E5 =(0,1,...,0), ... ,E, = (0,0,...,1)
JUHEApHO He3aBUCHU. 3aucrta, nmahemo na je
MET+XEs+ -+ NEy = (A, A),

ma u3 \E1 + NoFEs + -+ A\, E, = O, ouursnenno ciaemu ma je A\; = g =
--+ =\, = 0. Crora cy Bekropu FEi,...,FE, nTuHeapHO HE3aBUCHU BEKTOPU

npoctopa R".

IIpumep 6. loraskumo ma cy sekropu A; = (1,1), Ay = (—3,2) y upoc-

Topy R? nuHeapHO HE3aBUCHMU.
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[IpernocraBuMoO na je
AMAL + XA = A (1, 1) + Aa(—3,2) = (A1 — 32, A1 +2)2) =0,
3a M3BecHe ckajiape A1, Ao € R. Tana je
AM—3=0 , A +2\=0.

PemapameMm ropmer cucreMa JMHEAPHUX jeIHAUMHA 110 A1, Ao € R, Hemocpe-
HO mobujamo ma je Ay = Ay = 0. arne, Bekropu A; u Ay cy snmHeapHO

HE3aBUICHU.

ITpumep 7. Iokazahemo ma cy Bekropu Ay = (1,0,—2,1), Ay = (2,1, 3,
—1) m A3 = (4,1,—1,1) mumeapro 3aBucHEM BekTopu mpoctopa RY. Kaxro

oYyurJI€e 1HO BasKM
2A; + Ay — A3 =2(1,0,-2,1)+ (2,1,3,-1) — (4,1,-1,1) = 0,
HemocpenHo nobujaMo TBpheme.

HaBomumo jomr jenno TBpbheme 3a JIMHEApPHO HE3aBUCHE BEKTOPE U jeTHY

HBEroBy MOCJEIULLY.

CTAB 12. bBuao koju Henpazan nodckyn CKYyna AUHEAPHO HE3A8UCHUT

8EKMOPQ je mcmoﬁe AUHEAPHO HE3ABUCAH CKRYN.

IIOCJIEANIIA 1. Husz sexmopa Ay, ..., A, je auneapHo zasucan, axo

je HEKU He208 NOOHU3 sermopa AUHEAPHO 3a8UCAH.

6. Ba3za u muMeH3Mja BEKTOPCKOI IPOCTOPAa

[TpousBosman menmpasan ckyn Bekropa A Bexkropckor mpocropa X (X #
{O}) nazuBaMo auHeapro HE3a68UCHUM, AKO je OMIIO KOJU HeroB KOHAUAH IeO
cacTaBJ/bEH OJ JUHEAPHO HE3aBUCHUX BEKTOpPA.

Ckyn A nputoM MOke OUTU U KOHAaUaH 1 OeckOHa4YaH. AKO je KOHAJaH,
IpeTXoqHa NepUHUNNja ce YKIala y yoouJyajeny mneduHUNN]y CKyIa JIMHeap-

HO HE3aBUCHUX BEKTODa.

IIpumep 1. Y BekTOpPCKOM TpOCTOPY P CBUX peasHUX MOJUHOMA, JIAKO

ce mokasyje ma momuaomu Py(z) = 1, Pi(z) = z, Py(z) = 22,..., obpa3syjy
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jemaH JUHeapHO He3aBUCAH CKyI BekTopa. OBO HEmOCPETHO CJleOV U3 JWH-
jeHurie na cy 3a mpousBoJbHO n € N moaunomu Py, Py, ..., P, quHeapHO He3a-
BUCHU, U [a je CBAKMU MOJCKYI KOHAYHOI JUHEAPHO HE3aBUCHOT CKyIla TaKoDbhe

JINHEAPHO HE3aBUCAH.

Hedmuaunuja 2. Cryn sexkropa B Bexropckor npocropa X (X # {O}),
HAa3UBa ce bazom (anzebapcrom bazom) IpocTopa X, AKO Cy CBU BEKTOPU CKYyIa
B numeapno He3aBucHu, u cBaku BekTop A € X Moke ce mpuraszaTtu Kao

JMHeapHa KOMOWHAI]a
A=MB1+ X B+ -+ A\, By

HEKUX Bekropa By, ..., B, € B, 1j. Bawu L(B) = X.

Axo je B 6a3a npocrtopa X, Tama ce MOsKe JaKO BUAETU Ha je TOPHU

IIPUKa3 YBEK jeIUMHCTBEH.

IIpumep 2. Y BekTOPCKOM mpocTopy P cBUX peaiHux mojuaoma P(x)
peanHe npomensbuBe , Hu3 moiusoMma {Fy, Py, - - -} u3 [Ipumepa 1 ouwnrienso

obpaazyje jemny 6a3y npoctopa P.

Cueneha Teopema mpencTaBsba jedaH Ol HajBAKHUjUX CTABOBA KOJU Ce

OMHOCE Ha OIIIITE€ BEKTOPCKE IIPOCTOpPE.

TEOPEMA 1. Ceaxu peaanu eexmopcru npocmop X (X # {O}) noce-
oyje bap jedny ba3zy.

Hamnomena. Gasza 6uio kor Bekropckor npocropa X (X # {O}) nurana
HUje jemHO3HA4YHO onpebena, m Moke ce m3abpaTtyu Ha OECKOHAUHO MHOTO
Hauynaa. Ha mpumep y mpoctopy X = R, 3a 6a3y mpocTtopa MOXKEMO y3eTu

6umno xkoju 6poj A # 0.

Bekropcku mpocrop X # {0} man momem R mazusahemo xonaurno—
OUMENZUOHAAHUM, aKO TTOocenyje Oap jemHy KoHauHy 6asy B.
Y cynporHOM, BeKTOpCcKu npoctop X HaszuBaheMo 6eckonauno—0umer-

SUOHANAHUM.

Tpeba HanmomenyTH na je nmperxonHa NeGUHUIMja KOPEKTHA Y CMUCIY

na aKo BEKTOpPCKU mpocTop X Oap jenHy kKoHauyHy 0a3y, Tala je U CBaka He-
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roea apyra 06a3a takohe KOHAUHA, U TOCEAYje MOTIIYHO UCTU OPOj eJeMeHaTa.

Haxne Baxu ciaeneha Teopema.

TEOPEMA 2. Axo nexa ¢guxcupana basa sexmopckoz npocmopa X uma

n eaemexama, maoda u ceaxa apyza wezosa 6a3a uMa ma%obe n eaemerama.

Fop}ba T€OpeMa Ha3MUBa CeE jOH.I 1 T'JIaBHOM T€OpPEMOM KOja ceé OOJHOCH Ha

0a3e BEKTOpPCKOT mpocTopa. M3 me Hemocpenno nobujamo caenehy mocienu-

my.

ITOCJIEOWITA 2. Axo sexmopcku npocmop X nocedyje bap jeony bec-

KonauHy 6a3y, mada je u cearxa 0pyea wezosa 6a3a maxohe 6eCKOHAUHA.

l'opme Teopeme omoryhapajy ma ce yBeme muMeH3Mja BEKTOPCKOT TPOC-

Topa X.

Hedounumnuja 3. Axko Berkropcku mpoctop X mMma Oap jemHy KOHAUHY
6a3y {Bi,..., By}, Taga ce 6poj n Ha3uBa Jumenzujom npocmopa X , U MALMIEMO

dim(X) = n. Ako npocrop X mma 6ap jenuny 6eckonauny 6a3y, Taga MUIIEMO
dim(X) = co.

Iaxkne, numensuja npocropa X neduHUCaHA je YBEK, UIN KAO KOHAYAH

npupogan 6poj n (n € N), unu kao dopmanaan 6poj oo.

Ocum Tora, ako je X = {O}, raga ycaosuo mumemo dim(X) = 0. Ha

Taj HAUYMH AeUHUCAHA je NUMEeH3Mja IPOU3BOJLHOI BEKTOPCKOT IpocTopa X.

Axko je mumensuja mpocropa X jemmaka n (n € N), tama ce Taj mpoc-
TOp yecTo o3HauaBa U ca X = X". Jemwa on HajBaKHUjUX OCOOMHA CBAKOT
BEKTOPCKOT IIpocTopa X" jecTe ma OH MOXe Oa CaOp:KU HAjJBUIIE 7 JUHEAPHO
HE3aBUCHUX BEKTOPA, a OMJIO KOjux n+ 1 BEeKTOpa y TAKBOM IPOCTOPY MOPajy
OUTU JTUHEApPHO 3aBUCHU, Tj. jedaH O BUX M3pasKkaBa ce Kao JUHEaAPHA KOM-

OUHAaNMja TPEOoCTAJUX BEKTOPA M3 TOT CKYIIA.
Hamomena. Ako je E nmpom3BOJ/baH MOTIPOCTOP BEKTOPCKOT MPOCTOPA
X, Taga ce MOTIYHO CJIUYHO KaO, W 3a I1e0 IpPocTop X, MOKe Ne(hUHUCATU U

numvensuja dim(FE) noropocropa F.

CTAB 13. Jumensuja sexmopckoz npocmopa R"™ jednaxa je n.
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Jloka3. Youumo crammapany 0a3y mpoctopa R™, Tj. BekTope
E, =(1,0,...,0), B =(0,1,...,0), ..., E, =(0,0,...,1).

Bexropu Ei,..., E, cy ounrienHo JuHEapHO HE3aBUCHU, jep u3 A\ F] +
XoFEo+ -+ A\ E, =0, cnemn na je \y = g =---= )\, =0.

[Topen tora, npou3sossan BekTop A € R™, MOkeMO IpUKa3aTu Kao JINH-
eapHy KoMOuHamujy Bekropa Fi,..., E,.

Saucra, ako je A = (ay,...,a,), TANa je OYNATIENHO
A=aFy +aBy+ -+ apn k.
N3 nperxomuor memocpenno ciemu na je {Ei,...,E,} 6a3a npocropa

R", na je zamcra dim (R") =n. O

Y caemehem cTaBy omMcCaHU Cy CBU IMOTIPOCTOPU BEKTOPCKOT IPOCTOPA

R3.
CTAB 14. Csaxu nomnpocmop E npocmopa R® npedcmasma jedarn 00
caedehux cxkynosa:

(a) Jeowounanu cxyn {O};

6) Ileo npocmop R3;

(6)
(n) Hszeecny npasy xpos xoopounamuu novemar O;
(m)

HUssecny dsodumenszuonanrny pasar kpos koopounamuu novemax O.

Cimure 1.2 n1 1.3
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7. KosmmHeapHOCT 1 KOMIIJIAHAPHOCT BEKTOPAa

[Tocmarpajmo nmpousBosman Hu3 Bekropa Aj, ..., A, mpocropa X ™. Pe-

hu hemo ma cy oHU KOMNAGHAPHU AKO BaKuU
dim L{A;,...,An} <n—1.

[Tocebno 3a n = 1 kommmanapuocT Bekropa Vi,...,V,, ouuriaemno 3Hadm ma
Cy CBU OHU jeTHAKU HYJIU.
KRako je
dim L{V1,...,Vi,} <m,

ounrysieHo cy, 3a m < n — 1, 6uno kojux m Berkropa Ai,...,A,, npocropa

X", KOMILIAaHADHMU.

CTAB 15. Bexmopu Aq,..., A, npocmopa X" cy KOMNAGHAPHU AKO U

CaMO aKo CY AUHEAPHO 3AB8UCHU.

Heka cy mame A u B Bexkropu mpoctopa X". Kaskemo ma cy oHu xo-

AUHEAPHY aKO TOCTOju m3BecTaHn Bekrop P # 0 u ckajapu «, TakBu na je
A=aP, B=pjP.

Moske ce ako mokas3aTu na Cy BeKTopu A u B KoJIuHeapHU akKO U CaMo

aKO Cy JUHEApHO 3aBUCHMU.

8. VI30MOp¢HHOCT BEKTOPCKUX IIPOCTOPA

Hepuaunmja 4. Hexa cy X m Y peannu Bekropcku mpocropu. llox
AUHEAPHUM Npecaurasamem @ mpocTopa X y mpocTop Y, moapa3yMeBaMo

ousio Koje mpecimraBame @: X — Y ca ocobunHama:
(2) p(A+B)=p(A)+¢(B), (6) @A) =Ap(A),
3a 6uio koja aBa BexkTopa A, B € X u Ouiao Koju craJgap A.
Ocobuna (a) HasuBa ce adumusnowhy, a ocobuna (6) zomozewowhy

npeciukaBama . llakmae, nmpecaukaBame ¢: X — Y je JMHEApPHO aKO U CaMO

aKO MMa OCO6I/IHy AaJVUTUBHOCTM 1M XOMOI'€HOCTHU.
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Ocobune (a) u (6) Mory ce ommcaTu U CaMoO jeIHOM OCOOUHOM
p(AA + puB) = Mp(A) + pe(B),
3a mpousBoJbHE BekTope A, B € X u nmpousBoJbHE cKajJape A, i € R.

Axo je ¢ OuIO KOje NIMHEApHO IpecauKaBame npocTopa X y IpPOCTOD
Y, rana ce mako moxke Bumetu na je ¢(0O) = O.

3aucra, UMaMoO 1a je
(0) = (0 +0) = ¢(0) +¢(0),
omakie ciemu o(0O) = O.

Hedpuaumuja 5. CBako OMjeKTUBHO JIMHEAPHO IpeciauKkaBame @: X — Y
BEKTOPCKOT' IpocTOpa X Ha BEKTOPCKU IPOCTOP Y, Ha3UBa Ce U30MOPPuUmom

npoctopa X u Y.

akne, npecnukaBame @: X — Y je nzomopduzaM BEKTOPCKUX IPOCTOPA
X uY, yronuro je nuneapuo, ”jenan—jeman’ u "Ha”. Y TOM Caydajy KarKeMO
na je mpocTop X m3oMopdaH ca npocTtopoM Y, n numeMo X =Y.

OBme Tpeba HArIacWUTH Ja y OIIITEM CJIydYajy HU30MOpdU3aM ¢ ABa
n3oMop(dHa BEKTOpPCKa HUje jemHozHauyHo onpeben. Taunuje, oH je jemHos-
mauno oapeben camo y rtpusujamaom cayuajy X =Y = {O}.

Cneneha mBa craBa Ccy ABa HajBa)KHUja CTAaBa KOJU CE€ OMHOCE HA M30-

MOP(HOCT BEKTOPCKUX IIPOCTOPA.

CTAB 16. Peaauuja uzomopprocmu sexmopckur npocmopa je jedna pe-

AQUUIG EKBUBANEHUUJE Y CKYNY CBUT DEAANUT BEKMOPCKUT NPOCMOPG.

CTAB 17. EKonawno—Oumensuonarnu eexmopcku npocmopu X u Y™,
KOJU UMAJY PECNeKmueHo JuMen3uje m U n, CY U0MOPPHU AKO U CAMO GKO je

m=mn, mj. ako u camo axo cy um odzo8apajyhe dumensuje jednaxe.

W3 nperxomHOor cTaBa HEMOCPETHO CJIEON A j€ CBAKU N—IUMEH3MOHATHU
peayiH BEKTOPCKU mpocTtop X" m3oMopdaH ca BEKTOPCKUM IpocTopoM R,
3aTUM Ja cy OUJI0 Koja mBa BeKTOpCKa npoctopa X" u YY", uctux muMeHsuja n
MebycoOHO n3omopdHM, Kao 1 na cy OMII0 Koja [Ba KOHAYHO—OVUMEH3UOHAJHA

BeKTOpcKa npocropa X™ m Y" paznuuuTux OUMeH3Uja yBEK HEM30MOD(HU.
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9. 'eomerpujcka MHTEpPIpeTANAja BEKTOPA

BEKTOPCKOT IIPOCTOPa

Youumo 6uio Koju peasian BekTopcku npoctop X. Ilokaszahemo rako ce
€JIEMEHTU TOT IMPOCTOPA MOTY WMHTEPIPETUPATH KAO yCMEpeHe Iy:KU, HaKJe

Kao reoMerpujcku Bekropu. To ce Moke yumHUTH Oap Ha ABa HAU UHA.

1. Youumo ckyn
X1 Z{(O,A)|A€X}

KOju oumryiegHo mpencrtaBba moackyn IlekaprosBor mpomssoma X x X. 3a
cBaku Bexkrop A € X, ypebenu nap (O, A) HasuBa ce jour u paaujyc-BEKTOPOM
KOju OAroBapa BEKTOPY A, M BU3YeJHO ce MOsKe CXBATUTHU KAO YCMEPEHA MYk

unju je moyerak Taura O, a kpaj taura A.

o0

0 (0,4) A

Ciauka 1.4

Crora ce ckyn X; Ha3uBa jOII ¥ CKYIIOM Panjyc—BeKTOopa mpocropa X.

Y ckyn X7 MOKeMO yBeCTU BEKTOPCKE ollepalluje ca

(0,4) + (0, B) = (0, A+ B)
MO, A) = (0,)\A),
3a mpousBosbHEe BekTOope A, B € X u crasape A € R.
Jlako ce mpoBepaBa ma oBaKoO moOujeHu CKyn X MpeAcTaB/ba jeqaH HOBU

BEKTOPCKU IpocTOp Hanm noseM R. Hyma-—Bektop mpoctopa X je pammjyc—

Berkrop (O, O), a cynporan BekTop Bekropa (O, A) je pamujyc—Bexrop (O, —A).
Iame ce mora3yje nma Basku ciaenehe tBpbheme.
CTAB 18. IIpocmopu X u X1 cy usomopgru.

Ha ocHOBY mpeTxomHOr cTaBa, OMJI0 KOjU BEKTOPCKU IPOCTOP X MOKe ce

NIOeHTU(PUKOBATHA Ca BEKTOPCKUM IIPOCTOPOM OJroBapajyhnx panmjyc—BeKTO-
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pa. Crora 3a paaujyc—BeKTope nmpoctopa Xp Baske MOTIYHO CJIWYHA IPaBUJIA

pauyHama Kao U 3a Paaujyc-BekTope y mpoctopy R? mmu y mpocropy R3.

2. Axo je mame X MOHOBO MPOM3BOJLAH peaJlaH BEKTOPCKU MIPOCTOP,
Tama 3a OMIIo Koja aBa Bekropa A, B € X, mokeMo ma younmMo ypebenu map
(A,B) € X x X Tux BekTopa.

On ce BU3yeJIHO MO:Ke CXBATUTU U KAO yCMEPEH!U OJCeYaK Juju je moye-

tak y Tauku A € X a kpaj y tauku B € X.

o

Y

A (A, B)

Cauxka 1.5
Ilame youmMo CKyTI
Xo={(A,B)|A,Be X} C X x X,

U yBeAUMO y OBaj ckymn cienehe omeparuje:
(a) jeonaxocm ca (A, B) = (A1, By) ako u camo ako je B— A = By — Ay;

(6) cabupame ca

(A,B)+ (A1,B1) = (A+ A1, B+ By);

(1) MHOMCEBE CRANAGPUMA CA,
MA, B) = (AA, AB),

3a mpousBoJbHe BekTope A, B, A1, B; € X u cranape A € R.

Tana ce JTako mMpoBepaBa Aa TaKO JOOWjeHr KOTMIHUK—CKyT X9 = Xo/_
OpeACTaB/ba jeJaH HOBU BEKTOPCKU MPOCTOP HAX mosseM R.

[Toce6no, y ToM ckyny caku enement (A, B) € X9 unentuduryjemo ca
pamujyc—Bekropom (O, B — A).

Hyna—BexTop y mpoctopy X3 je 6uso koju ypebenn nap obmuxka (A, A)
(A € X), a cynporan Bekrop Bekropa (A, B) je Bexrop (B,A) = (—A,—B), a
MCTO TAaKO U O6mio kKoju BekTop obmuka (P + B, P+ A) (P € X).
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o~ -y A

Ciuka 1.6

Jemna on majBaskHEMjux ocobura mpocTopa X3 je ciaemeha ocobuma. Ako

cy A, B,C npousBosbHA TPU BEKTOpPa U3 IpocTopa X, Tama BaskU jeIHAKOCT:
(4, B) + (B,C) = (4,0),

WJI Ca BEKTOPCKUM O3HAKaMAa: B + B? = @ Sawucra, nmahemo ma je
(A,B)+ (B,C) = (0,B—A)+(0,C —B) = (0,B— A+C — B) =
=(0,C—-A)=(A,0).

Caenmehu craB mpencraB/ba HAJBAKHI]Y OCOOMHY BEKTOPCKOT IIPOCTOPA

CTAB 19. Bexmopcru npocmopu X u X3 cy usomopdru.

Ha ocmoBy mperxomna mBa craBa CJeOy ga CY BEKTOPCKU mpocTopu X,
X1 m X3 mebhycobro mzomopdHn.

Crora enxemente mpocTtopa X MOKEMO MHTEPIPETUPATH OUIIO KAO OArO-
Bapajyhe pamujyc—BekTOpe, OMIIO KAO yCMEpEHE OICEUYKE HEKOI BEKTOPCKOT
mpocTopa.

Tume mobujamo Gap ABE HOBE MHTEPIpETAIje MPOU3BOJHHOT BEKTOP-
ckor mpoctopa X. HamomenuMo na cBe mTO je peUYeHO O T€OMETPUjCKO]
WHTEPIPETAIj TPOU3BOJLHOT BEKTOPCKOT mpocTopa X mMOoceOHO BajKU U 34
BEeKTOpPCEKM mpocTtop R™ (n € N).

W3 cBux HaBemeHUX pasiiora He MPaBuUMO pas3iauky m3aMmebhy Tauke A kKao

BEKTOpa BEKTOPCKOr mpocTopa X, 3aruM BekTtopa A, pamujyc Bekropa OA =
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- . .

A koju oarosapa tauku A 1 Koju takobhe o3mavaBamo ca A, Kao U caI0060THUX
v o4 —0d=4u il

Bekropa AB mpoctopa X. Ilakme, craBmamo ma je A = OA = A u AB =

B — A.
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IlormaBise 2

MATPUIIE. IETEPMUHAHTE.
CUCTEMMU JIMHEAPHUX JEITHAMIMHA

1. Peasne marTpurie

Marpure mpencTtaB/bajy yommTema OpojeBa, TaudHuje TO cy ypebene
meme Opojesa.
[Ton marpunom tuma m X n (m,n € N) mogpasyMeBaMO IPABOYTaOHU

CUCTEM peaJIHuX OpojeBa

ail aiz -+ Qln
a1 Q22 -+ Q2n
A= ,
aGm1  Aam2 - Amn
nm y caxeroM obmuky, A = [a;;] (1 =1,...,m,j =1,...,n). Bpojesu a;;

(1 <i<m,1 < j < n)uasusajy ce exementuma marpune A. Euaementn
i1, G2, , Qip OOpa3yjy i—my epcmy Marpune A, a eleMeHTU a1, A2j, - -
Qmj J—MY KOAOHY TE€ MaTPUILE.

O3zmauaBamMo ux jomr u ca

alj
a/2j

Vz':(aﬂ,aig,---,am) (i:1,...,m), Kj: : (j:1,...,n).

amj

[Ipema tome, marpuna A Tuma m X n UMa M BPCTA U N KOJOHA.
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Axo crnemujaano marpuna A uMa uctu OpPOj BPCTa M KOJIOHA, Tj. aKoO je

m = n, HA3UBAMO je K8a0paAMHOM MAMPULOM Peda N.

1 2 0
a=(5 3 5)

je peasiHa MaTpuia Tuna 2 X 3, ca 2 BpCTe U 3 KOJOHE, a MaTPUIA

o=(1 )

je peasina marpuna tuna 2 X 2 (pena 2).

IIpumep 1. Marpuna

Axo je marpuna A tuna m X n, u Ki,..., K, cy meHe KOJOHe, Tama ce

noHekan Matpurna A o3HadaBa (OPMATIHO U Ca
A= (Ky,...,K,).

Enemenrt a;; marpune A = [a;;] HaIa3u ce mpeMa TOMe HA IPECEKY i—Te
BPCTE U j—T€ KOJIOHE OBE€ MATPUIIE.

Cryn CcBUX peaslHUX MaTpula TUIa m X N o3HadaBa ce ca My, ,(R).
Ckyn CBUX peasHUX KBAAPATHUX MaTpuia pena n o3nadasamo ca M, (R).

[IpaBoyraona marpuna Tuma m X n Ha3UBA CE HYAG—MAMPUYOM, AKO CY

CBU HEHU eJeMeHTU jemHaku Hyau. [Ipema Ttome, TO je MmaTpuma

Keanparna marpuna A pena n Ha3uBa ce QUja20HAAHOM AKO CYy 38 CBAKO
i # j enementu a;; = 0 (T3B. ejeMeHTH U3BaH IiaBHe mujaronaiue). To je

nmpeMa ToMe OMJIO KOja MaTpuia o0JIuKa

a1 0 0
0 a99 0
0 0 - an

Taksy marpury osuauaBamo jom u ca A = diag (a1, a2, , Gnn)-
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Iujaronasua Marpuna A HasuBa ce jeduHuwhoM M O3HadaBa ca [, uiu

KpaTko ca [, ako Cy CBU HEHM €JIeMEeHTU Ha TJaBHOj AWjaroHaJU jeTHAKU

JEOUHUIA, Tj. aKO je aj] = Q92 = -+ = Apy = 1. TO je makme marpuna

1 0 --- 0
1 .- 0

I= : : :
o0 --- 1

Ksagparua marpuna A Hasusa ce (20pmom UIU 00BOM) MPOY2GOHOM
MAMPUYoM, aKO PECIEKTUBHO MMa OOJIMK

a1 a2 - Qin a;; 0 .- 0
0 ax -+ a2y az1 gy - 0
A= ) } ) } , A=
0 0 Qnn Qanl an2 Ann

IlpyruM peunMa, HA3UBA C€ TOPHOM UM JOH0M TPOYTAOHOM MATPUIIOM
aKO Cy 3a 1 > j CBU eJeMEeHTH a;; (MCIOJ IJIaBHE IUjaroHAJe) jeIHAKU HyJIH,

OJHOCHO 3a ¢ < j CBU €JICMEHTU a;; (1/13Ha;[ rJIaBHE W] aFOHaJIe) jeTHaKd HYJIN.
2. Omnepamuje Hao MaTpuilaMa

Han marpunama ce Mory m3BOoauTu pas3He omepanuje. Raskemo ma cy
nse marpure A = [a;;] u B = [b;;] jednaxe, ako Cy OHE MCTOT THUIA, U aKO CY

M cBu oaroBapajyhum emementu melhycoOHO jenHaxu, Tj. BaKu

IIpumep 2. Jemnayuna mo x u y

(3)-(50)

uMa jenuHCTBeHO pememe x = 0, y = 3. CynpoTHO TOMe, jeaHaunHa

(3)-(50)

HEMa pelremna.
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CBaky MaTpPUILy MOKEMO NOMHONCUMU Opojem, a ako cy marpuie A u
B wucror Ttuma, moskemMo ux cabpamu uasu odyszemu. Hawmme, oBe omepamnuje

neUHUIIEMO peJialyjama:
Maijl =[] 5 faig] £ [big] = [aij £ bij].

akne, MaTpuUIly MHOKUMO HEKUM DEaJHUM OpOjeM TaKO IITO CBE HEHEe
eJeMeHTe MOMHOKMMO THUM OpojeM, a ABe MATPUIEC UCTOT TUIA cabupamo
(0mHOCHO OIy3UMaMO), TAKO IITO CBE HKHUXOBE oAroBapajyhe esemente cabe-
pemo (omHOCHO Omy3memo). QuuriemHo je MHOMKEHE MATPUIA CKAJAPUMa

CcHoJballliha, a cabupame U OAy3UMaihe MATPUIlA YHYTPAallikha OMepaIdja.

(o 5)-( )
G 3)+( )= )
9)-(0 3)-(1 &)

CTAB 1. Axo cy cee mampuue A, B,C,D ucmoz muna, mada saxce

IIpumep 3.

caedehe penavuje:

1%) A+ B = B+ A (xomymamuenocm cabupamna);

(@]

2 A+ (B+C)=(A+ B)+ C (acoyujamusrocm cabupamwa);

39 A+0 = A,

5% (a+ B)A = aA+ BA;

1-A=A.

(

(2%)

(3%)

(4%)  «a(A+ B) = aA + aB, 3a npoussoman ckarap o;
(57)

(6%)

Cse oBe ocobuHE ce JakKo mOKa3yjy kopucrehu yobuuajena mpaBuia 3a
cabupame U MHOKEHE€ PEalHuX OpojeBa.

W3 ropmux ocobuna HemocpenHo mobujamo ciaemehu cras.

CTAB 2. Cryn ceuzr peaanuxr npasoyzaonusr mampuya M, ,(R) muna

m X n obpasyje jedan peasn 8eKmMoPCcKU Npocmop.
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Hyna-Bexkrop mpocropa M, ,(R) je ounrienno Hyjaa MaTpHUIa TUIA
m X n.

Heka je mame A mpomsBosbHA MaTpulla TANA M X N, a B mpou3BobHA
mMaTpuna tuna n X p (makiae, marpuna A uMma UCTH OPOj KOJIOHA KAO MATPUIA
B Bpcra, jemnak 6pojy n). Tanma ce muxos npousson A - B medunume rao

marpuna C' = [¢;;] Tuna m X p, npu dyemy je
Cik = Y aijbji (1<i<m,1<k<p).
j=1

Hakne, C = A- B = [¢;i] je MmaTpuna Tuna m X p, a €JI€MEHT ¢;; 4o0uja
ce HEKOM BPCTOM MHOkema (7 CKaJapHUM MHOKEHmEeM” ) i—Te BPCTe MATPUILE

A u k—1e xomone marpuie B:

b1k

b
cir = Vi(A) - Kn(B) = (@i, azms - samm) - | (i <m, k < p).

bnk

Primer 4.

W O N

1:(2 00)
0 17 12 6

Ocum Tora, mpumehyjemMo ma TpoOM3BOMA TOPHUX ABEjy MaTpuia y obp-
HYTOM IOPETKY HUje Ne(PUHUCAH.

[ToceGno, ako cy obe marpune A u B KBaapaTHe U UCTOr pena 7, Talaa
je nepuuucano u AB n BA. Anu, 3a pa3nuky o4 MHOKEHa y CKYILY PEaHUX
OpojeBa, y ommreM ciayudajy Huje yBek AB = BA, Tj. MHOKeHme MaTpuia y

OIIIITEM CIIy4Yajy HUje KOMYTATUBHO.

IIpumep 5. Nmamo na je
I 1\ (3 1\ _(7 3
2 0 4 2) \6 2)7
3 1\ (1 1\ _(5 3
4 2 2 0) \8 4)°

TIOK je
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CTAB 3. 3a mroxmcemwe mampuua saxce caedehe peaavuje:
(1°
(2°
(
(

) A(BC) = (AB)C (acouujamuenocm mnoxcena);

)
3% (A+ B)C = AC + BC;

)

)

A(B + C) = AB + AC (ducmpubymusrocm mHomcena);

49 AN(AB) = (\)B = A(\B);
(5% I-A=A-1=A,
no0d odzosapajyhum npemnocmaskama Koje je nompebro yeecmu 0a 6u HasedeHU

36uposu u NPouU3B0OU MAMPUUA UMAAU CMUCAA.

Hexa je name A = [a;;] mpousBo/bHa MaTpuna tuna mxn. Tana MokeMo
nepurucaT onrosapajyhy rpancnonoBany marpuny A’ marpume A (koja je

Tuna n X m), Ha ciaenehn HauMH:
(1) AT = [by],
rﬂeje bij:aji (1§Z§Tl,1§j§m)

IIpumep 6. Mmamo nma je

T (1 3 1
(; (1) i) =lo 1|, (1 3 0)' =13
2 1

Heka je mame A mpou3BoJbHA peatiHa KBaapaTHa MaTpuia pema n. AkKo

MaTpuria A 3amoBosbaBa jeaHy ol ciaenenux pesamuja
AT=A |, ATA=AAT =] wum ATA=AA",

TaJa Ce PEeCHEeKTUBHO Ha3UBa CUMEMPUYHOM, OPMO20HAAHOM, OTHOCHO HOD-
manrom mampuyom. Ilocebuo je xBamparHa mMarpuna A = [a;;] cumempuyuna
aKO U caMO aKO BaKU a;; = aj; (1 <4, j < mn), Tj. akO U CaMO aKO je CHMeT-

pUYHA y ONHOCY Ha TJIABHY JAWUjarOHAIY.

CTAB 4. Ilo0 oodzosapajyhum mpemnocmaskama 3a mampuuye A u B,

saxnce caedehe penavuje:
(1% (AN =4
(2°) (A+B)T=AT 4+ BT
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(3% (AA)T = AAT
(4°) (AB)T = BTAT;

3. Jlerepmunanre

IlerepMmunanTa MmaTpuie je 0poj Koju ce Ha oapeheHn HaUUH TPUAPYKY -
je Marpunu, u neUHUIIE Ce caMO 3a KBaJApaTHE MaTpUIIE.
Heka je, mpe csera, marpuna A = [a;;] peanHa KBaapaTHa MATPUIA

pena 1. Tana je meHa neTepMUHAHTA
det [a11] = a11.

Hexka je mame

peasiHa KBaapaTHa Martpuna pena 2. Tanma je meHa meTepMUHAHTA

ail; a2

= G11022 — @12021 -
a21 Qa2

det (A) =

Axo je A = [a;;] peanHa KBagpaTHA MATPULIA pena 3, TALa je

aixz a2 Qi3
det (A) = |a21 Q22 QA23| = (11022033 + G12023031 + Q13021032
asz; azz2 Aass

— a11023G32 — 112021033 — A1302203]1 -

Yonmre, HEKa je

ai; a2 - Q1n

Q21 Q22 - A2p
A=

an1l an2 e Ann

KBaApaTHa MaTPUIA Peaa n, YMju Cy eJIeMeHTu peaJyHu OpojeBu. Tana ce

mena nerepmunanTa det (A), koja ce majuemhe o3mauasa ca

0 5 5 Ain
Q21 Q22 - (0579

anl an?2 e Ann
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nepuHume Ha cienehn HaywH:

[Ipu ToM ce cymMupame BPIIU MO CBUM mepmyrtamujama (i, ... ,4,) HA3A
(1,2,...,n), a 6poj m(i1,...,i,) 0O3HAUABA MAPHOCT oaroBapajyhe nepmyranu-

je. 36or Tora je ykymam 6poj cabupaka jemaak n!. Bpoj (—1)T(1in) je yRex

jemaak + 1 mom — 1.

Hanowmena. Gpoj 7 (iy,...,i,), napaoct nepmyramuje (iy,...,i,), je Ipu-
pomaH OpOj KOju O3HAUABA Ca KOJUKO Ce HajMame MehycoOHuX m3MeHa MecTa
IO [OBa eJEeMEeHTa, MOxke noburu nepmyranuja (ii,...,i,) OO OCHOBHE Iep-
myranuje (1,...,n). Tako je ma mpumep, 7(1,3,2) =1, 7(2,3,1) = 2, 7(2,4, 3,
1) =2, urn.

Ha ocuoBy ommre ¢opmyne (2), ounrimento je merepmuHanTa det (A)
peanne matpune A peanan 6poj. Takobe, nuje Temko Bunetu na je det (O) =
0 udet(I)=1.

[Ton meTepMUHAHTOM pena n MOAPA3yMeBAMO AETEPMUHAHTY OArOBapa-
jyhe marpune A pemna n. HaBomumo ocHOBHE OCOOMHE HETEPMUHAHTH, KOje

ce y Ipakcu Hajuemhe KOPHCTe KO HUXOBOT M3padyHaBama.
CTAB 5. Baxcu jednaxocm
det (A7) = det (4),

mj. mampuya A u odzosapajyha mpancnonosara mampuua umajy jedraxe Oe-

MEPMUHAHTNE.

IIpumep 7. 3a maTpuie Apyror pema mMamo aa je
det 11 a1 ) _
aiz Q22

CTAB 6. /lemepmuranma ce MHONCU HEKUM PEAASHUM OPOJeM MAKO WMo

ailz a2

= a11G22 — A12021 =
az1 Q22

aiz2 Q22

ce ceu eaemenmu Oua0 Koje mene epeme (Ul KoAoHe) NOMHONCE MUM OPojeMm.

IIpumep 8. Nmamo na je

Aair a2
Aag1 a2

ail a2
a21 Q22

A

= Aai1a22 — A\aj20a21 -
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OnmaBnme HEmoCpemHO ciaenu na je MeTEePMUHAHTA jelHAKa HYJIU aKO CY

CBU €JIEMEHTU HEKe HbeHe BPCTe (MiIn KOJOHE) jeqHAKU HYJIU.

CTAB 7. Jlemepmunanma je jednara Hyau axo cy odzosapajyhu ene-

Menmu Heke dee epeme (uau Koaone) mehycobro jeonaru.

IIpumep 9.

CTAB 8. /lemepmunanma je jednarxa Hyau, axo cy ceu odzosapajyhu

EAEMENU HeKe bENHE J8e apcme (UJLU KOJLO’H@) nponopyuorHanHU.

IIpumep 10.

ail a2

= )\CLHCLlQ — )\CLHCLlQ = O .
)\CL11 )\CL12

CTAB 9. Axo dse epcme uau (dse xoaone) mampuye A samene mecma,

maoda 0emepMuUHaGHMa MeRma 3HAK.

IIpumep 11.

CTAB 10. Axo je A zopwa (uau doma) mpoyzaona mampuya, mada 8aHCU
jeonaxocm

det (A) =a11022 - Apn ,

mj.  0emepMuHaHmMa je jeoHara npoussody C8UT C80JUL OUja20HANHUL eAeMe-

Hama.
IIpumep 12.
aixz Giz2 a3
0 az az3|=aiazrass.
0 0 ass

CTAB 11. /lemepmunanma Mampuye ce ne Mewba aKo Hexkoj epemu (uau
K0AOHU) Mme mampuye 000aMO OUNO KAKEY AUNEAPHY KOMOUNAUUTY NPEOCTNAAUL

apcma Ul KoA0HA.
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Kopumhemem Craa 11, Mo:ke ce Jj1ako OOKa3aTy Oa Baku ciaenehu

CTaB.

CTAB 12. Axo je nexa epcma (uau Koaona) mampuye A auneapha KoMOU-
HAYUJG NPEOCNAAUT 8PCMA (UAU KOAOHA), MaAda je 0eMePMUHAHMA ME MAMPUYE

JEOHAKA HYAU.

Kao jemny onm Haj3HauvajHUjUX OCOOMHA METEPMUHAHTU HABOAUMO CTAB O

AJETEPMMUHAHTU IIPOMU3BO A ,HBejy MaTpuna.

CTAB 13. 3a 6unso xoje dse xsadpamne mampuye A u B peda n eaxncu

jeonaxocm
det (AB) = det (A) det (B).

IIpumep 13. Ako je

13 0 -2
=(en) =G )

raga je det (A) = —6, det (B) = 10, na je det (AB) = —60. Henocpenaum

n3pavyHaBameM HAJA3WMMO 14 je
15 1
AB = ( o 4)

Jenmna on HajBaKHUjUX OCOOMHA METEPMUHAHTU je 0C0OUHA Pa3sujama Oe-

‘15 1

0 _4’=—60. O

MEPMUHAHME NO EAEMENMUMA OULO KOJE 8peme, Ul Ouao Koje KoaoHe.
Osnaunmo ca M;; MuHOD eneMeHTa a;; MaTpune A = [a;;], Tj. merepMu-
HAHTY MaTpUIEe Koja ce mobuja kama ce m3 marpune A ms3banu i—Tta BpCTa U
j—Ta KoJIOHA (Tj. OHA BPCTA M OHA KOJIOHA y KOJUMAa Ce HAJIA3MU €JIEMEHT d;; ).
Tama ce Opoj
Aij = (_1)i+jMij (27] = 1,...,71)

HAa3MBa A.12e0apCKUM KOHAKMOPOM €TIEMEHTA G;j.
IIpumep 14. 3a marpumy
0 1
=(5 )

uMaMo ma je Ay =2, Ajg = —3, Ag; = — 1, Ays =0.
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TEOPEMA 1. (JlanmacoBa teopema). J3a ceako fukcupano i,j =

1,...,n saxce jeonarxocmu:
(a) det(A) =a;Ain +ainAio+ -+ aindin;

(6) det(A) =aijA1; +ag;Azj + -+ anjAnj;

(m) aindji+apAjpp+--+andjpn=0 (i#]j);

()

o) aAy +agiloy 4+ aniln; =0 (1 # j).

dopmyna (a) Ha3WBa ce pa3BOjeM NETEPMUHAHTE IO €JIEMEHTUMA, i—Te

BpcTe, a Gopmyia (6) pa3BojeM HETEPMUHAHTE MO €JIEMEHTUMA j—Te KOJOHE.

IIpumep 15. Pa3Bujamem nerepMUHAHTE

1 0 0
D=|-1 2 4
0 5 0
o eJIeMeHTUMa IIPBe BpCTe, A0bOuja ce na je
2 4 -1 4 -1 2
D=1- 50 —0-‘ 0 0’—1—0-' 0 5‘——20.

[Iperxonna ocobuua je jemna on Hajuemhe KOPUMINEHUX OCOOMHA KOI
“3pavyHaBabha KOHKPDETHUX IETEPMUHAHTHU, jep M3padyHABakhe NeTEePMUHAH-
Te CBOIUMO Ha M3padyyHaBale IeTePMUHAHTU jeJHOr pela Mame (pema n—1),

JakJie IIOCTYIIHOM IIPDMMEHOM OBOT IIPAaBUJIa, HA N3padyHaBame NETCPMUHAHTUA

OpyTor pena.

Hamomena. Marpuna A pena n Hasusa ce pezyaaprom ako je det (A) #
0, u cuneyaraprom axo je det (A) = 0. Ha npumep, marpuna A = O (pena n) je
cunrynapsa, jep je det (O) = 0, a jemuuauuna marpuna I = I, je perymnapua,
jep je det (I) =1 #0.

4. NuBep3Ha MaTpuna MaTpuIe

Herxa je A = [a;;] mpousBo/bHA KBaJgpaTHA MaTpuua pena n. Tana
KaKeMO Ia je KBagparTHa Marpuia B = [b;;] pemna n uneepsna mampuya Ma-

Tpurie A, aKko je 3aI0BOJLEHA jeTHAKOCT

AB=BA =1,


http://cbs.iSkysoft.com/go.php?pid=3152&m=db
http://www.PDFWatermarkRemover.com/buy.htm

28 MATEMATURA 1 3A NTHPOPMATUYAPE

1 TO o3mauaBamo ca B = A~1.
Martpuna A Moxe, alIy He MOpa Ja UMa WHBEpP3HY MaTpumy. llorpeban

1 MOBOJbAH YCJOB 3a €r3UCTeHIjy nHBep3He marpule naje Cras 15.
CTAB 14. Axo unsepsna mampuya A nocmoju, mada je ona jeduHcmaeena.
Iloxka3. Heka cy By u By nBe maBep3He Marpulle Matpuie A, Tj. Baku
AB1=B1A=1 , ABy;=ByA=1.

MuoskemeM IpBe jeTHAKOCTHU Ca JieBe cTpaHe MaTpurnoM By u kKopurihe-

BEM IPYTre je THAKOCTU, CIIeNU Na je
BgABl = Bg, Tj. IBl = B1 = Bg,
nakiae B = By, 0O

CTAB 15. Ksadpamna mampuua A nocedyje unsepsny mampuuy A~ axo

u camo axo je A pezyaapna mampuya, mj. eaxncu det (A) # 0. Tada je

Ay A o A\ |
1 1 Agy Ay - Aoy
~ det (A) S
Ay Aps - Apn

Jlako ce moske Bugern na je ycuos det (A) # 0 HeonxoJaH 3a MOCTOjame

uaBep3He mMarpune A~!. Bawucra, u3 ycnosa AA™! =1, ciemu ma je
det (A) det (A™1) = det (I) = 1,

ma je det(A) # 0. Ocum Tora, memocpemno mobumjamo ma je det (A1) =
1

det (A)”
Ia je ycuos det (A) # 0 u qOBOJbAH 328 €r3UCTEHNN]Y UHBEP3HE MATPUIIE,

clenyu U3 TOra HITO je MaTpulna JepUHUCAHA TOPHOM (OPMYJIOM jelHA WH-
Bep3Ha MarTpuia marpune A, u kopumhemeMm craBa o jemuacrBernoctu. OBa
HocJIeHha YMmEHUNA JIaKO ce noka3yje mpumenoMm Teopeme 1 (Jlammacose

reopeme). [

IIpumep 16. Martpura

(3 )
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je perymapua marpuna, jep je det (A) =5. Tana je

4 -3
= 5 5

-1 2

5 5

CTAB 16. Axo cy A u B pezyaapre mampuue peda n, mada saxce caedehe

peaayuje:

() A=A (A £0)

() (AB)~'=B-1A-1,

Hamomena. Axko cy A u B kBanparHe marpure pena n, u AB = I, tana
Marpuna A mocenyje neBep3Hy Marpuny A u mcnymeno je B = A~!. Hamwe,
n3z AB = I, ciequ na je det (A) det (B) = 1, na je A perymnapua Marpuna.
Crora nocroju oarosapajyha masepssa marpumna A~ Ipurom, u3 peranuje
AB = I, mEONemeM ca neBe crpaHe ca AL, cimemu na je B = AL,

Ha mormyHO cauvyan HauuWH, MOKE Cce nOoKa3zaru ma u3 penaruje BA =1,
crenu ma mMarpuna A mocemyje oarosapajyhy mEBepsmy marpunmy A~!, u ma
je B= A",

5. Panr marpune

Hexra je A = [a;;] MaTpuna tuna m X n. Konone Ki,..., K, marpune A
MOYKEMO CXBATUTU Kao BekTope mpoctopa R™, a Bpcre marpune Vi,...,V,,
kao BexkTope npocropa R". Crora MoskeMoO na TrOBOPUMO O JUHEAPHO)] KOMOU-
HAIUjU, 3aBUCHOCTU M HE3aBUCHOCTU BEKTOpA BPCTa (MM KOJIOHA) MaTpUIE

A. TlocebHO MOKEMO Ha IMOCMATPaMO IBA IMOTIPOCTOPA
R(A) = L{K1,...,K,} CR™, R*(A)=L{Vi,...,V;n} C R,

IpU YeMy je MPBU MOTIPOCTOP TeHepucad koidonama K, ..., K, marpune A,

a npyru Vip,...,V,, Bpcrama marpuie A.

Bpojesu r(K) = dim(R(A)) u (V) = dim(R*(A)) HasuBajy ce pecuek-

TUBHO PAHZOM NPOCMOPA KOAOHA, U PAHZOM npocmopa epcma matpuiie A. Bpoj
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r(K) jennak je 6pojy JuHEApHO HE3aBUCHUX KOoJioHA Marpuie A, a 6poj r(V)
6pojy nuHEeapHO He3aBUCHUX BpcTa oBe marpure. Quuraenno je r(K) <nu
r(V) <m.

JemHa ol OCHOBHUX TeopeMma TBPIAU Ha Cy IBa ropma Opoja mehycobHo

jemHaka.

TEOPEMA 2. (O paury marpune). bBpoj Aureapro He3a8UCHUT 8pcma
mampuue A jednax je 6pojy AUHEAPHO HE3ABUCHUT KOAOHA Me MAMPULE, M.

sancu jednarxocm

Osaj bpoj ce naszuea panzom mampuye A, u oznavasa ce ca r(A).

Jlakne, Ha ocHOBY ge¢unHunnje, Baxku jemnaroct r(A) =r(V) = r(K).
Ha ocuoBy Teopeme 2, Hemocpemno ce Buan na marpune A u AT umajy

uctu panr. Taxkobe, panr maTpuile ouurienHo 3aJ0BOJbaBa U HEjETHAKOCTU
0 <r(A) <min{m,n}.

ITpurom je r(A) =0 ako u camo ako je marpuna A = O (tuma m X n).

Ko mpakrtuunor m3padyHaBama paHra MaTPUIE, BEOMa UYECTO Ce KO-
pUCTH IIOjaM eJeMeHTapHe TpaHC(opMalyuje Ham MaTPUIOM.
ITon enemenmaprum mparcopmavujama Had 0GMOM MAMPUYOM, TIOAPA-

3yMeBaMo cienehe Tpanchopmanuje:

(a) Mmuosxkeme jemnne BpcTe (UM jeqHe KOJIOHE) MATPUIlE HEKUM CKaJla-
pom A # 0;

(6) IHomasame jemuoj BpcTu (MM jeTHOj KOJIOHM) MATPUIE, HEKE OPY-

re Bpcre (MM HEKe ApyTre KOJIOHE), MPETXOIHO MOMHOMKEHE HEKUM OpojeM.

3a nBe marpurie A mu B Tuma m X n Ka:KeMO 1a Cy eK8UBAAEHIMHE, aKO
ce jemHa on mUX mobOuja Om Apyre MOMONY KOHAYHO MHOIO €JIeMEHTapHUX

Tparchopmanuja. Tana numemo A ~ B.
TEOPEMA 3. Exsusasenmue mMampuue umajy ucmu pare.

[Ipema ToMme, eemenTapHe TpaHCHOPMAIMje HAL MATPUIIAMa HE MEHAjy

paHr mMaTpuie. 3a M3padyHaBame paHra MaTpulile, Hajdyemhe ce KOPUCTUA
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MeTO CBObeH:)a MaTpue Ha T3B. KAHOHUYKU obaux. Harmacumo aa OBaj

OOJIVK HUje jeTUHCTBEH.

[TpernocraBumo na je marpuna A tuna m X n. Kaxkemo ma je maTpuna
B tuna m X n kanonuuwku obaux marpurne A axko cy marpumne A u B exBu-
BaJIeHTHe, 1 MaTpuna B cacTtoju ce caMoO On HyJla W jeIMHUNA, IPU UeMY
ce CBe jenuHUIle MaTpulle B Hasaze y pazjnduTuM BPCTAMa U PA3JIUYUTUM

KOJIOHaMa T€ MaTpuie.

IIpumep 17. Mmamo caenehe:
A 4 4 1 1 1 1 1 0
S\l 2 1 2 0 1 0 1/°

IIpema Tome, B = ((1) ?) je jemaH KaHOHUYKM OOJIMK MaTpuie A.

MuaTynTtuBHO je jacHO ma ce IPUMEHOM KOHAYHO MHOTO €JIEMEHTapPHUX
TpaHchopMaImja, CBaKa peajHa IpaBoyraoHa marpuna A Moske cBecTtu Oap
Ha jelaH HAYMH Ha KaHOHWYKU OoOaumk. Onucahemo jemaH TakaB MOCTYIAK.

YouuMo MaTpuILy

aii ai2 T Q1n

a1 a2 T Q2n
A=

am1 am?2 ot Amn

U IEHY MPBY BPCTY WJX IPBY KOJOHY.
HajjemnoctaBuuju ciayuaj je ciiydaj Kaga Cy CBU €JIEMEHTU IIPBE BPCTE

1 IIpB€ KOJIOHE je,ILHaKI/I HYJIN, OaKJIe

0 ax -+ a2,
A=
0 Am2 e Amn

Kala HACTABJLAMO PaJ Ca HEHOM IOIMATPUIOM [dj;li ;> 2.

[IpeTnocTaBuMoO najbe Oa HUCY CBU €JIEMEHTU NpPBE BpCTe (Mau mpBe
KOJIOHE) jeIHAKMU HyJU, U HeKa je Ha mpumep ai; # 0. Tanxa je oma ounrsenno
eKBUBAJIEHTHA Ca M3BECHOM MATPUIOM [d;;] UCTOr pena y kojoj je aj; = 1.

Hame, Bpmemem (m — 1) + (n — 1) enementapanx TpanchopMmalmja, MOKEMO


http://cbs.iSkysoft.com/go.php?pid=3152&m=db
http://www.PDFWatermarkRemover.com/buy.htm

32 MATEMATURA 1 3A NTHPOPMATUYAPE

mocTuh® ma CBU IPEOCTaIU €JIEMEHTH Yy MPBOj BPCTU W IPBOj KOJOHU Oy Iy

jemHaKu HyJId, Ta je

0 age -+ a2,
A ~

Hacrasmajyhu cana oBaj mocrymnak 3a oarosapajyhy noamarpuny tuna (m—
1) x (n — 1), nobujamo sKeJbeHU Pe3yJITaT.

Ha ocuoBy Teopeme 3 menocpenno cienu

CTAB 17. Pane r(A) npasoyeaone mampuye A muna m X n jeonax je

bpojy jedunuua y 6uUA0 KOM KAHOHUYKOM 00AUKY TME MAMPUUE.

Hawnwme, nako ce Moske BUIeTH na Cy CBe BpCTe (MM KOJIOHE ) KAHOHUYKOT
obmurka B marpure A, y KojuMa ce HaJia3e jeIUHUIE JUHEAPHO HE3aBUCHE, a
cBe ocraJie BpcTe (KOJOHE) jemHake HyJM, omakye nobujamo TBpbheme.

[Ipema Ttome, ma 6u oxpemuau panr marpuie A, TOBOBHO je OApeauTH
OMJIO KOjU KAHOHUYKU ODJIMK Te MaTpulle, 1 npedbpojaTu jeauHurie.

Taxro je y IIpumepy 17 ucnymeno r(A4) = 2.

HaBomnmo jom jeman ¢yHmamMeHTAJIaH CTaB O PAHry KBalIpaTHE Ma-

TpUIle.

TEOPEMA 4. Keadpamna mampuya A peda n je pezyaapua, mj. axncu

det (A) # 0, axo u camo axo je wen pawe r(A) = n.
N3 Teopeme 4 memocpenno modbujamo ciaemehu cras.

ITIOCJIEINIIA 1. Ksadpamna mampuua A peda n je pezyrapHa axo u

CaAMO aKo CY cee€ BEHE 8PCME (OOHOC’H/O ceE MEHE ’)COJLO’H/6) AUHEAPHO HE3ABUCHE.

IIpumep 18. (a) Kaxko je
1 2 1 2 1 0
=068~ a)~60)

(6) 3a marpuiy

6uhe r(A) = 1.
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uMamMo 1a je

1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0
A~14 13 6] ~|0 13 -6]~|0 13 6] ~10 1 0
6 13 —6 0 13 -6 0 0 0 0 0 O
na je r(A) = 2, narue det (A) = 0.
(n) 3a marpumy
1 =2 0
A= 1|14 5 =11,
6 1 0
6uhe r(A) =3, na je det (A) # 0.
6. CucreMu JJUHEAPDHUX jeTHAYUMHA
[IpernocTraBuMO na Ccy maTW BEKTOPU
a11 ai12 A1n by
a1 a2 aon b
Al = ) A2 = . ’ ) An = ) B =
am1 am?2 Umn bm
BekTOpCKOr mpoctopa R™ (Aj,..., A, # O). iKemumo na ucnuramo na nu
je Bekrop B suHeapua romOunaruja Bekropa Aj, ..., A,, Tj. ma au mocroje
ckajlapu i, Ts,...,T, € R TakBu ma je
(3) $1A1+$2A2++$nAn:B
Jemnaroct (3) cBomu ce Ha 3amaTak Oa ce OApene CKaJIAPU Ii,...,Tp, €
R rakBu ma je
1171 + a12T2 + - + A1pTy = b
(2171 + A22T2 + *** + A2pTn = by
(4)
Am1T1 + Ama®2 + - + GmpTn = bm

Crora ce pacraBibame BekTOopa B y smHeapHy KOMOWHAIM]Y BEKTOPA

Aq,..., A, cBoou Ha npobiieM pemaBama CUCTEMA JUHeAPHUX jenHaunna (4).
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Takobe Ba:ku m 06pHYTO, Tj. pemaBame cucrema (4) cBoou ce Ha pacTas-

Jbame BekTopa B mo Bekropuma Aq,..., A,.
Matpume
a1 a2t Qi ayr a2 - Qi by
a1 a2 a2n ~ a1 a2 T a2n ba
A= . ) A= ’
am1 am?2 o Amn am1 am?2 ot Amn bm

Ma3UBajy Ce Mampuy,om CUCMeMa U NPOWUPEHOM MAmpuyom cucmema (4).

Cucrem (4) ouuriaenHo MOKEMO HAIKUCATUA Y MATPUUYHOM OOJIUKY

aii ai2 s A1n X1 b1
a21 a22 ce (0579 x2 ba

(5) . . ) . =1 . ,
am1 am?2 e Amn Tn bm

Tj. y obmuky AX = B , rme je X = (z1,...,2,) .

IIpumep 19. (a) Cucrem nuHEAPHUX jeIHAYUHA

r1 + za + x3 =1
2£L‘1+2.772—|—2CL‘3:5

HeMa HUjeqHO pellelne, Ma ce Ha3uBa HeMOTynuM.

(6) Cucrem nuHEADHUX jenHAUMHA

rT — T2 = 2
r1 + 2%2 =35
nMa jeTHO JeNMMHCTBEHO pememe Tr| = 3,y = 1.

(n) CucreM nMHEADHUX jemHAUMHA

1 + a9 =1
3I1+3£L‘2:3

nMa OECKOHAUYHO MHOTO pemema, Tj. Ma pelmeme y ImapaMeTapCKOM O6JII/II{y
r1 = 1—A 5 Ty = )\,
Ipu 4emMy je ANER IIPOMU3BOJ/JLaH CEKaJap.

Cneneha Tteopema je jemHa on HajBa;KHUjUX TeOopeMa KOje ce OIHOCE Ha

pemaBame CUCTEMA JUHEAPHUX jeIHadrHA.
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TEOPEMA 5. (a) Cucmem jeonawuna (4) je mozyh mj. uma 6ap jeono
peweme, aKo U Camo ako Mampuya cucmema A u npowupena mampuya A umajy

ucmu pane (Kpornekep—KanenujeBa Teopema).

(6) IIpemnocmasumo 0a je cucmem jeonauurna (4) mozyh, u weka je r 3ajeo-
nuwky pare mampuya A u A. Tada je cucmem (4) exeusasenwman nodcucmemy
Koju ce uz cucmema (4) dobuja ysumamem OUNO KOJUL T AUHEAPHO HEZABUCHUT jE0-
HAYUHA, Mj. JeOHavuna Yuju xKoepuyujenmu y mampuyu A obpasyjy r sureapro

HE3a8UCHUT 8pCTNa.

(n) Axo cucmem (4) uma uemu 6poj jeOHAUURA U HENOZHAMUL, M. KO je
m = n, mada ok UMa JEOUHCTNEEHO DPEWERE AKO U CAMO AKO je Mampuya A moe

cucmema pezysapHa.

(m) Axo je m < n u cucmem uma 6ap jedno pewewe, mada on UMG U

bOECKOHAUWHO MHO20 PEWEDQ.

YouumMo moceGHO OUIIO KOjU K8GOPAMMU CUCTEM TAHEAPHUX jeTHaUnHA,

ca n jeqHauyuHa U N HEMO3HATUX T1,...,Ln:
a1r; + aere + -+ anT, =0b;
a21x1 + a22To + - -+ + aopr, = bo
(6)
Ap1T1 + Ap2T2 + - -+ App Ty - bn

U IPEeTIOCTABUMO na je OH pezyaapan, Tj. det (A) # 0. Ha ocuoBy Teopeme 5
(1), oBaKaB CHCTEM yBEK MMa je[HO jeIMHCTBEHO pememe X = (xq,...,T,) .

OBo pememe MOKE ce IPEACTaBUTUA (OPMyJIaMa:

D D D,
(7) T = — 2

npu uemy je D =det(A), m3a j=1,...,n

ayir -+ aij—1 bi arjp1r - a,

a1 -+ A24-1 by az j+1 ' QA2n
D; =

anl e Qn,j—1 bn Qn,j+1 e Qnn

lopwe dopmyne HazuBajy ce Kpameposum npasusuma 3a MOCMATPAHUA
CUCTEM JIMHEAPHUX jenHauumHa. FbuxoBa BajKHOCT orjena ce M y TOME IITO

Ce IIpomU3BOJbaH CHUCTEM JIMHCAPHUX je,HHa(II/IHa OMJIO KOor Tuma m X n, MOKe
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CBECTU HA KBAJPATHU peryaapuu cucreM tuma r X r (rme je r = r(A)), a

3aTUM C€ Taj CUCTEM MOKE PEIIUTU MpuMeHoM KpamMepoBux mpaBuiia.

y IpeTxogHoM CTaBY BHUACIM CMO [Oa KBaJAPATHU CUCTEM JIMHCAPHUX
jemHaunHA ca OCOOMHOM PEeryJjiapHOCTU yBEK MMa j€IHO jeIMHCTBEHO pEIleHe.
Cnenehn craB m3paskaBa jeqHy BayKHYy OINIITY OCOOMHY CHUCTEMa jeqHAUNHA

(4) xoju HUCY KBaApPATHU WU HUCY DEryJapHU.

CTAB 18. Axo cucmem auneaphuz jeonavuna (4) uma dsa passuvuma

pewewna, mada oOH UMa U OECKOHAYHO MHO2Z0 pewema.

OpnaBne cienu ma CKyI pelrema cucreMa jensavmsa (4) y ommreM ciry-
yajy Moske OUTU npaszan, JeOHOUAAH UAU DECKONAAHN.

Ilajbe HAIOMEHNMO Ia ce cHCTeM jenHaurHa (4) HA3UBA TOMOZEHUM AKO
je B=0O, 1j. by =by=---=b, =0, u neromozenum y CyIpPpOTHOM CJIyda]y.

[IpernocraBumo na je cucreMm (4) XOMOTEH U O3HAUKMMO Ca
Ey={X € R"|AX =0}

CKyIl CBUX HeroBux pemema. Quuriento je Bekrop X = 0 (1j. 1 = 29 =
- =x, = 0) jenHo pememe cucreMa (4), u OHO ce HA3UBA HECOBUM MPUB-
ujarrnum pewewem. bBuio koje mpyro pememe Y € Ey (Y # 0) masusa ce

H@mpUBU,ja./LHUM pewemwem OBOI' CUCTEMA.
Tazla Cceé JIaKO MOK€ BUACTU Oda BaikKU cnenehu CTaB.

CTAB 19. Ckyn pewewa Ey zomozenoz cucmema (4) je nomnpocmop

npocmopa R™.

Hame yoummo nmpomsBosbaH cucreM (4) (XOMOreH wiaum HEXOMOreH). Y

MaTPpUYIHOM O6JII/IKy OH OaKJIe T'JIaCu’.

(8) AX = B.

[Topen Tora, younmo u oarosapajyhu XOMOTE€HU CUCTEM
9) AX =0,

Osznmaummo ca Ejy ckyn cBux pemema xoMmorenor cucrema (9), u ca E

CKYIIl CBUX pellema HexoMmoreHor cucrema (8). Kao mro cmo Bunenu y Crasy
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19, ckyn Ey mpencraB/a moTnpocTop mpocropa R"™. Besa m3ameby ckymosa

FEy u E nmara je cienehom TeopemMoM.

TEOPEMA 6. (a) Axo je nexomozenu cucmem (8) mozyh, u Xg je buao

KOjE NAPMUKYAADPHO PEULEHE CUCTNEME, (8), maoda 8anCu JeOHaAKOCm
(10) E=Xo+Ey={Xo+Y|Y € Eo}.

(6) Axo zomozenu cucmem (9) uma ucmu 6poj JeOHAUUNG U HENOZHAMUT
(mj. eaxcu m = n), mada odzosapajyhu cucmem umMa camo MPUEUJAAHO DEUERE

axro u camo akxo je MaAmpuya moe CucCmema pe2ysapHa.

Cana hemo maBecTHU jemaH MpPaKTUYAH MOCTYIAK 34 PEIIaBamhe OIIITEr

cucrema (4) Tuna m X n.
(19)  Csectu maTpumy A cucTtema Ha OWIO KOjU KAHOHUYKU OOJIUK;

(2Y) Bpmehu ucte enementapre TpaHCchOpMaIMje HaM IPOUIMPEHOM
MaTPUIIOM CHUCTEMa, CBECTU IPOUIUPEHY MaTpuily A HA KAHOHUYKU OOJIUK.

13 oBa ABa MOCTYIKA, BUAY Ce Oa JH je 3an0BobeH ycaos r(A) = r(A)
Kpouexkep—RanenujeBor craBa, Kao 1 BasKaH MOJIOKA] jeIMHAIA Y KAHOHUYKOM
06auKky Marpune A, Koju Mopa OUTH IOTIYHO MCTH KAO U KOX Marpuue A,
IIOK Cy CBU eJIeMeHTU mociienme (n+ 1)—Be KosoHe Marpure A jennaku Hymu.

[IpernocraBumo na je cucrem moryh, tj. r(A) =r(4) =r (1 <r <m,n).

Tamna Tpeda:

(3%) YoumTtm camo oHe jegHAUMHE MTOCMATPAHOT CHCTEMa KOje OJIro-
Bapajy BpcTaMa y KOjUMa Ce HaJja3e jeAVWHUIE y KAHOHWYKOM OOJIMKY Ma-
tpurnie A. Ocrase jemnauune he tamga Outu HUXOBE ajrebapcke MOCeUIE,

Tj. JUHEapHE KOMOUWHAIMje MPEeTXOTHUX jeTHaUrHA.

(4°) Ha xpajy, yOunTH OHE Hemo3HATe TOCMATPAHOT CUCTeMa, KOje Oro-
Bapajy KOJIOHAMa y KOjuMa Ce HaJla3e jeIUHUIEe, a CBE OCTaJie HEIO3HATE
y3eTu 3a caobomHe mapaMeTpe.

Tana je merepMuHaHTA TaKO MNOOUjEHOT KBAAPATHOT CUCTEMAa O I je.-
HAUMHA Ca I HEMO3HATUX, PAa3JUYUTa ON HYJEe, U pellelme TaKo N00UjeHOoT
cucreMa mobuja ce oHma y mapamMeTapCKOM OOJIUKY, IpuMeHOM KpamepoBux

IpaBuUIa.

Ha mpumep, ako ce cBe jenuHuile y KaHOHUYKOM OOJIMKY MaTpuie A

Hajla3e y OPBUX 7 BPCTa WM NPBUX 7 KOJOHA, Talda je IMOCMAaTpPaAHU CUCTEM
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€KBMBAJICHTAaH Ca IIOACHUCTEMOM

1121 + a12T2 + -+ a1, T, =01 — Q141 Trgp1 — 0 — ATy
(11) A21T1 + Q22T + - + A2, Ty = by — A2 4 1Tpgp1 — - — Q20 Tp
Ar121 + Q22 + -+ + Qrp Ty = br — Qpr41Tr41 — " — Arpdp

Axko yBemeMmo cI000mHE mapaMeTpe Tyt = Al,...,Tn = Ap—p € R, npu-

menoMm KpamepoBux npasuia, pememe cucrema (11) mobuja ce y obuuky:

(21 = ca+ Mo+ Aot oo+ Ay
Ta = Ccat+ Mo+ Ao+ -+ A_pa g
(12) ) Ly = ¢+ Alarl + )\2ar2 + e An—rar,n—r
Try1 = A1
Try2 = A2
\ Tn = )\n—r

Y BEKTOPCKOM OOJIMKY, OBO peIIeH€ Ce MOKE NMPUKA3ATU Ca

X=Xo+MVi+XVot+ -+ A Vpr, Tj.
X =Xo+ L{Vi,... V'),

opu YeMy je

X = (xl,...,xn)T , Xop= (cl,...,cr,O,O,...,O)T,

Vi = [aui, @24y -+ oy iy 0,0,...,1,0,0,...,0]T (i=1,...,n—7)
W

M, . An_r €ER.

IIpumep 20. PemuMmo cuctem TuHEApPHUX jeTHAYUHA

1 1 2 1 1
0 1 -1 I3 -1
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na je r(A) = 2. 3a oarosapajyhy nmpoumpeny MaTpuily A Tor cucrema oxnro-

Bapajyhu ramonuuku obJsmk Owmhe:

B =

S O =
_ o O
o O O
oS O O

na je r(A) = r(A) = 2. Crora je cucrem (13) moryh, 1j. wmma 6ap jemuo
pememe.
Ha ocuoBy nperxonno peuenor, cucteMm (13) cBomm ce camMo Ha UPBY U

Tpelly jenHauwHy, Tj. €KBUBAJIEHTAH j€ IOJCUCTEMY

ry + T2 + 2x3 = 1
T2 — T3 = -1 ’

Cama hemo yountu Henosuare 1 u o (jep ce jenunuie HaJIa3e y IPBOj U
y Opyroj kosonm). ¥Y3umajyhu na je xz3 = A\ cmoboman napamerap, qo6ujamo

CHuCTEM

1 + Zo = 1—-2A
X9 = —1+ )\ ’

Opmasne cuenn na je ommre pemewme cucrema (13) maro ca

r1=2—-3\, x20= —14+X, 1x3=X\ ()\GR)
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IToraaBine 3

EYRJIINJIACEN ITPOCTOP

1. CkaylapHU IIPOM3BOI BEKTOPA

Hanmomenumo ma hemo y oBOM moriaB/mby mocMaTpaTH yIJIABHOM TPOIU-
MEH3MOHAJIHN TpocTop R3, kao moceban ciydaj Eykmuackor mpoctopa R™.
MebyTuM, TpakTUYHO CBe nedUHUNNje U CBU PE3YJITATU JIAKO Ce MOI'y IIpeHe-
T M Ha cjaydaj ommrer Eykmmackor nmpoctopa R", rme je n mpou3BoJbaH
npupogas 6poj. Iloce6HO TO OHma Baxku U 3a ciyuaj mpoctopa R2. Ilpoc-
top R3 heMo 06MYHO 3BATH TPOAMMEH3UOHATIHAM IPOCTOPOM, a IpocTop K2
Eykaunckom paBuu.

Ilojam pacrojama m3Mmeby Tauaka y mpocropy R3, oyx&uHE BEKTODA
u mojaMm yria m3sMeby mBa BexTopa mpocropa R® Gasupajy ce Ha mojmy
CKANAPHOZ NPOU3BOOQ.

Hepuuannuja 1. Ilon ckamapuum npoussBonoMm Bekropa A = (a1, a2, as)

u B = (b, bs,b3) v mpoctopy R® mompasymeBamo peajan 0poj
(1) <A, B> = a1b; + azby + asbs.

3a cramapuu npousBon (A, B) Hekama ce kopucTtu u o3Haka A - B.

CraJlapHE IIPOM3BOJ BEKTOpa y HpocTopy R3 oumriemHo mpencTaBiba
peanny (GyHEMM]y meduHncany Ha IlekaproBoMm mpomsBony R? x R3.

Y cnenehem ctaBy HaBeneHe Cy OCHOBHE OCOOMHE CKAJIAPHOT IPOU3BOIA

y mpocTopy R3.

CTAB 1. 3a npoussonne sexkmope A, B,C € R3 u peaane bpojese a, 3

saxuce caedehe peaayuge :
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(1% (A, B)=(B,A);

(2°) (A, A)>0u (A A) =0 axo u camo aro je A= O;
(3°) (@A +BB,C)=a(A,C)+ B(B,C);

(4°)  (A,aB+BC) =a(A,B)+ B(A,C).

Cge oBe ocobune oKa3yjy ce Hemocpenso npuMenom pernanuje (1). O-
cobuna (1Y) masusa ce komyTaTUBHOMNY CKaJapHOT Mpou3Boaa, ocobuna (2°)
nosutuBHOM neduanTHOmOyY, a ocobune (3Y) um 4° nmumeapmomhy mo mpBom
U JIMHEAPHUIINY [0 APYroM apryMeHTY, PECIEeKTUBHO, Tj. OUJIMHEAPHOIINY
CKaJIApDHOT MPOU3BOIA BEKTOPA.

N3 nedpuuunuje cramapuor npomssona (1) memocpenmso ciaemu u na je
3a Ipom3BOJbHU BekTOp V € R™ ncnymeno (V,0) = (O,V) = 0. Henerarusau

opoj A% = (A, A) = a? + a3 + a2 masuBa ce ckaraphum xeadpamom BexTopa A.

Hedumuunmja 2. Ilong 3-dumenszuonasrom peasrnum Eyxaiudckum npoc-
mopom R3 mompasymMeBaMo 3 IMMEH3MOHAJIHN PeaHi BEKTOPCKM IpocTop R3
cHabIeBeH crajgapHUM mpou3BomoM (1).

Hebraunuja 3. 3a npoussoman Bekrop A € R memeraTusam 6poj
Al = Vv (A, 4)
HA3UBA Ce JYyNCuHoM WUiIu urwmenszumemom Bexropa A. Ouwriensuo je |A| > 0

u |A| =0 ako u camo ako je A =0.

Ako je Bexkrop A = (a1,as,a3), Tana je
3
(A, A)=ai +a3+ai=) af,
i=1

oJakJe je

Henocpenuo Ha oCcHOBY meduHUNUje Oy:KMHE BEKTOPa, MOXKE Ce yCTaHO-

BUTH Ia Iy:KMHA BEKTOpPa mocenyje ciemehy ocobumy.
CTAB 2. 3a caaxu sexmop A € R? u npoussowar peasar 6poj \ ucnymero
je
[AA] = [A]]A].
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— — —
Younmo nasse cranmapany 6aszy ¢ = (1,0,0), j =(0,1,0), & = (0,0,1)
npocropa R3. Tana je ounraemso

— =
[il=]Jl=1kl=1.

Kako cBaku BexkTop A € R? unja je ny#uHa jennaka 1 Ha3uBaMoO jeQuHUY-
_>

— - .
HUM 8EKMOPOM, MOKEMO Ha KaKEeMO Oa Cy BEKTOpPU %, j W Kk jeIuHUIHU
BEKTODU.

Cneneha ocobuna naszusa ce nejednaxowhy Kowu—Illeapu—Bymwakosckoe.
CTAB 3. 3a npoussonne sexmope A, B € R® ucnymenro je

(2) (A, B)| < [A]|B].

Iloka3. Ako je Bekrop B = O, Tana je ounriiefHO HeCHA CTPaHa FOPHE
penlamuje jenHaka HYJIW, a HUje TEITKO BUAETU Na je€ W JIeBa CTPaHA jeTHaKa
aym. Baxu mamme (A, O) = 0, 3a mpousBosban BexkTop A € R3.

Canma mpernocraBumo ma je B # O. Ilpumerumo na je 3a mpou3BOJbaH
peasan OpPOj A UCIYHEHO

A+ AB*>>0.

Kako je |B|#0 n

|A+AB|> = (A+AB,A+AB) = (B,B)\* + 2(A,B) A\ + (A, A) =
= |BI*A? +2(A,B)A+ |A*>>0

3a MPOM3BOJLAH peajiaH OPoj A, ciaenu na je MMCKPUMUHAHTA TOPHEr KBaApaT-

wor m3pasa mo A\, D < 0. Crora je
D = (2(A, B))? —4]A12|BJ <0,

omaxrie je (A, B)| < |A||B|.
[Ipema tome, HejemuakocT (2) Basku 3a mpousBoJbHE BekTOope A, B €

R3. O

Tarobe ce moske Hemocpenuo BumeTw na y penamuju (2) Baku 3HAK
jemHakocTH ako je 6ap jeman on Bekropa A, B jemnak myau. AKO Cy BEKTOpU
A, B # 0, nokasyje ce na y HejemHakocTu (2) Basku 3HAK JeTHAKOCTU aKO U

camo ako cy Bexkrtopu A m B kosumeapuu, omHocHO Basku A = rB 3a HEKO
r # 0. IIpurom je (A, B) = |A||B|3ar>0wu (A, B) =—|A||B| 3a r <0.
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[Tpumenom mejemmarkoctu (2) mokasyje ce ma 3a TPOU3BOJLHA IBA BEK-

topa A, B € R? Basku T3B. Hejednarocm mpoyeaa
(3) |A+ B| < |A[+|B].

JemHakocT y OBOj HejemHAKOCTH Baskd ako u caMo ako je A = O wunm
B =0 uwm A=rB 3a neko r > 0.

ITame ce kopumhemeM NHTEH3UTETA BEKTOPA A€ (PUHUIIE PACTOjaH€ IPO-
u3BoJsHE ABe Tauke A m B y mpoctopy R3.

JHedunaunuja 4. 3a npoussomne tauke A = (ay,as,a3), B = (b1, b, b3)

u3pa3s

Ha3uBa ce pacmojamwem uamebhy ravaka A u B. IloceGuo je OA =d(0,A) =

3 —
|A| = (/Y. a? nysxwunma Bexkropa OA.
\ i=1

Hamomenumo na cBe Hampen HaBeleHe nepUHUNMje U OCOOMHE Ipen-
CTaBJbajy YOIIITEHa AOOPO MO3HATUX O0cOOMHA BekTOopa u3 Eykauncke paBHU
RQ

HO,ZLCGTI/IMO ce cana, KpaTKO, OYKHWHE BEKTOpa 1 HOjMa paCToja}ba y

pasuu R2.

A = (a1, a2)

Cimuxka 3.1
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zz A

A
AeB A
f |1 A]| |
d(A:B)/ Jri
(L
| »
O '

[Toka3syje ce ma pacrojame Tadaka y mpocropy R? mma cremehe oc-

obumue.

(19) d(A,B) >0 u d(A,B) =0 ako u camo ako je A = B;
(2°)  d(4,B)=d(B,A);
(39) d(A, B) < d(A,C)+d(C, B), 3a npoussomue taure A, B,C € R3.

Hamomenumo ma ce cBaka ¢yrkmmja d: R3 x B3 — R koja mMa ocobume
(19), (2°) u (3%) masuBa mempuxom ua mpoctopy R3. Ona y ommrem ciyuajy
Huje jemnoznauvno onpebena. Crora je mperxomHo mnedurmcano Eykamacko

pacTojame jeHa MeTPHUKa Ha mpocTopy R>.
Axo je mame A # O mpomsBoJbaH HEHYJIA BEKTOp mIpoctopa R3, Tana
ce MOKe JIaKO BUIETH 1A je BeKTop Ay = W A jenyHUYAH M KOJIMHEApaH ca

BEKTOpOM A.

Y
|

Slika 3.3
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Saucra, Tamga je a = |A| > 0, omakie je

1 Al
Agl=— Al = — =1.
‘ 0| )~ | ’ |A|
. 1
Tana je Bektop A mornyuo onpeben Bekropom Ay = — A u naTEH3UTE-

Al
ToM |A|, jep ounrnento Baxku jemmaxoct A = |A| Ap.
IHedourunmja 5. 3a npoussoman BexTop A € R? (A # O) BexTop Ag =
1 A
— A = — masuBa ce jeQUHUNHUM 8eKmopoM (I KPATKO OPTOM) BEKTODA

|A Al
A.

CKyH CBUX jeIWHNYHAX BEKTOpa HpocTopa R HasuBa ce jedumuuHom

cepom npoctopa R3 u osmauasa ce ca S3. Jlakme

Sy ={AeR*||A] =1},

Crkyn S3 je oumrienHo HempasaH U CAIPKU CBE OpPTOBe mpocTopa R3.
OH yommTaBa IIOjMOBE jeIUHWYHOT Kpyra y pasEu R2?. Ilpurom tauka O
(menTap oBe cdepe) He mpunana CkKymy Ss.

YonmTe, 3a mpousBosbHy Tauky P € R3 u r > 0, Moxe ce medpunmCcaTH

chepa ca MeHTPOM y Tauyku P MONynpeYyHUKa r, Ha cjiaenehn HaYMH:

S(P;r)={A€ R*|d(P,A) =|A- P|=r}.

2. Yrao u3meby BekTOpa

Yoummo 6mio koja mBa Hemyna Bekropa A, B € R3. Tana u3 Hejen-

nakoctu Romu—IIIBaprn—bymakoBckor, ciienu HejeTHAKOCT

(4, B)
Al 1B

—-1< <1.
OpnaBne ciemu na mocroju jemaH jemquHcTBeHu yrao 0 € [0,7] rakas ma
je
A, B)

_
(4) COS@—W.
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Axko o3maummo Ay = %, By = ﬁ’ yrao 0 je ompeben ycaoBoMm
cos = (Ao, By),
OJTHOCHO
(5) 6 = arccos ({Ag, Bo)) -

Jepuunmuja 6. Yrao 6 (0 < 60 <) ogpeben penaunjom (5) Hasusa ce

yraom uameby Bexkropa A u B. On ce yecto obenesxkasa u ca 0 = £L(A, B).

B
< e
By _— -
O 7}
Ao--"t"‘“ -
A
Slika 3.4

Ako je A = (a1,a2,a3) mu B = (b1,bo,b3), Tana penauujy (4) mMomkeMo

HAOUCATU Yy OOJUKY

a1by + az02 + asbs

6 cosf = .
(©) Va? + a2 + a2 \/b? + b3 + b3

dopmyna (6) ce Hajuemlie KOPUCTU KON NPAKTUYHOL M3PAUyHABAHA
yria usmely BekTtopa A u B.
Heka je name A = (ay,a9,a3) 6uno koju BekTop mpoctopa R3. 3HaMmo
na je
A=a1i +axj +azj .

OnmaBne HEMOCPEIHO HAJIA3UMO 14 je

- T T

(A, i)=(a1 1 +axj +ask, i)=a,
— - = o

<A7]>:<a’12+a2] +a3k7]>_a27
— T T

AT =@ T 40T+ ®F) = as
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[Ipema TomMe mobujamMo jemHAKOCT

— = — = -
A=A DN THATDNT+ATTE.

[IpernocraBumo name na je Bekrop A jemunuunu, Tj. Baku |[A| =1, n
O3HAUMMO Ca (1,3, (3 YIJIOBE KOjeé Taj BEKTOP T'Paayd PEIOM Ca BEKTOPUMA
- = - — = =
i1, J, k. Kako cy Bekropu A, ¢, j, k jeIUHUYHU, HETIOCPETHO HATIAZUMO
na je

o — -
cosa; = (A, i), cosaz= (A, j), cosaz= (A, k).

Hakne nobujamo na je a; = cosay (i =1,2,3), Tj.
A = (a1,a9,a3) = (cos ay,cos ag, cos ag) =
—s — s
= (cosay) i + (cosaz) j + (cosas) k.
A

14|
omroBapajyhu oprt. Ako je Ay = (cosai,cosag,cosas), Taga Cy yLIOBU

Hexka je mame A # O mpousBosbaH BeKTOp mpocropa RS m Ay =

onpebenu penanujama

cos g = <A0,?>, cos ay = (A, 7), cos az = (A, ?)

YruoBu «; u 6pojeBu a; = cosq; (i = 1,2,3) Ha3uBajy ce PECHEKTUBHO

Y2N08UMG NPABUA Y KOCUHYCUMA NPa8ua BeKTopa A.

[IpernocraBumo ma cy A m B mpou3BOBHU HEHYJIA BEKTOPU IPOCTOPA

R3u

A

A():m

B
= (cos aq,cos ag,cosaz), By= E = (cos 31, cos B2, cos 3)

omrosapajyhu oprosu. Tana je yrao 6 = £(A, B) onpeben penanujom
cos = cos a1 cos 81 + cos aig cos Ba + cos az cos B3 .
Cana hemo mepuHMCaTH TOjaM OPTOTOHAJHOCTHU IBa BEKTOPA IIPOCTOPA
R3.

Hedurunuja 7. Bexropu A, B # O npoctopa R® masusajy ce opmozo-

naarum (Mar HOpMasHUM), U Taga mumeMmo A L B ykromuko je (A, B) = 0.
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Henocpenunom npuMeHoM ropme qe@uHUNje MOXKe ce NOKa3aTu ciaenehn

CTaB.

CTAB 4. Hexa cy A, B # O npoussonnu sexmopu npocmopa R3. Tada

cy caedehu Yecaosu exeusaneHmm.:
(1%)  Bexmopu A u B cy opmozonanru;

(2°)  Bexmopu B u A cy opmozonannu;

A B

(3%)  Bexmopu Ag = — u By = —-
|A] |B|

CY OPMO2OHANHU;

™

(4%)  Yeao 6 = £(A,B) = 3

CTAB 5. Hexa cy A, B # O npoussonnu sexmopu npocmopa R3 u 6 =
£(A,B). Tada je 6 =0 axo u camo axo je A=rB 3za nexor >0, u =m axo u

camo axo je A =rB 3a Hexo r < 0.

Y cnoBHO, 3a IPOM3BOJLHA ABa BekTopa A, B € R? kakeMo na Cy OpTOTr-
onasnHn yroauko je (A, B) = 0. Ilakie no3BOJ/ABAMO M & HEKU O BEKTODA
A, B 6yne u jennak mynu. Pamuje cmo Bunenu na je (O, A) = 0 3a npousso-
maH BekTop A € R®, ma je HyJIa BEKTOp OPTOrOHAJAH Ha CBUM BEKTOPUMA

npocropa R3.

CTAB 6. Bexmop A npocmopa R> je opmozonanran Ha ceum eexmopuma

moz mpocmopa axo u camo axo je A = 0.

IToxas. Bexrop 0 mpocrtopa R? opToroHajaH Ha CBAM BEKTOPHUMA TOT
nmpocropa, jep je (O, A) =0 (A € R?).
O6puyTo, npernocraBumo na je (A, B) = 0 3a npousBosban BeKTop B €

R3. Tana mocebno MokeMmo yseru na je B = A, ma je (A, A) = 0. To 3naun
na je |[A|=0,1j. A=0. O

YoummMo gaJsme qBa Mpou3BoJbHA BekTopa A # 0 m B # 0 mpocTtopa R3.
[Torkaszahemo ma yBer mocrtoju BekTtop C' KOJMHeapaH ca BEeKTOpOM B Takas
na je sekrop A — C oproronasan Ha Bekropy B. Tana ce Bekrop C Ha3uBa
npojexyujom eexkmopa A wa eexmop B u o3mauasa ca pr(A) 5 (caura 3.5).

Kako je Bekrop C Ha OCHOBY IpETIOCTaBKE KOJUHEAPAH Ca BEKTOPOM B,

Tpakumo ra y obsury C = AB 3a Heko peaJsHo A. V3 yciaoBa OpTOrOHAJTHOCTH
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Bekropa A — C' u B, mobujamo na je
(A—C,B)=(A—)\B,B) = (A,B) — \|B|* =0.

Onasae menocpeano mobujamo ma je A = ((A, B))/|B|?, na je

(A, B)
= B2 B.
A-C
6‘ o] =0 =0
C O B By
Cmuxka 3.5

OcuMm Tora, OUMUrIenHO Ce OBaj BEKTOP MOKE HANUCATU y ODJIUKY
C = (A, By) By,

npu uemy je By = B/|B| onrosapajyhu jenuuununu BekTOp BekTOpa B.

Axko je moce6buo BekTop A oproroHasan Ha BekTopy B, tanma je (A, B) =
0, ma ce ogrosapajyhu BeKTOp OPTOrOHAJIHE MPOjeKIje BeKTopa A Ha BEKTOD
B cBomu HA HyJa BEKTOP.

Hame younmo mpousBosban BekTop A = (ay,as,a3) mpocropa R® u Bek-
TOpe cTaggapiaHe Oase {?, 7), ?} Axo ca A, A,, A, 03HAUNMO penOM
mpojekrmuje Bekropa A Ha BekTope 1 , 7), ?, Taaa HEMOCPEeAHO nobujaMo na
je
) Ay = y77 Az = 2?7

oJakie je
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3. BekTopcku mpom3Bo BEKTOpa

— = =
Younmo Eyrkmanckm mpoctop R?® u crammapmmy 6a3y { i, j, k } Tor
npoctopa. Aro cy A = (a1,az,a3) u B = (b, ba, b3) 1Ba TPOU3BOLHA BEKTOPA

npocropa R3, Tama ce BeKTOp
— — e
(7) A X B = (agbg — a3b2) 7+ (a3b1 — albg) ] —+ (albg — agbl) k

Ha3UBa 8ekmopcku npouzsodom Bekropa A m B. OBaj BEKTOp OUUTIIENHO Ce

MOKe TMPENCTABUTU ¥ ODJIMKY CUMOOJUYKE NeTePMUHAHTE

= =

L J as as|— a; as|— a; a2 | 57

ap az as = J + k,
by b3 b1 b3 b1 bo

by by b3

Ipu YeMy ce moApa3yMaBa Ma Ce OHa pa3BHUja IO eJIEMEHTHMAa IIPBE BPCTE,
- = =
OMHOCHO TIO BEeKTOpUMa ¢ , jJ, k.
HaBenuMo Heke o1 OCHOBHMX OCOOWHA BEKTOPCKOT MPOU3BOMAA, KOje ce

HEIOCPEHO MOT'Y HOKa3aTH moJsazehm on merose neduHUIjeE.
CTAB 7. (a) 3a npoussomwan sexmop A saxce jednarocmu
O0xA=Ax0=0, AxA=0.
(6) 3a npouszsonwna dea sexmopa A u B saxcu
Ax B=-BxA.

(m) Axo cy A u B xoauneapnu eexmopu npocmopa R, mada je Ax B = 0.
(m) Bexmop A x B je opmozonasan na oba eexmopa A u B.

(e) Bexmopcku mpouszsod A X B je jeOnak wyau axo u camo axo cy 8ek-
mopu A u B auneaprno zasucHu, mj. jedar 00 UL je JEOHAK HYAU, UAU CY OHU

KOAUHEAPHU.

I/13 ocobune (a) HEMOCPEeTHO CJieau ﬂa 3a BEKTOpE CTaHgapaHe 0Oa3e

- = - = —
{2 j k}Ba}KI/I ixi=0,jxj =0, ¥ x k = 0. Ocum Tora, Ha OCHOBY

T T e
J:Leq)HHI/IuMJe HEIOCPEIHO Ce ,IIOKELBYJG na Baxku ¢ X j =k, j X k = 1,
- = - =
k X i = j,3aTtuMm j X 1 :—k AT,
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OcwuMm Tora, Jako ce MOKe MOKa3aTH na 3a Npou3BOJbHE Bekrope A, B,

C mpocropa R? u mpousBossHe peasHe 6pojeBe a, S BaKu:

(A + BB) x C=a(AxC)+ B(B x C);
A X (aB+ pC)=a(Ax B)+ B(AxO).

CTAB 8. Axo cy A = (a1,a2,a3) u B = (b1, b2, b3) npoussomnu eexmopu

npocmopa R u 0 yeao usmeby muxr sexmopa, mada eaxcu jednarocm

(8) |A x B| = |A||B] siné.

Ioka3. Ha ocuoBy nepununuje umahemo na je
A x B = (agbs — agbg)? + (asby — a1b3)7 + (a1by — agbl)?,
oJakJe je
|A x BJ? = (agbs — azbs)? + (asby — a1b3)? + (a1bs — azby)?.

Cama mpuMeTHMO Oa M3Pa3 Ha AECHOj CTPAHU MOYKEMO [1a HAIUIIEMO Y

00NUKY
S = (a} + a3 + a3)?(b] + b3 + b3)* — (a1b1 + azba + azbs)?>.
OnmaBne je ouuriienHo
S=|A]*|B]* - (4,B),
a, BaKU jeqHAKOCT
[Ax B> =|A]” |B]* - (A, B)*.
C mpyre cTpase, 3HAMO 1a je HAa OCHOBY HeduHUIMje yria 6 ncmymeHO
(A, B) = |A||B| cosf.

Omasne je

|A x B|> =|A]*|B]* — |A|* |B|* cos? 0 = |A|? | B|*(1 — cos® 0)
= |A|?|B|?sin® 6.
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Kako yrao 6 € [0, 7], nmahemo na je sinf > 0, ma u3 nociegme penanuje

HEMOCPETHO CIeNn na je
|A x B| = |A]||B]siné.
Tuwme je TBpheme morazano. [

HamomeHnMoO 1a 3a IBa IPOM3BOJLHA BekTopa A, B mpocropa R?, u3pas
|A| | B sin @ npencrasma HOBPIIMHY HapaJieorpaMa KOHCTPYUCAHOD HA TUM
BekTopuMa. OBaj mapaJjesorpaM nepUHUCAH je KAO CKYIl CBUX Tadyaka IIPOC-
topa R? obmuka

P={aA+pB:0<a,f<1}.

Ciuxka 3.6

Ha ocuoBy mperxomsor craBa Mosxke ce pehu na je muTeHsurer |A X
B| Bektopa A X B jemHak HOBPIIMHM MapaJieorpaMa KOHCTPYUCAHOD HAT
Bekropuma A m B. OBa ocobuna oHma HemocpemHo objammaBa U OcobUHE

(a), (u) u (e) BEKTOPCKOT IPOU3BOAA.

4. MemoBuTH TpPOM3BOI BEKTOPA

Heka cy A = (a1,a2,a3), B = (b1,b2,b3), C = (c1,¢2,¢3) NPOMU3BOLHA
BekrTopu mpoctopa R3. Ilom mewosumum npouzsodom eexmopa A, B,C mo-

Opa3yMeBaMoO peajiaH Opoj

[A,B,C] = (A x B,C).


http://cbs.iSkysoft.com/go.php?pid=3152&m=db
http://www.PDFWatermarkRemover.com/buy.htm

MATEMATHWEA 1 3A UTHPOPMATUNYAPE 53

Kako je

— — —
Ax B = (a2b3 — a3b2) 1 + (Clgbl — albg) J + (CleQ — agbl) k y

HEMOCPETHO CIIeNN A je
[A,B,C] = (A x B,C) = (a2bs — agbz)c1 + (azby — arbs)ca + (a1b2 — azby)cs,

OOHOCHO
ap a2 as
[A7 B7 C] = bl b2 b3
C1 C2 C3

Bpoj [A,B,C] y ommreMm ciaydajy Moske OUTU MO3UTUBAH, HETATUBAH,
WV jeTHAK HYJIN.

Ha npumep, ako je { i, j, k } crammapmma 6a3a nmpoctopa R3, Tana je

0 0
%
7Tk 1 o0|=1, [7,7,
1

0

7,7 k] = 1= — 0.

SO
O = =
_ o O
o O O

Axo je mexu ox Bekropa A, B, C jenHak HyJu, Taaa je MEIMIOBATUA IPOU3-
Box [A, B,C] = 0. OBo HenocpenHo ciaemu U3 TOra ITo je Tana oAroapajyha
BpCTa JeTEePpMUHAHTE KOJOM Ce M3paskaBa OBaj MEMIOBUTHU IIPOU3BOM jeTHAKA

HyJad. Yomire, uMamMo cienehm cras.

CTAB 9. Mewosumu npouszeod [A, B,C| eexkmopa A, B,C' jednax je nyau

axKo u camo axro Cy mu 8eKmMopu AUHEAGPHO 3AB8UCHU.

Iloka3 HemocpenHO ciieAu W3 MO3HATE OCOOWHE NEeTePMUHAHTU MPEeMa
KOjOj je meTepMUHAHTAa jeTHaKa HYJU aKO U CaMO aKO Cy HeHe BPCTe JUHEAPHO
3aBucHe. Ha ocHOBy oBor craBa ciemu na Bekropu A, B,C' obpasyjy 6a3y
npocropa R? ako m caMo ako je HUXOB MEMIOBUTHU IPOM3BOJ PA3IUUUT O
HYyJI€E.

[lopen Tora, npuMeHOM NMO3HATUX OCOOWHA NETEPMUHAHTU, HEIOCPETHO

nobujamo cienehu cras.

CTAB 10. 3a npouszsowna mpu eexmopa A, B,C npocmopa R® eaxce

jeonaxocmu:

(a) [A,B,0]=[B,C,A=[C, A B].
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(6) [A,C,B]=[C, A, B]=B,A,C] =—[A,B,C).

Hanmomenumo ma ce mpuMeHOM MEIIOBUTOT MPOU3BOIA MOYKE YBECTU II0O-
jaM opumjeHTaINMje Tpou3BoJbHE Gaze mpocTopa R3. Axko cy A, B, C Tpu npous-
BOJLHA JHHEAPHO He3aBucHa Bekropa A, B,C mpocropa R?, Tama omm mpen-
cTaBsbajy 6a3y npoctopa R3. Ha oCcHOBY jemHe on HaBeIEeHUX OCOOMHA MeEIIo-
BUTOr IpomsBoga ucnymweno je [A, B,C| # 0. Axo je mpurom [A,B,C] > 0
Kaskemo 1ma je 6asa A, B, C decne opujenmayuje, a ako je [A, B,C] < 0, kasmkemo
Ia je oHa /aese opujeHmayuje.

- —

Tako je Ha OCHOBY Hedununuje crannapasa 6asa { i, j, k } mpocropa
— —

R3 nmecme opujenramuje, a 6a3a { j, i , k } JeBe opujerTammje.

[Tocebuo BaskHa ocobuna je ma axko cy A m B mpoOuM3BOJBHU JIMHEAPHO
He3aBUCHU BeKTopu mpocropa R3, Tama Bekropu A, B, Ax B 06pa3yjy cucTeMm

IeCcHe OpUjeHTaIrje. 3aucTa, Tana je
[A,B,Ax B]=(Ax B,Ax B)=|AxB?>0,

1 Kako cy Bekropu A m B nuHeapHO He3aBucHuU, ciemu ga je A X B # 0.
Omnasne crnemu na je [A, B, Ax B] > 0, na HaBegeHn BEKTOPU 3aucTa 00pasyjy

CUCTEM JeCHE OPUjeHTaIuje.

OcuMm Tora, HAMOMEHUMO Oa Ce NEeTePMUHAHTA 4YUje Cy BPCTE CACTaB-
JbeHe on kKoopamHaTa Bekropa A, B,C mpocropa R? MoXe CXBATUTU U Kao
OpUjeHTHCaHA Mepa 3alpeMUHe TMapaJiesIoNuiena reHePUCaHOr BeKTopuMa A,

B,C y mpoctopy R?, Tj. Ka0 OpHjeHTHCAHA Mepa CKyIa

Ha ocuoBy Tora mosxke ce pehu ma memosuru npousson [A, B,C| Bek-
topa A, B,C mpocropa R3, mpeacraBma Mepy 3aIpeMuHe HapaJelemnuesa,
rermepucanor Bekropuma A, B, C. Ilocebuo omasne mobujaMo U reOMeTpujCKyY
nHTepnperanujy cayudaja kaga je [A,B,C] = 0. Taj cayuaj Hactyma ako

1 caMO aKo je Taj mapaJejenuinen nereHeparusBaH, Tj. Bexkropu A, B,C cy


http://cbs.iSkysoft.com/go.php?pid=3152&m=db
http://www.PDFWatermarkRemover.com/buy.htm

MATEMATHWEA 1 3A UTHPOPMATUNYAPE

55

JINHEAPHO 3aBUCHMU, OJHOCHO KOMILJIAHAPHN.

I

Slika 3.7


http://cbs.iSkysoft.com/go.php?pid=3152&m=db
http://www.PDFWatermarkRemover.com/buy.htm

56 MATEMATURA 1 3A NTHPOPMATUYAPE

IlorimaBdne 4

IIPABE, PABHU N CPEPE

1. IIpase y mpocropy R?

1. Jempaumua mpaBse. YouuMO HAjuIpe MPOU3BOJLHY (PUKCUPAHY TAUKY
Ag = (20, Y0, 20) mpocTopa R3, 1 puKCHpaHn BEKTOD P = (p1,p2,p3) # 0 TOr

npoctopa. Tana ce ckym £ csux Tavaka X = (x,y,2) € R3 obmauxka

(1) X=Ag+ & =Ag+ {tP:teR)

Ha3uBa npasom y npocmopy R3. OH ce yecTo cmMOOJMYHO O3HAUaBa ca f =
(Ao, ?) Tauka Ay ounriaenHo mpUIana IOCMATPAHO] nIpaBoj jep ce 3a t =0
nobuja na je X = Ay. Bexrop ? Ha3UBa ce gexkmopom npase ¢, U OH HUje
jemHosHauHo oapeben camMoMm mpaBoM, jep Ce yMeCTO IOJIa3HOI BEKTOpa 3a
BEKTOp mpaBe { MOKe y3eTu U OUI0 KOju IPYTU BEKTOD ?1 = )\? (A#0).
Ag+tP_

I3

£i

Ciuxka 4.1

KRako je & = {t?:t € R}, rana je ouurnemno & 1—auMeH3MOHAIHU
noropocrop mpoctopa R3. Oaj mormpocTop HasuBa ce npasuem upase L.

Jemmaunma mpaBe ce Tazxa MOKe HAMCATHU My OOJIMKY:
{=Ag+& = {A0+YZY S (91}
Y KOOpPIMHATHOM OOJIMKY jeqHAUWHA MPaBE TJIACH:

(x,y,2) = (z0,%0, 20) + t(p1, D2, P3) (teR),
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nJaIn

(z — 20,y — Yo, 2 — 20) = (tp1,tp2,tps),
OIHOCHO'
(2) T —xg=1tp1, Y—yo=~1tps, 22— 20=1tp;3 (t € R).

Jennauune (2) HA3UBAjy ce NAPAMEMAPCKUM JEORAHUHAMA NPABE.

Jennaunne (2) ce Takobe Mory HammcaTtu y T3B. KGHOWUYKOM 00AUKY

T — X Y—Yo Z— 20
(3) = :

b1 D2 ps3

Osnme Tpeba HATIOMEHYTH [a aKO je HEKU OJ MMEHUJIAIlA OBUX PA3JIOMAaKa

jemnak 0, Taga je u oaroBapajyhwm Opojunan takobe jennak HyIu.

2. Yrao usmebhy mpaBux. YouuMo OaJjbe OBE IIPOM3BOJbHE mpase {1 =
(Al,?), by = (Ag,a). Tana ce yrao mameby Tux mpasux mepunMIIE KAO

omrap yrao 6 onpebern popmyaom

cosf = ’<?’ >‘
P14

Jlako ce moka3yje ma oBaj yrao He 3aBucu oa m3bopa BEKTOpa IpaBala
? u a OBUX IPaBUX, OAHOCHO Ja OH OCTAj€ UCTU U aKO YMECTO BEKTOPa
y3MeMO U OUWJIO KOju APYTU BEKTOP OOJIMEKA r? (r #0), a ymecTo BeKTOpA 6
OMIIO KOjU APYTU BEKTOP OOJIMKa sa (s #0).

Kako je ma ocHoBy nedununuje cosf > 0, caenn na je yrao 6 € [0,7/2],
JaKJe OBaj yrao je yBeK OomTap.

[IpaBe /1,5 HA3UBA]Y ce napasesnum ako cy oarosapajyhwu Bekropu {1,
{5 oBUX mpaBuUX KoJmHeapHu, aju je {1 # {5. Tama ce morasyje ma je yrao
u3Mebhy wmux jennak 0, u ga OHe HEMAjy HU jeqHY 3ajeIHUYKY TauKy.

Y ommreMm ciyuajy, npaBe {1, {5 MOTY na JieKe y UCTO] PABHU UIU OA
ce MuMomJa3e y mpoctopy. Moike ce JakKO BUIOETU na OHE JIEKE Yy jeIHO]
paBHU (K Taja ce CeKy, mapaJiesiHe Cy WM Ce MOKJANAjy) aKO U CAMO aKO CY
BekTOpu Aj1As, ?,6 koMmaaHapau. KopumhemeM MemoBUTOT TPOU3BOAA,

OBaj yCJOB Ce HENOCPENHO M3pakaBa ca

T2 —%1 Y2 —Y1 22—z
—_—
(4) D =[A A, ?7 6] =| m P2 ps | =0.

q1 q2 q3
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. —_—
Ako ce npase {1 u l; Mmumounnaze, Tana je mspasz D = [AjAs, ?,6] +
0. Axo ranma ca d = d({1,{3) o3HAUMMO pacTojame uaMeDhy TuUX mpaBux, Tj.
MUHUMAJHY BpenHocT ny:xku AB npu yemy tauka A € {1 u tauka B € {5, Tana

HUje TEIKO NOKa3aTU Aa je OBO pacTojame JaTO (OPMYJIOM

(5) d(t1,65) = |D|/| P x G|,

2. PaBru y mpocropy R?

3. HedpmHaunuja paBHU. YOUNMO JaJbe NPOU3BOJLAH 2—IMMEH3MOHAIAH

nornpocrop &£ y npocropy R? u Tauky Ag € R?. Tana ce ckyn
(6) A0+52:{A0+M2M652}

Ha3UBa, 2-0UMEHIUONAANOM DPABHU WU KPATKO paenu y mpoctopy R3. Om
ce moHekan o3HauaBa ca H = (Ap,E2). Tauka Ay ounrsenHo mpumanga OBoj
paBru. IloTrmpocTop & Ha3MBa Ce KPATKO Npasuem WA OUpEKMPUCOM OBE
paBHU.

Ako je name {U, V'} npousBosmna ¢urcupana 6a3a norapocropa &, Tana
je & ={aU + pV :a, B € R}, onakie je

H={Ag+aU+pV:a,p € R}.

Ako je mame A = (x0,Y0,20), U = (u1,uz,u3), V = (v1,v2,v3), Tama
npoMensmuBy Tauky X = (x,y,2) MOokeMoO mpencraButu y obuury X = Ag +
aU + BV, onrocHO:

(z,y,2) = (%o, Yo, 20) + a(u1, uz, uz) + B(v1, v2,v3) =
= (zo + auy + o1, yo + quz + vz, 20 + aus + Bus) (o, B € R),

OTHOCHO:
(7) x = xot+aur+Pvi, y=yot+taus+pPve, 2z =zog+aus+pPus (a, B € R).

Jemnauune (7) mpencraBibajy napamemapcke je0nawuHne pPasHu Y MPOC-

Topy R3.

4. HopmaJsian oOJMK jeqHAUMHE PAaBHU. YOUYUMO NAJbE NMPOU3BOJHHY

paBan ‘H = (Ap, &) u Bekrop N # 0 koju je oproronasan Ha Bekropuma U u
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V. Ha mpumep, moxkemo na y3amemo na je N =U x V. Kako cy Bekropu U u

V snumeapno He3aBucHu ciaenu na je N # 0.

CTAB 1. Baxcu jednarxocm

(8) H={X:(X — Ay, N) =0}.

Ilokas. ¥Y3muMmo Hajupe Owmiao kojy taury X € H. Tamna je X = Ag +
aU + BV, omakie je

(X —Ap,N)=(aU+ BV,N) =a(UN)+B(V,N)=a-0+5-0=0.

O6puyTo, mpernocrasumo na je (X — Ag, N) = 0. Karo cy Bekropu
U, VN = U x V nuneapHO He3aBMCHM, OHU 0Opa3yjy 6a3y mpocropa R3, ma

IOCTOje CKaJapu oy, by, Yo TAKBU Oa je
X —AO == OdoU—f—BoV—f—’)/oN.

Onasre je
<X_AO7N> = <a0U+50V+’YON;N> =

= ao(U, N) + Bo(V, N) + 70| N|* =
=ap-0+ B 0+ |N|*>=0.

Kako je |N|? # 0, omaBme mobujamo ma je 7o = 0, ma je X — Ag =
aoU + BoV, makne X = Ag + agU + BoV. Crora rauka X € H. 0O

Ha ocuOBy mperxomHor cTtaBa, 3a CBakKy paBaH H IOCTOjU M3BECTAH

Bekrop N # (0 TakaB ma ce jemHAUYMHA PABHU MOYKE HANUCATU Yy ODJIUKY
(9) (X —Ap,N) =0.

Bexkrop N masuBa ce aexmopom Hopmane paBau H. OH HUje je THO3HAYHO
onpeben ca paBuu H jep ce ymecto BekTopa N 3a BEKTOP HOpPMAJE MOKE
y3eru u 6uno koju apyru Bexkrop rN (r # 0). Ako je N = (a,b,c¢) ¢purkcupanu
BEKTOp HOpMaJie paBHU H, Tana ce jemHauwmHa (9) Te paBHU OUUIJIIEIHO MOKE

HACATUA Y OOJIUKY:

a(z — xo) + b(y — yo) + c(z — 20) = 0,
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OTHOCHO y OODJIMKY:
(10) ar + by + cz = axg + byg + czp.

Ilakne, ako 3HaMo BekTrop HOpMasue N = (a,b,c) paBaun H u Gap jenHy
raury Ao = (%0,Y0,20) Te paBHu, Tana nomohy ¢opmyne (10) memocpemHo
MOZKEMO M4 HAIWIIEMO jeJIHAYMHY T€ PABHIU.

Ocum Tora, ako y jemHauwuau (10) craBumo d = axg + byg + czg, Tana

OBY jeTHAUYUHY OYUIJIEIHO MOKEMO Ha HAIUIIEMO Yy OOJIUKY

(11) ax + by + cz = d.

Cuuxka 4.2

[Iputom je ouursmenuo d = 0 akO M camMoO akKO paBaH H TpoJia3d KPoO3
KoopaumHaTHU noverak, Tj. tauxky 0(0,0,0). Jemnaumna (11) masusa ce Hop-
MAAHUM 0OAUKOM j€THAUNHE DABHU.

Axo paBan ‘H mpoJia3y Kpo3 KOOPAUHATHU ITOYETaK, OHIA CYy OYUIJIETHO
IEHU OJICEeUNM Ha KoopamHaTHUM ocama jemnaku 0. Hamomenumo ma ce Ha
npumep onacevak Ha ocu Ox mobuja tako mro ce y jemHauwuau (11) craBm
y=2z=0.

Axo paBan H He mpoJias3u KpPO3 KOOPIAWHATHU ModeTak, Tana je d # 0,
1 JIaKO ce Joka3dyje ma je oxcedak Ha ocu Ox jemnak d/a arxo je a # 0, u
npenacrasiba ey ocy Oz ako je a = 0. CamyHO Basky U 38 H-€HE OICEUKe HAa

roopauHaTHuM ocama Oy u Oz.

3. Mebycobnu omsoc mpaBMX U paBHU
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5. Yrao usmeby mpaBe u paBHM. YOuUuMO IaJbe IPOU3BOJLHY IIPABY
(= (Ao,?) u paBan H = (Bo,ﬁ) y mpocropy R3®. Tanma ce yrao msmeby

upaBe ¢ u paBHU H meduHUIIE Ca
LW H)=w=7/2—¢,
npu yemy je ¢ € [0,7/2] yrao nsameby npasux E{?} u L’{ﬁ} Ilakme, yrao

oy [P N)]
PIIN|

¢ meduHUCAH je ca

a yrao w ca w =m/2 — ¢.

Ako je yrao w = 0, 1j. ¢ = 7/2, ogHOCHO (?,ﬁ> = 0, Tanma npasa /
JIeKU Y paBHU H MM Ca H,OM HEMa HUjeIHY 3ajeHUUKY TAUKy. Y MOCJIEIHeM
clIyJajy, OHa Ce HA3UBa NAPaLeAHOM ca paBHU H.

Axo je yrao w > 0, tana mpasa { ceue paBaH H Ta4yHO y jeIqHO] TAYKU.
[ToceGHO, ako je w = 7/2, 1j. ¢ =0, Tana je nupasa { OPTOTOHAJIHA HA DaBHU
‘H, u mpoaupe je TaYHO y jeTHO] TAUKU.

Crora y Be3u y3ajaMHOr mOJIO:Kaja npase { u paBHU H MOTY Aa HACTYIE
caenehu ciyyajeBu:

1. IlpaBa ¢ smesxu y paBau H;

2. Ilpasa ¢ mapaJsenna je ca paBHU H;

3. IIpasa ¢ mpomupe paBan H y TAYHO jeHO] TAUKH.

[IpakTuuno onpebuBame mauke npodopa marTe IpaBe U AaTe PABHU BPIIN
ce Hajyemrhe TakKO IMTO Ce OAaTa NpaBa HANUIIE Yy MapaMeTapCKOM OOJIUKY,
U 3aTUM Ce HeHe KOOpAuHaTe u3paskeHe NMpekro mapamerpa t € R ybame y
jennaunHy paBHU. AKO ce mobuja KOHTPaIUKIMja MO t, 3aKbydyjeMo Oa Cy
naTa IpaBa U daTa paBaH mapalJieiine, [a HeMajy 3ajeIHUUYKAX Tavaka. AKo ce
noburja UIEHTUYHOCT 1O ¢, 3aK/byUyjeMO Aa JaTa MpaBa JIEKU Y IMOCMATPAHO]
paBau. AKO ce mobuje jemna ompebheHa BpemHOCT MO t, 3aKbydyjeMO na daTa

nmpaBa cedve NaTy paBaH Yy TaAYHO JeIHO] TAYKU.

6. Yrao m3ameby nBe paBHH. YouumMO naJjbe ABE MPOU3BOJPHE DPABHU
Hi = (Al,ﬁl), Ho = (Ag,ﬁg). Tana ce yrao mameby oBux paBHU me(uH-
nme kao yrao uameby npasux L{Ni} u £{ﬁ2}, Iakrjge Kao yrao ¢ ompeben

jemHaromhy:
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Kako je cos¢ > 0, cmemu ma je oBaj yrao yBeK OIITAp, OXHOCHO mOa
¢ €10,7/2].

Axo je yrao ¢ = 0, Tama ce OBe paBHM IMOKJAIAjy, WJIM MAK HEMA]y
HUjeHY 3ajeIHUYKY TauKy. Y MOCJEeIIHeM CIydajy OHE Cce Ha3UBa]y Napaie/-
HUM.

Axo je yrao ¢ > 0, Tama ce oBe paBHU yBEK CEKYy IO HEKOj MPAaBOj.

Axo je ¢ = my, Tama Cy OBe IBe MABHU 0PMO2ZOHANANE.

7. PacTojame Tauke o naTe paBHU. Y OUYNMO IPOU3BOJLHY PUKCUPAHY

tauky Ag = (29, Yo, 2z0) TpocTopa R® u pasan H umja je jemmaumna:
(12) ar + by + cz = d.

HKemunmo na ompemumo pacrojame d(Ag,H) Tauke Ay mo paBuu H y
omImTeM ciay4dajy, 0e3 ob63upa Ha TO ma ju Tavka Ag jgexu y paBHu H wuiau He.
[Tokasyje ce ma je oBo odcmojame jednaro odcmojany mavke Ag 00 opmozonante
npojexuuje A" mauxe Ag na pasan H. Crora hemo majupe mahu roopmumare
tauke A’. Tauka A’ mobuja ce Kao mpecek paBHU H U IpaBe KOja je y TAdKU
Ap oproronasna Ha paBan H. Kako ce 3a BeKTOp mpaBila OBE€ HOpMaJie MOKE
y3€TU BEKTOP HOpMaJie N = (a,b,c) paBau H, mapameTrapcke jeIHAYNHE OBe

npaBe buhe:
T—% _Y—Y _ =~ %
a b c

=t (t € R),

OOHOCHO:

r=x9+at, y=yo+bt, z=2zy+ct.

3aMeHOM OBUX BPEIHOCTU Yy jeAHAUYWHY PABHU NOOUjaMO jeTHAYUMHY
a(xo + at) + b(yo + bt) + c(z0 + ct) =d,

oJakJe je:
d— axg — byy — czy

a? + b2 + 2

Crora rauka A’ uma roopmunare A’ = (g + at,yo + bt, zo + ct). Onasne

t =

caemu na je pacrojamwe d(Ag,H) = AgA’ maro ca:
d(Ag,H) = |A" — Ao| = |(at, bt, ct)| =
Ve L o = et otz —d] e

a? +b% + c?

_awo +byo + czo — d|
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Ilakne, pacrojame tauke Ay = (xg, Yo, z0) M0 paBuu H marto je ca

. |CL.’L‘0 + byo “+ czg — d|
Va2 +02 2

N3 jemuauwmue (13) mocebuo cienu ma tauka Ay € H ako U caMo ako

(13) d(Ao, H)

BaxKU arg + byg + czo = d.
4. Jemnauuna cdepe y nmpocropy R>

8. Jemmauuna chpepe. Chepa o y npoctopy R® mepunmme ce Kao ckym
tauaka P € R3 koje umajy ucto ynameme R > 0 on Heke QUKCUpaHe Tadke
S(xo,y0,20) € R3. Awo je P = (z,y,2) mIpoMeHmUBa Tauka cdepe, OHIA je
bEHA jeIHAUMHA OUNIJIEIHO ]ﬁ\ =d(P,S) = R, Tj. ]ﬁ]g = R?, omHOCHO

(14) (z —20)” + (y — y0)* + (2 — 20)° = R%.

zll P

_

=

Ciuxka 4.3

Ouunrsento ce jemnauuwna cpepe (14) mMoxke HAOUCATUA Yy OBIUKY
x2+y2+22—2x0w—2y0y—2,zoz:R2—xg—yg—zg.
Hamomenumo, ocuMm Tora, mAa CBaka jeaqHauywHa OOJIUKA

P4yt dar+by+cez=d (a,b,c,d € R)

npeacTaBmba chepy y mpocTopy R3, mim camo jemmy Tauky mpocropa R, mam
€BEHTYAJIHO IIpa3aH CKyI Tavaka. Hawme, OHA ce OUUIJIeNIHO MOKE HAIIUCATUA

y OOJUKY:

(x+a/2)*+(y+b/2)%+ (2 +¢/2)? =d+a®/4+b*/4+ P /4.
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Axo je cama A =d+a?/4+b%/4+ /4 > 0, oBa jenHAUMHA OYMTJIETHO
npeacrasiba chepy ca nenrpom y tauku S(—a/2, —b/2, —c/2) uuju je noxyupe-
yauk R = V/A. Axko je A =0, oBa jefHAYMHA IPENCTABIbA CAMO JEIHY TAUKY
npocropa, tauky S(—a/2,—b/2,—c/2). Hajszan, ako je A < 0, He mocroju
HUjeIHA TadKa IIPOCTOPAa KOja 3a00BOJbABa HABCICHY jeNHAUMHY, Ia j€ CKYII

pelnrema OBe jeqHaYWHe Ipa3aH CKYII.

9. Mebycobuu omuoc cpepe u npase. Hekra je name, ocum chepe o

unja je jemnauwmnua (14), mara m mpasa

r—r1 Y—Hh cZ2—21
a b c

(15) =t  (teR).

sRemmuMo nma ompenumo npeceuny mawky chepe o U OBe IIpaBe, aKO Ta
taura nocroju. OBa mpecevHa Tadyka MOKe Ce€ MOOUTU TAKO IITO Ce mapa-
MeTapcKe jemHauyumHe npase, Tj. jemHauwmue (15) 3amene y jemauwsaum cdhepe
(14), unme ce nobuja U3BecHaA KBAAPATHA jeHAUMHA 10 t. AKO OBa jeIHAYNHA
HeMa peaJlHUX pellema IIo ¢, maTa IpaBa U gaTa cpepa HEMA]y 3ajeIHUIKUX
Tavyaka. AKO Ta jeIHauMHA MMAa JE€THO jeAUMHCTBEHO pelleme 1o ¢, mpaBa
nonupyje chepy, 1 KOOpAWHATE TadKe NOAWMPa JOOUjajy ce TaKO IITO Ce MNO-
OujeHa BpPEeAHOCT 3a mapameTrap t 3aMeHU y jenHauuHu npase. Hajzam, ako
noOujeHa KBaApaTHA jelHAUMHA 1O { MMa OBa PeayiHa Pa3jInduTa pelema,
npaBa cede chepy y ABEMa PA3IUUYUTUM TadKaMa, U KOOpAMHATE TUX Tadaka

nobujajy ce 3aMEeHOM OBUX BPENHOCTU mapamerpa ¢y jenHauwnu npase (15).

10. Mebycobuu omuoc paBHM M cdepe. lIpernmocraBumo na je mara

cepa umja je jenIHAUNHA

(16) (z —20)* + (y — 90)* + (2 — 20)* = R?,
U paBaH Yyuja je jeTHadnHa

(17) ar + by + cz =d.

Y Be3u mebhycoOHOr mono:kaja mare cepe 1 JaTe paBHU MOI'Y Ia HaC-
Tyne caemehu cirydajeBu.

1. PaBaH u cdpepa HEMajy 3ajeTHUYKUX TadaKa.

2. PaBan u cdepa nmajy TadHO jeIHY 3ajeTHUUKY TAUKy, IIa c€ NOOUDPY]Y
Y TOj TAYKMH.

3. PaBan u cdepa ce cexy mo HEKOM KPyry. AKO meHTap chepe mpumana

[aTO] paBHU, OHIA je IpeCceYHU KPYT BEJUKU KPYT OBe cdepe.
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Ozmaunmo nmasse ca d oxcrojame tauke S(Tg, Yo, 20), LEHTPa chepe, On

nate paBau. Tama je, Kao MTO je MO3HATO,

_lazo + byo + czo — d
Va2 +2+c2

Tanma Huje Temko moka3aTy Oa ciaydaj 1 HacTyma ako W CcaMO aKo je

d

pactojame d > R, caydaj 2 ako 1 camo ako je d = R u cayuaj 3 ako u camo
ako je d < R. Cayuaj 3 mocebuo macrymna ako je d = 0, Tj. menrap cdepe

Tayka S OIpUNama TOCMATPAHO] PABHU.

11. Mebycobuu omuoc nBe cpepe. Hajzan npernocraBuMo na cy narte

nse chepe o1, 0g mpocTopa R? umje cy jemmaumHe pemom

(18) (z—21)*+ (y— 1)+ (2 — 21)* = RY,
(19) (x—22)* + (y — y2)* + (2 — 22)° = R3,

Coepa o1 uma nenrap y tauku S; = (x1,Yy1,21) U HOIynpednur Ri, a
chepa o9 neHTAp y TAuyKU Sy = (T2, Y2, 22) U MOJIYIPEYHUK Ro.

Y Be3u mehycobHOr monokaja oBUX cdepa MOTY Ha HacTyle cienehu
CIy4JajeBU.

1. Cdepe 01, 02 HEMAjY 3aje IHUYKUX TaYaKa U JIEKE jelHA U3BAH IAPYyTe.

2. Cohepe 01, 02 ce gOAUPY]jy CHOMbA.

3. Cdepe 01, 09 ce CEeKy IO HEKOM KDPYTY.

4. Cdoepe o1, 02 ce momupyjy M3HyTpa, IPU YEeMy Ce jenHa Ol HUX
HaJIa3u yHyTap ApYyre.

5. Cdepe o1, 09 HEMAjy 3ajeTHUUYKAX Tadaka, OIPU UYeMy Ce€ jeqHa O1

BUX HAJA3U YHyTap IOpyre.

[Tokasyje ce ma cayuaj 1 HacTyma ako @ caMO akoO je pacTojame d =
5152 > Ri + Rs.

Cnyuaj 2 mactyma ako m caMo ako je d = Ry + Rs.

Cayuaj 3 HacTyma ako u caMo ako je |R; — Ro| < d < Ry + Ra.

Cayuaj 4 Hactyma ako u caMmo ako je d = |Ry — Rs|.

Cayuaj 5 HacTtyna ako u camo ako je d < |Ry — Rs|.

[Tocebno, ako je d = 0, chepe o1 u o2 cy xowuewmpuure. IIpurom 3a
R; # Ry ome Hemajy 3ajemHmukux tavaka (ciaydaj 5), a 3a Ry = Rs, oHe ce
noknanajy (cmayuaj 4).

Sanpsxkahemo ce kpaTro Ha ciaydajy 3 Kama ce chepe o1 W 0y CEKy.

IIpecewnu xpye ce Tama OOMUYHO M3pakaBa MPEKO jemHe onx jemHauumHa (18),
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(19), u upeko jemHaumHe paBHU y KOjoj ce Taj kpyr Hasaszu. OBa mocienma

jemnauuna mobuja ce BPJIO jeHOCTABHO, Oxy3uMameM jemuaunna (18) u (19),

2

YUMe Ce CBU KBAJPATHU UIAHOBU 2,y2, 22 moHUmITE. 3amcTa, OIy3UMAaHeM

jemnauwna (18) u (19), nobujamo jennauunny:
2(z2 — 1)z +2(y2 — Y1)y +2(22 — 21)z = RY — Ry + a5 — af +y5 — y7 + 25 — 27,
OIHOCHO:
(20) (w2 —21)2 + (y2 — Y1)y + (22 — 21)2 = d,
Ipu YeMy je
Lo 2 .2 2,2 2, 2 2
d= 5[31 — Ry +a5 — 21 +y; —yi + 23 — 2.

Crora ce npeceuwnu kpyz onucyje cucremoM jemuaunua (18), (20), roju

ce naJbe€ HE pellaBa.
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IlormaBine 5

IHNJINHIAPAYHE 11 KOHYCHE IIOBPIIIN

1. lInausaapuyHe TOBPHIIN

[IpernocraBuMo ma je y mpocropy R® mara mmueuja { Kao OpECEK IBe

IIOBPIIM UYHje Cy jeTHauyuHe
(1) F1($,y,2)20; (2) FQ(.’E,y,Z) :O,

U BEKTOD P = (a,b,c) # 0.
Cryn Tauaka CBUX TIpaBux y mpocTopy R3 Koje mponasze Kpo3 Tadke
nuHUje ¢ 1 mapaJiesHe Cy ca BEKTOPOM P nasusa ce YUAUHOPULHOM NOBPULL.

Jluauja ¢ masuBa ce Jdupexkmpucom, a BEKTOP ? 2EHEPAMPUCOM TTATTAH-

OPUYHE TOBPIIN.
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Slika 5.1

Canma hemo ykpaTko ommcaTu MeTOn GopMupama oarorsapajyhe jemsa-
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YMHE MUJIUHIPUIHE TTOBPIIU.
Heka je M(x,y,z) upousBosbHa Tauka uanHapuyHe nospum, u My(xg,
Yo,20) Tadyka y KO0joj omrosapajyha remeparpuca ceue sunujy f. Ilapa-

MeTapcke jemnauune npase M M, raace:
(3) x=x0+at, y=yo+bt, z=2z +ct (t € R).

Kako raurka My npunana auauju £, KOOpauHATE Te TaUYKe 3aM0BOJbaBahe

jemnaumue (1) u (2), 1j. Baskuhe:

(4)  Fi(xo,90,20) =0, (5) Fa(zo,¥o0,20) =0.

Kako y cucremy jennaunsa (3), (4), (5) mmamo 5 jeanaunsa u 4 mapame-
Tpa To, Yo, 20,t, CTUMUHHACAKHEM THUX IapaMeTapa W3 OBUX jeiHAUMHA HOOU-

jaMo jemHauynHy OOJUKA
(6) F(z,y,2) =0.

Hobujena jemuaunna (6) mpeacraBiba je IHAYNHY TPaAsKEHE [UIUHIPUYHE

IIOBPIIN.

IIpumep. Hanucahemo jeOHauuHy YUAUHOPUYHE NOBPWY “Uja je OupeK-
mpuca kpye 2 +y> +22 =4, y =, a eenepampuce cy Napaseire ca 8eKmopoM
P =(21,1).

[TapameTapcke jegHaumHe reHepaTpuUca riacuhe:
(1) z=z0+2t, y=yo+t, z=2z0+t (t € R),

omakie je xg=x —2t, yYyo=y—1t, z29g=2z—1t.
3aMeHOM OBUX BPEIHOCTU Yy jeTHAUUHY Yo = o Aobujamo na je t = x—y,

ONaKJie HAJa3UMO Ma je
ro=x—-2@T-y)=-2+2y, Yo=-T+2y 20=-T+y-+2

Hajszan, 3amenoMm moGUjeHUX BPEIHOCTHU Yy jeAHAUUMHY T3 + Y3 + 25 = 4,

no0ujaMo jemHaunHy
(o +2y)* + (~2 +2y)° + (~z +y +2)° = 4,

OHOCHO
2r —2y)° 4+ (z —y — 2)* = 4.
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[Tocnenma jemHauwHa OpencTaBhba TPAKEHY jeIHAUYUHY TUIWHIPUIHE

TTOBPIIIN.

2. Konycne noBpiu

IIpernocraBuMo ma je y mpocropy R® mara mumumja { Kao IpeEcek aBe

IIOBPIIM YHje Cy jeaHauyuHe
(7) Fl(xayvz> :0; (8) FQ(.’L‘,y,Z) :Oa

n ¢purcupana tauka 1'(a,b, c) koja e npunana auHUjK {.

Crym Tauaka CBUX IpaBUX y mpoctopy R koje mpomase kpo3 Tauky T
U IPOMEHJPUBY TAUKy JUHUjEe ¢ HAZUBA CE€ KOHYCHOM MOBPULL.

Jlunuja ¢ wasuBa ce Jupexmpucom, a tadra 1 memeHOM Te KOHYCHE

IIOBPIIN.

Cmuka 5.2

Cana hemo ykpaTko ommcaTu MeTon GopMupama oaronapajyhe jemna-
YyMHEe KOHYCHE MTOBPIIN.

YouuMo TpPOU3BOJLHY NpPOMEHbUBY Taury M (r,y,z) KOHyCHE MOBPIIU.
Axo ca My(zo, Yo, z0) O3HAUNMO TPOMEHJLUBY TAUKY AUpPEKTpuce ¢, tama Cy

mapaMeTapcke jeqHaunHe TeHepaTpuce

r—a y—-b z-—c

Y

1
To— a yo—b_zo—c_z

oJakJe je:

(9) azo=a+tlr—a), yo=b+ty—>), z=c+t(z—c).
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Karo rauka My(zo, Yo, 20) € ¢ Baske jeqnauune:

(10) F1($0;y0,20) 207 (11) F2(1‘073/0,ZO) =0.

EnunvunncameM mapamerapa Xo, Yo, 20,t 13 jemnauumna (9), (10), (11),

nobujaMo jemHAUYMHY KOHyCa y OOJIUKY:

(12) F(z,y,z) =0.

IIpumep. Hahu hemo jeonauuny xonyca wuje je meme mawka T(0,0,0), a

Jupexmpuca je kpye x> +y> =1, z=1.

Jemnauune renmeparpuca M M, raacuhe:
o = tw, Yo = ty, zg = tz,

a jemmauuma mupexrpuce: 3 +yi =1, z0=1.

N3 ycaosa zy = 1 manasumo ga je tz = 1, nonmocuo t = 1/z. Omnasne
mobujamo ma je g = tr = x/z, yo = ty = y/z. Hajzan, 3amenom oBux
BpeHOCTN y jemHaumnu z3 + y3 = 1, mobujamo jemmauuny xomyca (z/2)% +

2 = 22 + 42, OBy jenmHauuHy OUMIJEIHO MOKEMO Ia

(y/2)? = 1, ommocHO 2
HAIUIIEMO y ODJIUKY

z =+ ax? 4y
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IIorsaBine 6

JINMHEAPHE TPAHC®OPMAIINJE

1. OcHoBHe nepwmHUIMIjE

Hedbuanmmja 1. Heka cy X u Y (peaanu) sexkmopcku npocmopu. Ilpec-
auxasawe T: X — Y Ha3uea ce AUHEAPHUM, AKO je OHO a0UMUBHO U TOMOZEHO,

mJj. uUMa 0CcobuHe

(1) T(V+W)=T(V)+T(W),
(2) T@rv)=rT(V),

3a npouszsonne sexkmope V,W € X u ckxanap r € R.

[Tocebno, ako je X =), TOBOPUMO O JUHEAPHOM MPECIUKABAILY Y BEK-

TopckoM mpoctopy X (Tj. o nuMHEapHO] TpaHCHOpPMAIU)U).

IIpumepu. Caru u3omopguzam je THOT BEKTOPCKOT IPOCTOPA Ha JPYTH
BEKTOPCKU IIPOCTOP je jenHa jmHeapHa TpanchopMmarnuja. [locebno, 3a cBakm
BEKTOPCKU MPOCTOP X, UACHTUYHO npecaukaBame [: X — X je nuHEapHO.

Hyna npecaukasawe O: X — Y nedunucano ca O(X) = O (X € X) je

Takohe JMHEApHO MPEeCInKaBaIbE.
Younrmo noce6uo npoctop X = R? u cremehe merose TparchopmManmje:
(a) Porauujy py oko koopmuuataor nmouerka O 3a ¢urcupanu yrao 6:

cosf —sinf | |x
po(X) = sin 6 COSQ] [y} ’
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(6) Cumerpujy o9 = —I y omuocy ua koopauHaTHU moderak O :

0= ][5

Y

(n) Cumerpujy o y OOHOCY HA HPaBy Y = & :

owo-[2 2][1]

Jlako ce mpoBepaBa ga Cy CBe OBe TpaHchopMmamuje mpocropa R? mu-
meapue. lllraBume, ako je A mpousBoJbHA KBagpaTHa Marpuna pena 2, u T

TparHCchopManuja y npoctopy R? medumucanma ca

(3) T(V)=AV (MATPUYHO MHOKEHE),
rae je V = [g € R?, nako ce Bumu na je T JIUHEApPHO IPECIUKABAMC.
Youumo majbe IpOM3BOJLHY peatiny Marpuily A tuma m X n,
ai a2 - A1n
A a21 Q22 -+ Q2n
Ami  Gma  Gmn

Hedpuanmmmvo npecaukasawe 1T:R" — R™ ca T(V) = AV (marpuuno

MHOeRe), rae je V = [vy,...,v,]" € R*. Ilakie
a1 G122 Qip U1 a11v1 + @12V2 + - - + A1pUn
a21 G2 - A2y V2 a21V1 + G22V2 + -+ + G2, Up
V)= ) ) ) ) .| = . ) )
am1 am?2 e Amn Un am101 + Am202 + -+ AmnUn

Tana ce Ha OCHOBY HedumHUIMje ollepalyja ca MaTpUIaMa JaKO IPOBe-
paBa ma je npeciukasamwe 1 mauaeapso, tj. T(aV + W) = oT(V) + T (W)
(V,W € R™; o, 8 € R).

Ocuwm TOra, HEIMOCPETHO Ce BUOU Ia j€
_ T _ T
T(El) - [a117~~~7am1] 7~~'7T(En) - [a1n7~~'7amn] )

nakae Bekropu 1'(Eq),...,T(E,) ogroBapajy rononama marpuie A.
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CTAB 1. Hexa cy X u Y npouszeonhu (peasnu) 6eKmopcku npocmopu u
T:X — Y je auneapHo npecaukasawe. Tada je
(a) T(O)=0.

(6) 3a npoussonne sexmope Vy,...,V, € X u ckarape \1,...,\, € R, sancu

TOAVI+ -+ V) =MTWV) + -+ 2T (Va) .

(w) Jesepo K(T) = {V € X|T(V) = O} npecauxasawa T je nomnpocmop

npocmopa X .

(n) 3a npouseoman nomnpocmop £ C X je T(E) nomnpocmop npocmopa Y.
Hocebro je R(T) = {T(V)|V € X} nomnpocmop npocmopa Y.

Ioxkas. (a) Umamo ma je T(O) =T(0O + O) =T(0) + T(0), onarie je
T(O)=0.

(6) loka3 ce M3BOAM HENMOCPEIHO MHAYKUUjOM 1o n € N.

() Aro Bekropu V,W € K(T), rana je T(V) =T(W) = O. Onasne je 3a
npousBoJbHE CKasape a,b € R ucnymweno T'(aV + bW) = aT(V) + bT (W) = O,
nakae aV + bW € K(T). Crora je jesrpo K(T') upeciaukaBama T moTnpocTop

npoctopa X.

(x) Axo Bekropu V,W € T'(€), rana je V =T(A) u W = T(B) 3a usBecue
Bektope A, B € £. Crora je 3a mpou3Bo/bHE CRajsiape «,f € R ucnymeHo
aV + W = oT(A) + T (B) = T(aA+ B), n kako aA + B € &£, ounrienso
aV + W e T(E). Crora je T(E) morupoctop mpocropa ). [

CTAB 2. Hekxa je X xonauno dumeHzuowasnu npocmop u T: X — Y

npou3BoHbHO AUHEAPHO NPECAUKABATE. Tada saxcu:

(4) dim K(T) + dim T(X) = dim (X).

Hoxka3z. IIpernocrasuhemo na je dim (X)) = n. Y tpuBmjasHom ciayua-

jy n =0, tj. X = {O} tBpbemwe je oumrnenno rauuno, jep je K(T) = {0}

nu T(X) = O. Crora moxkeMo ma mpermocraBumo na je m > 1. Heka je
dimK(T) = m, (m < n) u mexa je {V1,...,V,,} npoussosmua Gaza mormpoc-
ropa K(T). Hera je name {V1,..., Vi, Vint1, ..., V,} npoussomua 6a3a mpoc-

topa X. OsBarxBa 6a3a yBerk moctoju Ha ocuHOoBy Crasa I. 30. Ilokaskmmo
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na je {T(Vit1),...,T(Vy)} 6a3a mornpocropa T'(X). Ouuriaenno Bekropu
T(Vis1),...,T(V,) € T(X). Aro npernocrasumo na je

>\m—|—1T(Vm—|—1) + -+ )\nT(Vn) — 07

3a peaiyiHe 6pojeBe Apyi1,..., Ay € R, Tana je T( A1 Vi1 +- -+ A Vi) = O.
Crora BeKTOP Apt1Vins1 + -+ AV, € K(T), na je

)\m+1vm+1 + -+ )\nvn - )\1‘/1 +--+ )\mvma

3a WM3BECHE CKajape Ai,...,A\, € R. OmnaBme je 300r suHeapHe HE3aBUC-
Hoctu Berkropa Vi, ..., Vi, Viny1,...,V, ucoymeno A\ = --- = A\, = A1 =
-+- =M\, =0. Crora cy sekropu {Vint1,...,V,} auneapuo uezasucuu. Jlame
younmo Guio koju Bekrop W € T'(X). Tama je W = T(V) 3a Hekn BEKTOp
VeX. Cagaje V=XM\Vi+---+\,V, 3a usBecue crkamgape \i,...,\, € R, nma

Je
W =TMVi+- 4+ V) = MTVL) + -+ AT (Vi) +

= )‘m+1T(Vm+1) +oee )"nT(Vn)7

jep je T(Vi) =---=T(V,) = O.
Crora je {T'(Vint1),...,T(Vy)} 6aza morupocropa T(X) mpocropa ).

OnaBnme je ounrsemnHo
dimK(T) +dimT(X) =m+ (n —m) =n = dim (X),
Tj. Bawkn penamuja (4). O

Heka cy X u )Y nmpousBoJ/bHM peasiHu BEKTOPCKU mpocTopu. Tama hemo
ca L(X,Y) o3HaunTH CKyI CBUX JMHEAPDHUX HpeciaunkasBawma T:X — ).
3a npou3BOJbHA IMHEapHa npecankasama R, S € L(X,)) nedpuaucahemo

BEKTOPCKE omepalrje Ha ciaenehu HAYWH:

(R+S)(V)=R(V)+ S(V),
(AR)(V) = AR(V),

3a mpousBoJbaH BekTOp V € X u cranap A € R.

CTAB 3. Ckyn L(X,)) je sexmopcku npocmop Had nowem R ca sex-

MOPCKUM ONEPAUUIAMA YEEOEHUM HA NPEMTOOHU HAYUN.
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Ioxa3s. Iloka3 je pyrurcku. OcHOBHA maeja mokasa je ma ako R,S €
L(X,Y) u «,8 € R, Tana u npecaukaBame aR + 35S € L(X,)).

Hanomenumo jom ma je y moMeHyToM BeKTOpCckKOM mpoctopy L(X,)),
HyJla BEKTOD TpuBHjaJHO npecaukasame O nepunucana ca O(V) = O (V €
X'), a cynporau BekTop npeciaukasamwa 1’ € L(X,)) upecaukaBamwe —1 nedu-
uucano ca (=1T)(V)=-T(V) (V € X).

Takobe mamomenumo na je mocebuo 3a X = Y, L(X,X) = L(X) cryn
CBUX JWHEAPHUX TpaHCchopManuja y IpocTopy X. Y OBOM ciaydajy Moke
ce mepumHMCATU NPOM3BOJ IPOM3BOJBLHUX IBE]Y JMHEAPHUX TPaHCPOpMAIja
R,S € L(X) ca (RS)(V) = R(S(V)) (V € X). Kako je rommozunmja Jiu-
HeapHUX MPECINKaBama Takohe JMHeapHO MPEeCInKaBame, CIeIU Ia U TPAHC-
popmanuja RS € L(X). Tume ckyn L(X) nocraje jenna aarebpa. Osa asre-
6pa uma u jequuuny I, Hamme maeHTUUHy Tpaschpopmanujy I € L(X). O

2. MaTpuuyHM IIPUKA3 JIMHEAPHOT MPECJIMKABAHA

Hera cy X u Y Berkropcku npocropu, dim(X) = n, dim(Y) = m nu

npeciavkaBawe 1T € L(X,)). Heka je mame {Vi,...,V,} npousBomna 6a3a
npocropa X u {V{,..., V! } npoussomua Ga3za npocropa ). Heka je name
(5) T(V;) =Y aiV'y  (i=1,....m;j=1,...,n),

i=1

rae cy a;; (i <m; j <n) normyno onpebenu peannu GpojeBu, KOju 3aBUCE O

npeciaukaBama 1 u uzabpanux 6a3a morupocropa X u ). Tama ce marpura

ail a2 c Q1n
a21 a22 s A2n
A= [T] =
am1  Om2 e Umn d pyxn

HAa3UBa MAMPUYHUM NPUKA30M JIMHEAPHOT IpecInKaBama 1y moMeHyTuM Oa-
zama. [lakiae koepunujeHTu aij, az;, .. ., an; pastarama Bekropa 1'(V;) oaro-
Bapajy ejemMeHTUMa j—Te kosone marpune A = [T].

Hamomenumo jomr, ma mako tun marpuie A ocraje HempoMemeH, cama
MaTtpuna A ce Mema y 3aBUCHOCTH O m300opa MOMEHYTUX 0Oaza MpPOCTOpa

X u Y. IloceGuo, mera je {Fi,...,E,} crapmapana 6a3a mpocropa R",
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{E{,...,El,} crapmapmaa Gasa mpocropa R™, u npecaukaBame T € L(R",
R™). Tana je

alj

ag;

T(E]) = alell + -4 aij’m =

Amj
(j=1,...,n), na je MATPUYHU IPUKA3
0/11 PR al] ... a/]_n
a21 PR a2] ... a2n
aml PR amj ... amn

niu cumbonnuno [T = [T'(Eq) ---T(E,)].
Ilocebuo, arxo je T' = I mmentwmuyHa TpaHchopManuja npocropa R", u

Vi,...,V,} npoussomua Gasa osor mpocropa, Tagza I € L(R", R") u onro-
p p p

Bapajyhm marpuunu npukas tpancopmanuje [ y oBoj 0a3u riacu

10 - 0
mn=1. . | =161,

Axro je T = O tpancdpopmaimja u3 npocropa R"™ y mpocrop R™, Tana

jé y mIpou3BOJLHUM Da3zaMa OBUX IIPOCTOPA

o =1. . . .
o o --- 0 X

oarosapajyha O—wmarpumna tuma m X n.
YouuMmo cana mpou3BoJbaH BeKTop V € R™ koju heMo HanucaTu y moromi-

HOM O6JII/IKy KOJIOHa—BEKTOpa :

Un
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n
Tana je V = ) v;E;, na ogaBne nobujamo
i=1

n n n m m n
/ /
TWV) =T viE) =Y vT(E) =Y v Y aj;E;=Y O ajv)E,
j=1 j=1 j=1 i=1 i=1 j=1
OIIHOCHO

aj1vy + 0+ aipbp a1y aiz . Qi V1

asivy  + -+ 4+ a2pUn as1 Q22 -+ QAa2p V2
V)= ) . =

am101 + o + AmnUn am1 am?2 o Amn Un

[Tpema tome moskemo na mHanumemo na je T'(V) = AV, omnocHo
(6) TvV)=[Tv  (VeR"),

rae je [T] marpuynu npuka3 auHeapue Tpanchopmammje T € L (R™, R™).
HaBomumo ©e3 mokasa jomn jemaH BaskaH CTaB KOjU Ce€ OTHOCU HA JIW-

HeapHe TpaHCchopMmanmje.

CTAB 4. Hexa cy X u ) KoHaUHO OUMEHIUOHAARY BEKMOPCKU NPOCMOPU

u npecauxasawe T € L(X,)). Tada je
(7) dim T'(X) = rang [T,

20e je [T mampuuru npuras npecaukasamwa T y npousgosnum bazama npocmopa
X u).

W3 ropmer craBa u Craa 2 mobujaMo jeIHaKOCT
(8) dim K£(T') = dim (X)) — rang [T,

oo 0 mMpeTnocTraBKaMa U3 Crasa 4.

3. OpToronasHe JuHEapHEe TpaHCchopManuje

Oproronanue nuHeapHe TpaHCPOpMAIMje IPENCTaBIbA]Y jeIHY BaKHY
MOTKJIACY JUHEApHUX TpaHchopmaruja npoctopa R". Osae hemo ux me¢pu-

HUCATU CaMO 3a cJaydaj Kama je n = 3, aju Tpeba HAIIOMEHYTHU & Ce CBe
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onrosapajyhe nmedpuuunuje u 0ocobmHEe JIAKO MOI'Yy NPEHETH U Ha OnmTH Eyk-

Juacku npoctop R™.

Hepuaunuja 2. Jurneapna mparcdopmayuja T: R> — R3 wnasuea ce op-

MOZORANHOM, GKO YYBA CKAAAPHU NPOUBO0 8EKMODPA, Mj. aAKO je
(9) (T(V), T(W)) =V, W),
3a npousgonme sexkmope V,W € R3.

Jeman on OCHOBHUX IpuMepa OPTOTOHAJIHUX JIWHEAPHUX TPaHCHOpMa-
nrja je UAeHTUYHO mpecaukaBame I mpocropa R3 medunncano ca I(X) = X.
[IpecnurkaBame —I je Takohe OpTOrOHAJNHO JUHEAPHO MPECIAUKABAKE, U TPEI-

CTaBJbA CUMEMPUJY ¥ OMHOCY HA KOOpAUHATHU modueTak O.

Axo je T oproronaJHa JIuHeapHa TpaHChopManuja y npoctopy R3, Tana
yaumajyhu y penamuju (9) na je W =V menocpemno caemu |T(V)|? = |V,
xj. [T(V)] = V] (V € R?).

Crora je T(V) = O ako u camo ako je V = O, mro 3uaun na je K(T') = O.
To 3maun ma je T jemam-jemam mpeciaumkaBame mpocropa R2. Kako je, ocum

Tora, Ha ocHOBYy CraBa 2 UCIyHEHO
dim K(T') + dim R(T) = 3,

nobujamo na je dimR(T) = 3, tj. R(T) = R3. Crora je TakBo mpecinkaBame

u "ua”. OnmaBme HemocpenHo mnobujamo ciaemehwu cras:

CTAB 5. (Csaxa opmozonaana auneapra mpancpopmavuja Ty npocmopy

R3 npedcmaena jedan auneapru uzomopgusam npocmopa R3.
Ocuwm Tora, Basku u caenehu cras.

CTAB 6. Crkyn O(R?) ceur opmozonasHus AUHEAPHUT MPAHCHOPMAYUIQ
npocmopa R3 npedcmasna 2pyny ¢ 063upom ma onepauujy KoOMnono8ama npec-

AUKa8amQ.

Iloka3. HeyTpaJsHu eJeMeHT Te TpPyIe je OUUIJIEeIHO UIACHTUYHO IIPEeC-
nmKaBame [.
Heka cy mame T u S mpowm3BoJbHE OPTOTOHAJIHE JUHEAPHE TPAHCHOP-

Marmje y mpocropy R3. Tanma je T'S taxobe muEeapHO IpeCIMKABAKE, U 34
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npousBomHEe Bekrope V, W € R3 Basu:
(TS)(V), (TS)W)) = (T (S5(V)), T(S(W))) = (S(V),5(W)) = (V, W),

onakne ciaema na npecaukasame TS € O(R3).

Ilame, ako je T TPOM3BOJLHO OPTOTOHAJHO JMHEAPHO MPECIUKABAILE,
Taga je 1T’ muHeapHU U30MOP(U3aM IPOCTOPA R?, na MHBEP3HO IPECIUKABAIE
T—! mocroju u npencrasiba Takobhe IMHEAPHO IpeCIUKaBaKe y IpocTopy R2.
Younmo masme 6mmo koja asa Bekropa V,W € R3. Tama je V = T(X) u
W = T(Y) 3a ussecne Bextope X,Y € R u ouuraemuo je X = T V) n
Y =T-YW). Cana umamo na je

(TH V), T7H(W)) = (X,Y) = (T(X),T(Y)) = (V,W).

Crora je T~! rakobe opToromammo mmEeapHO HpeciMKaBame, Tj. 11 €
O(R?). Kaxo je, ocuM Tora, acONMjaTUBHOCT yBEeK WCIYH-eHa KOJ KOMIIOHO-

Bama IIPecIuKaBama, Hemocpeao ciaema aa je ckyn O(R3) rpyma. O

I'pyna O(R?) ounrsnenno uma u Ty ocobuny na ako T € O(R?), Tana u
—T € O(R?).

CTAB 7. Axo je T opmo20Hanho AUHEAPHO NPECAUKABATE Y NPOCMOPY

R3, mada 3a 6uso xoja 0sa sexmopa V,W € R3 saxcu caedehe:
(a)  [T(V)=TW)| =|V-W]
(6)  LT(V),T(W)) =LV, W);
() V1IWeTV)LTW).

Hocaeowe dse ocobune saxnce axo je V.W # O.
ITokas. (a) 3a mpoussosmue Bekrope V,W € R3 6uhe ucnymeno
T(V) =TW)| =|T(V -=W)| =V -W|.

(6) Axko ca 6 ozmaummo yrao usmeby sexropa V,W € R® (V,W # O), n
ca ¢ yrao uameby Bexkropa T(V) u T(W), Tana je
(r(v), 7(W)) _ (V. W)

cos ¢ = = = cos b,

[T [V]IW]

onakiue je ¢ = 6. Ilpurom je ouuraenuo T(V), T(W) # O, jep je V,W # O.
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() OBa penanuja ciemqu HenocpenHo u3 penanuje (6), jep je 3a BeKTOpe

V., W # O ucnymeno V L W ako u camo aro je (V,W) =0, 1j. 0 = g O

Ocobuna (a) y mperxomHOM CTaBy 3HAUM & OPTOTOHAIHO JIMHEAPHO
IpecIrKaBamhe YBEK uyBa pacrojame m3Mebhy Bekropa Tor mpocrtopa. O-
cobuna (0) 3HAUM Ia TO NMpeCIUKABaWm-e yBeK dyBa yriose uaMeDy Bekropa

TOT IPOCTOPA.

CTAB 8. Jluneapro npecauxasanwe T y npocmopy R> je opmozonaaro axo

u camo axo je 3a ceaxu eexmop V € R3 ucnymwena penayuja:
(10) (V)| = VI,

mj. T wyea dyxcune eexmopa uz R3.

Jloka3. Ycaos (10) je ounrie1HO HEOIXOJAH.
O6paTHO, PETNOCTABMMO na JWHeapHa TpaHchopmarmja 1 3a70BOJ-
jaBa ycmos (10). Yoummo mpowussosre Bekrope V,W € R3. Tama je ma

ocuoBy penanuje (10) ucnymeno
TV -W)|=|V-W|,
OJTHOCHO
T(V)-=TW)| =V -W]
OJaKJIe je KBaAPUPAHEM
(T(V)=TW),T(V)=T(W)) =(V-W,V -W).
OnaBne pa3BujameM CIEON jeTHAKOCT
TV +T(W)[P = 2(T(V), T(W)) = [V]* + [W|* = 2(V,W).

[Tonosuom npumenom penarnuje (10) va Bekrope V u W, omasne menocpenso
cienu

(T(V), T(W)) =(V,W) (V,W € R?).

Crora je 3aucta T oproronanna JuHeapHa TpaHchpopMmamuja. [

Tpeba jomr HAIIOMEHYTH Aa HOCTOje IpecIumKaBama mpocropa RP koja
yyBajy yIJIOBE, aJd HUCY OPTOTOHAJNHA. Y OYMMO Ha MPUMeEP IpecaukaBame 1’

nedpurucano ca T'(V) =2V. Ouno uysa yruose, jep je 3a V,W # O ucnymeno
(T(V), T(W)) _ (2v,2w)  (V,W)

T Aviiw] VW]
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amu je |[T'(V)| =2|V| # |V]| (V # O). Crora oHO HUje OPTOrOHAJIHO IIPECIUKA-
Bame.
Ha 0CHOBY mpeTXOMHOT CTaBa Cé OPTOTOHAJNHA JMHEAPHA TIPECINKABAA

y mpoctopy R? HazmBajy joumr m uzomempujama y TOM IPOCTODY.

CTAB 9. Jluneapno npecaurvasamwe T: R — R3 je opmozonaano axo
U CaMO aKO Mpeciuxasa ceaxy opmomopmupany bazy npocmopa R maxobe na

OPMOHOPMUPANY 6a3Y UCMOo2 NPocmopa.

IToka3. Heka je T OpTOTOHAJIHO JIMHEAPHO IPECIUKABAKE IpocTopa R3,
u meka je {Vy, Vo, V3} 6mno xkoja opromopmmpana 6a3a mpoctopa R3. Tana je
1, 2=
0, i#j’

omare je |[T(V;)] = 1 (i = 1,2,3) u (T(V;), T(V;)) = 0 (i # j). Crora je
{T(Vh),T(V2),T(V3)} oproHOpMUpaHU CUCTEM BeKTOpa y mpocTopy R™.

(V). T(V)) = (Vi Vi) = 83 = {

Jlajbe 3HAMO 1a je CBAKM TakaB cucTeM on k BekTropa mpocTopa R3
(k < 3) numeapno me3zasucas, na sexkropu {T'(V1),T(V2),T(V3)} ouwnraenuo
IIpeACTaB/bajy OPTOHOPMUpaHy 0a3y mpocropa R3.

O6paTHO, YOunmMO 6MIIO KOje JIMHeapHO IpecaukaBame 1y npoctopy R3
KOje IpecJrKaBa IPOU3BOJHY OPTOHOPMUpaHY 6a3y mpocropa R? takobe y
OpPTOHOPMUPAaHY 6a3y MCTOI MPOCTOpa. Y OUMMO Cala CTAHIAPIHY OPTOHOP-
mupany 6a3y {E1, Es, E3} npoctopa R?. Tana je {T(E1),T(E2),T(E3)} Tako-
be opromopMmupana 6a3za y mpocTopy R3. YouumMo Ipom3BOJLHE BEKTODE
V,W € R3. Tanma je V = a1E1 + asFs + asEs, W = biEy + byFEy + b3E3 3a
U3BecHe peaJiHe OpojeBe ai,as,as; by, bs, bs. Onmasoe Hemocpeauo nodbujaMo ma

je
<‘/, W> = <6L1E1 + asFs + agFE3, b1 Ey + boEy + b3E3> = a1by + az2bs + asbs.

Ilame je
T(V) = a1T<E1) + (IQT(EQ) + CL3T(E3),

T(W) = b, T(E1) + by T(Ey) + bsT(Es).

360r npermnocraBke ga je ckyn Bexkropa {T(E1),T(E>),T(FEs3)} oproHop-

MUPaH, OfaBae TakKohe HemocpemaHo mobujamMo ma je

(T(V), T(W)) = a1by + azbs + asbs,
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npema tome (T'(V), T(W)) = (V,W). Crora je npeciukaBame T OpTOTOHAIHO,

YyyMe je MOKa3 3aBpimeH. [

Cama HaABOAMMO HEKOJUMKO MpPUMEpPa OPTOTOHAJIHUX JIMHEAPHUX IIPec-

JIVKABabhAa.
IIpumep 1. Ilpecaurasame T mpocropa R? mepunmcano ca

1 0 ﬂ)

T(V):[O _1]1/ (V=

je oproronanuno. OHO mpeciaukaBa OpTOHOpMUpany 6azy FE; = (1) , By =
0 1 0
= | |» Ha opToHOpMEpaHy 6a3y T(Fp) = ol T(Ey) = REE
Y
Ey
E,=T(Ey)
»o B
0 T
T(Ey) = —Ey
Cauxka 6.1

OsBa Tpancdopmanuja IpeacTaBba CuMemMpujy y omaocy ua ocy Owx.

IIpumep 2. Jlumeapra Tpancdopmamuja T mpocropa R? medunrucama,
ca

T(V):{(l) é]v (V € R?)

. . 1
je takobhe opToroHaJHAa, jep MpeciauKaBa OpPTOHOpMUpany 6a3y FEj = {0],

Ey = {ﬂ, Ha opronopmupany 6asy T(E1) = Ea, T(E2) = E.
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D
O-

o>
0 B =T(E) =

Ciuka 6.2

OBa TpanchopMaIyja T€OMETPUjCKA NPEACTABIHA CUMEMPUJY Y OTHOCY

Ha IPaBy Yy = .

IIpumep 3. 3a npoussoman ¢urcupanu yrao 6 € [0,27], nuneapHa

tpanchopmanuja T mpocropa R? nedpurucama ca

| cos@ sin 6 2
)= {sin@ —cos@} v (Ve &)

1 0
07E2_17

Ha opToHOpMUpany 6a3y T(Fp) = {COSG}, T(Ey) = [ sm@}

je opToroHaJHa, jep IpecJnKaBa OpTOHOpPMUpPaHy 6a3y Fp =

sin 6 —cosf
OBa TpancpopMaIyja reOMeTPUjCKUA NPEACTABbA CUMEMPUJY Y OTHOCY

Ha MpaBy Koja MpoJia3yd Kpo3 KoopauHAaTHU mouerak O, U rpaau yrao on B
ca ocoMm Ozx.

™
[Tocebro 3a 0 =0 u 6 = 5 nobujamo Kao cuenujasie ciydajese [Ipume-

pe 1 m 2.

Cnemeha ocobuna maje MaTPUUYHY KapaKTEPU3AIU]y MTPOU3BOJLHE OP-

TOTOHAJIHE JIMHeapHe TpaHChopManuje.
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Ciuxka 6.3

CTAB 10. Jluneapra mpancopmayuja T: R> — R3 je opmozonaana axo
u camo axo je men mampuunu npuraez A = [T] y npouszeonnoj opmoHopmuparoj

6asu {B1, By, B3} opmozonasna mampuya.

Iokas. Hexra je {Bi, B2, B3} npousBosbHa pUKCUpaHa OPTOHOPMUPAHA
6a3a mpoctopa R3. Ilpernocrasumo ma je T OpTOroHAHA JUHEAPHA TPAHC-
popmamuja u A = [a;;] je men Mmarpuuny npukas y 6aszu {B1, Bs, B3}. Tazna je
T(B;) = (a1i,a2,a3;) (i =1,2,3). Ilopen Tora, na ocuoBy Crasa 9 ciemu na
je {T(B1),T(Bz),T(Bs)} rakobe opronopmupana 6a3za npoctopa R?. Onasne

nodujaMo na je 3a MpOU3BOJLHE MHIEKCE ¢, ] = 1,2, 3 ucnymeHo:
(AT A)ij = ((ani, azi, azi), (a1, azj, a35)) = (T(Bi), T(By)) = (Bi, Bj) = di;.
[Ipema Tome mobujamo na je
(11) ATA=1.

3 ose penamuje caemu na je det (AT)det (A) = det? (A) = 1, omaxie
je det (A) # 0, Tj. A je perynapua marpuna. Muoxkemem pesamuje (11) ca

necue crpane ca mMarpunoMm A~! gobujamo ma je AT = A7, Crora je
AAT = AAT =T
ITpema Tome marpuma A 3am0BOJbaBa yCJIOB

(12) AAT =ATA=1T,
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Tj. A je opTOroHaJIHA MATPUIA.
O6parno, npernocraBumo ga je marpuna A = [T] npeciaurasama Ty
opronopMupanoj 6a3u { By, By, B3} oproronanna. Tana sasku penanuja (11),

1j. ATA=1. Onaszme HemocpenHo mobujamo ma je (ATA)Z-J- = 0;j, OaKIe je
(I'(B;), T(Bj)) = ((a1i, a2, a3:), (a1, a25,a3;)) = 6; (i,5 =1,2,3).

[Ipema tome, {T'(B;),T(B3),T(Bs)} je takobe oproHopmupana 6a3a
npocropa R3, u ma ocmoBy Crasa 9, T je OpPTOrOHAJHA JIMHCADHA TPAHC-

bopmamuja mpoctopa R3. [

IIpumep 4. Ilara je aumeapna Tpanchopmammja T: R? — R? medu-

HHUCaHa Ca

cosf) —sinf

T(V)=AV = {sin@ cos @

}V (V € R?).

cosf) —sinb

Tama je A =[T] = {sin@ cos 0

} MaTPUYHU IPUKa3 OBE TpaHCPOpMa-

nuje y 6asu {E;, Fy}. Jlako ce mposepasa ma je Tama A' A= AAT =1, na je
MaTpuia A, a mpeMa ToMe u TpaHchopMmainuja 1’ OpTOrOHAIHA.

Tana je

rin = [c8] =g < [0+ )

sin 0 cos 0 sin(6 +

olaKje ciiequ Ja OBa TPaHChOpMaIja NPEACTaBba pomayujy 3a yrao 0 €
[0,27] ca mEeHTPOM y KOODAMHATHOM MOYETKY, U ¥ CMEPYy CYHPOTHOM OJX Kpe-

Talba CKa3aJbKE€ Ha YaCOBHURY.

v A

E,

T(E)

T(E)

ol

Ciuxka 6.4
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Y cnemehem craBy maTta je KJIacH(pUKANMja CBUX OPTOTOHAJHUX Ma-

Tpuia pena 2.

CTAB 11. Cesaxa opmozoraata mampuya peda 2 uma jedan 00 caedehur

0bAUKG:
(a) [ cosf) —sinf

cos 6 sin 0
sin 6 cos 6 1 ’ (b) [ }

sin@ —cosf

3a uszsecman yeao 0 € [0, 27).

. a .
Iloka3. Hexka je A= [c 1, opToroHaJiHa MaTpuia. lTama je

d

(13) AT:[Z g]zAlzdetl(A){—i _Z} |

ndet (A) = £ 1.
Pasnmurosahemo mBa ciydaja y 3aBucuocTu ox tora ma au je det (A) =
+ 1 v det (A) = — 1.

(i) det(A) = + 1. Tazma penauumja (13) 3maum na je a = d,b = —c¢,

OIaKJe je

Omnasne je det (A) = a® + ¢ = 1. Ilakne, moctoju ussectan yrao 6 € [0, 2]

TakaB na je a = cosf,c =sinf, na je

sin 6 cos 6

A [COSH —sin@]

(ii) det(A) = — 1. Tanma pemamumja (13) 3maum ga je a = —d,b = c,
oJakJe je
4= {a c}
c —a
U3 ycaosa det (A) = —a? — ¢ = —1, 1j. a® + ¢®> = 1, caemm ma mocToju yrao

6 € [0,27] rakaB ma je a = cosf,c =sinf. Crora je

cos @ sin 6
A_[siné —cos@} -

[Iperxomau cTaB MOKE Ce€ MHTEPIPETUPATHU 2€0MEMPUjCKy HA ciemehn

maurH. Hexka je A oproromamma marpuma pena 2, T(V) = AV (V € R?)
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oarosapajyha oproronasna juHeapHa Tpancpopmanuja, u {Fq, Fs} onro-
Bapajyha crammapmua 6a3a. Tana je |[T(E1)|| = ||T(E2)|| = 1, na Bekropu
T(E1) n T(Es) neske ua jenuauunoMm kpyry. llopen tora je T(Es) L T(E).
[Tpema Tome, ako ¢purcupamo Bekrop 1T'(E7), npeocrajy camo nse moryhuoctun
3a T'(E): ou ce nobuja on sekropa T(E;) poramujom 3a yrao +90° (1 umamo

pomayujy), nam poramjom 3a yrao — 90° (u mmamo cumempusy).
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IlorsaBine 7

3
N30METPUJE Y ITIPOCTOPY R

Y nenom oBoM moraassby mocMmarpahemo camo Eykmuacku mpocrop R3.
MebyTtnM, HAaTOMUEKEMO a ce IPAKTUYHO CBe Ne(UHUIMjE U PEe3YITATU MOTY

nako npedopmyaucat u 3a onmtu Eykauncku npoctop R™ (n € N).

Hepuaunuja 1. Ilox usomempujom (nnm KpyTUM KpeTameM) Yy IPOC-
Topy R® mompasyMeBaMo IPOM3BOJLHO IpeciaumkaBame F: R — R3 xoje uyBa

Eykauncko pacrojame, Tj. uMma ocOOUHY

(1) d(P,Q) = d(F(P), F(Q)),
OJHOCHO
(2) |P-Ql=|F(P)-F@Q) (PQeR)

Huje Temko BumeTn ma je koMmo3umuja o OMJIIO KOje IBe M3OMETPHUjEe Y
npocropy R3 Ttakobe jemma m3omerpuja, u ma je ckym £(3) cBux m3omeTpuja
npocropa R"™ ¢ o63upoMm Ha omepanujy o jemHa rpyma. Oaprosapajyhwu mey-
TpaJIHU €JIEMEHT OBE I'DYIe je UIEHTUYHO MecIuKaBame [.

Jom mamomenmMo na je y mosmatoMm Epmaanrenckom nporpamy P. Kiaa-
jHA, Fykaudcka zeomempuja mpencraBbeHa Kao CTyAMja MOjMOBa U OCOOWHA
Koje cy mHBapujaHTHe 3a rpymy &(3).

Hamomena. Ha ocHOBY pesyiTaTa M3 OPETXOAHOr maparpada ciienn
Ila, CBe OPTOTOHAJIHE JUHEapHe TpaHchopManuje IpocTopa R mpemcraBmbajy
uzoMmerpuje. MebyTum, mocroje mzomerpuje mpocropa R® Koje HuCY JIuH-

eapHe, IIa IpeMa TOMe HU OPTOrOHaJIHe JIMHeapHe TpaHCcdopMmaluje.
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Hedurumnuja 2. Ilox mpancaauujom 3a Bekrop A € R® y mpocropy R?
mopa3yMeBaMo IpeciukaBame Ty: R2 — R3 nedpunaucano ca Ty(V)=A+V
(V € Rr3).

v

ffffffffffffffffffffffffffffffffffff oV +A

.
g
=0

O A

Cimura 7.1

CTAB 1. Csaxa mpancaayuja Ta (A € R?) je jeona uzomempuja npoc-

mopa R3.
Ioxas. Axo cy P u (Q nBe mpom3BoJbHE Tauke mpocropa R3, tana je
Ta(P)=A+P , Ta(Q)=A+Q,

ONaKJe je

d(Ta(P),Ta(Q)) = [Ta(P) = Ta(Q)| = [(A+ P) - (A+ Q)| =
=[P -Q[=d(P,Q). U

OuwnrienHo je ma je maeHTWYHa TpaHchopMmanuja I mpocropa R? Tpamc-
gamuja 3a Bekrop A = 0. Ilopen Tora, rpancaanuje T4 je BeoMa pPeTKO jeIHO
JUHeapHO npecaukaBame. OHa je muHeapHO MPEeCInKaBamhe aKo U CAMO aKo je
Bekrop A = 0. 3awucra, npeciukasame I = T je TuHEAPHO, 8 U3 JIUHEAPHOCTHA

npeciukaBama 1y mmamMo na je
T@V)=A4+aV =aT(V)=aA+aV (x€R),

omakise ciemu na je A =aA (e« € R), tj. A=0.
Crora je Tpanciamuja 14 oproroHajgaHa JuHeapHA TPaHCHOPMAIH]aA

aKo u camo ako je Bexkrop A = 0.

CTAB 2. Csaka opmozonaana auneapna mpanchopmayuja C: R3 — R3

je jedna uzomempuja.
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Iloka3s. IIpe cBera, mumamo na je
|C(P)]? = (C(P),C(P)) = (P, P) =|P|?,

naxne |C(P)| = |P| (P € R?). Cana xopumhemeMm JTUHEAPHOCTH TPECTAKA-

Bama C mobujamo ma je
C(P)-C(@Q)=IC(P-Q)=|P-Q| (PQeR’). O

Cana hemo mokazaTu jeman mMOMONHM CTaB KOjU C€ OMHOCHU HA jeIHY

noceGHY KJIacy M30MeTpuja mpocTtopa R3.

CTAB 3. Axo uzomempuja F npocmopa R® uma ocobuny F(0) = 0, mada

OHa “YBA CKAAAPHU NPOou3800 buno Koja 0ea eexmopa npocmopa R3.

Iloxka3. Ha ocmoBy mpermocraBke, mpeciaukaBame F' mma ocobune:

(3) |F(P)-F@Q)|=IP-Q| (P,QeR’,
(4) F(0)=0.

Tpeba morazaTu na je 3a 6uiao Koja asa BexTopa P,Q € R? ucnymeno
() (F(P), F(Q)) = (P,Q).

Nmamo na je 3a 6uso xkoju Bekrop P € R" ucnymeHo
(6) [F(P)| = d(0, F(P)) = d(F(0), F(P)) = d(0, P) = | P/,

nakne |F(P)| = |P|. U3 penanuje (3) cnemu na je 3a mpou3BOJLHE BEKTODE
P,Q € R? ucnymeno

(F(P)-F(Q),(F(P)-F(Q)=(P-Q,P—-Q),
UJIU Y Pa3BUjeHOM ODJIUKY

(7) [F(P)P + F(Q)I* = 2(F(P), F(Q)) = [P +|QF — 2(P, Q).
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Kako je |F(P)| =|P| n |F(Q)| = |Q|, onaBme mobujamo ma je

(8) (F(P),F(Q)=(P.Q) (PQeR).

Jloka:KMMO jOII IMHEAPHOCT NpecaukaBama F.

Heka je F1 = (1,0,0), E; = (0,1,0), E5 = (0,0,1). Kako F uyBa cramap-
HU NPOU3BOJI BeKTopa, To he u Bekropu {F(E;), F(Es), F(F3)} obpasoBaru
OpPTOHOPMUpAHU cuUcTeM BekTOopa. Ha ocHoBy mo3narte ocobune o Eyraummn-
CKOM pa3jaramy BekTopa mpocropa R® y omsocy Ha opToHOpMupany 6a3y

TOT TIPOCTOPA, Tala je 3a CBaku BEKTOp P = (p1, p2,p3) UCHYHEHO:

OpmaBne caenu ma je

9) F(P):ZPiF(Ei)'

N3 penanuje (9) menocpemHo ciaemu JUHEAPHOCT Hpecaukasama F, Tj.

ocobuHAa
F(aP 4 bQ) = aF(P) + bF(Q) (P,Q € R% a,bE R).

Crora je F oprorosafiHa AUHeapHa TpaHcdopMmamuja y mpoctopy R2.

Hamomena. Ako je F nmpou3BoJbHA JUHEADHA TPaHCHOpPMAIHIja , TAIA je
360r suueapuoctu F ouurnenno F(0) = 0. Crora ce oproronajHe JuHeapHe
TparchopManuje u3maBajajy u3 momerpuja ynpaso yciaosom F(0) = 0.

Cneneha Tteopema je jemHa on HajBa:KHUjUX TeOopeMa KOje Ce OIHOCE Ha

M30MeTpUje.

TEOPEMA 1. (a) Axo je T 6uno xoja mpancaayuja v C bunro xoja
opmozonaana auneapha mpanchopmayuja y npocmopy R, mada je F = T o C

uzomempugja npocmopa R3.
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(6) Axo je F npouszeomna uzomempuja npocmopa R, mada nocmoju jeona
u camo jeona mpancaauuja T u jedna u camo jedna OPMOZOHANHG AUHEAPHA

mpancpopmayuja C, maxo da je ' =T o C.

Joka3. (a) Heka je Bexkrop Tpancanauuje T jemuax A, 1j. T(P) = A+
P (P e R3). Tana je

F(P)= (T C)(P)=T(C(P)) = A+ C(P).

Onasae je 3a mpowmsBosbHE BekTope P, Q) € R? ucnymeno

[F(P) - F(@)|=[[A+C(P)] - [A+ CQ)]| = |C(P) - C(Q)| =
=[C(P-Q)=|P-0Q,

na je F wsomerpuja mpocropa R3.

(6) Hexka je F mpoussossHa uzomerpuja npoctopa R? u C(P) = F(P) —
F(0) (P € R?). Tana je C(P) msomerpuja npocropa R u C(0) = 0. IIpema
ToMme, Ha ocHOBY CtaBa 3, C' je opToroHasHa JUHeapHa TpPaHC(hOpMaIUja.
Axo ca T osraumMo TpaHCcIanujy y mpocropy R? 3a sexrop F(0), HemocpemaHo

nobujamMo ma je
F(P)=F(0)+ [F(P) - F(0)] = F(0) + C(P) = (T o C)(P).

JlokasKMMO jOTI je IMHCTBEHOCT TpaHcaanuje 1 1 OpTOroHaJiHe JUHEAPHE
rparchopmanuje C' y komnozuruju F'=T o C. Y TOM mMupy, IPETIOCTABUMO
Ia 3a U3BeCHY TpaHcaanujy T (3a BexTOop B € R3) m opToromajmy TpaHC-

dbopmanujy C Baxu F=ToC, Tj.

F(P)=B+C(P) (P € R?).

Tanga je 360or mmmeapHocTH mpeciamkaBama C ucmymeno C(0) = 0, ma je
F(0) = B4+ C(0) = B, tj. B = F(0). To 3mauu ga je rama T = T. Cana
je C(P) = F(P) — F(0) = C(P), 1j. C' = C, umMe je IOKA3aHA jeIMHCTBEHOCT

npecaukaBama 1T ' u C'. [

Hamomena. Y npukaszy F =T o C y ommrem cayuajy je ToC #= CoT.
[Topen Tora, rao mro cmo Bumeau, uz F = T o C cuemu ma je T = Tro) &

C = (TF(O))_l oF =T_p@)oF. OBe popmyne ciyse 3a BeoMa jeTHOCTABHO
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onpebuBame Tpamcaanuje T u oproronasue tpaunchopmarmje C 3a KoOjy je
F=ToC.

Axko je F usomerpuja u F'=T o C, tana ce T 30Be mpancaamopru 0eo,

a C' opmozonaanu deo mzomerpuje F. 3a nmpoussosman Bekrop P € R3 Tana je

(10) F(P) = Tp() o C(P) = F(0) + C(P).

CTAB 4. Uszomempuja F npocmopa R? je auneapno npecaurasame axo u

camo axo je F(0) = 0.

Iloka3. Axko je msomerpuja F nuHeapHa, Talga je Ha OCHOBY OIIIITE
ocobune suHEapHUX TpaHchopmanuja ucnymeno F(0) = 0.

O6parHo, mpermocrasumo na je F(0) = 0. Tana us pesammje (10)
HaJa3UMO 14 je

F(P)=C(P) (PR,

a rako je C' nuHeapHa TpaHchopmalmja, ciaequ na je u n3omerpuja F rakobhe

anHeapHa TpaHchopmanuja. [
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IlormaBibe 8

CIIEKTPAJIHA TEOPNJA MATPUILIA

1. ¥YBon

Y menroM OBOM HOIJIaBJbY OUCKyTOBaheMO caMoO CHEKTpaJHy TeOpujy
CUMETPUYHUX KBaJPATHUX MaTpUIa MaJor pena, Tj. pelda 2 u pena 3.

HaBomumo majupe ocHoBHEU cTtaB Amrebpe.

CTAB 1. Csaku noaurom
P(z) = apx™ + a12™ t + - 4 a, (ap #0,n € N),

WUju cY KOePUUUJEHMU PEAAHU UAYU KOMNAEKCHU bpojesu, nocedyje bap jeony

KOMNMAEKCHY HYAY, TJ. NOCmoju Komnaekcan 6poj X maxas da je P(\) = 0.

Kao mocnemuna oBor crasa, noka3dyje ce ma ce cBaku nosuHoMm P(x)

(x € C) moxke parTOpr30BATU, Tj. IPUKA3ATU Y OOJIUKY
Px)=ag(x — M) (x—A2) ... (= \pn),

Ipu YeMy Cy Ai, ..., A\, Hyse noauaoMa P(z) (HeobaBe3Ho pasnudure).
Ako cy mame A\q,..., A, (r <n) cBe Mmehycobuo paznuuure HyIse MONU-
voma P(x)), u A\p ce y ropmoj pakropusanuju mojaBibyje TAYHO My ILyTa

(k’:l,...,r), Tama je my +---+m, =nu
P(z) = ap(z — M)™ (x = A2)™ ... (2 — \)™ .

BpojeBu my ,... ,m, Ha3uBajy ce aizedapckum SUWECMPYKOCMUMA HYTIa

Aly...y Ap PECIHEKTUBHO.
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2. CumerpuuHe MaTpuie pena 2

Hexra je A = [a;;]ox2 mpoM3BOMBHA peasra KBaApATHA MaTpHUIa peia 2.

Tana ce pa3BujameM AeTepMUHAHTE

aip — A a2
det (A — \T) = AeQ),
( ) a2 aga — A ( )
Mo6uja M3BECTAH MONMHOM IPYTOT CTEIeHA:
(1) Py(A) = A2 — (a11 + a2)\ + ar1age — a3y

OaBne HEOCPEOHO CJEAu Aa Cy HyJie OBOT MOJUHOMA

a11 + az + +/(a11 — az2)? + 4a?,

A2 = 2

Kako je uspas (a1 —agq)? +4a?, > 0, cieqm ma oBaj MOJIMHOM yBEK UMa
nBe peasre myine. One cy miau pasauuute uiau MebhycoOHO jenHake.
HamoMmeHMMO Ia je TO MCIYyHEHO 3a CHMETPUYHE MATPUIE, a Aa HECU-

MEeTPUYHE MAaTPUIE y ONITEM CJIydajy He MOpajy Oa mMajy peaJjHe HyJe.

Hebuaunuja 1. Ilomusom (1) Ha3uBa ce KapaxkmMepucmuwHuMm noaU-
nomom Marpune A, a mwerose myne {\, A2} concmeenum epednocmuma Te
marpune. Jemmauuna Pp()\) = 0 HasuBa ce Kapaxmepucmuurom jeORaAUUHOM
MmaTpune A.

Cryn cBux concTBeHux BpenuHoctu marpune A (yrmpyudyjyhu m muxose
BUIIECTPYKOCTH ), HA3UBa ce cnekmpom Marpune A, u ozmauasa ce ca o(A).

ﬂaI{JIe, O'(A) = {)\1, )\2}

ITpumep. Ako je A = B _23 , mobujamo ma je
1= A 2 2
det(A—)\I)—’ 9 _3_)\‘—)\ + 2\ =17,
na cy Ao =—1% 2+/2 comcraene BpeqHOCTU MaTpuie A.

Y ommTeM ciydajy, UMaMoO Oa je A\] = Ag aKo U caMo ako je ajo = 0 u

ail 0
a11 = Q99, HAKJIE ako um camMo ako Marpuna A mma obauk A = 0 =
ai
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ai1l2, mpu yemy je a;; € R u I je jenuaununa Marpuna pena 2. Tana je
A1 = A3 =aj1. Y CBAM OCTAJUM CIydajeBUMa je A1 # Ao.

Hera je A = [ajj]ax2 cuMmerpuuna marpuna pega 2, 0(A) = {1, A2} men
CHeKTrap, 1 A OMJIO KOja On HEeHWX COINCTBEHMX BPEMHOCTU. 1amga XOMOIeHU

CUCTeM JIMHEeAPHUX jeqHAYUHA IO T, T2

(CLH — )\)331 -+ a12T2 = 0,
) {

a12T1 + (CLQQ — )\).1172 = 0,

nMa HeTePMUHAHTY KOja je jeAHaKa HYJIU, I1a YBEK mocenyje dap jeaHo HeTPU-
BUjasHO pememe ¥1,Ty (3 + x5 # 0). OBaj cucreM ce OuUUIIeTHO MOKe

HAIIMCATUA Y MATPUYHOM OOJIUKY

AX = )X,

pu uemy je X = (z1,22)".

Ieourunmja 2. Csaxu Bexktop X = (21, 72) € R?\ {0} xoju 3am0BOMaBA
cucteM (2) Ha3UBA CE CONCMBENRUM BEKMOPOM KOJu 00208GPA CONCMEEHO] 8P e0-
nocmu X. CKyIl CBUX CONCTBEHUX BEKTOPA KOJU OArOBapajy COICTBEHO] BPEI-
Hoctu A\ (yrayuyjyhu ome u 0), Ha3UBa ce CONCMBENRUM NOMNPOCTNOPOM Ma-

Tpune A Koju oaroBapa CONCTBEHOj BpenHocTu A\, u o3uavasa ce ca N (A—AI).

Moske ce J1akO BUIETU 18 j€ COINCTBEHU IMOTIPOCTOP YBEK jedaH IOT-
npoctop npocropa R?. O= je yBex mamensuje 1 mmm mumensuje 2. Obaj
IPYTH CIydaj HACTYTAa caMo ako je A\; = Ay, u Taga je N (A — \I) = R?, Tj.
csaku Bekrop X mpocropa R? (X # 0) je comcTBeHM BEKTOD KOju OATOBapa
COTICTBEHOj BPEAHOCTU .

YBemuvo masme y mpocTtop R? ckamapum mpomsson ca X = (z1,T3), Y =
(Y1y2),

(X,Y) =191 + 7292

Tana n3 cumerpuyHocTr Marpune A HEMOCPETHO ciaemu Oa 3a MPOU3-

BosbHe BekTope X,Y € R? Basy jemmakrocT
(3) (AX,)Y) = (X, AY).

OO6patHo, ako 3a Heky MarTpuily A pena 2 Baku OBa jeTHAKOCT, Taaa

HUje TeIIKO BUAETU Ma Ta MaTpUIa MOPa OUTH CUMETPUYHA.
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CTAB 2. Axo cumempuuna mampuua A peda 2 uma dse pazauvume con-
cmeene apednocmu A1 u Az, u ako je Xy 0uno Koju concmeenu 8exKmop Koju
o0zosapa c.8. N1, a Xo OUA0 KOJu CONCMBEHU BEKMOP KOju 00208apa C.8. A3,
mada je X1 L Xo.

Jlora3. mamo na je Ha ocHOBY meduuuimje AX; = A X1, AXy = A Xo,
na 3amenoM y jemHarkoctu (AXp, Xo) = (X7, AX>), nobujamo ma je

(A1 X1, Xo) = (X1, A Xo),

omakie je A\ (X1, X2) = A(X1,X2). Kako je A\ # A\, omaBme menocpemso
cnemu na je (X1, Xo) =0, makne X7 L Xy, O

Omnasne cinenu ma cy jemuomumensuonasau norupoctopu N (A — A1) m
N(A — X\o1) mebycoGro oproronasnu, ma ce To o3nadasa u ca N (A — A\ I) L

N(A — X\I). Onasne takohe memocpemuo ciaemu u na je

N(A=MI)&N(A— ) = R

Omasne menocpenuo mobujamo ciaemehu cras.

CTAB 3. Axo je A npoussonna peasna CumMempuyra mampuya peoa 2,
mada nocmoju opmonopmupana basza npocmopa R2, wuju cy ceu sexmopu con-

CMEeHYU 8eKmMopu mampuie A.

Hawume, axko je Ay = A9, Tama 3a Bekrope Fi, Fy MOkeMO na y3MeMO
610 Koja nBa jemuEmuHA, MehycobHO opTOroHaaHA BekTOpa mpocTopa R2, a
aKo je A1 # Ao, Tama 3a BEKTOp F; MOXKeEMO na y3MeMO OWJIO KOJjU jequHUYHU
BeKTOD 13 conctieror nortnpocropa N (A—AI), a 3a Fy 610 Koju je IMHUIHA
BeKTOD 13 concrieror nornpocropa N (A—A2l). Tana je kKao mro cMo Bumesn
Ey L Es.

Hamomenumo ma ce ciydaj kama je Ay = Ay 00MYHO cMaTpa ~’HEWHTepe-
CAaHTHUM' , IIa Ce YeCTO UCKJbyUyje u3 pazmarpama. Cras 3 ce 0OMUHO HA3UBA
n CraBoM O IJIaBHUM OCaMa.

Y Besu CraBa 3, HABOAUMO jOII jeJaH CTAB KOjU Ce HA3UBa MAMPULHUM

00AUKOM CABA O 2AABHUM 0CAMA.

CTAB 4. Axo je A peasna cumempuuna Mampuya peda 2 wuju je cnexmap

o(A) = {A1, A2}, mada nocmoju bap jeona opmozonaana mampuya P peda 2
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maxea 0a je
P7YAP = PTAP = diag (A1, \2).

Ioka3. Ha ocmoBy Crasa 3, mocroju opromopmupana 6asza {Vi, Va}
npocropa R? o6pa3oBaHa O] COINCTBEHUX BEKTOpa MaTpuie A Koju omro-

Bapajy COICTBEHUM BPETHOCTUMA A1, A2. lakme mcnymeHo je
(4) (Vi, AVj) = (Vi, A Vi) = Ajdij

3a CBako 1,j = 1,2.
Youumo caga matpuily P uuje cy xoaowe Bexktopu Vi, Vs, Tj. ako je

V; = (v1j,v25) , Tana je
P =[pj] =il (5 =1,2).
Axo crasumo B = PTAP = [b;;], Tana ce mako Moxe BUIETH 1a je
bij = (Vi, AV;) (6,5 =1,2).
[Ipumenom penaunuje (4) omaBme ciaenu na je
B = [b;j] = [A;0i;] = diag (A1, A2).

Jom Tpeba morasatu ma je P oproronamna matpunia. Vmahemo memoc-
pemHo ma je
(PTP)ij = (Vi, V3) = b5,

onakie je PTP = I. Kao mTo je nmokazamo y Ilorsiasmy III, tana je u PP =

I, ma je P oproroumajgua marpuria. Tume je tBpheme morkazano. [

Cana heMo KpaTKO HOHOBUTHM HMOCTYIAK HaJaKema 0ap jemHe opmoHop-
mupare baze mpocTopa R? cacTaBibeHe O COICTBEHUX BEKTOpPA PEAJHE CHU-
METpUYHE MaTpule pena 2.

[IpermocTaBmaMo ma je A\i # \a, Tj. (a1 — age)? + 4a3s > 0.

YouuMo Hajupe comncTBeHy BpemHocT A = A\;. Tana oarosapajyhu com-
crBenu BekTop X; = (71,72) € R?Hama3suMO M3 XOMOIGHOI CHCTEMa JIU-

HEeapHUX jeTHavYnHA

(a11 — A1)z1 + ajpxe =0
(5)

a12z1 + (ag2 — A1)ze =0 .
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3a Bekrop X; yzehemo 6uno koje Henyna pememe cucrema (5), a 3aTum
hemo mepunucatu Bekrop Vi = X1 /|Xq|.

PemaBamem camuHOr cucrema JUHEAPHUX jeTHAUYMHA 32 COICTBEHY Bpe-
MHOCT A = A3, HAJA3UMO M3BECTAaH CONCTBEHU BeKTOp Xo # 0, KOju omaro-
Bapa CONCTBeHO] Bpemnoctu \o. Ilocse tora, yzehemo Vo = X5/|Xs|. Tana
je Vi comcTBeHM BEKTOP KOjU OAroBapa COICTBEHO] BPEIHOCTU Ai, Vo COII-
CTBEHM BEKTOD KOJU OArOBapa COICTBEHOj BPeTHOCTU A2, u Bexkropu {Vi,Vs}

obpasyjy opmonopmupany bazy mpocropa R2.

3. Cumerpuune Mmarpuile pena 3

Y oBOoM moriaB/my heMo YKPaTKO OMUCATH HajBa:KHUje OCOOWHE CIIeK-
TpaJjlHe Teopuje CUMeTPUYHUX Marpuna pena 3. Hamomumemo na mecumert-

pUYHe MATpPUIE Y ONIITEM CJIydYajy HE MOCeNyjy MHOTE O TUX OCOOUHA.

Younmo Ouo KOjy peasHy cuMerpuuHy MaTtpuiy pena 3. Owna je o0-

JINKAQ
ailz aiz2 Qa3
A= a2 G2 A23 | ,

a13 G23 G33

3a M3BECHE peEaJiHe 6pOj€B6 ai; ,Aa12,a13,0a22,023 ,033.

Tama ce monuraom Tpeher cremena mo A

aip — A a2 a3
Pg()\) = det(A — )\I) = a2 aso — A a93 y
a13 ao3 asz — A

HA3UBA KAPAKMEPUCTNUNHUM TOAUNOMOM MaTpuie A.
Omn, mon mpermocraBkoM na je Marpuna A cumerpuyna, MMa CBe HyJe

peaJiHe, 1 oAroBapajyha jemHaumna
Ps(A) =0

HA3UBaA CE KaAPAKMEPUCTNUYHOM JeOHAUUHOM 3a MaTpuily A.

Hyne Tte kapakTepucTuune jemHaumue \q, Ao, A3 HA3UBA]y CE€ CONCMBEHUM
apednocmuma mampuye A, a uu3 o(A) = {A1, A2, A3} Ha3UBa ce cnexkmpom me
Mampuie.

Axko je A\ comcTBeHa BPEOHOCT cuUMeTpuduHe Marpuie A, taga ce O6mio
roju BekTop X # 0 TakaB ma je AX = AX HasuBa concmeenuMm 8eKmopoM Koju

00208apa MOJ CONCMBEHO] 8PEOHOCTU.
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[Torasyje ce ma 3a cBako \ € o(A) yBek mocroju 6ap jeman TakaB COII-
CTBEHU BEKTOP.

Ako A € 0(A), Taga CKyn CBUX CONCTBEHUX BEKTOPA KOJU OArOBapajy
conctBenoj Bpeanoctu A (yrmpyuyjyhu osme u Bexkrop 0) ob6pasyje T3B. con-
CMBENHU NOMNPOCMOP KOJU 00208aPA MO] CONCMEEHO] BPEOHOCMU U OH CE€ 03-
nauasa ca N(A — AI) (I = I3). CBaku TakaB CONCTBEHU HOTIPOCTOD je Iu-

MeH3zuje 1, 2 nmum 3.

IIpumep 2. YounMo CUMETPUYHY MATPUILY

5 -1 -1
A=1]-1 3 1
-1 1 3

Ogarosapajyhu kapakTepuCTUYHM MOJUHOM Marpuie A raacu:
P(A\) = =A%+ 11)\% — 36\ + 36 =
=—A=2)(A=3)(A—6).
Omasme je Ay =2, Ay =3 u A3 = 6, a oarorapajyhu comncTBeHu BEKTOPU
ouhe A TTpUMEp
Vi =(0,v2/2,-v2/2) , Vo= (V3/3,V3/3,V3/3),
Vs = (2v6/6,—V6/6,-6/6).

CnmyHO KAa0 U KOJ CUMETPUYHUX MaTPUIA pena 2, MOKe Ce MOKa3aTu

Ia Bayku ciiefehw ommTu cTas.

CTAB 5. Axo cumempuuna mampuya A peda 3 uma 08e pazauvume con-
cmeene 8pedHocmu A1 U A2, U ako je Xy 6uno Koju coOncmeenu 8exmop Koju

o0zosapa c.8. A1, a Xo Oun0 KOju concmeenu 8eKmop Koju 00208apa C.8. o,

mada je X1 L Xo.

Ipyrum peumma, umamo ma cy conctseru nornpocropu N (A — A\ I) u
N (A — \oI) mebycobro oproronasmsu, Tj. Baku N (A — A\I) L N(A— X\oT).
W3 oBor crasa, HemocpenHo nobujamMo ciaenehm cmas o zaa8HuUM ocama

3a CUMETpUYHE MATpUIE pena 3.

CTAB 6. Axo je A npoussonna peasna CuMemMpuyHa Mampuya peoa 3,
mada nocmoju opmonopmupana basa npocmopa R3, wuju cy ceu sexmopu con-

CMEeHYU 8eKmMopu mampuue A.
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CJIG,ILGEI/I CTaB C€ Ha3uBa MaAmMmpuYHUuUM 00AUKOM CNABA O 2/AABHUM 0CAMA.

CTAB 7. Axo je A peasna cumempuyurna Mampuya peda 3 wuju je cnexmap
o(A) = {A1, A2, A3}, mada nocmoju bap jeona opmozonanna mampuya P peda 3
maxea 0a je
P 'AP = PTAP = diag (A, A2, \3).

CnmyHO Kao 1 3a CUMETPUYHE MATPUIE Pena 2, OPTOTOHAJHY MaTPUILY
P onpebyjemo Tako mro 3a meHEe KOJOHE y3UMaMO KOMIIOHEHTE COICTBEHUX
BEKTOPAa KOjU ONrOBapajy HEHUM COICTBEHUM BPEIHOCTUMA A1, A2, A3.

[TonoBo hemo ykpaTkO OmMCATH MOCTYIAK HAJAKEEA OPMOHOPMUPAHE
base mpocTopa R? cacTaBibeHe O] COICTBEHUX BEKTOpa MaTpuie A.

Younmo O6mio kKojy cumerpuuny Marpuily A pema 3 m o3HAUMMO HeH
cuexrap ca 0(A) = {A1, A2, A3}. C 063upom ma MehycobHI 0JHOC CONCTBEHMX

BPEIHOCTHU A1, A2, A3 , PAa3IUKOBalieMO HEKOJMKO CydYajeBa.
(a) Cse concrBene Bpennoctu marpuine A cy mebhycoGuo jennake;
(6) Cge concrsene Bpennoctu marpune A cy mebhycobuo paznuuure;

(n) Cmekrap o(A) = {A1, A2, A\3} uma camo mBe mebhycobmo paszmuunre

COIICTBEHE BPEOHOCTU.

[To amasoruju ca CUMETPpUYHMM MaTpuilaMa pena 2, ciaydaj (a) cma-
TpaMO HEMHTEPECAHTHUM, jep 3a OAroBapajyhum opTOHOPMUPAHU CUCTEM CAaC-
TaBJbEH OJ] COICTBEHUX BPENHOCTU IOCMAaTPaHEe MATPUIE MOKEMO Y3eTU OMIIO
KOjU CKyI OPTOHOPMUPAHUX BEKTOpa mpocTopa R, Ha mpumep crammapiHy
6a3y {El, E27 Eg}

Cayuaj (6). IlpermocraBumo ma je A 6UI0 KOja OJ COINCTBEHUX BPEI-
HOCTU A1, A2, A\3. Tama pemaBameM oaroBapajyher XOMOTE€HOT CUCTEMa, JIMH-

eapHUX jeTHAUNHA
(@11 — A)x1 + a1222 + a13zz =0
(6) a1221 + (a2 — A)xg + agzrs =0
a13x1 + a3 + (ags — Nz =0
onpebyjemo 6mio koju omrosapajyhu comcrBenu Bekrop X # 0. Hopwmwu-
pameM OBakKO MOOUjeHUX BEKTOpa, HOOMjaMO jeqHy TPaKeHy 0pmoHOPMUPaHY

ba3zy
Vl - Xl/‘X1|7 ‘/2 = X2/|X2‘ ’ V3 - X3/|X3’
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npoctopa R3.

Cayuaj (). Heka je na mpumep A\ = Ay # A\3. Tazna nocmarpamo Hajupe
omrosapajyhu xomorenu cucrem (6) 3a BpemHoct A = A1, onpebyjemo 6uio
KOje meroso pememe Xp # 0, u mepunmmenmo sexrop Vi = X5 /| Xq].

3aTUM IPUMEHYjeMO CINYAH MOCTYIAaK 33 COICTBEHY BPETHOCT A = A3,
unMe nobujamo jenmuamuHM BekTop V3. Tana je mo3maro ma je Vo = V3 x V)
jelaH jeIMEIYHN BEeKTOp IpocTopa R3, K0oju 0Arosapa COICTBEHO] BPEACHOCTI
A2. Taro mobujenu ckyn Bexropa {Vi, Vs, V3} npencrasma jemny opmonopmu-
pany b6asy mpocTopa R3, Koja oaroBapa COICTBEHMM BPEIHOCTAMA A1, Ao = A

u )\3.
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ITorsaBine 9

IIOBPIIIN NPYTOI' PEIJA

1. Heke moBpmu Opyror pena

[Tox noepwu dpyzoe peda moapazymeBamMo CKyn cBux tavaka M (z,y,z) y
npocTopy R® umje KoopAMHATE 3a10BOJHABA]Y HEKY jeIHAUMHY APYTOT pela

o0J/IMKa

() a1122 + aoy? + a3z + 2a122y + 241322 + 2a03y2+

+ 20147 + 2a24Y + 20342 + a4 = 0,

opum JyeMy Cy aji,a22,0a33,0a12,a13,023,A14, 424, A34, 044 AATU DEAJTHU 6p0jeBI/I n
Oap jemam om OpojeBa aii, a9, (33 je PA3IUYUAT OX HYJIE.

Hajope hemo HaBecTu HEeKe KapaKTEepPUCTUUHE TOBPINU APYTOr pema.

1. Esmncoma. Axko cy a,b,c natu mo3uTuBHU OpOjeBU, Tada Ce MOBPII
yuja je jeHavYnHa
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2
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__|_C_2:1

2
xXr

HasuBa eauncoudom y mpocropy R3. Bpojesu a,b,c Ha3mBajy ce moyocama
eJIUICONIA, U OUUTJIEIHO MPEICTaB/hajy OICEUYKEe KOje OH OJcela Ha KOOPIu-
HaTHUM paBHuUMa. Eauncowmn je mpencrasspen Ha Coaumu 9.1.

Axo y jemmauumnu enuncomna craBumo na je z = 0, mobujamo jemnau-
uny x2/a® + y?/b®> = 1. Opabne 3akmbydyjeMo nda je TPECeK eUICOuaa u

rkoopauHaTHEe pasau Oy enmmca umja je jemmaumua z2/a’ + y?/b? = 1.
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Ciuxka 9.1

2. Jemuokpumimn xunep6osionn. Ako cy a,b,c matu mo3uTuBHU OpPO-

jeBU, Tama ce MOBPII YUja je jeTHAUMHA
x
(2) —+ 5 - =1

Ha3uBa jeonorkpuarum zunepbonoudom y mpocropy R3. Opa mosBpm mpen-

craBspeHa je ma Coaurmu 9.2.

3) 5=

Ha3UBa ce Jsokpuanum sunepbosoudom y mpocropy R3. Oma mospm mpen-

craBspeHa je ma Coauru 9.3.


http://cbs.iSkysoft.com/go.php?pid=3152&m=db
http://www.PDFWatermarkRemover.com/buy.htm

MATEMATURA 1 3A UTHPOPMATUYAPE 105

Ciaura 9.3
4. Emunruukm kouyc. [loBpm uyuja je jemnauwmna
x
(4) StE=3

HA3UBA, CE EAUNMUYKUM KoHycom y mpocTopy R3. OBa IOBpII IpeacTaBibeHa

je ma Cuunm 9.4.

Cauxka 9.4

5. Emunruukm mapabosionn. Axko cy a,b,c¢ matu nmo3utuBHU OpOjeBH,
Taga ce MOBPII Yuja je jeTHAUYMHA
2 2
x
(5) — + 55 = 2¢z

HA3UBA eAunmuykum napaboaoudom y mpocropy R3. OH je mpencraBibeH Ha
Caumu 9.5.
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Cauxka 9.5

6. Xwunepboauukm mapadosionn. Ako cy a,b mosutuBHU OpOjeBU U

¢ # 0, Tama ce mOBPII UMja je jeAHAYUHA
x
(6) — — 5 =2z

Ha3uBa Tunepbosuvkum napabosoudom y npocropy R3. OBa mospmr je 3a ¢ > 0
npencrasibera Ha Counm 9.6.

Ciuxka 9.6

7. Enunrtuuky muianHOap. AKO cy a,b IpPOU3BOJLHU MO3UTUBHU OPO-
jeBm, Tama ce MOBPII YMja je jeTHauYnmHA

(7) S

HA3UBA CAUNMUMNKUM Yusuropom y mpocTtopy R2. Oa mopm mpexncTaB/LeHA
je ma Cannum 9.7.


http://cbs.iSkysoft.com/go.php?pid=3152&m=db
http://www.PDFWatermarkRemover.com/buy.htm

MATEMATURA 1 3A UTHPOPMATUYAPE 107

Ciuxa 9.7

8. ITapabommukmu muauanap. Ako je a # 0 npousBossan Opoj, Tanga ce

IIOBPII UHrja je jeHauYuHa
(8) 2 = ay?

Ha3UBa Napabosudkum yuasundpom y npocropy R2. Osa mospm je 3a ¢ > 0

npencrasbena wHa Counm 9.8.

Ciuka 9.8

9. XunepoOomuuku muanHIap. Ako cy a,b nmosuruBHU OpojeBu, Tanga

ce TOBPII YUMja je jeIHadYnHA
x
(9) o=l

Ha3UBa, Tunepbosuvkum yusundpom y mpoctopy R2. OBa moBpm mpencTas-

mwerna je Ha Cowmnm 9.9.
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Ciuxka 9.9

OcuM TOra MPUMETHMO Ha jeJHAUMHA IPYTror pena (*) MOe ma mpes-
cTaBiba 08e pasHu Koje ce cexy, 08e napaseare pasHu, dse nodydapre PasHi,

JeOHy jeduncmeeny mavky, I TaK NpasaH CKyn mavaxa.

Ha npumep, jemaaunna 22 —y? = () OUNIJIEHO je eKBUBAJEHTHA CA yCJIIO-
BOM T =Y, U & = —Y, Ila IPEICTABbA ABE PABHU KOj€ CE€ CEKY.

2

Jemnaumba 2° = 1 ounrigenHoO je eKBUBAJIEHTHA Ca yCJIOBUMA 2 = 1 U

z = —1, ma mpencTaB/ba OBE MapaJieHe PaBHU.

Jemmauuna 22 = 0 exBuBaJeHTHA je ca ycaosBoM z = 0 (y3eTum msamyT),
ma mpeacTaB/ba caMo jemHy paBHy 2z = (, OOHOCHO map MOLYyAAPHUX DABHU.
OuurnenHo ce Te paBHU MOKJANajy ca KoopawHATHOM paBHuU OTy.

Jemmaunna 2 4 y? 4+ 22 = 0 ouMrIenHO je eKBUBAJCHTHA Ca yCJIOBOM
x =y =z=0, na onpebyje jemny jemuny rauky npocropa (z,y,z) = (0,0,0).

Hajzan, jemaaunna x2+y2+22 = —1 HUje 3a,10BOBEHA HU 32 jeHY TAUKY
(x,y,2) € R3, ma ce oarosapajyha moBpIm APYTOT peja CBOMA HA MPA3aH CKYTI

TavdaKa.

10. Knacuduranuja nospmmu apyror pena. Cana hemo HaBecTu jenny
ONIITY TEOpeMy KOjoM ce KJacu(ukyjy cBe Moryhe moBpmwu apyror pena y

npocropy R3.

TEOPEMA 1. Ilpoussonna nospw 0pyzoe peda wuja je jednavuna (),
Y M0200H0 U3AOPAHOM KOOPOUHAMMHOM CUCEMY, NPedcmas.na jedan 00 caedehux

crynosa mavaxa:

(1) Eauncouo; (2°) Eaunmuvxu napaborouo;
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39) Xunepbosuuru napabosoud; (4°) Esunmuuru yusundap;

)
5%) Iapaboruuxu yusrundap; (6°) Xunepboauuwu yurundap;
7% Eaunmuuru xonye;  (8°) Jeomoxpuanu zunepbonoud;

)

(

(

(

(99) deoxpuanu zunepboaoud; (10°) Ilap paenu xoje ce cexy;
(11°) Hap napareanux pasnu; (12°) Hap nodyoapruz paemu;

(

13%) Jeony jeduncmeeny mauxy; (14°) Ipaszan cxyn mauaxa.
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