
Glava 1

Elementi teorije brojeva

1.1 Uvod

Teorija brojeva je jedna od najstarijih grana matematike qijem su ra-

zvoju znaqajan doprinos dali antiqki matematiqari Diofant i Euklid, a ka-

snije i neki od najznaqajnijih matematiqara u istoriji, kao xto su Ojler1 i

Gaus2. Teorija brojeva je uglavnom tokom istorije posmatrana kao oblast tzv.

qiste, odnosno teorijske matematike, koja nema znaqajnu praktiqnu primenu.

Me�utim, od sredine 70-tih godina 20. veka dolazi do bitne promene ovakvog

gledixta, da bi danas ova matematiqka disciplina postala jedna od najznaqaj-

nijih u oblasti kriptografije i bezbedne razmene informacija.

1.2 De	ivost

Teorija brojeva se uglavnom bavi prouqava�em osobina celih brojeva. U

ovom poglav	u, koristi�emo, bez dokaziva�a, neka svojstva skupaN = {1, 2, . . .}
prirodnih brojeva, kao i skupa Z = {. . . ,−2,−1, 0,
1, 2, . . .} celih brojeva. Osim toga, skup N ∪ {0} oznaqava�emo sa N0.

Pojam de	ivosti je jedan od najjednostavnijih, ali istovremeno i najva�ni-

jih pojmova u teoriji brojeva. Skup Z je zatvoren za operacije sabira�a, od-

uzima�a i mno�e�a, tj. zbir, razlika ili proizvod dva cela broja je tako�e

ceo broj. Me�utim, sa operacijom de	e�a to nije sluqaj. Pita�e de	ivosti u

skupu Z je veoma znaqajno u teoriji brojeva.

Definicija 1.1. Ceo broj a de	iv je celim brojem b (b ̸= 0) ako postoji ceo

broj q takav da je a = bq.

Ako je broj a de	iv brojem b, pixemo b | a (b deli a) i ka�emo da je broj

1 Leonhard Euler (1707{1783), xvajcarski matematiqar
2 Johann Carl Friedrich Gauss (1777{1855), nemaqki matematiqar
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b delilac broja a, odnosno da je broj a sadr�alac broja b. Ako broj a nije

de	iv brojem b, pixemo b - a (b ne deli a).

Osnovna svojstva relacije de	ivosti izlo�ena su u slede�oj teoremi.

Teorema 1.1. (i) a | a, za svako a ∈ Z \ {0}.
(ii) Ako b | a, tada b | ac za svako c ∈ Z.

(iii) Ako b | a i b | c, tada b | ax+ cy za sve x, y ∈ Z.

(iv) Ako b | a i a | b, tada je a = b ili a = −b.

(v) Ako b | a i a | c, tada b | c.
(vi) Ako b | a i a ̸= 0, tada je |b| 6 |a|.

Uoqimo da je relacija de	ivosti relacija parcijalnog ure�e�a na skupu

N, ali ne i na skupu Z (teorema 1.1(iv)).

Teorema 1.2. Ako su u jednakosti a1+a2+ · · ·+an = 0 svi sabirci osim jednog

de	ivi celim brojem b, onda je i taj sabirak de	iv sa b.

Dokaz. Neka su u datoj jednakosti svi sabirci osim ai, 1 6 i 6 n, de	ivi ce-
lim brojem b. Tada, prema definiciji 1.1, postoje celi brojevi q1, q2, . . . , qi−1,
qi+1, . . . , qn takvi da je

a1 = bq1, a2 = bq2, . . . , ai−1 = bqi−1, ai+1 = bqi+1, . . . , an = bqn.

Sada iz date jednakosti dobijamo

ai = −b(q1 + q2 + · · ·+ qi−1 + qi+1 + · · ·+ qn) = bqi,

gde je qi = −(q1 + q2 + · · ·+ qi−1 + qi+1 + · · ·+ qn) ∈ Z. Dakle, b | ai.
U skupu Z operacija de	e�a nije uvek izvod	iva. Me�utim, uvek je mogu�e

tzv. ,,de	e�e sa ostatkom\, tj. va�i slede�a teorema.

Teorema 1.3. (Teorema o ostatku) Za svaki ceo broj a i prirodan broj b
postoje jedinstveni celi brojevi q i r takvi da je

a = bq + r, 0 6 r < b.

Pri tom se broj q naziva koliqnik, a r ostatak pri de	e�u broja a brojem

b.

Dokaz. Posmatrajmo skup celih brojeva {a − kb | k ∈ Z} i izaberimo u

�emu najma�i broj koji pripada skupu N0 (egzistencija takvog broja sledi iz

qi�enice da je skup prirodnih brojeva dobro ure�en). Neka je to broj a− qb i
obele�imo ga sa r. Tada je

(1.1) a = bq + r, 0 6 r < b,
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jer bi u sluqaju r > b i broj a− (q + 1)b = r − b < r pripadao skupu N0, xto je

u kontradikciji sa izborom broja r. Time je dokazana egzistencija brojeva q i
r. Doka�imo jox�ihovu jedinstvenost. Pretpostavimo da postoje i brojevi q1
i r1 takvi da je

(1.2) a = bq1 + r1, 0 6 r1 < b.

Oduzima�em (1.2) od (1.1) dobijamo

0 = b(q − q1) + (r − r1),

odakle, na osnovu teoreme 1.2, sledi da b | r − r1. Kako je | r − r1 |< b, mora
biti r − r1 = 0, tj. r = r1, pa je i q = q1.

Pretpostavka da je b prirodan broj u prethodnoj teoremi mo�e se zameniti

zahtevom da je b ceo broj razliqit od 0 i uslovom 0 6 r <| b |.

Primer 1.1. Odrediti najve�i prirodan broj koji pode	en sa 31 daje koliqnik
17.

Rexe�e. Tra�eni broj a, qiji je koliqnik pri de	e�u sa 31 jednak 17,
prema prethodnoj teoremi mo�e se napisati u obliku a = 31 · 17 + r, pri qemu

je 0 6 r < 31. Najve�i prirodan broj opisanog oblika je a = 31 · 17 + 30 = 557.
△

Definicija 1.2. Ceo broj d je zajedniqki delilac brojeva a i b ako d | a i

d | b.

Svaki ceo broj razliqit od 0 ima konaqno mnogo delilaca, pa je skup zajed-
niqkih delilaca dva cela broja, od kojih je bar jedan razliqit od 0, konaqan
i u �emu postoji najve�i broj.

Definicija 1.3. Najve�i me�u zajedniqkim deliocima brojeva a i b, od kojih
je bar jedan razliqit od 0, je najve�i zajedniqki delilac brojeva a i b.
Obele�avamo ga sa (a, b), NZD(a, b) ili D(a, b).

U k�izi �e, osim ako ne naznaqimo drugaqije, biti korix�ena oznaka (a, b)
za najve�i zajedniqki delilac brojeva a i b.

Definicija 1.4. Za brojeve a i b ka�emo da su uzajamno (relativno)
prosti ako je (a, b) = 1.

Teorema 1.4. Ako je d najve�i zajedniqki delilac celih brojeva a i b, onda
postoje celi brojevi α i β takvi da je αa + βb = d. Pri tome va�i da je

najve�i zajedniqki delilac celih brojeva a i b najma�i pozitivan broj oblika
αa+ βb, α, β ∈ Z.

Teorema 1.5. Ako se celi broj d mo�e prikazati u obliku d = αa + βb,
α, β ∈ Z, onda (a, b) | d. Specijalno, ako je αa + βb = 1, onda su brojevi a
i b uzajamno prosti.
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Dokaz. Neka je D = (a, b). Tada postoje celi brojevi q1 i q2 takvi da je

a = Dq1 i b = Dq2, pa je d = αa + βb = αDq1 + βDq2 = D(αq1 + βq2), odakle
sledi da D = (a, b) | d.

Ako je αa+ βb = 1, tada (a, b) | 1, odakle sledi da je (a, b) = 1, tj. brojevi a
i b su uzajamno prosti.

Neke znaqajne osobine najve�eg zajedniqkog delioca su iskazane u slede�oj

teoremi.

Teorema 1.6. (i) Ako je k > 0, tada je (ka, kb) = k(a, b).

(ii) Ako je a = bq i b > 0, onda je (a, b) = b.

(iii) Ako c | ab i pri tome je (c, a) = 1, tada c | b.

(iv) (ab, c) = 1 ako i samo ako je (a, c) = 1 i (b, c) = 1.

(v) Ako je a = bq + r, tada je (a, b) = (b, r).

(vi) Ako je d proizvo	an zajedniqki delilac brojeva a i b, tada d | (a, b).

(vii) Va�i da je

(
a

(a, b)
,

b

(a, b)

)
= 1, tj. brojevi a1 =

a

(a, b)
i b1 =

b

(a, b)
su

uzajamno prosti.

Dokaz. Dokaza�emo neka od ovih tvr�e�a, koja su jednostavnija ili pak

znaqajna za dokaz Euklidovog algoritma o kome �e kasnije biti reqi.

(ii) Kako b | a (jer je a = bq) i b | b (zbog refleksivnosti relacije de	ivo-

sti), sledi da je b zajedniqki delilac brojeva a i b. Broj b > 0 ne mo�e imati
nijedan delilac c > b, odakle sledi da je (a, b) = b.

(iii) Kako je (c, a) = 1, prema teoremi 1.4 sledi da postoje celi brojevi γ i

α takvi da je γc + αa = 1, pa je γcb + αab = b. Kako po pretpostavci c | ab i
va�i da c | cb, sledi, prema teoremi 1.2, da c | b.

(v) Neka je d1 = (a, b) i d2 = (b, r). Tada iz uslova a = bq + r sledi da d1 | r
(jer d1 | a i d1 | b, pa d1 | (a− bq) = r), tj. d1 je zajedniqki delilac brojeva b i
r, pa je d1 6 d2.

Osim toga, iz uslova a = bq + r sledi da d2 | a (jer d2 | b i d2 | r, pa
d2 | (bq + r) = a), tj. d2 je zajedniqki delilac brojeva a i b, pa je d2 6 d1. Kako
je d1 6 d2 i d2 6 d1, to je d1 = d2, tj. (a, b) = (b, r).

Naglasimo da iz uslova c | ab, bez dodatne pretpostavke (c, a) = 1, ne sledi
da c | b (tvr�e�e (iii)). Na primer, 10 | 4 · 15, ali 10 - 4 i 10 - 15.

Pita�e de	ivosti celih brojeva ne zavisi od �ihovog znaka, pa se mo�emo

ograniqiti na de	ivost prirodnih brojeva. U nastavku �emo izlo�iti postu-

pak za odre�iva�e najve�eg zajedniqkog delioca dva prirodna broja, poznat kao

Euklidov algoritam. Na osnovu teoreme 1.3 mo�emo zapisati slede�i niz
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jednakosti

a = bq1 + r1, 0 6 r1 < b,

b = r1q2 + r2, 0 6 r2 < r1,

r1 = r2q3 + r3, 0 6 r3 < r2,(1.3)

...

rn−2 = rn−1qn + rn, 0 6 rn < rn−1,

rn−1 = rnqn+1.

Kako brojevi rn qine strogo opadaju�i niz prirodnih brojeva, nakon konaqno

mnogo koraka dolazimo do rn+1 = 0, tj. do jednakosti rn−1 = rnqn+1, koja govori

o de	ivosti dva uzastopna ostatka.

Teorema 1.7. Posled�i ostatak rn koji je razliqit od nule u jednakostima

(1.3) predstav	a najve�i zajedniqki delilac brojeva a i b.

Dokaz. Na osnovu teoreme 1.6(v) va�e slede�e jednakosti

(a, b) = (b, r1) = (r1, r2) = · · · = (rn−2, rn−1) = (rn−1, rn).

Kako je rn−1 = rnqn+1, to prema teoremi 1.6(ii) va�i da je (rn−1, rn) = rn, pa je
(a, b) = rn.

Primer 1.2. Primenom Euklidovog algoritma odrediti (252, 198).

Rexe�e. Kako je

252 = 198 · 1 + 54

198 = 54 · 3 + 36

54 = 36 · 1 + 18

36 = 18 · 2,

sledi da je (252, 198) = 18. △
Prema teoremi 1.4 najve�i zajedniqki delilac celih brojeva a i b mo�e se

prikazati kao �ihova linearna kombinacija, tj. u obliku αa + βb, α, β ∈ Z.

Brojeve α i β mo�emo efektivno odrediti primenom Euklidovog algoritma,

xto �e biti pokazano u slede�em primeru.

Primer 1.3. Odrediti cele brojeve α i β takve da je α ·252+β ·198 = (252, 198).

Rexe�e. Na osnovu prethodnog primera va�i da je (252, 198) = 18, kao i

18 = 54− 36 · 1 = 54− (198− 54 · 3) · 1 = 4 · 54− 1 · 198
= 4 · (252− 198 · 1)− 1 · 198 = 4 · 252− 5 · 198.
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△
Predstav	a�e najve�eg zajedniqkog delioca brojeva a i b u obliku �ihove

celobrojne linearne kombinacije bi�e nam veoma znaqajno kod rexava�a tzv.

linearnih Diofantovih jednaqina o qemu �e biti reqi kasnije.

Definiciju najve�eg zajedniqkog delioca mo�emo proxiriti i na skup od

n proizvo	nih celih brojeva.

Definicija 1.5. Najve�i zajedniqki delilac n celih brojeva

a1, a2, . . . , an, od kojih je bar jedan razliqit od nule, je najve�i od zajedniqkih

delilaca ovih brojeva i obele�avamo ga sa (a1, a2, . . . , an). Ako je (a1, a2, . . . , an) =
1, brojevi a1, a2, . . . , an su uzajamno (relativno) prosti.

Brojevi a1, a2, . . . , an su uzajamno (relativno) prosti u parovima ako

je (ai, aj) = 1 za i, j = 1, 2, . . . , n, i ̸= j.

Primer 1.4. Brojevi 5, 11, 15 su uzajamno prosti, tj. (5, 11, 15) = 1, ali nisu

uzajamno prosti u parovima, jer je (5, 15) = 5.

Definicija 1.6. Zajedniqki sadr�alac celih brojeva a i b, razliqitih od

nule, je broj koji je de	iv svakim od �ih. Najma�i me�u pozitivnim zajedni-

qkim sadr�aocima brojeva a i b zove se najma�i zajedniqki sadr�alac ovih

brojeva i obele�ava sa [a, b] ili NZS(a, b) ili S(a, b).

Mi �emo nada	e koristiti oznaku [a, b] za najma�i zajedniqki sadr�alac

brojeva a i b.

Definicija najma�eg zajedniqkog sadr�aoca se tako�e mo�e proxiriti na

skup od n proizvo	nih celih brojeva razliqitih od nule.

1.3 Prosti brojevi

Definicija 1.7. Ceo broj p > 1 je prost ako nema nijedan delilac d takav

da je 1 < d < p. Ceo broj m > 1 koji nije prost je slo�en broj.

Prosti brojevi su 2, 3, 5, 7, 11, 17, . . ., a slo�eni 4, 6, 8, 10, . . .

Teorema 1.8. Prirodan broj n > 1 je slo�en ako i samo ako ima prost faktor

p, takav da je p 6 √
n.

Dokaz. Ako broj n > 1 ima prost faktor p 6 √
n, onda je on prema defini-

ciji 1.7 slo�en broj. Obrnuto, neka je p najma�i prost faktor slo�enog broja
n. Tada postoji prirodan brojm takav da je n = pm, pri qemu je m > p. Odavde
je n = pm > p2, tj. p 6 √

n.

Prethodnu teoremu mo�emo iskoristiti pri nala�e�u svih prostih brojeva

ma�ih od datog prirodnog broja n postupkom koji je poznat kao Eratostenovo

sito. Najpre ispisujemo sve prirodne brojeve od 1 do n.

̸ 1, 2, 3, ̸ 4, 5, ̸ 6, 7, ̸ 8, ̸ 9, ̸ 10, 11, ̸ 12, 13, ̸ 14, ̸ 15, ̸ 16, 17, ̸ 18, 19, . . . , n.
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Zatim, precrtamo broj 1. Kako je 2 prvi prost broj, precrtamo sve brojeve

de	ive sa 2 i ve�e od 2 (oni su slo�eni). Slede�i prost broj je 3. Precrtamo
sve brojeve ve�e od 3 koji su de	ivi sa 3. Slede�i neprecrtan broj je 5, pa
je dakle on prost, jer bi u suprotnom ve�bio precrtan. Prvi neprecrtani

sadr�alac broja 5 je 25 = 52. Nastav	aju�i opisani postupak izdvoji�emo

(,,kroz sito �e pro�i\) sve proste brojeve ma�e od n. Imaju�i u vidu teoremu

1.8 zak	uqujemo da se postupak prekida kada precrtamo sve slo�ene brojeve

koji su sadr�aoci prostih brojeva ne ve�ih od
√
n.

Teorema 1.9. (Euklid) Od svakog prostog broja postoji ve�i prost broj, tj.

postoji beskonaqno mnogo prostih brojeva.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, tj. da postoji konaqno mnogo prostih bro-

jeva. Neka su to brojevi p1, p2, . . . , pk, a svi ostali prirodni brojevi ve�i od 1
su slo�eni. Broj

n = p1p2 · · · pk + 1

je slo�en prema pretpostavci, pa mora biti de	iv nekim prostim brojem. Me-

�utim, to je nemogu�e, jer pri de	e�u bilo kojim od prostih brojeva p1, p2, . . . , pk
daje ostatak 1, odakle sledi da je tvr�e�e teoreme istinito.

Teorema 1.10. (Euklidova lema) Ako je p prost broj i p | ab, tada p | a ili
p | b. Va�i i opxtije, ako p | a1a2 · · · an, tada p | ai, za neko i = 1, 2, . . . , n.

Dokaz. Neka p | ab i pretpostavimo da p - a. Kako su jedini delioci prostog
broja p brojevi 1 i p, sledi da je (p, a) = 1, pa prema teoremi 1.6(iii) va�i da

p | b.
Opxtije tvr�e�e dokazujemo indukcijom po broju qinilaca n.

Koriste�i prethodnu teoremu dokaza�emo slede�u, veoma va�nu teoremu

teorije brojeva.

Teorema 1.11. (Osnovni stav aritmetike) Svaki prirodan broj n > 1
mo�e se na jedinstven naqin predstaviti u obliku proizvoda prostih qini-

laca (sa taqnox�u do �ihovog poretka), tj. za svaki prirodan broj n > 1 po-

stoje jedinstveni prosti brojevi p1, p2, . . . , pk, takvi da je p1 < p2 < · · · < pk,
i jedinstveni celi brojevi α1, α2, . . . , αk, tako da je

n = pα1
1 pα2

2 · · · pαk
k .

Dokaz. Ako je n prost broj, tvr�e�e oqigledno va�i. Pretpostavimo da

tvr�e�e va�i za svaki slo�en broj ma�i od n. Ako je n slo�en broj, tada se n
mo�e napisati u obliku n = n1n2, pri qemu 1 < n1, n2 < n. Brojevi n1 i n2 su

ili prosti ili se po induktivnoj pretpostavci mogu prikazati kao proizvod

prostih qinilaca, odakle sledi da i broj n ima to svojstvo. Grupixu�i jednake
proste faktore broja n, zak	uqujemo da se svaki prirodan broj n > 1 mo�e

predstaviti u obliku

(1.4) n = pα1
1 pα2

2 · · · pαk
k ,
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gde su p1 < p2 < · · · < pk prosti brojevi i α1, α2, . . . , αk prirodni brojevi.

Predstav	a�e broja n > 1 u obliku (1.4) poznato je kao kanonska fakto-

rizacija broja n.

Doka�imo da je predstav	a�e broja n u obliku (1.4) jedinstveno. Pretpo-

stavimo suprotno, tj. da broj n > 1 ima dve takve faktorizacije

n = pα1
1 pα2

2 · · · pαk
k , p1 < p2 < · · · < pk, α1, α2, . . . , αk ∈ N,

i

(1.5) n = qβ1
1 qβ2

2 · · · qβs
s , q1 < p2 < · · · < qs, β1, β2, . . . , βs ∈ N.

Kako pi | qβ1
1 qβ2

2 · · · qβs
s , 1 6 i 6 k, prema teoremi 1.10 postoji indeks j, 1 6

j 6 s, takav da pi | qj , odakle, poxto su pi i qj prosti brojevi, sledi da je

pi = qj . Dakle, {p1, p2, . . . , pk} ⊆ {q1, q2, . . . , qs}. Analogno se pokazuje da je i

{q1, q2, . . . , qs} ⊆ {p1, p2, . . . , pk}, pa je {p1, p2, . . . , pk} = {q1, q2, . . . , qs}. Zak	uqu-
jemo da je k = s, a kako su nizovi p1, p2, . . . , pk i q1, q2, . . . , qs rastu�i, va�i da

je p1 = q1, p2 = q2, . . . , pk = qk, odakle sledi da se jednakost (1.5) mo�e napisati
u obliku

(1.6) n = pβ1
1 pβ2

2 · · · pβk
k .

Doka�imo joxda je αi = βi, 1 6 i 6 k. Pretpostavimo da je α1 ̸= β1 i neka

je, na primer, α1 < β1, tj. β1 = α1 + γ, γ > 0. Ako podelimo izraz na desnoj

strani svake od jednakosti (1.4) i (1.6) sa pα1
1 dobijamo

pα2
2 · · · pαk

k = pγ1p
α2
2 · · · pαk

k ,

odakle sledi da p1 deli desnu, a ne deli levu stranu posled�e jednakosti,

xto je nemogu�e, pa mora biti α1 = β1. Analogno se dokazuje da je αi = βi,
i = 2, . . . , k, odakle sledi jedinstvenost faktorizacije.

Pomo�u kanonske faktorizacije datih brojeva a i b lako se odre�uje �ihov
najve�i zajedniqki delilac i najma�i zajedniqki sadr�alac.

Teorema 1.12. Neka su a = pα1
1 pα2

2 · · · pαk
k i b = pβ1

1 pβ2
2 · · · pβk

k , αi, βi > 0, i =
1, 2, . . . , k, kanonske faktorizacije prirodnih brojeva a i b. Tada

(i) b | a ⇔ βi 6 αi, i = 1, 2, . . . , k.

(ii) (a, b) = p
min{α1,β1}
1 p

min{α2,β2}
2 · · · pmin{αk,βk}

k .

(iii) [a, b] = p
max{α1,β1}
1 p

max{α2,β2}
2 · · · pmax{αk,βk}

k .

Na osnovu prethodne teoreme mo�e se zak	uqiti da va�i slede�e tvr�e�e.

Posledica 1.1. Za cele brojeve a i b va�i da je

(a, b) · [a, b] = |a b|.
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Korix�e�em kanonske faktorizacije prirodnog broja a mogu�e je odrediti
ukupan broj pozitivnih delilaca tog broja.

Teorema 1.13. Neka je n = pα1
1 pα2

2 · · · pαk
k kanonska faktorizacija prirodnog

broja a. Tada ukupan broj svih pozitivnih delilaca broja a (uk	uquju�i 1 i

a), u oznaci τ(a), odre�en je sa

τ(a) = (α1 + 1)(α2 + 1) · · · (αk + 1).

Primer 1.5. Za brojeve a = 22 ·53 ·11 i b = 2·32 ·5·74 va�i da je (a, b) = 2·5 = 10,
[a, b] = 22 · 32 · 53 · 74 · 11 i τ(a) = (2 + 1) · (3 + 1) · (1 + 1) = 24.

1.4 Kongruencije

Definicija 1.8. Neka je m > 1 prirodan broj. Celi brojevi a i b su kongru-
entni po modulu m ako m | a− b. Pixe se a ≡ b (mod m).

Primer 1.6. 17 ≡ 5 (mod 12), 7 ≡ 7 (mod 12) i 36 ≡ 0 (mod 12). Sliqno, 6 ≡
−14 (mod 20).

Koriste�i definiciju relacije kongruencije po modulu m lako se zak	u-

quje da va�e slede�a tvr�e�a.

Teorema 1.14. (i) a ≡ b (mod m) ako i samo ako je a = mk + b za neki ceo broj

k.

(ii) a ≡ b (mod m) ako i samo ako brojevi a i b daju isti ostatak pri

de	e�u sa m.

(iii) Biti kongruentan po datom modulu je relacija ekvivalencije u skupu

Z.

Osim toga, neke osobine kongruencija date su u slede�oj teoremi.

Teorema 1.15. (i) Ako je a ≡ b (mod m) i c ≡ d (mod m), tada je ax + cy ≡
bx+ dy (mod m), za svaka dva cela broja x i y.

(ii) Ako je a ≡ b (mod m) i c ≡ d (mod m), tada je ac ≡ bd (mod m).

(iii) Ako je a ≡ b (mod m) i m = kd, d > 1, tada je a ≡ b (mod d).

(iv) Ako je a ≡ b (mod m), onda je P (a) ≡ (b) (mod m), gde je P (x) polinom
sa celobrojnim koeficijentima.

Definicija 1.9. Broj prirodnih brojeva koji nisu ve�i od datog prirodnog

broja m i uzajamno su prosti sa �im oznaqava se sa φ(m). Funkcija φ zove se

Ojlerova funkcija.

Ako je p prost broj, tada je φ(p) = p− 1.

Primer 1.7. Va�i da je φ(4) = 2, φ(6) = 2, φ(7) = 6, φ(9) = 6, itd.
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Ojlerova funkcija nekog prirodnog broja se mo�e lako izraqunati ko-

rix�e�em �egove kanonske faktorizacije.

Teorema 1.16. Ako je n = pα1
1 pα2

2 · · · pαk
k kanonska faktorizacija broja n, tada

je

φ(n) = n

(
1− 1

p1

)(
1− 1

p2

)
· · ·

(
1− 1

pk

)
= pα1−1

1 pα2−1
2 · · · pαk−1

k (p1 − 1)(p2 − 1) · · · (pk − 1).

Ova funkcija je veoma va�na, jer se pomo�u �e mo�e oskazati slede�a (Oj-

lerova) teorema.

Teorema 1.17. (Ojler) Ako je (a,m) = 1, tada je aφ(m) ≡ 1 (mod m).

Specijalan sluqaj Ojlerova teoreme je slede�a teorema.

Teorema 1.18. (Mala Fermaova3 teorema) Ako je p prost broj i p - a, onda
je ap−1 ≡ 1 (mod p).

Dokaz. Ako je p prost broj i p - a, tada je (a, p) = 1, pa prema Ojlerovoj

teoremi va�i da je aφ(p) ≡ 1 (mod p). Za prost broj p je φ(p) = p − 1, odakle
sledi tvr�e�e.

Posledica 1.2. Ako je p prost broj i a proizvo	an ceo broj, tada je ap ≡
a (mod p).

Dokaz. Ako p - a, tada je prema prethodnoj teoremi ap−1 ≡ 1 (mod p), odakle
sledi da je ap ≡ a (mod p). Ako p | a, tada p | ap − a, tj. ap ≡ a (mod p).

3 Pierre de Fermat (1601{1665), francuski matematiqar


