I'maBa 1

EnemenTnu teopuje 6pojeBa

1.1 V¥YBonxg

Teopuja 6pojeBa je jeana on HajCTAPUjUX IPAHA MATEMATHKE UHjeM Cy pa-
3BOjy 3HAYAJaH JOIPUHOC Ja/u anTudku Maremarudapu Junodant nu Eykima, a ka-
CHMje W HeKM O Haj3HAuajHUjuX MaTeMaTWdapa y MCTOpHjH, Kao mTo cy Ojaep' u
I'ayc?. Teopuja 6pojesa je yIIaBHOM TOKOM HCTOpHje TOCMATPAHA KA0 OOJIACT T3B.
YuCTe, OJIHOCHO TEOPHJCKE MAaTeMaTHKe, KOja HeMa 3HAYajHy NMPAKTUYIHY MPUMEHY.
Mebhytum, ox cpemune 70-tux rogmaa 20. BeKa JI071a3u 10 OMTHE IpPOMEHE OBAKBOT
TJIeJIAINTA, JT3 OU JJaHAC 0BA MATEMATHIKA, JTUCIUILINHA, TIOCTAJIA jEIHA, OJ1 HAJ3HATA]-
Hujux y obsactu Kpunrorpaduje u 6e3beane pazmene nHdopMaImja.

1.2 JdemuBocT

Teopuja 6pojesa ce yraasuom baBu mpoydaBameM 0co0uHA, nejimx OpojeBa. Y
OBOM HOTJIABJBY , KOpECTHheMO, 63 ToKa3uBama, HeKa cBojcrBa ckyna IN = {1,2,...}
npupouux 6pojesa, kao u ckyna Z = {...,—2,—1,0,
1,2,...} memmx 6pojesa. Ocum Tora, ckyn IN U {0} ozmagasahemo ca INy.

ITojam mespuBOCTH je jemaH OJ1 HAjje THOCTABHU]UX, AJIM KICTOBPEMEHO W HAjBAXKHU-
jux mojMoBa y Teopuju bpojeBa. Ckym Z je 3aTBOpeH 3a oIepalje cabmpamba, OJI-
y3UMambha U MHOXKEmA, Tj. 30up, pa3jvKa wim MpOu3BOJL JABa 1eja Opoja je Ttakohe
meo 6poj. MehytumMm, ca omeparujoM jesbema TO HEje caydaj. llurtame mespuBoCTH ¥
CKyly 7 je BeOMa 3HA4YAjHO y Teopuju Opojera.

Hedununuja 1.1. I[eo 6poj a dewus je ueaum bpojem b (b # 0) axo nocmoju yeo
b6poj q maxas da je a = bq.

Ako je 6poj a memus 6pojem b, numemo b | a (b menu a) u Kaxxemo ga je 6poj

! Leonhard Euler (1707-1783), mBajmapcKu MareMaTHIap
? Johann Carl Friedrich Gauss (1777-1855), HemMauku MaTeMaTHIAD
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b menwmgarn 6poja a, OgHOCHO Ja je O6poj a campkanarn 6poja b. Ako 6poj a muje
Jiesbus 6pojem b, numemo b1 a (b ve penn a).

OcHoBHA CBOjCTBa peJianyje JAe/bUBOCTU U3JI0XKeHa cy y cyenehoj Teopemu.

Teopema 1.1. (i) a | a, 3a ceéaxo a € Z \ {0}.

i1) Axo b | a, mada b | ac 3a ceaxo ¢ € Z.
iii) Ako b|a ub|c, mada b|ax+ cy 3a cee x,y € Z.

(
(
(iv) Ao b|a u a|b, mada je a =b usu a = —b.
(v) Ako b |a v a|c, mada b | c.

(

vi) Axo b | a u a # 0, mada je |b| < |al.

Yoummo J1a je pesaruja JAe/bUBOCTH PEJIAIMja HAPIUjAJHOr ypehema Ha CKyIry
N, asin He u Ha ckyny Z (reopema 1.1(iv)).

Teopema 1.2. Axo cy y jednarocmu a1 +az+---+an, = 0 ceu cabupuyu ocum jednoz
denusu yeaum 6pojem b, onda je u maj cabupar desus ca b.

Zloxas. Heka cy y 1aToj jeIHAKOCTH CBU CAOHUPIM OCUM a;, 1 < ¢ < N, TeJbUBH Tie-

Jgmm O6pojem b. Taja, npema gedununmju 1.1, nocroje nesu 6pojesu q1,q2, - - ., Gi—1,
Qi+1, - - - s Qn, TAKBH JIa j€
a1 = bq1, az = bqa, ...,a;—1 = bgi—1, ajt1 = bGit1, - .., an = ban.

Cama u3 gate jemHakocTu J00MjaMO
ai=—=b(g1+q+ - +g-1+ g1+ +qn) = by,

rneje ¢ = —(qn+ g2+ + g1+ g1+ +an) € Z. akne, b|a;. O
Y ckyny Z onepaiiyja jesbermha Huje yBeK u3BoiybuBa. Mehyrnm, yBek je moryhe
T3B. ,,Jie/beIbe Ca OCTATKOM“, Tj. BaxKu cjeaeha Teopema.

Teopema 1.3. (Teopema o ocraTky) 3a ceaxu yeo 6poj a u npupodan 6poj b
nocmoje jeduncmeenu ueau 6pojesu q u T maxeu da je

a=bg+r, 0<<r<hb.

Ipu mom ce 6poj ¢ HA3UBL KOAUMHUK, G T OCTRAMAK NPu denervy bpoja a bpojem
b.

Jlokas. Tlocmarpajmo ckyn menmx 6pojesa {a — kb | k € Z} w uzabepumo y
BeMy HajMambu Opoj Koju npunasa ckyny INg (ersucrennuja TakBor 6poja ciaenn u3
YULEHUIIE J13, jé CKYIT mpupoaaux 6pojesa m06po ypehen). Heka je To 6poj a — gb u
obesiexxumo ra ca r. Tama je

(1.1) a=bg+r, 0<r<hb,
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jep 6u y cayuajy r = b u 6poj a — (¢ + 1)b = r — b < r npunaygao ckyny INg, mrro je
y KOHTpa uKIuju ca u3bopom 6poja r. Tume je mokazana ersucrenimja OpojeBa q u
r. Jlokaxumo joumuxoBy jeauncrsenoct. [Ipernocrasumo ja nocroje u 6pojesu qp
¥ 71 TAKBH JIa je

(1.2) a=bg1+r, 0<r<b.
Ounysumamem (1.2) ox (1.1) mobujamo
0="b(qg—q)+ (r—r1),

ofakye, Ha ocHOBY Teopeme 1.2, ciemu na b | v — 1. Kaxko je | r —r1 |[< b, mopa
outu r —ry =0, j. r =711, ma je u ¢ = qi. 0

[Ipernocraska Jjia je b upupojan 6poj y NPeTXO/HOj TEOPEMU MOXKE Ce 3aMEHUTH
saxTesoM g je b meo 6poj pazmmant og 0 u ycmosom 0 < 7 <| b |.

ITpumMmeP 1.1. Oxapenutu Hajsehn npupogan 6poj Koju mojesheH ca 31 1aje KOJTUIHUK
17.

Pewere. Tpaxenu 6poj a, dmju je KOJUIHWK IPU Je/beby ca 31 jemmax 17,
IIpeMa MPEeTXOIHOj TeOPEMHU MOXKe Ce HAIUCaThH y obauky a = 31 - 17 4+ r, npu gemy
je 0 < r < 31. Hajsehu upuposgan 6poj onucanor obsiuka je a = 31 - 17 4 30 = H57.
A

Hedbununuja 1.2. I[eo 6poj d je 3ajednuuru deauaay, 6pojesa a u b axo d | a u
d|b.

Craxku 110 6poj passmaut o, 0 ¥Ma, KOHAYHO MHOTO JIEJIUJIAIA, 114, jé CKYII 3ajel-
HUYKUX JEJIAIAI JIBa 1esa Opoja, o Kojux je 6ap jemad pasiamaut o 0, KOHAIaH
ny meMmy nocroju najsehu 6poj.

Hedbununuuja 1.3. Hajeehu mehy sajednuurum desuvoyuma 6pojesa a u b, 0d xojux
je 6ap jedan pasauvum od 0, je najeehu 3ajednuuru deauaay, bpojesa a u b.
Ob6eneocasamo za ca (a,b), NZD(a,b) uau D(a,b).

VY kwusu he, ocum ako He HAZHAYUMO ApyTaduje, burn kKopunihena o3uaka (a,b)
3a HajBehwm 3ajemnmuku menmmiar 6pojesa a u b.

Hedunaunuja 1.4. 3a 6pojese a u b xascemo da cy ysajammo (peaamuero)
npocmu axo je (a,b) = 1.

Teopema 1.4. Axo je d najeehu 3ajednuuru deaunay ueaur bpojesa a u b, onda
nocmoje yeau 6pojesu o u B maxeu da je aa + b = d. Ilpu mome sasicu da je

najeehu 3ajednuuru deauray, ueaux bpojesa a u b najmarou nosumusar 6poj obaukra
aa + Bb, a, B € Z.

Teopema 1.5. Axo ce ueau 6poj d moowce npuxazamu y obauxy d = aa + (b,
a,B € Z, onda (a,b) | d. Cneyujasno, axo je aa + Bb = 1, onda cy bpojesu a
u b yaajammno npocmu.
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Jlokas. Heka je D = (a,b). Tama mocroje mesm 6pojeBu ¢ m g2 Taxksu aa je
a=Dgq ub= Dgq, na je d =aa+ b =aDq + fDg2 = D(aq1 + Bq2), onakne
caeqn ja D = (a,b) | d.

Axo je aa + b =1, tana (a,b) | 1, onakse cienu na je (a,b) = 1, 1j. 6pojeBu a
u b cy y3ajamMHO TpOCTH. O

Hexke 3mauajue ocobume HajBeher 3ajeJHUUKOr JEJIHOIA CY MCKa3zaHe y cienehoj
TEOPEMU.

Teopema 1.6. (i) Axo je k > 0, mada je (ka, kb) = k(a,b).
i1) Axo je a =bq u b >0, onda je (a,b) = 0.
iii) Axo c| ab u npu mome je (c,a) =1, mada c | b.

(
(
(iv) (ab,c) =1 axo u camo axo je (a,c) =1 u (b,c) = 1.
(v) Axo je a = bq + r, mada je (a,b) = (b,r).

(

vi) Axo je d npoussoman sajednuqrku deaunar, bpojesa a u b, mada d | (a,b).
a b

@b """ @ Y

b
(vii) Baotcu da je <(cﬁb)’ (ab)) =1, mj. bpojesu a1 =

Y3ajaMHO NPOCMU.

Zoxas. Jlokazahemo meka o oBux TBphema, KOja Cy jeJIHOCTABHHU]jA WJIA TIAK
3HaYajHa 3a J0Ka3 EykiammoBor asropmrMa o Kome hie KacHuje Outu pedn.

(73) Kako b | a (jep je a = bg) u b | b (360r pediiekcuBHOCTY pesianyje JeJbuBo-
cri), caend Ja je b 3ajeqauaky jremmiar 6pojesa a u b. Bpoj b > 0 He Moxke umaTu
Hujesan jgesmaiarn, ¢ > b, ogakie caequ aa je (a,b) = b.

(7i1) Kako je (¢,a) = 1, npema teopemu 1.4 cieau na mocroje neau 6pojesu y u
« TakBu Ja je yc+ aa = 1, ma je yeb + aab = b. Kako no npernocrasum ¢ | ab n
BaXu Jia ¢ | cb, ciemu, npema teopemu 1.2, 1a ¢ | b.

(v) Hexka je dq = (a,b) u dy = (b,r). Taga u3 ycaosa a = bg + r cnequ na dy | r
(jepdi |aundy | b mad | (a—>bg) =r), . di je 3ajenuuuku nemuaan 6pojesa b u
r, na je d; < da.

Ocum Tora, us ycioBa a = bg + r cuemu ja da | a (jep do | b u d2 | r, ma
dy | (bg + 1) = a), Tj. do je 3ajenumakm mesmuan 6pojesa a u b, na je dy < di. Kaxko
je d1 gdg I/Idz gdl,TO je d1 =d2, Tj. (a,b) = (b,T’). O

Harsmacumo ga w3 yeaosa ¢ | ab, 6e3 mogarne npernocraeke (¢,a) = 1, me caeam
na c | b (tepheme (iii)). Ha mpumep, 10 | 415, amu 1014 u 10 1 15.

[Turame nepuBoCTH NeUX OpOjeBa He 3aBUCH O/I IHbUXOBOI' 3HAKA, 1 CE MOXKEMO
OI'PDAHUYUTHU HA JEJbUBOCT HPUPOAHUX OpojeBa. ¥ HacraBkKy hemo M3JI0KUTH 1IOCTY-
mak 3a ogpehuBame HajBeher 3ajeHUYIKOr J1e/IMOIA, 1B TPUPOIHA OPOja, MO3HAT KA0
Eykaunmos aaropuram. Ha ocHoBy Teopeme 1.3 moxkemo 3amucatu ciefehu Huz
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jeTHAKOCTH
a= bq +r1, 0<r <b,
b= rigs +ra, 0<re <y,
(1.3) r1 = T2q3 + 13, 0<rsy <o,

Tn-2 = Tn—1qn +Tn, 0 <1y <71,
n—1 = TnQn+1-
Kaxko 6pojeBu 1, unne cTporo omajajyhu au3 npupoaanx OpOjeBa, HAKOH KOHATHO

MHOTO KOPaKa J0JIA3UMO M0 T'py1 = 0, Tj. 0 jeTHAKOCTH 7'p—1 = Tndn+1, KOja TOBOPH
0 JIeJbUBOCTH JIBA y3aCTOIHA OCTATKA.

Teopema 1.7. Ilocaedrwu ocmamax T, Koju je pazaudum o0 wyae y jednarocmuma
(1.3) npedcmasna najeehu sajednuyku deaunay, bpojesa a u b.

Jloxas. Ha ocuoBy teopeme 1.6(v) Baxe caenehe jennakocTn
(aab) = (bvrl) = (T17T2) == (Tn—27rn—1) = (Tn—larn)-

Kaxko je r,—1 = Tnqn+1, TO pema Teopemu 1.6(i7) Baxku na je (rp—1,7yn) = Ty, Ta je
(a,b) = rp. O

[TpuMEP 1.2. Ilpumenom Eykimmosor asropurma oapegutu (252, 198).

Pewere. Kaxko je

252 = 198 - 1 + 54
198 = 54 -3 + 36
54=36-1+18
36 =18 - 2,

ciequ 1a je (252,198) = 18. A

[Tpema reopemu 1.4 najsehn 3ajegauaku jesmmial nejaux Opojesa a u b Moxe ce
IpHUKa3aTH Kao IHLUXOBA JUHEeapHa KoMmMbOuHAImja, Tj. y obauky aa + Bb, o, B € Z.
Bpojese o u f mMoxkeMO e(EeKTUBHO OJPEIUTH NPUMEHOM EyKJIMIOBOT ajiropurMma,
mrro he 6uTy mokaszamo y ciaemehem mpumepy.

I[TpuMEP 1.3. Oapeanru nene 6pojese o u [ rakse ja je a-252+ 3-198 = (252, 198).
Pewerve. Ha ocnoBy mperxoHor npumepa Baxn jia je (252,198) = 18, xao u

18=54—-36-1=54—-(198—-54-3)-1=4-54—-1-198
=4-(252—-198-1)—1-198 =4-252 —5-198.
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A

IIpencrasmame Hajseher 3ajeauvKOr JIenorna 6pojeBa a u b y 06JIMKY HHUXOBE
1esiobpojue yimHeapue kombunamnuje duhe HAM BeOMa 3HAYAJHO KOJI, PENIABAHA T3B.
suHeapaux JnodanToBuX jemHadunHa 0 YeMy he OuTnm pedm KacHH]e.

Hedbunnmujy uajsehier 3ajeHuIKOr IeIM0MA MOXKEMO IPOIMTUPUATH U HA CKYII OJT
T TPOU3BOJLHUX IIEJIX OpojeBa.

Hedbunumumja 1.5. Hajsehu sajednuuru deaunay n yeauxr bpojesa
a1,092, . ..,0n, 00 KOJUT je bap jedan paszauvum o0d wyae, je najeehiu 00 3ajednunkur
deaunaya o6ux 6pojesa u obeaescasamo za ca (a1, ag, ..., a,). Axoje (a1,az,...,a,) =
1, 6pojesu ay,aqg, ..., a, cy y3ajammo (peaamuero) npocmu.

Bpojesu ay,az, ..., a, cy yaajammo (peaamueno) npocmu y naposuma axo
je (ai,a;) =13ad,j=1,2,...,n, i #j.

[TpuMEP 1.4. Bpojesu 5,11, 15 cy ysajamuo upocru, Tj. (5,11,15) = 1, amu uucy
y3ajaMHO TIPOCTH y maposuMma, jep je (5,15) = 5.

Hedbununumja 1.6. 3ajednuvku cadpoicanray yeauxr 6pojesa a u b, passuvumur o0
Hyse, je 6poj koju je dewus cearum 0d wur. Hajmarou mehy nosumuernum sajednu-
ykuM cadpacaoyuma 6pojesa a u b 306e ce Hajmaru 3ajednunky cadpHCaray, 08UL
bpojesa u obeaesicasa ca a,b] uasu NZS(a,b) uau S(a,b).

Mu hemo Hasa/me KOPUCTUTH O3HAKY [a,b] 3a HAJMABY 3ajeTHUYKH CaJIPIKAJIAIL
opojesa a u b.

Hedunnmmja HajMamer 3aje JHIIKOr CaIpKAO0IA ce TaKole MOoKe MPOITHPUTH Ha
CKYII OJT 2 TPOU3BOJAHUX NEJNX OPOjeBa PA3IAIUTUX OJI HyJIE.

1.3 IIpoctu 6pojeBu

Hedbunumuja 1.7. Ileo 6poj p > 1 je npocm axo nema nujedan deaunay, d maras
da je 1 < d < p. Ileo 6poj m > 1 xoju nuje npocm je caoaHcer 6poj.

ITpocTm 6pojesu cy 2,3,5,7,11,17,..., a cooxenu 4,6, 8, 10, ...

Teopema 1.8. Ilpupodan 6pojn > 1 je caovicen axo u camo axo uma npocm Gaxmop
p, maxas da je p < \/n.

Jlokas. Ako 6poj n > 1 mma mpoct dakTop p < /1, OHJa je oH npema geduHu-
nuju 1.7 cioxen 6poj. O6pHYTO, HEKA je p HAjMamHU TPOCT (PAKTOP CIOKEHOT Opoja
n. Tana mocroju npupogan 6poj m Takas ja je n = pm, npu demy je m = p. Opasae
jen=pm>p* 1j. p</n. O

IIperxommry TeopemMy MOXKEMO NCKOPUCTHUTH IIPY HAJIAXKEHY CBUX IIPOCTUX OpojeBa
MAabUX OJT JATOT IPUPOTHOr Opoja n MOCTYIIKOM KOju je mo3HaT Kao EparocreHoBo
cuto. Hajupe ucnucyjemo ce npuposae 6pojese o 1 10 n.

ﬂ72737/4757ﬁ777/8797ﬁo7117ﬁ27137ﬁ47l57ﬂ‘67177ﬂ‘87197"'7n'
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3arum, npenpramo 6poj 1. Kako je 2 mpsu mpoct 06poj, mperpramMo cBe Opojere
nempuBe ca 2 u Behe on 2 (ouu cy cinoxenn). Cnenehin nmpoct 6poj je 3. Ilpenpramo
cBe Opojese Belie o1 3 koju cy gespuBu ca 3. Cienehu wenpenpran 6poj je 5, ma
je makje oH mpocT, jep 6m y cymporaom BehOwo mperpram. IlpBu Hempernpramn
cagpadar, 6poja b je 25 = 52. Hacrasmpajyhn ommcann mocrymak usasojuhiemo
(,Kpo3 curo he mpohu“) cBe mpocre 6pojeBe mame ox n. Vmajyhu y Bumy Teopemy
1.8 3akspydyjeMo Jia Cce MOCTYIAK MPEKU/IA KaJla IPEernpraMo CBe CjioxKeHe Opojese
KOJW Cy CaJp:Kaoly mpocTux Gpojea we Behmx o /N.

Teopema 1.9. (Eykanz) 00 ceakxoz npocmoz 6poja nocmoju eehiu npocm 6poj, mj.
nocmoju 6ECKOHAYHO MHO020 npocmux Opojesa.

Zloxas. TlpernocrtaBuMo CympoTHO, Tj. JIa MOCTOjU KOHATHO MHOTO IIPOCTUX OpO-
jeBa. Heka cy To 6pojeBu p1,p2,- - -, Pk, & CBA OCTAJU Ipupoauan 6pojesu Behu o 1
cy caoxenu. Bpoj

n=pp2---prt1

j€ CJI0KE€H IIpeMa, IIPETIIOCTABIM, 113 MOPa OuTn ne/buB HEKUM TpocTuM Opojem. Me-
bhyTum, To je Hemoryhe, jep npu jepemy OUI0 KOjuM o1 IpocTHX Opojesa p1, P2, - - - , Dk
Jaje octaTak 1, omakie ciaean J1a je TBpheme TeopeMe UCTHHUTO. O

Teopema 1.10. (Eyksmmosa sema) Axo je p npocm 6poj u p | ab, mada p | a uau
p | b. Baotcu u onwmuge, axo p | ajas - - - an, mada p | a;, 3a nexo i =1,2,...,n.

Jlokas. Heka p | ab u npernocrasumo 1a p { a. Kako cy jeuan geamorny npocTor
6poja p Gpojesn 1 m p, caemm na je (p,a) = 1, na npema teopemu 1.6(iii) Baxkm ma
plb.

Ommrruje TBpheme JoKa3yjeMo WHIYKIUjOM 10 OpOjy UMHMIIATA N. O

Kopucrehn mperxonmy Teopemy mokaszahemo cienehy, BeoMa BaxKHy Teopemy
Teopuje OpojeBa.

Teopema 1.11. (OcuoBHu crtaB apurmeruke) Csaxu npupodan 6poj n > 1
MOdICE ce NG JedUHCBER HAYUH NPEeICMABUMY Y 0DAUKY NPOU3E00A NPOCTULT 4UHU-
aaua (ca mawnowhy do wurosoz nopemxa), mj. 3a cearu npupodan 6poj n > 1 no-
cmoje jeduncmeenu npocmu 6pojesu Pi, P2, - - ., Pk, makeu da je p1 < pa < -+ < Dk,
U jeduHCMBeHY el bpojesu a1, o, . .., Ak, Mako 0a je

a1, o g
n_p11p22...pk .

Zoxas. Axo je n mpoct 6poj, TBpheme oumriiesno Baxkw. llpermocraBumo sia
TBpheme BazKu 33 CBaKH CJIOXKeH O6poj Mamu o1 n. AKo je n cyioxkeH 6poj, Tajga ce n
MOXKe HAmmcaTu y o0/imKy n = ning, upu demy 1 < nj,ng < n. BpojeBu n; u ng cy
WJIA TIPOCTH WJIM C€ 110 UHJIyKTUBHO] IPETIOCTABIM MOTY IMPUKA3aTHA KAO MPOU3BO/L
[IPOCTUX YMHUJIAIA, OJAKJIE CJeu Ja u Opoj n uma 1o cBOjcTBO. ['pynumnyhu jenake
npocte dakTope O6poja n, 3aKBYUyjeMO Jia Cce CBaKu mpupomaH 6poj n > 1 moxe
MPEJICTABATH § OOJTUKY

(1.4) n=pl'ps* PRt
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e cy p1 < p2 < -+ < p nupoctu OpojeBu u a1, 2, . .., Q) IPUPOIHU OPOjeBH.
[Tpeacrasmame 6poja n > 1y obauky (1.4) mosnaro je ka0 KAHOHCKA (haKTO-
pusanmja 6poja n.
Jokaxkumo Ja je mpejcrasibame 6poja n y obauky (1.4) jemmucrseno. IIpermo-
CTaBUMO CyLPOTHO, Tj. 1a 6poj n > 1 uma jBe Takse dakTopu3almje

a1, (2 (893

n=p'py-pLt, pL<p2<--<pg, Qa1,02,...,0p €N,

n
1.5 :ﬁl 52_“55 N
( . ) n q1 q2 qs Q1<p2< <an 517523'”7/886 .
Kako p; | q11q§2~~-q55, 1 < i < k, npema Teopemu 1.10 mocroju mugekc j, 1 <

j < s, TakaB ma p; | ¢;, OfaKJe, MOIITO Cy p; U ¢j IPOCTH OpOjeBH, Clemu jaa je
bi = gqj. ﬂa‘KJIea {pl)p2a s 7p]€} - {Q17q27 s 7qs}' Amnagiorno ce HOKa‘Syje AL je n
{qh q2, - - - 7qs} C {php?? cee 7pk}7 1a je {php?a ce 7pk} = {q17 q2, - .- 7QS}- BaKn’qu'

jeMo 1a je k = s, a Kako Cy HU30BH P1,P2, ..., Dk U q1,G2, . . ., (s pacryhu, Baxu ja
jep1 =q1,p2 = q2,...,Dk = Qk, OFAKIIE cieau Ja ce jearakoct (1.5) Moxe HamucaTw
y obJiuKy

(1.6) n:pfpoBQ---pfk.

Hoxkaxumo jomna je a; = 5;, 1 <4 < k. IIpermocraBumo ga je ap # 1 U HeKa
je, Ha mpumep, a1 < P1, 1j. f1 = a1 + 7, ¥ > 0. Ako nogenumo uspas Ha JECHO]
crpanu cBake o jexnaxkoctu (1.4) u (1.6) ca pi"* mobujamo

e o Y« Qf
Pyt = pipgt Pt

OJIaKJIe CJEeIu Jia P JEJIU JIeCHy, a He JeJU JIEBY CTPaHy MMOCJE/mhe jeTHAKOCTH,
mro je memoryhe, ma mopa 6utu o = (1. AHAJOrHO ce J0Kasyje ja je a; = [,
t=2,...,k, omakjye caean jeJUHCTBEHOCT (haKTOPHU3AI]e. O

ITomohy xkanomcke (pakTOpm3anuje marux 6pojesa a u b tako ce omapelhyje BUXOB
HajBenu 3ajeTHUYKYU JeJIMJIAll U HAJMAhU 33jeITHUIKA CAPIKAJIAILL.

Teopema 1.12. Hexa cy a = pi'py*---ppF ub = p’flp22~-p’g’“, o, B = 0,0 =
1,2,...,k, xanoucke daxmopusayuje npupodnux bpojesa a u b. Tada

(i)b\a@ﬁigai, 1=1,2,... k.
(i1) (a,b) = pflnin{al,ﬂl}pf;in{az,ﬂﬁ . .pglin{akﬂk}.

(iid) [a,b] = pxlnax{al,ﬂl }p;naX{az,@} B 'pzlaX{akﬁk}.
Ha ocHoBy mperxo/ise TeopeMme MOXKe Ce 3aK/by4IUTH Ja BaxKu ciejiehe TBpheme.

IMocaeauna 1.1. 3a ueae 6pojese a u b sascu da je

(a,b) - [a,b] = |ab.
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Kopumnihemem kanomncke dhakTopusamuje mpupoaaor 6poja a moryhe je ogpeantu
yKymmaH 6poj MO3UTHUBHUX JIEJTHJIAIEA TOT Opoja.

(875

Teopema 1.13. Hexa je n = p'p5*---p* xanoncka daxmopusayuja npupoonoz

opoja a. Tada yxynaw 6poj ceur nosumuskur deaunanua 6poja a (yrsywyjyhu 1 u
a), y osnayu 7(a), odpehen je ca

7(a) = (a1 + 1)(ag + 1) (g + 1).

ITPuMEP 1.5. 3a 6pojese a = 225311 u b = 2-32-5-7% Baxu g2 je (a,b) = 2-5 = 10,
[a,b) =2%.32.5%3. 74 11w 7(a)=(2+1)-(3+1)-(1+1) = 24.

1.4 Kourpyesniuje

Hedbununuja 1.8. Hexa je m > 1 npupodan 6poj. Lleau bpojesu a u b cy xonepy-
enmuu no modyay m axo m | a —b. Iuwe ce a = b(mod m).

I[TPUMEP 1.6. 17 = 5(mod 12), 7 = 7 (mod 12) u 36 = 0 (mod 12). Ciumuno, 6 =
—14 (mod 20).

Kopucrehn nedununmjy pesaiuje KOHrpyeHIHje MO MOJYJLY M JIAKO C€ 3aKJbY-
qyje ma Baxke cieneha TBphema.

Teopema 1.14. (i) a = b(mod m) axo u camo axo je a = mk + b 3a nexu yeo 6poj
k.

(1) a = b(mod m) axo u camo axo 6pojesu a u b dajy ucmu ocmamar npu
desmervy ca m.

(131) Bumu xonepyenman no 0amom modyay je PeAauuja exsusaieHyuje y cryny

Z.

Ocum Tora, Heke ocobuHe KOHIpyeHIHja Jare cy y ciaenehoj Teopemu.
Teopema 1.15. (i) Axo je a = b(mod m) u ¢ = d(mod m), mada je ax + cy =
bx + dy (mod m), 3a ceaka dea ueaa b6poja T u Y.

(13) Axo je a =b(mod m) u ¢ = d(mod m), mada je ac = bd (mod m).

(791) Axo je a =b(mod m) u m = kd, d > 1, mada je a = b(mod d).

(iv) Axo je a = b(mod m), onda je P(a) = (b) (mod m), 2de je P(x) noaunom

Ca ULA0OPOTHUM KOCPUUUTEHMUMG.

Hedbunnuuja 1.9. Bpoj npupodnuxr bpojesa koju nwucy eehu 0d damoz npupodnoe
6poja m u yaajamuo cy npocmu ca wum o3nauasa ce ca p(m). Oyuryuja @ 306e ce
Ojaeposa pynruyuja.

Axo je p mpocr 6poj, Taza je ¢(p) =p — 1.
I[TpuMEP 1.7. Baxu na je p(4) = 2, ¢(6) =2, ¢(7) = 6, (9) = 6, urx.
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OjnepoBa dyHKIMja HEKOr TPUPOIHOT OpOja ce MOXKe JIAKO HU3PAIyHATH KO-
pumrhemeM mHerope KaHOHCKe (DaKTOpU3aIlmje.

Teopema 1.16. Axo je n = p{'p5? - - pp* wanoncka darmopusayuja 6poja n, mada

:
() (- 2) -3

— p g2 — D) (pa — 1) - (pg — 1),

Osa dyuknuja je Beoma BaxkHa, jep ce nomohy mwe moxke ockazaru caeaeha (Oj-
JIepOBa) TEOpeMa.

Teopema 1.17. (Ojaep) Axo je (a,m) = 1, mada je a?™ =1 (mod m).

Cuermujasnan ciay4daj Ojaeposa Teopeme je caejeha Teopema.

3

Teopema 1.18. (Mana ®epmaosBa’ Teopema) Axo je p npocm 6poj u p 1t a, onda

je a?~1 =1 (mod p).

Jloxas. Axo je p mpoct 6poj u p 1 a, Tama je (a,p) = 1, ma npema Ojieposoj
reopemu Baxu ja je a?®) = 1 (mod p). 3a npocr 6poj p je ¢(p) = p — 1, omakie
cienn TBpheme. O

IMocnemuna 1.2. Axo je p npocm 6poj u a npousgoman ueo 6poj, mada je aP =
a (mod p).

Jloxas. Axo p{ a, Taza je mpema nperxomuoj Teopemu a1 = 1 (mod p), omakie
caenu ja je aP = a (mod p). Ako p | a, rana p | a? — a, 1j. a? = a (mod p). O

3 Pierre de Fermat (1601-1665), dbpamiyckn MaremMaTudap



