Algoritamske strategije dr Boban Stojanovic¢

Dinamic¢ko programiranje

Dinamicko programiranje resava probleme kombinovanjem resenja potproblema. Za razliku od pristupa
"podeli i osvoji", dinamicko programiranje se primenjuje kod problema ¢iji potproblemi nisu nezavisni, ve¢
potproblemi imaju neke zajednicke potprobleme. U takvim slucajevima bi "podeli i osvoji" algoritmi
bespotrebno vise puta redavali iste potprobleme. Algoritmi razvijeni na principima dinamickog
programiranja resavaju svaki potproblem samo jednom i ¢uvaju njegovo resenje u tabeli. Na taj nacin oni
izbegavaju ponovno resavanje tog potproblema svaki put kada se on pojavi.

Dinamicko programiranje se obi¢no koristi za reSavanje problema optimizacije. Ovakvi problemi mogu
imati viSe reSenja. Svako resenje ima neku vrednost, a cilj je pronaci reSenje sa optimalnom (minimalnom il
maksimalnom) vredno3¢u. Ovakvo resenje nazivamo jednim od optimalnih reSenja, poSto moze postojati
vise reSenja koje dostizu istu vrednost.

Razvoj algoritma dinamickog programiranja se moze razloZiti na Cetiri koraka:
1. Odrediti strukturu optimalnog resenja
2. Rekurzivno definisati vrednost optimalnog resenja
3. Izracunati vrednost optimalnog resenja po principu "odozdo na gore"
4. Konstruisati optimalno reSenje na osnovu izraCunatih informacija

Koraci 1-3 cine osnovu reSavanja problema koris¢enjem dinamickog programiranja. Korak 4 se moze
preskociti ukoliko je trazena samo vrednost optimalnog resenja. Da bismo izvrsili korak 4, ponekad je
potrebno sacuvati i neke dodatne informacije tokom izra¢unavanja u koraku 3, kako bismo lakse
konstruisali optimalno reSenje.

Organizovanje linija za sklapanje automobila

Prvi primer na kome ¢emo prouciti dinamicko programiranje reSava problem u proizvodnji automobila.
Pretpostavimo da fabrika automobila ima dve linije za sklapanje automobila, kao $to je prikazano na Slici
#i##.
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Slika ##. Problem pronalazenja najbrzeg puta u proizvodnji

Karoserija automobila ulazi na liniju, na razli¢itim stanicama na karoseriju se dodaju delovi i na kraju
kompletiran auto izlazi sa linije. Svaka linija ima n stanica, oznadenih sa j=1,2,..,n. Ozna¢imo sa S;; j-tu
stanicu na i-toj liniji (pri ¢emu i mozZe biti 1 ili 2). Stanica j na liniji 1 (S;)) obavlja istu operaciju kao i stanica j
na liniji 2 (S;). Medutim, stanice su izgradene u razli¢ito vreme i razliCitim tehnologijama, tako da je vreme
potrebno za obavljanje operacije na svakoj stanici razli¢ito, ¢ak i za stanice na istim pozicijama ali na
razli¢itim linijama. Oznacimo vreme potrebno za obavljanje operacije na stanici S;; sa a;;. Kao $to se moze
videti na Slici ###, karoserija ulazi na stanicu 1 na jednoj od linija i krece se dalje od stanice do stanice.
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Takode, postoji vreme e; potrebno da karoserija ude na liniju i, kao i vreme x; potrebno da kompletiran
automobil izade sa linije i.

Kada karoserija ude na jednu liniju, ona se krec¢e samo po toj liniji. Vreme potrebno da karoserija prede od
jedne stanice do druge je zanemarivo. Medutim, desilo se da narucilac zahteva $to brzu isporuku
automobila. U tom slucaju karoserija i dalje mora da prode svih n stanica, ali radnici mogu da prebacuju
nepotpuno sklopljen automobil sa jedne linije na drugu, nakon bilo koje stanice. Vreme potrebno za
prebacivanje karoserije sa linije i nakon sto je prosla kroz stanicu S;; je t;;, pri ¢emu je i=1,2,..,n-1 (zato 5to je
nakon n-te stanice automobil ve¢ kompletiran. Problem je odrediti kroz koje stanice na liniji 1 i koje stanice
na liniji 2 karoserija treba da prode da bi se minimizovalo vreme potrebno za proizvodnju jednog
automobila. U primeru na Slici ###a, najkrace vreme se dobija izborom stanica 1, 3 i 6 sa linije 1 i stanica 2, 4
i 5sa linije 2.

Ocigledno, primena "sirove sile" za minimizaciju vremena potrebnog za proizvodnju automobila nije
moguca u slucajevima kada postoji veliki broj stanica. Ukoliko imamo listu stanica kroz koje karoserija
prolazi na liniji 1 listu stanica na liniji 2, lako je izra¢unati u vremenu O(n) koliko traje prolazak kroz fabriku.
Na zalost, postoji 2" mogucih nacina da se izaberu stanice, tako da bi za odredivanje najbrzeg puta bilo
potrebno O(2") vremena, sto je za veliko n neprihvatljivo.
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Slika ###. a) Primer problema linija za sklapanje automobila. b) Vrednostiza f;[j], £, I;[j] i I" za primer dat pod a).

Korak 1: Struktura najbrzeg puta kroz fabriku

Prvi korak u paradigmi dinamickog programiranja je odredivanje strukture optimalnog reSenja. Za problem
organizovanja linija za sklapanje automobila ovaj korak mozemo uraditi na sledeci nacin. Razmotrimo
najbrzi nacin da karoserija sa pocetne tacke prode kroz stanicu S;;. Ako je j=1, postoji samo jedan put kojim
karoserija moze da prode, tako da je jednostavno odrediti koliko je potrebno da karoserija prode kroz
stanicu Sy, Medutim, za j=2,3,...,n postoje dva izbora. Karoserija moZe doci sa stanice S; .1 i direktno oti¢i do
stanice Sy, pri ¢emu smo naglasili da je vreme za prelazak sa jedne stanice na drugu zanemarivo. Drugi
nacin je da karoserija stigne sa stanice S, i da se zatim prebaci na stanicu S, za $ta je potrebno utrositi t».;
vremena. Razmotricemo ova dva slucaja odvojeno, pri ¢emu ¢emo uoCiti da oni imaju dosta toga
zajednickog.
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Pretpostavimo prvo da je najbrzi put do stanice Sy kroz stanicu S, ... Klju¢no je uociti da je karoserija morala
dodi najbrzim putem od pocetne tacke do stanice S: ;1. Zasto? Da je postojao brzi nacin da karoserija stigne
do stanice $1;, onda bi taj put omogudio i brzi put do stanice Sy, $to je u suprotnosti sa pretpostavkom.

Sli¢no, pretpostavimo da je najbrzi put do stanice Si; kroz stanicu S,,... Sada uoc¢avamo da je karoserija
morala dodi najbrzim putem od pocetne tacke do stanice S,;1. Kao i u prethodnom slucaju, zaklju¢ujemo
slicno: da je postojao brzi nacin da karoserija stigne do stanice S,,..,, onda bi taj put omogucio i brzi put do
stanice Sy, $to je opet u suprotnosti sa pretpostavkom.

U opstem slu¢aju mozemo reci da za proizvodne linije optimalno reSenje problema (nalaZenje najbrzeg
puta do stanice S;) sadrZi u sebi optimalna redenja potproblema (nalazenje najbrzeg puta do stanica S i
S271). Ovu osobinu nazivamo optimalna podstruktura, koja je klju¢na za primenu dinamickog
programiranja.

Koristimo optimalnu podstrukturu da bismo pokazali kako mozemo formirati optimalno resenje problema
na osnovu optimalnih reSenja potproblema. U slu¢aju proizvodnih linija razmisljamo na sledeci nacin. Ako
posmatramo najbrzi put do stanice S;;, on mora da vodi preko stanice j-1 ili na linji 1 ili liniji 2. Onda je
najbrzi put do stanice Sy ili

e najjbrzi put do stanice Sy, a zatim direktno do stanice S ili

e najjbrzi put do stanice S,;, a zatim prebacivanjem sa linije 2 na liniju 1 do stanice S;;.
KoriS¢enjem simetri¢nog pristupa, najbrzi put do stanice S,;je ili

e najjbrzi put do stanice S,;.1, a zatim direktno do stanice S ili

e najjbrzi put do stanice Sy, a zatim prebacivanjem sa linije 1 na liniju 2 do stanice S,;.

Da bismo resili problem nalazenja najbrzeg puta do stanice j na bilo kojoj liniji, reSavamo potprobleme
nalazenja najbrzih puteva do stanica j-1 na obe linije. Na ovaj na¢in mozemo formirati optimalno reSenje
problema, formiranjem optimalnih resenja za potprobleme.

Korak 2: Rekurzivno reSenje

Drugi korak u paradigmi dinami¢kog programiranja je rekurzivno odredivanje vrednosti nekog od
optimalnih resenja u funkciji od optimalnih reSenja potproblema. U slu¢aju organizovanja proizvodnih
linija, za potprobleme uzimamo odredivanje najbrzeg puta to stanice j na obe linije, za j=1,2,...n. Neka je

f [ j ] najkrac¢e moguce vreme da karoserija stigne od startne pozicije do stanice S;;.

Nas primarni cilj je da odredimo najkrae vreme da karoserija prode ceo put kroz fabriku, koje ¢emo
oznatiti sa f . Karoserija treba da prode kroz svih n stanica bilo na liniji 1 ili na liniji 2 i da zatim napusti
fabriku. Samim tim, brzi od ovih puteva je i najbrzi put kroz celu fabriku, pa imamo da je
f*=min(f,[n]+x, f,[n]+x,)

Takode je lako doneti zaklju¢ak o f[1] i f,[1]. Da bi se proslo kroz prvu stanicu na bilo kojoj traci,
karoserija direktno ulazi na tu stanicu, pa je odatle

f, [1] =g+a;

f[1]=e+a,

Razmotrimo sada kako izracunati f,[ j] zaj=2,3,..nii=1,2.

Ako se usresredimo na f, [ j] , prisetimo se da je najbrzi put do stanice S;; ili najbrzi put do stanice Sy, a
zatim direktno u S, ili najbrzi put do stanice S,;, a zatim prebacivanje sa linije 2 na liniju 1 u stanicu S;;. U
prvom slucaju imamo da je f,[j]=f[j—1]+a, a u drugom slucaju f,[j]=f,[j-1]+t,  +a ;.
Odatle je
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flj]=min(f,[j-1]+a, f,[j-1]+t,,+a),zaj=23,..n.
Simetri¢no imamo i da je
f,[i]=min(f,[j-1]+a,;, f,[j-1]+t, +a,;), zaj=23,.n.

Kombinovanjem prethodnih jednacina dobijamo rekurzivne jednacine

f[']— g+a, =1
W min(h[i-1)va,, Lli-0et.va,) 522
f[j]— & +ay, j=1
2 min(fZ[j_l]—}_aZi' fl[j_1]+t1,j—1+a2,j) 22

Na Slici ###b su prikazane izraCunate vrednosti f; [j] za primer prikazan na Slici ###a, kao i vrednost .

Vrednosti fi[j] daju vrednosti optimalnih reSenja potproblema. Da bismo mogli da konstruisemo
optimalno resenje, definisacemo |, []] kao brojeve linija (1 ili 2) cija je stanica j-1 iskoris¢ena za najbrZi
dolazak do stanice S;;, pri ¢emu je i=1,2 i j=2,3,..,n. Definisacemo takode i | kao liniju ¢ija je stanica n
iskoris¢ena za najbrzi put kroz celu fabriku. Korid¢enjem vrednosti |~ i Ii[j] prikazanih na Slici ###b,

odredi¢emo najbrzi put kroz fabriku prikazanu na Slici ###a, na sledeci nacin. Polaze¢i od 1" =1, uzimamo
stanicu Si5. Sada ocitavamo 1,[6] &ija je vrednost 2 i uzimamo stanicu S,s. Dalje, uzimamo |,[5]=2

(koristimo stanicu S;4), |,[4] =1 (stanica $5), |,[3] =2 (stanica $,) i na kraju 1,[2] =1 (stanica 5).

Korak 3: Racunanje najkraceg vremena

Najkrace vreme prolaska karoserije kroz celu fabriku bi se sada moglo lako izra¢unati primenom prethodno
opisanih rekurzivnih funkcija. Medutim, problem sa ovakvim rekurzivnim algoritmima je u tome sto njihovo
vreme izvr$avanja eksponencijalno zavisi od n.

Mnogo bolji nacin je ukoliko racunamo f i[j] u suprotnom pravcu od rekurzivnog nacina. Primetimo da
za svako j>2,vrednost f [j] zavisisamood f [j-1]i f [j—1].Racunanjem vrednosti f [j] u

pravcu povecanja rednog broja stanica j (sa leva na desno na Slici ###b, mozemo izrac¢unati najbrzi put kroz
fabriku i vreme koje on oduzima sa kompleksno3¢u O(n).

U nastavku je dat pseudokod algoritma za pronalaZenje najbrzeg puta:




Algoritamske strategije

dr Boban Stojanovic¢

FastestWay(a, t, e, x, n)
f1 [1] =6+a,

f,[1]=¢+a,
for j =2, n

if Qh—ﬂ+quij—Q+g¢4+

fi[i]=f[i-1]+a;
ll[j]:]'

else
fl[j]: fz[j_1]+t2,j—l+al,j
L[i]=2

if fz[j—l]Jrazj < fl[j—l]+t1yj71+az’j

f[i]=f[i-1]+a,
,[i]=2
else
fz[j]: fl[j_l]+t1,j—1+a2,j
L,[j]=1
if f[n]+x < f,[n]+x,
f"=f,[n]+x
1" =1
else
f =1f,[n]+x
I"=2

Korak 4: Konstruisanje najkraceg puta

a,

J

Kada imamo izra¢unate vrednosti f,[j], f*, I;[j] i I mozemo je da konstruidemo niz stanica kroz koje
prolazi karoserija na putu kroz fabriku. Sledeca procedura Stampa stanice u redosledu suprotnom od rednih

brojeva stanica.

PrintStations(1l, n)
i=1
print "line", i, "station", n
for j =n, 2, -1

i=1[i]

print "line", i, "station", j-1

Lanéano mnozenje matrica

Slededi primer dinamickog programiranja je algoritam koji reSava problem lan¢anog mnoZenja matrica.

Neka je dat niz (lanac) od n matrica (A, A,,..., A,) ¢iji proizvod

treba izracunati. Kada zagradama grupiSsemo matrice u parove, prethodni proizvod mozemo izraCunati
viSestrukim pozivanjem standardnog potprograma za mnoZenje dve matrice. Proizvod matrica je u
potpunosti grupisan zagradama ukoliko je on samo jedna matrica ili ako je proizvod dva potpuno
grupisana proizvoda. MnoZenje matrica je u potpunosti asocijativna operacija, tako da svako grupisanje
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zagradama daje isti proizvod. Na primer, ukoliko je lanac matrica (A, A,,...,A,), proizvod AA, --- A,
moze biti u potpunosti grupisan matricama na pet razli¢itih nacina:

(A(A(AA))).
(A((AA)A))
(AA)(AA)),
(A(AA))A),
((An)A)A,)

Nacin na koji se lanac matrica moZe grupisati ima ogroman uticaj na vreme izracunavanja proizvoda.
Posmatrajmo prvo mnoZenje dve matrice. Standardan algoritam je dat slede¢im pseudokodom, pri ¢emu
su atributi kolone i redovi brojevi kolona i redova matrice.

MatrixMultiply(A,B)
if kolone(A) = redovi(B)
for i = 1, redovi(A)
for j = 1, kolone(B)
C[i,j] =0
for k = 1, kolone(A)
C[i,3] = C[i,J]+A[1,k]*B[k,]]
else
print "Neodgovarajuce dimenzije"
return(C)

Dve matrice A'i B moZemo pomnoZiti samo ako su one kompatibilne, $to znaci da broj kolona matrice
A mora biti jednak broju redova matrice B. Tako, ako je A matrica dimenzija px(q, a B matrica

dimenzija gxr, onda je rezultujuéa matrica C dimenzija pxr. Vreme potrebno za izraCunavanje
matrice C je najviSe odredeno skalarnim proizvodom u pretposlednjoj liniji pseudokoda, koje se ponavlja

p-g-r puta.lztog razloga ¢emo vreme izvrSavanja izrazavati u funkciji broja skalarnih mnozenja.

Da bismo pokazali kako vreme izvravanja zavisi od izbora nacina na koji su matrice grupisane zagradama,
posmatrajmo problem mnozenja lanca od tri matrice (A, AZ,AE). Pretpostavimo da su dimenzije matrica

10x100, 100x5 i 5x50, redom. Ukoliko matrice mnozimo u skladu sa grupisanjem ((AAz)A:,):

mora¢emo da izvr§imo 10-100-5=5000 skalarnih mnoZenja da bismo izracunali proizvod AA,, a zatim
jo$ 10-5-50=2500 skalarnih mnozenja da bismo dobijenu matricu pomnozili matricom A, tako da
kona¢no imamo 7500 skalarnih mnozenja. Ako bismo matrice mnozili u skladu sa grupisanjem
(A(AZ%)), onda moramo da obavimo 100-5-50=25000 skalarnih mnoZenja za izraCunavanje

proizvoda A/A,, a zatim jo$ 10-100-50=50000 skalarnih mnozenja, da bismo prethodnu matricu
pomnozili sa A, $to je u zbiru 75000 skalarnih mnoZenja. Odavde vidimo da je mnozenje matrica na prvi
nacin 10 puta brze.

Problem mnozenja lanca matrica se moze definisati na sledec¢i nacin: Dat je lanac od n matrica
(A/A,....A), gde je i=12,.,n, a matrica A ima dimenzije p_,xp. U potpunosti grupisati
zagradama proizvod A A, --- A, , tako da broj skalarnih mnozenja bude minimalan.

Primetimo da u problemu lan¢anog mnoZenja matrica mi zapravo ne mnozimo matrice. Na$ cilj je da
odredimo redosled mnoZenja matrica tako da vreme izvrSavanja bude minimalno. Vreme potrebno za

odredivanje optimalnog redosleda mnozenja je najceS¢e znatno manje od vremena koje ¢e se ustedeti
prilikom mnozZenja matrica.
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Naravno, isprobavanje svih mogucih nacina grupisanja nije efikasan algoritam jer bi njegova kompleksnost
eksponencijalno zavisila od n. Iz tog razloga ¢emo ovaj problem resiti koris¢enjem dinamickog
programiranja.

Korak 1: Struktura optimalnog grupisanja zagradama

Prvi korak u paradigmi dinamickog programiranja je odredivanje optimalne podstrukure i njeno korid¢enje
u cilju konstruisanja optimalnog reSenjenja na osnovu optimalnih reSenja potproblema. Za lancano
mnoZenje matrica, ovaj korak moZemo obaviti na slededi nacin. Zbog pogodnosti, matricu koja je rezultat
proizvoda A-A, --- A predstavljacemo kao A ;, pri ¢emu je i< j. Primetimo da ako je problem

netrivijalan, t. ako je i < |, onda svako grupisanje proizvoda A - A ;--- A  mora deliti proizvod izmedu
A i A, za neko celobrojno Kk u opsegu i <k< . To znaci da za neku vrednost k, prvo racunamo
matrice A, i A, ;, a zatim ih medusobno mnozimo da bismo dobili konacni proizvod A ;. Cena

mnoZzenja pri ovakvom grupisanju je odatle zbir cene racunanja matrice A ,, cene racunanja matrice
A1 ; icene mnozenja ove dve matrice.

Optimalna podstruktura ovog problema je data u nastavku. Pretpostavimo da optimalno grupisanje
proizvoda A - A, --- A deli proizvod izmedu A i A_,.Onda grupisanje levog podlanca A - A, --- A

unutar ovog optimalnog grupisanja lanca A-A, ---A mora biti optimalno grupisanje proizvoda
A-A, - A. Zasto? Ukoliko bi postojalo jeftinije grupisanje proizvoda A -A,;--- A, zamenom tog
grupisanja u optimalnom grupisanju proizvoda A - A, --- A bi dalo jeftinije grupisanje tog proizvoda, 5to
je kontradiktorno. Sli¢no razmiljanje vazi i za desni podlanac A ;- A, --- A, koji unutar optimalnog
grupisanja lanca A - A, --- A, mora takode imati optimalno grupisanje.

Sada mozemo iskoristiti optimalnu podstrukturu da bismo konstruisali optimalno resenje na osnovu
optimalnih reSenja potproblema. Videli smo da reSenje svakog netrivijalnog problema lanéanog mnozenja
matrica zahteva deljenje proizvoda, tako da svako optimalno reSenje u sebi sadrzi optimalna redenja

potproblema. Iz toga sledi da optimalno resenje problema moZzemo konstruisati tako $to problem
podelimo na dva potproblema (optimalno grupisanje podlanaca A-A,--A i A, A A)

pronademo optimalna reSenja tih potproblema, a zatim kombinujemo ta dva resenja. Prilikom trazenja
odgovarajuceg mesta za deljenje proizvoda, moramo proveriti sva moguca mesta, kako bismo bili sigurni
da smo odredili optimalno redenje.

Korak 2: Rekurzivno resenje

DefiniSimo sada cenu optimalnog resenja rekurzivno u funkciji optimalnih resenja potproblema. U slu¢aju
problema lan¢anog mnoZenja matrica, za potprobleme biramo probleme odredivanja minimalne cene

grupisanja proizvoda A - A, ---A za 1<i<j<n. Nekaje m[i, j] minimalan broj skalarnih mnozenja
potrebnih da bi se izratunala matrica A ;. Za ceo problem, cena najjeftinijeg nacina za izraCunavanje

matrice A , bionda bila m[1,n].

Vrednost m[i, j] mozemo rekurzivno definisati na sledeci nacin. Ako je i = j, problem je trivijalan, jer se
lanac sastoji samo od jedne matrice A, = A, tako da za racunanje proizvoda nije potrebna nijedno
skalarno mnozenje. To znaci da je m[i,i]=0 za svako i =1,2,...,n. Za racunanje m[i, j| kada je i < j,
koristimo se strukturom optimalnog resenja iz Koraka 1. Pretpostavimo da optimalno grupisanje deli
proizvod A-A, ---A izmedu A i A,y pri ¢emu je i<k<j. Iz toga sledi da je m[i,j] jednaka
minimalnoj ceni izraCunavanja potproizvoda A , i A, ; uvecanoj za cenu medusobnog mnozenja ove
dve matrice. Ako se podsetimo da svaka matrica A ima dimenzije p_, x p,, dobijamo da je za racunanje
proizvoda A A, ; potrebnoizvriiti p._, p, p; skalarnih mnozenja. Odatle dobijamo
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m[i, j]=m[i,k]+m[k+1,j]+ p_,P.P,

Rekurzivno resenje podrazumeva da znamo vrednost K, koje mi zapravo ne znamo. Medutim, postoji
samo j—i mogucih vrednosti za k (k=i,i+1,...,j—1). S obzirom da optimalno grupisanje mora da
koristi samo jednu vrednost za k, moramo da proverimo sve moguce vrednosti da bismo utvrdili koje od
njih je najbolje. Tako nasa rekurzivna definicija minimalne cene grupisanja proizvoda A - A, --- A postaje

|0 akojei=]
mfi. i]=

min(m[i,k]+m{k+1 j]+ p_pp;)  akojei< ]

Vrednost m[i, j] daje cenu optimalnog reSenja potproblema. Da bismo mogli kasnije da konstruiSemo
optimalno resenje, definisimo s[i, j] koje ce da ¢uva vrednost k za deljenje proizvoda A - A, --- A sa
kojim se dobija optimalno grupisanje. To zapravo znaci da je s[i, j] jednako vrednosti k takvoj da je

m[i, j]=m[i,k]+m[k+1 j]+ p_, PP,

Korak 3: Racunanje optimalne cene

Sada je jednostavno napisati rekurzivni algoritam baziran na prethodnom razmatranju, kako bi se
izratunala minimalna cena m[1,n] za mnozenje A - A, --- A . Medutim, takvo rekurzivno resenje bi imalo
eksponencijalnu kompleksnost, 5to je neprihvatljivo.

Umesto toga, Korak 3 ¢emo resiti koris¢enjem paradigme dinamictkog programiranja, tako $to ¢emo
optimalnu cenu izracunati koris¢enjem tabelarnog pristupa "odozdo na gore". Sledeéi pseudokod
pretpostavlja da matrica A ima dimenzije p_,xp za i=12,..,n. Ulaz u algoritam je niz

P=(Py, Prs-- Py ). 9de je length( p) =n-+1. Procedura koristi pomocnu tabelu m[1..n,1..n] za ¢uvanje
cena m[i, j] i pomo¢nu tabelu s[1..n,1..n] koja pamti vrednost k za koje je postignuto optimalno

m[i, j] .Tabelu s ¢emo kasnije iskoristiti za konstruisanje optimalnog reSenja.

Da bismo korektno implementirali pristup "odozdo na gore", moramo odrediti koja polja u tabeli se koriste
za ra¢unanje m[i, j] . Iz prethodnih jednacina se moglo videti da cena m[i, j] raunanja proizvoda lanca
od j—i+1 matrica zavisi samo od racunanja prozvoda lanca koji sadrzi manje od j—i+1 matrica. To
znati da je za k=i,i +1,...,j—1, matrica A, proizvod K—i+1< j—i+1 matrica, a matrica A, ; je
proizvod j—k< j—i+1 matrica. Iz tog razloga, algoritam ¢e popunjavati tabelu m na nacin koji
odgovara resavanju problema mnoZenja matrica u lancu koji se poveéava.

MatrixChainOrder(p)
n = length(p)-1
for i =1, n
m[i,i] = ©
for 1 = 2, n // 1 je duzina lanca
for i = 1, n-1+1
j = i+l-1
mfi,j] = o
for k = i, j-1
q = m[i,k]+m{k+1,3]+psapepy
if g < m[i,]]
q = m[i,j]
s[i,3] = k
return(m, s)
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Algoritam prvo postavlja m[i,i]=0 za i =1,2,...,n (minimalna cena za lance duzine 1). Zatim se tokom
prvog izvrsavanja petlje po | izracunava m[i,i +1] za i=12,..,n—-1 (minimalna cena za lance duzine
| =2). Prilikom drugog prolaska kroz ovu petlju, racuna se m[i,i + 2] zai=12,..,n—2 (minimalna cena
za lance duzinel =3), i tako dalje. U svakom koraku, cena mi, j| zavisi samo od polja m[i,k] i

m[k+1, j] koja su vec izra¢unata.

Na Slici ### je prikazana ova procedura nad lancem od n=6 matrica. S obzirom da je m[i, j] definisano
samo za i < j, koristi se samo deo matrice m iznad glavne dijagonale. Slika prikazuje tabelu zarotiranu
tako da glavna dijagonala leZi horizontalno. Lanac matrica je ispisan ispod tabele. Koris¢enjem ovakvog
prikaza, minimalna cena m[i, j| za mnoZenje podlanca matrica A - A,; - A, moze se pronaci na preseku
linija koje prolaze severoistotno od A iseverozapadno od A, . Svaki horizontalni red u tabeli sadrzi polja

za lance matrica iste duzine. Procedura MatrixChainOrder izracunava redove od dna ka vrhu i sa leva na
desno u okviru svakog reda. Odredeno polje m[i, j] se izratunava koris¢enjem proizvoda p_,p,p; za

k=1,2,..., j =1 i svih polja jugozapadno i jugoisto¢no od m[i, j].

Slika ###. Tabele m i s dobijene u proceduri MatrixChainOrder za lanac od n=6 matrica, pri ¢emu su dimenzije matrica
A130x 35

A235x15

A315x5

A45x10

A510x 20

A6 20 x 25

Jednostavnom analizom strukture ugnezdenih petlji unutar procedure MatrixChainOrder mozemo zakljuiti
da je vreme izvrSavanja algoritma O(n3), tako da je ovaj algoritam znatno efikasniji od eksponencijalnog

algoritma koji bi ispitao sve moguce varijante grupisanja.

Korak 4: Konstruisanje optimalnog resenja

lako procedura MatrixChainOrder odreduje optimalan broj skalarnih mnoZenja potrebnih za izra¢unavanje
proizvoda lanca matrica, ona ne pokazuje direktno kako je potrebno matrice mnoziti. Zahvaljujudi

informacijama u tabeli s, nije tesko konstruisati optimalno reSenje. Svako polje S[i, j] ¢uva vrednost k za
koju se dobija optimalno deljenje proizvoda A - A, --- A izmedu A i A;. Odatle znamo da se finalno

raCunanje proizvoda A , optimalno moZe izvesti kao A g, ;- Ay ., - Prethodna mnozenja matrica se

mogu izvrsiti rekurzivno, s obzirom da S[l, s[l, n]} odreduje poslednje mnoZenje matrica pri racunanju
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A qin 2 S[S[l, n|+1, n] odreduje poslednje mnozenje matrica pri racunanju Ay Naredna

Ln]+l.n "
rekurzivna procedura Stampa optimalno grupisanje lanca (A, A,;,..., A;), pri ¢emu joj se prosleduje tabela
S izracunata u proceduri MatrixChainOrder, kao i indeksi i i |j. Pocetni poziv procedure

PrintOptimalParens(s,1,n) Stampa optimalno grupisanje lanca matrica A, A,,..., A,.

PrintOptimalParens(s,i,j)

ifi=3j
print "A",i
else
print " ("

PrintOptimalParens(s,i,s[i,j])
PrintOptimalParens(s,s[i,j]+1,7)
print ")"

Za primer na Slici ###, poziv PrintOptimalParens(s,1,6) Stampa ((A1(A2A3))((A4A5)A6))
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