Algoritamske strategije dr Boban Stojanovic¢

Grafovi

Osnovni algoritmi sa grafovima

U ovom poglavlju ¢e biti predstavljene metode predstavljanja i pretraZivanja grafova. Pretrazivanja grafa
podrazumeva sistemati¢no kretanje vezama grafa, tako da se obidu odredeni ¢vorovi. Algoritmi za
pretrazivanje grafova mogu dati dosta odgovora u vezi sa strukturom grafa. Mnogi algoritmi sa grafovima
zapravo pocinju pretrazivanjem ulaznog grafa kako bi se dobile informacije o njegovoj strukturi. Ostali
algoritmi sa grafovima najceS¢e predstavljaju samo kombinovanje osnovnih algoritama za pretrazivanje
grafova. Samim tim, algoritmi za pretrazZivanje grafova cine srz ove oblasti.

Predstavljanje grafova

Postoje dva standardna nacina za predstavljanje grafa G = (V, E) :

o Kolekcija lista povezanosti

e Matrica povezanosti
| jedan i drugi nacin su primenjivi i na usmerene i na neusmerene grafove. Predstavljanje grafa pomocu
lista povezanosti omogucava kompaktno ¢uvanje retkih (razudenih) grafova, kod kojih je broj veza |E|

.. .y 2 iy . > . I
mnogo manji od kvadrata broja ¢vorova |V| . Koris¢enje matrice povezanosti se sa druge strane koristi u

slu¢aju gustih grafova, gde je broj veza |E| priblizan broju &vorova V|" ili kada je potrebno brzo doci do
informacije da liizmedu neka dva ¢vora postoji veza.

Predstavljanje grafa G = (V, E) pomocu lista povezanosti sastoji se od niza Adj, koji sadrzi [\/| lista, po

jednu za svaki ¢vor iz skupa V . Za svaki ¢vor ueV , lista povezanosti Adi [u] sadrzi sve ¢vorove V takve

da postoji veza (u,v) € E . To zapravo znaci da lista Adj [u] sadrzi sve ¢vorove grafa G koji su povezani sa

¢vorom u. Cvorovi u listi povezanosti su obi¢no poredani proizvoljnim redosledom. Na Slici ###b je
prikazano predstavljanje neusmerenog grafa sa Slike ###a pomocu lista povezanosti. Sli¢no, na Slici ###b je
dato predstavljanje usmerenog grafa sa Slike ###a.
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Slika ###. Dva nacina predstavljanja neusmerenog grafa: a) Neusmereni graf od 5 ¢vorova i 7 veza; b) Predstavljanje pomocu lista
povezanosti; ¢) Predstavljanje pomo¢u matrice povezanosti.
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Slika ###. Dva nacina predstavljanja usmerenog grafa: a) Neusmereni graf od 6 ¢vorova i 8 veza; b) Predstavljanje pomocu lista
povezanosti; ¢) Predstavljanje pomo¢u matrice povezanosti.

Ako je G usmeren graf, suma duzina svih lista povezanosti je |E|, s obzirom da je svaka veza (u,v)
predstavljena jednim elementom u listi Adj[u]. Ukoliko je G neusmeren graf, suma duzina svih lista

povezanosti je 2|E|, posto se za neusmerenu vezu (u,v) ¢vor U javlja u listi povezanosti ¢vora Vv i
obrnuto. | za usmerene i za neusmerene grafove, prednost predstavljanja pomocu lista povezanosti je u
tome Sto je potrebna kolicina memorije ®(V+E). Liste povezanosti se lako mogu prilagoditi

predstavljanju tezinskih grafova, kod kojih svaka veza ima pridruzenu tezinu W(u,v). Neka je, na primer,

G=(V,E) tezinski graf sa tezinskom funkcijom w. Tezina w(u,v) veze (u,w)eE se jednostavno

smesta zajedno sa ¢vorom V u listu povezanosti ¢vora u. Predstavljanje grafa pomocu lista povezanosti je
prili¢no robustno i lako moze biti modifikovano tako da omoguci predstavljanje razli¢itih varijanti grafova.

Jedan od nedostataka predstavljanja pomocu lista povezanosti je nemogucnost da se brzo odredi da li u
datom grafu postoji veza izmedu ¢vorova U i Vv, vec je potrebno pretraZiti da li u listi Ad [u] postoji ¢vor
v. Ovaj nedostatak moZze biti prevaziden predstavljanjem grafa pomocu matrice povezanosti, na racun

povecanog kori$¢enja memorije.
Kod predstavljanja grafa G(V, E) pomocu matrice povezanosti, pretpostavljamo da su ¢vorovi oznaceni
brojevima 1, 2,.., V| na proizvoljan natin. Onda graf G moze predstaviti [V|x|V| matricom Az(aﬁ),
takvom da je

1 ako (i, j)e E
aj:{o ako (i,j)# E
Na slikama ###c i ###c su prikazane matrice povezanosti neusmerenog i usmerenog grafa datih na slikama
###a i ###a, redom. Matrica povezanosti grafa zahteva ®(V2) memorije, nezavisno od broja veza u grafu.

Ako posmatramo matricu povezanosti sa Slike ###c, primeti¢emo simetriju oko glavne dijagonale matrice.
. eve . . T T . v . T v .
Definis§imo transponovanu matricu matrice A:(aﬂ) kao A :(aij ) pri emu je &; =a; . Posto je u
pitanju neusmereni graf, (u,v) i (v,u) predstavljaju jednu istu vezu, tako da je matrica povezanosti A

neusmerenog grafa jednaka svojoj transponovanoj matrici, tj. A= A" . U nekim aplikacijama je isplativo u
memoriji Cuvati samo gornju polovinu matrice, ¢ime se koli¢ina potrebne memorije skoro prepolovi.

Kao i u slucaju predstavljanja pomocu lista povezanosti, matrica povezanosti se takode moze koristiti kod
tezinskih grafova. Na primer, ako je graf G= (V, E) tezinski, sa tezinskom funkcijom w, teZina W(u,v)
veze (u,v) € E se jednostavno moze smestiti u red u i kolonu v matrice povezanosti. Ukoliko neka veza

ne postoji, u matricu se na odgovaraju¢e mesto moze smestiti NULL vrednost, a u velikom broju problema
0ili oo.
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lako je predstavljanje pomocu lista povezanosti efikasnije od predstavljanja matricom povezanosti, zbog
jednostavnosti koris¢enja matrice povezanosti ovaj nacin je pogodniji u slucaju relativno malih grafova.
Stavise, ukoliko graf nije teZinski, postoji i dodatna prednost u kori$¢enju matrice povezanosti. Umesto da
se koristi jedna rec za svaki element matrice, moguce je koristiti samo jedan bit po elementu.

Pretraga grafa po Sirini

Pretraga grafa po Sirini (breadth-first search) je jedan od najjednostavnijih algoritama za pretragu grafova
i predstavlja osnovu za mnogo vazne algoritme. Primov algoritam za odredivanje minimalnog stabla
razapinjanja i Dijsktrin algoritam za odredivanje najkraceg puta od jednog ¢vora koriste ideje sli¢ne pretrazi
grafa po Sirini.

Za dati graf G = (V, E) i odredeni izvorni ¢vor s, pretraga grafa po Sirini sistematski ispituje veze grafa

G da bi odredio sve ¢vorove dostupne iz ¢vora S. Ovaj algoritam rauna rastojanje (najmanji broj veza) od
¢vora s do svakog dostupnog ¢vora. Algoritam takode formira Sirinsko stablo sa korenom s, koje sadrzi
sve dostupne ¢vorove. Za bilo koji ¢vor v dostupan iz ¢vora S, put u Sirinskom stablu od ¢vora s do ¢vora
v odgovara "najkracem putu" od s do v ugrafu G, tj. put koji sadrzi najmanji broj veza. Ovaj algoritam
je primenjiv i na usmerene i na neusmerene grafove.

Pretraga grafa po $irini se tako naziva zato $to ona pomera granicu izmedu ispitanih i neispitanih ¢vorova
podjednako duz ¢itave granice. To zapravo znaci da algoritam ispituje sve ¢vorove na rastojanju k od
¢vora S pre nego $to ispita bilo koji ¢vor na rastojanju k+1.

Da bi vodio evidenciju o napredovanju, pretraga grafa po $irini boji sve ¢vorove belom, sivom ili crnom
bojom. Svi ¢vorovi su na pocetku beli i kasnije mogu postati sivi, a zatim i crni. Za ¢vor kazemo da je ispitan
onda kada je prvi put uzet u razmatranje prilikom pretrage i tada mu se dodeljuje boja koja nije bela. Dakle,
i sivi i crni ¢vorovi predstavljaju ispitane ¢vorove, ali ih ovaj algoritam deli na sive i crne, da bi obezbedio
pretragu po Sirini. Crni ¢vorovi predstavljaju vec ispitane ¢vorove ciji su svi susedi takode ispitani, Sto znaci
da su svi susedi crnog ¢vora ili sivi ili crni. Sivi cvorovi mogu imati bele susedne ¢vorove, $to znaci da oni
predstavljaju granicu izmedu ispitanih i neispitanih ¢vorova.

Pretraga po Sirini konstruise Sirinsko stablo, koje inicijalno sadrzi samo ¢vor s kao koren. Kad god se beli
¢vor Vispita u okviru pretrazivanja suseda vec ispitanog ¢vora u, ¢vor V i veza (u,v) se dodaju u stablo.

Tada kazemo da je ¢vor u prethodnik ili roditelj ¢vora v u Sirinskom stablu. S obzirom da se svaki ¢vor
ispituje samo jednom, on ima samo jednog roditelja. Relacije izmedu predaka i potomaka u Sirinskom
stablu se definiSu u odnosu na koren s, kao 5to je i uobicajeno: ako je u na putu od korena s do ¢vora v,
onda je u predak ¢vora v, a Vv je potomak ¢vora u.

Prikazana procedura BFS vrsi pretragu grafa po Sirini, pri ¢emu je pretpostavljeno da je ulazni graf
G:(V,E) predstavljen koris¢enjem lista pripadnosti. Ova procedura koristi jos nekoliko dodatnih
struktura podataka za svaki ¢vor u grafu. Boja svih ¢vorova se ¢uvaju u nizu color , tako da se boja ¢vora u
smesta u color [u], a prethodnik ¢vora u se ¢uva u z[u]. Ukoliko ¢vor u nema prethodnika (u=s), ili

jos uvek nije ispitan, onda je ﬁ[u] = NULL . Rastojanje od ¢vora s do ¢vora Vv, koje se izra¢unava u okviru

algoritma, ¢uva se u d [u] . Algoritam takode koristi i FIFO listu Q za Cuvanje sivih ¢vorova.

BFS(G, S)
for each ueV —{s}

color [u] = WHITE
d[u] =0
z[u]=NULL
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color [s] = GRAY

d[s]=0

n[s]: NULL
Q=NULL
ENQUEUE(Q, s)

while Q=0

DEQUEUE(Q, u)
for each ve Adj[u]
if color[v]=WHITE

color [v]=GRAY
d[v]=d[u]+1
z[v]=u
ENQUEUE(Q, V)

color [u] = BLACK

Na Slici ### je prikazan nacin funkcionisanja pretrage po $irini na primeru neusmerenog grafa.

(a)

(c)

(e)

(i)

Slika ###. |zvrSavanje BFS na neusmerenom grafu

(b)

(d)

(f)

(h)

i)
!
H
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Procedura BFS radi na slededi nacin. Na pocetku se svi ¢vorovi osim izvornog ¢vora S boje u belu boju,
d[u] se za svaki ¢vor u postavlja na beskonacno, a prethodnik svakog ¢vora postavlja na NULL. Posto
algoritam krece od ¢vora s, ovaj ¢vor se boji u sivo, posto se smatra da je on ispitan. Duzina puta do ¢vora
s je naravno d[s]=0, a posto je u pitanju pocetni ¢vor, on nema prethodnika, pa je 77[s]=NULL.U
naredne dve linije se inicijalizuje lista Q i u nju se dodaje ¢vor s. While petlja iteride sve dok ima sivih

¢vorova, koji zapravo predstavljaju ¢vorove koji su ispitani, ali ¢iji susedi jos uvek nisu ispitani.

Unutar while petlje se sa liste skida prvi ¢vor u i pristupa se ispitivanju njegovih suseda v, koji jos uvek
nisu ispitani, tj. koji su bele boje. Svaki beli sused samim ovim postupkom postaje ispitan, tako da se on boji
u sivo. Sada ¢vor u postaje prethodnik ¢vora v, a duzina puta do ¢vora v je jednaka duZini puta do
njegovog prethodnika U uvecanoj za jedan. Na kraju se novoispitani ¢vor v dodaje na listu Q, kako bi

kasnije bili ispitani njegovi susedi.

Kada se zavrsi sa ispitivanjem svih suseda ¢vora u, ovaj ¢vor se boji u crno.

Sirinsko stablo

Procedura BFS formira Sirinsko stablo na nacin prikazan na Slici ###. Stablo je predstavljeno vredno3$¢u u
nizu 7 za svaki ¢vor. Sledeca procedura Stampa ¢vorove na najkracem putu od ¢vora S do ¢vora Vv, pri
¢emu je pretpostavljeno da je procedura BFS ve¢ obavila izracunavanje stabla najkraceg puta.

PRINT_PATH(G, s, V)
if v=s
print S
else if 7Z'[V] = NULL
print "Nema puta od s do v"
else
PRINT_PATH(G, s, 7[V])
print Vv

Ova procedura ima linearnu zavisnost vremena izvrsavanja od broja ¢vorova na putu, posto se svaki
rekurzivni poziv odnosi na put koji je kraci za jedan ¢vor.

Pretraga grafa po dubini

Strategija prilikom pretrage grafa po dubini (depth-first search) podrazumeva traZenje u dubinu grafa,
kad god je to moguce. U pretrazi po dubini se pretrazuju veze od poslednjeg ispitanog ¢vora Vv, sve dok
ima neistrazenih veza koje iz njega izlaze. Kada se ispitaju sve veze koje izlaze iz ¢vora v, pretraga se vraca
jedan korak u nazad, kako bi se ispitale sve veze koje izlaze iz ¢vora iz koga se doslo do ¢vora v. Ovaj
proces se nastavlja sve dok se ne ispitaju svi ¢vorovi dostupni iz izvornog ¢vora. Ukoliko preostane neki
neispitan ¢vor, on se uzima za izvor i pretraga se ponavlja iz tog izvora. Citav proces se ponavlja sve dok
ima neispitanih ¢vorova.

Kao i kod pretrage po $irini, kada se ¢vor Vv ispita prilikom pretrage susednih ¢vorova vec ispitanog ¢vora
u, pretraga po dubini beleZi da je u prethodnik ¢vora v, odnosno da je ﬂ[V] =u.

Kao i kod pretrage po Sirini, ¢vorovi se tokom pretrage boje razli¢itim bojama da bi se oznacio njihov status.
Svi ¢vorovi su inicijalno beli, a zatim se boje u sivo kada su ispitani, odnosno u crno kada je njihova obrada
u potpunosti zavriena, tj. kada je njihova lista suseda u potpunosti istrazena. Ova tehnika garantuje da ¢e
svaki ¢vor zavrsiti u samo jednom dubinskom stablu, tako da su sva stabla potpuno odvojena. Pored
formiranja "dubinske Sume", pretraga po dubini takode vrsi vremensko obeleZavanje svih ¢vorova. Svaki

¢vor ima dva obelezja: d[v] pamti kada je ¢vor v prvi put posecen (i obojen u sivo), a f [v] belezi kada je

zavrseno sa pretragom svih suseda ¢vora v (kada je obojen u crno). Ove oznake se koriste u mnogim
algoritmima sa grafovima i u opstem slucaju su korisne pri tumacenju ponasanja pretrage po dubini.
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Procedura DFS pamti kada je ispitala ¢vor u u promenljivoj d[u], a kada je zavrsila sa cvorom u pamti u
promenljivoj f [u]. Ove oznake su celobrojne vrednosti izmedu 1 i 2|V|, posto se svaki od |V| ¢vorova
poseti samo jednom i napusti samo jednom. Za svaki ¢vor u vazi da je d[u]< f[u]. Cvor u je beo pre

trenutka d[u], sivizmedu trenutaka d[u] i f[u],acrn posle toga.

Sledeci pseudokod prikazuje osnovni algoritam pretrage po dubini. Ulazni graf G moze biti usmeren ili
neusmeren. Promenljiva time je globalna promenljiva koja se koristi za vriemensko obelezavanje ¢vorova.

DFS(G)
for each ueV
color [u] = WHITE

[u]=NULL

time=0
for each ueV
if color [u]= WHITE
DFS_VISIT(U)

DFS_VISIT(U)
COIOI’[U]zGRAY // Cvor u je upravo ispitan

time=time+1
d[u]=time
for each ve Adj[u] // Ispitivanje veze (u,v)
if color[v]=WHITE
z[v]=u
DFS_VISIT(V)
COIOI’[U]zBLACK // Cvor u je u potpunosti obradjen
time=time+1
flu]=time

Na Slici ### je prikazano izvrsavanje procedure DFS na grafu sa Slike ###.

Procedura DFS funkcionise na slede¢i nacin. Na pocetku se svi ¢vorovi boje u belo, njihova 7z polja
postavljaju na NULL. Globalno vreme se postavlja na nulu. Nakon toga se proveravaju svi ¢vorovi grafa i
svaki beli ¢vor se posecuje koris¢enjem procedure DFS_VISIT. Pri svakom pozivu DFS_VISIT(u), ¢vor u
postaje koren stabla unutar dubinske Sume. Nakon povratka u DFS, svaki ¢vor ima pridruzeno pocetno

vreme d|[u] i zavrino vreme f[u].
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Slika ###. IzvrSavanje pretrage po dubini na usmerenom grafu.

Pri svakom pozivu DFS_VISIT(u), ¢vor u je inicijalno beo. Cvor U se boji u sivo, globalno vreme se uvecava
za jedan i ta vrednost se smesta u vreme posecivanja d [u] U narednoj petlji se traZe svi beli susedi ¢vora
u i svaki od njih se rekurzivno posecuje. Kona¢no, kada su ispitani svi susedi ¢vora u, ovaj ¢vor se boji u
cro i belezi se vreme njegovog napustanja f [u].

Topolosko sortiranje

U ovom delu ¢emo pokazati kako se pretraga po dubini moze iskoristiti za topolosko sortiranje usmerenog
aciklicnog grafa (Cesto se na engleskom naziva DAG - directed acyclic graph). Topolosko sortiranje

usmerenog aciklicnog grafa G = (V, E) je linearno rasporedivanje svih njegovih ¢vorova, tako da ako graf

G sadrZi vezu (u,v), onda se u nizu ¢vor U javlja pre ¢vora Vv. Ukoliko graf nije usmeren, topolosko

sortiranje nije moguce. Topolosko sortiranje grafa se moze posmatrati kao rasporedivanje njegovih ¢vorova
duz horizontalne linije, tako da sve veze budu usmerene sa leva na desno.

Usmereni acikli¢ni grafovi se koriste u mnogim problemima, kako bi se prikazao redosled dogadaja. Na Slici
#i## je prikazan problem koji se javlja svako jutro kada se profesor Bistroum sprema za posao. Profesor mora
da obuce odredene delove odela pre drugih (na primer, mora da obuje ¢arape pre cipela). Sa druge strane,
neki delovi mogu biti obuceni u proizvoljnom rasporedu (na primer, ¢arape i pantalone). Usmerena veza

(u,v) unutar usmerenog aciklicnog grafa sa Slike ###a ukazuje na to da se deo odela u mora obuci pre

dela v. Topolosko sortiranje ovog usmerenog aciklicnog grafa daje redosled oblacenja pojedinih delova
odela. Na Slici ###b je prikazan topoloski sortiran usmereni acikli¢ni graf u vidu ¢vorova rasporedenih duz
horizontalne linije tako da je svaka veza usmerena sa leva na desno.
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Slika ###. a) Profesor Bistroum topoloski sortira ode¢u kada se oblaci. Svaka veza oznaCava koji deo se mora obuéi pre nekog drugog. b)
Topolo$ki sortiran graf dat pod a).

Sledeci algoritam vrsi topolosko sortiranje grafa.

TOPOLOGICAL_SORT(G )
pozvati DFS(G) da bi se izracunala zavrsna vremena f[v] svakog ¢vora V

po zavrsSetku obrade svakog cvora dodati ga na pocetak povezane liste
return povezana lista cvorova

Slika ###b pokazuje da se topoloski sortirani ¢vorovi pojavljuju u obrnutom rasporedu od njihovih zavrsnih
vremena.

Topolosko sortiranje se moze obaviti u viemenu ®(V + E), imajudi u vidu da pretraga po dubini zahteva

©(V +E) vremena i da je za dodavanje svakog ¢vora na pocetak liste potrebno O(1) vremena.

Najkraci put iz jednog polazista

Motociklista Zeli da pronade najkraéi moguci put od Kragujevca do Novog Sada. Ako imamo mapu puteva
u Srbiji na kojoj je oznaceno rastojanje izmedu svaka dva susedna mesta, kako mozemo odrediti ovaj
najkraci put izmedu ova dva grada.

Jedan od moguc¢ih nacina je pronademo sve moguce puteve od Kragujevca do Novog Sada, a zatim da
odaberemo najkraci od njih. Lako je, medutim, uociti da ¢ak i ako isklju¢imo ciklicne puteve, i dalje nam
ostaju milioni moguc¢nosti, od kojih vecina nije vredna razmatranja. Na primer, put od Kragujevca do UZica
pa zatim do Novog Sada je ocigledno los izbor, zato $to je UZice par stotina kilometara van puta.

U ovom i narednom poglavlju ¢emo pokazati kako se ovakvi problemi mogu efikasno resiti. Kod problema
pronalazenja najkraceg puta, dat je tezinski, usmeren graf G = (V, E) sa tezinskom funkcijom w koja za

svaku vezu definiSe njenu tezinu. TeZina puta p= (vo,vl,...,vk) , je suma tezina veza koje ga Cine:
k

wW(p)=2 W(y._,)
i=1

Tezinu najkraceg puta od u do v definiSemo kao
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min{w( p): u—p>v} ako postoji put od U do v
00 inace
Najkraéi put od ¢vora u do ¢vora v se onda definise kao bilo koji put ¢ija je tezina w( p) = 5(u,v).

U primeru pronalaZenja najkraceg puta od Kragujevca do Novog Sada mapu puteva moZemo predstaviti u
obliku grafa: ¢vorovi predstavljaju mesta na mapi, veze predstavljaju deonice puta izmedu mesta, a tezine
veza oznacavaju duzinu deonica puta.

TeZina veza se moze tumacditi ne samo kao duZina puta, ve¢ kao bilo koja druga mera. Ona se ¢esto koristi
za predstavljanje vremena, cene, kazni, troskova ili bilo koje druge veliCine koja se akumulira duz puta i
koju Zelimo da minimizujemo.

Pretraga grafa po Sirini je algoritam koji pronalazi najkraci put kod neteZinskih grafova, tj. grafova u kojima
se moze smatrati da svaka veza ima jedini¢nu tezinu. Medutim, prilikom analiziranja najkra¢ih puteva kod
tezinskih grafova, veoma cesto se koriste koncepti pretrage po Sirini.

Varijante

U ovom poglavlju ¢emo se fokusirati na problem najkra¢eg puta iz jednog polazista. Za dati graf
G :(V, E) Zelimo da pronademo najkraci put iz jednog polaznog ¢vora seV do svakog ¢vora veV.
Mnogi drugi problemi se mogu resiti koris¢enjem problema jednog polazista, kao $to su na primer:

e Problem najkraceg puta do jednog odredista: Pronaci najkraci put do odrediSnog ¢vora t iz
svakog ¢vora VvV u grafu. Zamenom smerova svih veza u grafu, ovaj problem se svodi na
pronalaZenje najkraceg puta iz jednog polazista.

o Problem najkraceg puta izmedu dva €vora: Pronaci najkradi put izmedu dva ¢vora U i V.
Ukoliko resimo problem najkraceg puta iz jednog polazista za ¢vor u, samim tim resili smo i ovaj
problem. Stavi$e, ne postoji ni jedan poznati algoritam za ovaj problem koji bi brze radio od
algoritma za pronalaZenje najkraceg puta iz jednog odredista.

e Problem najkradeg puta izmedu svaka dva €vora: Pronaci najkraci put izmedu ¢vorova U i v
za svaki par ¢vorova u i V. lako se ovaj problem moze reiti izvrSavanjem algoritma za
pronalazenje najkraceg puta iz jednog polaziSta za svaki od ¢vorova, postoje i efikasniji algoritmi
za njegovo resavanje.

Optimalna podstruktura najkraceg puta

Algoritmi najkraceg puta se obi¢no zasnivaju na osobini da najkraci put izmedu dva ¢vora sadrzZi u sebi
druge najkrace puteve. Ova optimalna podstruktura je obelezje i dinamickog programiranja i pohlepnih
algoritama. Dijkstra algoritam, koji ¢emo razmatrati je pohlepan algoritam, dok je Flojd-Worselov algoritam
za pronalazenje najkradeg puta izmedu svih parova ¢vorova algoritam dinamickog programiranja. U
nastavku ¢emo preciznije definisati optimalnu podstrukturu najkraceg puta.

Za dati tezinski, usmereni graf G=(V,E) sa tezinskom funkcijom w, neka je p=(V,,\V,....,V ) najkraci

19 Vyoee:

put od ¢vora Vv, do Cvora V, ineka je za svako i i j takvo davazi 1<i<j<k, p, =(vi,vi+1,...,vj)

podput puta p od ¢vora v, do ¢vora v;.Ondaje p; najkraciputod v, do v;.

Predstavljanje najkraceg puta

Cesto Zelimo da odredimo ne samo teZinu najkraceg puta, ve¢ i ¢vorove duZ najkraceg puta. Za
predstavljanje najkraceg puta ¢emo koristiti slicnu tehniku kao i u slucaju pretrage po Sirini. Ukoliko je dat
graf G =(V,E), za svaki ¢vor veV c¢uvamo njegovog prethodnika u ﬂ[V], koji moze biti neki drugi

¢vor ili NULL. Algoritmi najkraceg puta u ovom poglavlju zadaju vrednosti za z tako da se lanac
prethodnika koji poCinje u ¢voru v proteze unazad duz najkraceg puta od s do V. Tako za zadati ¢vor v
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za koji je z[v];t NULL, procedura PRINT_PATH(G,s,v) iz prethodnih sekcija se moze iskoristiti za
Stampanje najkrac¢eg putaod s do v.

Relaksacija

Algoritmi u ovom poglavlju koriste tehniku relaksacije. Za svaki ¢vor veV, uvamo promenljivu d[v] ,
koja predstavlja gornju granicu teZine najkraceg puta od polazista s do v. Promenljivu d[v] nazivamo

procenom najkraceg puta. Procene najkraceg puta i prethodnike inicijalizujemo slede¢om G)(V)
procedurom.

INITIALIZE SINGLE_SOURCE(G,s)
for each veV|[G]

d[V]:oo
7[v]= NULL
d[s]=0

Proces relaksacije neke veze (u,v) se sastoji u ispitivanju da li je moguce poboljsati dosadasnji najkradi put
do ¢vora v prolaskom kroz ¢vor u. Ukoliko jeste, vrdi se azuriranje promenljivih d[v] i 7[v]. Korak u
relaksaciji moZe smanjiti vrednost procene najkraceg puta d[v] i promeniti prethodnika ¢vora v koji se

¢uva u z[v]. Sledeci kod vrii relaksaciju na vezi (u,V).

RELAX( U,V,W)
if d[v]>d[u]+w(u,v)
d[v]=d[u]+w(u,v)

z[v]=u

Na Slici ### su prikazana dva primera relaksiranja veze: jedan u kome se smanjuje procena najkraceg puta i
drugi u kome nema promene procene.

i v

O O @

I RELAX (u,v,w) : RELAX(1,v,w)

(a) (b)

Slika ###. Relaksacija veze

Svaki algoritam u ovom poglavlju poziva funkciju INITIALIZE_SINGLE_SOURCE i zatim ponavlja relaksiranje
veza.

10
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Dijkstra algoritam

Dijkstra algoritam reSava problem najkraceg puta iz jednog polazista na teZinskom, usmerenom grafu
G =(V, E) u slucaju kada su sve veze nenegativne. Iz tog razloga u ovoj sekciji pretpostavljamo da je

w(u,w)>0 zasvakuvezu (u,v)eE.

Dijkstra algoritam cuva skup S ¢&vorova Cije su konacne tezZine najkrac¢ih puteva od polazista s vec
odredene. Algoritam stalno iznova bira ¢vor u€V — S sa najmanjom procenom najkraceg puta, dodaje ga
u S irelaksira sve veze koje polaze iz ¢vora u. U sledecoj implementaciji koristimo listu Q sa prioritetom

minimuma vrednosti d (sa liste se prvo skidaju ¢lanovi sa najmanjom vrednos$cu procene).

DIJKSTRA( G,W,S)
INITIALIZE_SINGLE_SOURCE(G,S)
S=¢
Q=VI[¢]
while Q#J

U=EXTRACT_MIN(Q)

S=Su{u}

for each ve Adj[u]
RELAX( U,V,W)

Dijkstra algoritam relaksira veze kao $to je prikazano na Slici ###. U prvoj liniji se vrsi standardna
inicijalizacija nizova d i 7z, a linija koje sledi postavlja S na prazan skup. Algoritam odrzava invarijantu
Q =V =S na pocetku svake iteracije while petlje. Treca linija inicijalizuje listu Q tako da ona sadrzi sve

¢vorove grafa. Svaki put kada se prode kroz while petlju, ¢vor u se prebacuje iz liste Q u skup S C¢ime se
odrzava invarijanta (u prvom prolazu kroz petlju u=s). Samim tim, ¢vor U ima najmanju procenu
najkraceg puta od svih ¢vorova u skupu V — S. Zatim se relaksiraju sve veze (u,v) koje polaze iz ¢vora u i
na taj nacin azuriraju procenu d[v] i prethodnika 7[v], ukoliko se kraci put do ¢vora v moze postici
preko ¢vora u. Primetimo da se posle trece linije ¢vorovi ne dodaju u listu Q, tako da se svaki ¢vor
prebacujeiz Q u S samo jednom, pa samim tim while petlja iterise ta¢no |V| puta.

(d) (e) ()

Slika ###. IzvrSavanje Dijsktra algoritma.

1
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Najkraci put izmedu svih parova ¢vorova

Floyd-Warshall algoritam

U ovom poglavlju ¢emo iskoristiti princip dinamic¢kog-programiranja da bismo resili problem najkracih
puteva izmedu svih parova ¢vorova u usmerenom grafu G :(V,E). Rezultujuéi algoritam, poznat kao
Floyd-Warshall algoritam ima vreme izvrienja ®(V3 ) . Graf moZe imati i veze negativne teZine, ali ne sme

imati negativne kruzne puteve.

Struktura najkraceg puta
U ovom algoritmu ¢emo posmatrati meducvorove na najkracem putu, pri cemu je meducvor prostog puta
pP=(V,V,,...V;) bilo koji ¢vor na ovom putu, osim ¢Evorova v, i Vi, tj. bilo koji ¢vor iz skupa
Vo, Vyoe Vi
Floyd-Warshall algoritam je zasnovan na sledeé¢im zapazanjima. Ukoliko su ¢vorovi grafa G oznaceni sa
V ={1,2,...,n}, posmatrajmo skup ¢vorova {1,2,...k} za neko k. Za bilo koji par ¢vorova i,jeV,
posmatrajmo sve puteve od i do j, ¢iji su svi meducvorovi iz skupa {1,2,..., k} , pri cemu je p najkradi put
izmedu njih (put p je prost). Floyd-Warshall algoritam koristi relaciju izmedu puta p i najkracih puteva od
i do | sasvim meducvorovima iz skupa {1,2,...,k—1} . Relacija zavisi od toga da li je k meducvor na
putu p.

e Ako Kk nije meducvor na putu p, onda su svi meducvorovi puta p iz skupa {1,2,...,k—1} . Odatle

sledi da je najkraci put od ¢vora i do ¢vora | sa svim meducvorovima iz skupa {1,2,...,k—1} ,

takode i najkraciputod i do j sasvim meducvorovima iz skupa {1,2,...,k}.

e Akoje k meducvor na putu p,onda put p delimona i —2—->k—"— |, kao 3to je prikazano
na Slici ###. Put p, je najkraci put od i do k sa meducvorovima iz skupa {1,2,...,k} . Poto ¢vor
K nije meduc¢vor puta p,, zakljucujemo da je p, najkraci putod i do k sa svim meducvorovima
iz skupa {1,2,...,k —1} . Sli€no, p, je najkraci put od ¢vora k do ¢vora | sa svim meducvorovima
izskupa {1,2,....k—1}.

all intermediate vertices in {1.2..... k— 1} all intermediate vertices in {1.2.....k — 1}
— e

- T

Y
7 ‘\__/'/ ~ - \‘{ 2 _){£)
04

p: all intermediate vertices in {1,2, ..., 4}

Slika ###. Najkraci put izmedu ¢vorova i i j .

Rekurzivno resenje problema najkracih puteva izmedu svih parova c¢vorova

Na osnovu prethodnih razmatranja definiSemo rekurzivnu formulaciju problema najkra¢ih puteva. Neka je
di(jk) cena najkraceg puta od ¢vora i do ¢vora | za koji su svi meducvorovi iz skupa {1,2,...,k}. Kada je
k=0, put od ¢vora i do c¢vora | koji nema meducvorove numerisane brojevima veéim od 0, zapravo
uopste nema meducvorove. Ovakav put ima najvise jednu vezu, pa je odatle digk) =W, . Rekurzivna

definicija koja sledi iz prethodne diskusije je data kao

12
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W, k=0
k)

d
' min(df Y, di Y dEY) k21

Posto su za bilo koji put svi meducvorovi iz skupa {1,2,..., n} , matrica D" = (di(j“)) daje konacan odgovor:

di" =5(i, ) zasve i, jeV.

Izra¢unavanje cena najkracih puteva po principu "od dna ka vrhu"

Da bi se izracunale vrednosti d

i+ Moze se iskoristiti sledeca procedura "od dna ka vrhu", bazirana na
prethodnoj rekurzivnoj relaciji, pri ¢emu se k uvecava. Ulaz u ovaj algoritam je tezinska matrica W

dimenzija nx n. Procedura vra¢a matricu D(n) sa cenama najkracih puteva.

FLOYD_WARSHALL(W )
n=rows[W]
D =W
for k=1,n
for i=1,n
for j=1,n

df = min (d{*",d{ +di )

ij

return D"

Na Slici ### su prikazane matrice D™ izratunate Floyd-Warshall algoritmom za graf prikazan na Slici ###.
Vreme izvr$enja Floyd-Warshall algoritma je odredeno trima ugnezdenim petljama, pa ¢e biti @(n3)

Konstrukcija najkraceg puta

Postoji vise razli¢itih metoda za konstruisanje najkrac¢ih puteva u Floyd-Warshall algoritmu. Jedan od
nacina je izraCunavanje matrice najkracih puteva D, a zatim konstruisanje matrice prethodnika IT na

osnovu matrice D. Ovaj metod se moze implementirati sa kompleksnos¢u O(n3). Kada je matrica I1
poznata, koris¢enjem procedure PRINT_ALL_PAIRS_SHORTEST_PATH mogu se odStampati ¢vorovi na
datom najkracem putu.

Matricu prethodnika mozemo izra¢unati "u hodu", prilikom izraCunavanja matrice DY, Tacnije,
izratunavamo matrice 11, r1”,.., 1™, pri ¢emu je I1 =11, a ﬁi(jk) prethodnik ¢vora | na najkra¢em

putu od ¢vora i sa svim meducvorovima iz skupa {1,2,..., k} .

Mozemo dati rekurzivnu formulaciju za ﬂi(jk) . Kada je k=0, najkradi put od i do j nema meducvorova.
Odatle je

(0)_{NULL =il w =0
|

T =Y. L
! Jd#jiw <o

Za k=1, ukoliko odredimo put i — k — j, gdeje k# j, onda za prethodnika ¢vora j uzimamo cvor koji

je bio prethodnik ¢vora j na najkracem putu od k sa svim meducvorovima iz skupa {1,2,...,k—1}. U
suprotnom, za prethodnika ¢vora j biramo ¢vor koji je bio prethodnik ¢vora j na najkra¢em putu od i sa

svim medu¢vorovima iz skupa {1,2,...,k —1} . Formalno

13



Algoritamske strategije

dr Boban Stojanovic¢

ij > Hj

ﬂ,(k—l) d(k—l) < di(kk—l) + d‘(q.k—l)

] (k-1) (k-1) (k-1) (k-1)
v di" 7’ >d, 7 +dy

> Mij

f 0 3
oo 0
D[D]: o0 4
2 oo
\oo oo
f 0 3
oo 0
D[I']Z ] 4
2 5
\ oo oo
{03
oo 0
D[2]= ] 4
2 5
\oo oo
{0 3
o) 0
D[3]= ] —1
2 =1
\oo oo
{0 3
3 0
DH_ 7T 4
2 =1
\ & 3
i 0 l
3 0
pDE =17 4
2 =1
\ & 3

Slika ###. Sekvenca matrica

& oo —40
o0 1 T
0 oo 0o o =
—5 { fae]
oo 6 0
8 oo 4}
o0 1 T
0 = oo ot =
-5 0 =2
oo 6 0
8 4 —4
oo | T
0o 5 11 e =
-5 0 =2
oo 6 0
84 -4
a0 | 7
0 5 11 ne =
-5 0 =2
oo 6B 0]
-1 4 -4
-4 1 -1
0 3 3 o =
-5 0 =2
I A 0
-3 2 -4
-4 1 -1
0 3 3 o =
-5 0 =2
I A 0

{ NIL
NIL
NIL

NIL

{ NIL
NIL
NIL

NIL

( MIL
NIL
HNIL

NIL

( MIL
NIL
HNIL

NIL

( MIL

{ NIL

=

NIL

NIL
MNIL

NIL

NIL

NIL

NIL

NIL

NIL

NIL

MNIL
MNIL

MNIL

MNIL
MNIL

MNIL

MNIL
MNIL

MNIL

MNIL
MNIL

MNIL

MIL
MIL
MIL
MIL

MIL
NIL

i E [ I S I ] i E [ R S ) L1 E [ R S )
- - =

i E [ S ]
=

b =

NIL
NIL
NIL /

b =

NIL

NIL

b b —

=z
—

=

S

b b —

NIL /

NIL /

NIL /

D™ i 11" izracunatih Floyd-Warshall algoritmom za graf sa Slike #.
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Minimalna stabla razapinjanja

Pri projektovanju elektronskih kola je ¢esto neophodno dovesti pinove (iglicaste priklju¢ke) komponenti na
isti elektri¢ni potencijal, tako $to se oni medusobno povezu Zicama. Da bi se povezao skup od n pinova,
mozemo iskoristiti odredeni raspored n—1 Zzica, od kojih bi svaka spajala dva pina. Od svih mogu¢ih
rasporeda, najpozeljniji je onaj pri kome je ukupna duZina potrebne Zice minimalna.

Ovaj problem umreZavanja se moze predstaviti koris¢enjem povezanog, neusmerenog grafa G = (V, E),
gde je V skup pinova, a E skup mogudih veza izmedu parova pinova, pri ¢emu za svaku vezu (u,v) ek
postoji tezina W(u,v) kojom je definisana cena, tj. potrebna duzina Zice za povezivanje pinova U i v.To
prakti¢no znadi da treba da pronademo acikli¢ni podskup T < E, koji povezuje sve ¢vorove i ¢ija je ukupna

teZina

w(T)= > w(uyv)

(u,v)eT
minimalna. S obzirom da je T acikli¢an i povezuje sve ¢vorove, on moze formirati stablo, koje nazivamo
stablo razapinjanja, posto predstavlja mrezu koja se razapinje preko celog grafa G. Problem odredivanja
stabla T nazivamo problem minimalnog stabla razapinjanja. Na Slici ### je prikazan primer povezanog
grafa i njegovog minimalnog stabla razapinjanja.

Slika ###. Minimalno stablo razapinjanja povezanog grafa.

U ovom poglavlju éemo istraziti dva algoritma za odredivanje minimalnog stabla razapinjanja:
e Kruskalov algoritam i
e Primov algoritam

Svaki od njih se mozZe jednostavno napraviti tako da se izvrsava u vremenu O(ElogZV) , koris¢enjem
obi¢nih binarnih hipova (binary heap — binarna gomila). Koris¢enjem Fibonacijevih hipova, Primov
algoritam se moze ubrzati do O(E +Vlog2V), koji predstavlja poboljsanje ukoliko je |V| mnogo manje
od |E|.

Ova dva algoritma predstavljaju takozvane "pohlepne algoritme" (greedy algorithms). U svakom koraku
algoritma, mora se napraviti jedan od nekoliko mogucih izbora. Pohlepna strategija podrzava pravljenje
onog izbora koji je u tom trenutku najbolji. Ovakva strategija u opStem slu¢aju ne garantuje da ce biti

pronadeno resenje problema biti optimalno. Za minimalno stablo razapinjanja se, medutim, moze dokazati
da odredena pohlepna strategija daje stablo razapinjanja sa minimalnom teZzinom.

Rast minimalnog stabla razapinjanja

Pretpostavimo da imamo povezani, neusmereni graf G(V, E) sa tezinskom funkcijom w i da zelimo da

pronademo minimalno stablo razapinjanja za graf G. Dva algoritma koja ¢emo razmatrati u ovom
poglavlju koriste pohlepni pristup problemu, iako se nacini na koji primenjuju ovaj pristup razlikuju.
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Ova pohlepna strategija se izvodi pracenjem "generickog" algoritma, koji uvecava minimalno stablo
razapinjanja jednu po jednu vezu. Algoritam manipuliSe skupom veza A, pri ¢emu odrzava sledecu
invarijantu petlje:

Pre svake iteracije, A predstavlja podskup nekog minimalnog stabla razapinjanja.
U svakom koraku odredujemo vezu (u,v) koja moze biti dodata u skup A, a da se pri tome ne narusi ova

invarijanta, u smislu da je Au{(u,v)} takode podskup minimalnog stabla razapinjanja. Ovakvu vezu

nazivamo bezbednom vezom za skup A, zato 5to se ona moze bezbedno dodati u skup A i da se pri
tome ocuva invarijanta.

GENERIC_MST(G,w)
A=0
while A ne formira stablo razapinjanja
pronadji vezu (u,v) koja je bezbedna za A

A=Au{(u,v)}

return A

Invarijantu petlje koristimo na sledeéi nacin:
Inicijalizacija: Nakon prve linije skup A je prazan, tako da trivijalno zadovoljava invarijantu petlje.
Odrzanje: Unutar while petlje invarijanta se odrzava tako 3to se dodaju samo bezbedne veze.

Okoncanje: Sve veze dodate u skup A se nalaze u minimalnom stablu razapinjanja, tako da
skup A koji procedura vra¢a mora biti minimalno stablo razapinjanja.

Posebno bitan deo je trazenje bezbedne veze. Jedna bezbedna veza mora da postoji zato Sto invarijanta
diktira da nakon pronalaZzenja veze postoji stablo razapinjanja T takvo daje Ac T . Unutar while petlje,

A mora biti odgovaraju¢i podskup skupa T, pa samim tim mora postojati veza (u,v)eT takva da
(u,v)e Aidaje (u,v) bezbednoza A.

U nastavku ove sekcije ¢emo objasniti kako pronaci bezbedne veze. U narednim sekcijama ¢emo opisati
dva algoritma koja koriste ovo pravilo da bi efikasno pronasli bezbedne veze.

Da bismo lakSe opisali ove algoritme, prvo ¢emo uvesti neke definicije. Rez (S,V — S) nekog
neusmerenog grafa G =(V, E) predstavlja podelu ¢vorova V . Slika ### ilustruje ovu definiciju. Za neku
vezu (u,v) € E kazemo da preseca rez (S,V —S) ukoliko jedna od njenih krajnjih tacaka pripada skupu

S, a druga skupu V — S. Ako u skupu A ne postoji veza koja preseca rez, onda kazemo da rez postuje
skup A. Neka veza je laka veza koja preseca rez, ukoliko je njena teZina najmanja od svih veza koje
presecaju rez.
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Slika ###. Dva nacina prikazivanja reza (S,V - S) grafa sa Slike ##.

Pravilo za prepoznavanje bezbednih ivica se moZe dati na sledeci nacin:

Neka je G = (V, E) povezan, neusmereni graf sa realnom tezinskom funkcijom w definisanom na svim
vezama iz skupa E. Neka je A podskup skupa E koji je uklju¢en u neko minimalno stablo
razapinjanja grafa G, neka je (S,V — S) bilo koji rez grafa G koji postuje A inekaje (u,v) laka veza
koja preseca (S,V — S).Ondaje (u,v) bezbednaza A.

Dva algoritma za odredivanje minimalnog stabla razapinjanja koja ce biti obradena su prakti¢no razrada
generickog algoritma. Svaki od njih koristi specificno pravilo za odredivanje bezbedne veze u
GENERIC_MST algoritmu. U Kruskalovom algoritmu, skup A je Suma. Bezbedna veza koja se dodajeu A je
uvek veza sa najmanjom teZinom u grafu koja povezuje dve odvojene komponente. U Primovom
algoritmu, skup A formira jedno stablo. Bezbedna veza koja se dodaje u A je uvek veza sa najmanjom
tezinom u grafu koja povezuje stablo sa ¢vorom koji nije u stablu.

Kruskalov algoritam

Kruskalov algoritam se direktno zasniva na algoritmu za odredivanje minimalnog stabla razapinjanja. On
pronalazi bezbednu vezu za dodavanje u rastu¢u Sumu tako $to, medu svim vezama koje povezuju bilo
koja dva stabla u Sumi, pronalazi vezu (u,v) sa hajmanjom teZinom.

Implementacija Kruskalovog algoritma koristi disjunktne skupove podataka. Svaki skup sadrzi neki
reprezentativni element, koji predstavlja jedinstveni identifikator skupa. Da bismo mogli da vrSimo
osnovne operacije sa disjunktnim skupovima, uve$¢emo sledece funkcije:

e  MAKE_SET( x) pravi novi skup ¢iji je jedini (@ samim tim i reprezentativni) ¢lan X. Posto su skupovi
disjunktni, neophodno je da x ne pripada ni jednom drugom skupu.

* UNION(xy) sjedinjuje skupove koji sadrze X i y, recimo S, i S, u novi skup koji predstavlja uniju
ova dva skupa. Pretpostavka je da su ova dva skupa bila disjunktna pre izvrienja ove operacije.
Reprezentativni element rezultujuceg skupa moze biti bilo koji element skupa S, U S, .

e  FIND_SET( x) vraca pokazivac na reprezentativni element skupa koji sadrzi x.

U Kruskalovom algoritmu svaki skup sadrzi ¢vorove u stablu trenutne Sume. Koris¢enjem funkcije FIND_SET
lako mozemo odrediti da li dva ¢vora u i v pripadaju istom stablu, jednostavhom proverom da li je
FIND_SET(u) jednako FIND_SET( V). Spajanje stabala se vrsi koris¢enjem funkcije UNION.
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MST_KRUSKAL(G , W)
A=
for each VeV[G]

MAKE_SET(V)
sortiranje veza po tezini u neopadajucem rasporedu

for each (u,v)eE, uzeto u neopadajucem redosledu
if FIND_SET(U)=#FIND_SET(V)
A=Au{(u,v)}

UNION(U, V)
return A

Kruskalov algoritam radi kao $to je prikazano na Slici ###. Prve tri linije procedure MST_KRUSKAL
inicijalizuju skup A kao prazan skup i prave |V| stabala, tako da svako stablo sadrzi jedan ¢vor. U sledecoj
liniji se sve veze iz skupa E sortiraju po tezini u neopadaju¢em poretku. Druga for petlja za svaku vezu
(u,v) proverava da li njeni krajnji ¢vorovi u i v pripadaju istom stablu. Ako ¢vorovi pripadaju istom
stablu, oni se ne mogu dodati Sumi a da se pri tome ne formira ciklus, pa se ta veza odbacuje. Ukoliko ova
dva C¢vora pripadaju razli¢itim stablima, veza (u,v) se dodaje u skup A, a zatim se ¢vorovi ta dva stabla
spajaju u jedan skup.

Vreme izvrsavanja Kruskalovog algoritma za graf G = (V, E) zavisi od implementacije struktura podataka
o disjunktnim skupovima. Pretpostavicemo da je primenjena implementacija Sume disjunktnih skupova sa
najbrzom mogucom asimptotskom kompleksno3¢u. Inicijalizacija skupa A uzima O(l) vremena, a vreme

potrebno za sortiranje veza je O(Elog, E). Druga for petlja obavlja O(E) FIND_SET i UNION operacija
nad Sumom disjunktnih skupova, $to zajedno sa |V| MAKE_SET operacija uzima O((V +E)a(V))
vremena, pri ¢emu je & veoma sporo rastuca funkcija. S obzirom da je pretpostavka da je graf G povezan,
imamo da je |E|>|V|-1, tako da operacije sa disjunktnim skupovima uzimaju O(Ea(V)) vremena.
Stavise, posto je 04(|V|)=O(log2V)=O(log2 E), ukupno vreme izvriavanja Kruskalovog algoritma je
O(Elog, E). Ako uotimo da je |E|< V[, onda imamo da je log, |E|=0(log,V), tako da je vreme

izvr3enja Kruskalovog algoritma ustvari O( Elog, V).
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Slika ###. Faze u izvrSavanju Kruskalovog algoritma.
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Primov algoritam

Kao i Kruskalov algoritam, Primov algoritam je specijalni slucaj generickog algoritma za odredivanje
minimalnog stabla razapinjanja. Primov algoritam funkcionise veoma sli¢cno Dijkstra algoritmu za
pronalazenje najkraceg puta u grafu. Primov algoritam ima osobinu da veze u skupu A uvek formiraju
jedno stablo. Kao $to je prikazano na Slici ###, stablo pocinje od proizvoljnog ¢vora r i raste sve dok stablo
ne pokrije sve ¢vorove u skupu V . U svakom koraku laka veza se dodaje u stablo A, tako da se stablo A
povezuje sa izolovanim ¢vorom. Ova strategija je pohlepna s obzirom da se stablo u svakom koraku
uvecava za jednu vezu koja to je manje moguce doprinosi teZini stabla.

Klju¢na stvar u efikasnoj primeni Primovog algoritma je na jednostavan nacin izabrati vezu koja ¢e biti
dodata u stablo formirano od veza iz skupa A. U pseudokodu koji sledi, ulazi u algoritam su povezani graf
G i koren minimalnog stabla razapinjanja r . Tokom izvrsavanja algoritma svi ¢vorovi koji nisu u stablu

nalaze se uredu Q sa prioritetom minimuma kljuca key . Za svaki ¢vor v, key[v] je minimalna tezina bilo
koje veze koja povezuje ¢vor v sa ¢vorom u stablu. Kada ne postoji takva veza key[v] =0 . U promenljivoj

[ V] se ¢uva roditelj ¢vora v u stablu.

MST_PRIM( G,w,r )
for each ueV|G]
key[u] =
7[u]= NULL
key[r]=0
Q=VI[G]
while Q= J
U=EXTRACT_MIN(Q)
for each ve Adj[u]
if veQ and w(u,v)<key[v]
z[v]=u
key[v]=w(u,v)

Primov algoritam funkcionise kao $to je prikazano na Slici ###. Prvih pet linija pseudokoda postavljaju klju¢

svakog ¢vora na o« (osim za koren r, ciji je klju¢ postavljan na 0, tako da je on prvi ¢vor koji se obraduje),
postavlja roditelje svih ¢vorova na NULL i inicijalizuje red Q tako da sadrzi sve ¢vorove. Unutar while

petlje se identifikuje ¢vor ue Q koji je na najmanjem rastojanju od stabla A. For petlja koja sledi azurira
promenljive key i 7 za svaki ¢vor v koji je povezan sa ¢vorom u, ali nije u stablu.

Performanse Primovog algoritma zavise od toga kako je implementiran red Q sa prioritetom minimuma.
Ukoliko je Q implementiran kao binarni hip, prvih pet linija pseudokoda se izvrSava u O(V) vremenu.
Telo while petlje se izvrSava |V| puta, a posto operacija EXTRACT_MIN oduzima O(logZV) vremena,
ukupno vreme potrebno za pozivanje EXTRACT_MIN je O(V log2V). Druga for petlja se izvrSava ukupno
O(E) puta, posto je suma duzina svih lista suseda 2|E| . Unutar for petlje se testiranje pripadnosti redu
Q moze implementirati u konstantnom vremenu, tako $to bi se za svaki ¢vor ¢uvao bit koji bi govorio da li
on jeste ili nije u Q i koji bi se azurirao kada se ¢vor ukloni iz reda. Poslednja dodela u algoritmu izaziva
operaciju uklanjanja kljuca iz reda, koja se moZze implementirati sa O(logZV). Iz svega ovoga sledi da je
ukupno vreme izvr3avanja Primovog algoritma O(V log,V + Elog,V)=0(Elog,V) 3to je jednako
implementaciji Kruskalovog algoritma.
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Vreme izvrSavanja Primovog algoritma se moze dodatno unaprediti koris¢enjem Fibonacijevih hipova, pri
¢emu se dobija vreme O(E +V log, V).

(a)

(<l

(el

(1)

Slika ###. |zvrSavanje Primovog algoritma
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