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Perceptron
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Perceptron
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Linearna aktivaciona funkcija

• Jednostavni, ali ograničenih mogućnosti

𝑓 𝑎 = σ𝑖=0
𝑛 𝑤𝑖𝑥𝑖

0

0

෍

𝑖=0

𝑛

𝑤𝑖𝑥𝑖

𝑓(𝑎)



Sigmoid aktivacionom funkcijom 

• Glatka, neprekidna funkcija.

• Izlaz je realan broj.

• Lepi izvodi.
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𝑓′ = 𝑓(1 − 𝑓)
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෍
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𝑤𝑖𝑗𝑜𝑖

𝑓(𝑎)𝑓 𝑎 =
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1 + 𝑒−𝑎



Primer podataka
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𝑋

𝑌𝜎(XW1)
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𝑌

𝑌′

𝑋

𝜎(XW1)

𝜎(XW2)

ℎ1

ℎ2

Affine 
(h1 + h2)



13

𝑌

𝑌′

𝑋

𝜎(XW1)

𝜎(XW2)

ℎ1

ℎ2

𝜎(hW3)

𝐿 = −𝑦 ln p − 1 − y ln(1 − p)

Need to learn W1, W2 and W3.

𝑞 = 𝑊31ℎ1 +𝑊32ℎ2 +𝑊30

𝑝 =
1

1 + 𝑒−𝑞

Passing through sigmoid 
yields probability



Combining neurons allows us to model interesting functions
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X Y



Different weights change the shape and position
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X Y
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Neural networks can model any reasonable function

X Y
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Adding layers allows us to model increasingly complex functions

X Y



Artificial neural network (ANN)
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Artificial neural network (ANN)

hidden layer 1 hidden layer 2

output layerinput layer



hidden layer 1 hidden layer 2

input layer

Artificial neural network (ANN)

output layer



Opcije za dizajniranje ANN

• Izbor aktivacione funkcije (Activation function)

• Izbor funkcije gubitka (Loss function)

• Izlazni neuroni (Output units)

• Arhitektura



Opcije za dizajniranje ANN

• Izbor aktivacione funkcije

• Nelinearnost

• Nenula gradijenti u skrivenim čvorovima 

• Izbor funkcije gubitka (Loss function)

• Izlazni neuroni (Output units)

• Arhitektura



Sigmoid

Derivative is zero for much of the domain. This leads to “vanishing gradients” in 
backpropagation.

𝑦 =
1

1 + 𝑒−𝑥



Tangens hiperbolični (Tanh)

Same problem of “vanishing gradients” as sigmoid. 

𝑦 =
𝑒𝑥 − 𝑒−𝑥

𝑒𝑥 + 𝑒−𝑥

𝑦′ = 1 − 𝑦2



Rectified Linear Unit (ReLU)

No vanishing gradient when x > 0

𝑦 = max(0, 𝑥)



Leaky ReLU

• Tries to fix “dying ReLU” problem: derivative is non-zero everywhere.
• Some people report success with this form of activation function, but the results are not always consistent

𝑦 = max 0, 𝑥 + 𝛼min(0,1)
where 𝛼 takes a small value



Opcije za dizajniranje ANN

• Izbor aktivacione funkcije (Activation function)

• Izbor funkcije gubitka (Loss function)

• Zavisi od tipa problema

• Binarna klasifikacija – Binary cross entropy

• Višeklasna klasifikacija – Cross entropy

• Regresija - MSE

• Izlazni neuroni (Output units)

• Arhitektura



Opcije za dizajniranje ANN

• Izbor aktivacione funkcije (Activation function)

• Izbor funkcije gubitka (Loss function)

• Izlazni neuroni (Output units)

• Zavisi od tipa problema

• Binarna klasifikacija – Sigmoid

• Višeklasna klasifikacija – Softmax

• Regresija - Linear

• Arhitektura

𝑦 =
𝑒𝑧𝑘

σ𝑖=1
𝐾 𝑒𝑧𝑖



Opcije za dizajniranje ANN

• Izbor aktivacione funkcije (Activation function)

• Izbor funkcije gubitka (Loss function)

• Izlazni neuroni (Output units)

• Arhitektura
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Universal Approximation
• Think of a Neural Network as function approximation. 

• 𝑌 = 𝑓 𝑥 + 𝜖

• 𝑌 = መ𝑓(𝑥) + 𝜖

• NN: ⟹ መ𝑓(𝑥)

• One hidden layer is enough to represent an approximation of 
any function to an arbitrary degree of accuracy 

• So why deeper?

• Shallow net may need (exponentially) more width

• Shallow net may overfit more 

width

𝑊2

𝑊3 𝑊4

𝑊1

d
ep

th



Forward propagation

• Neuron 𝑗 u skrivenom sloju dobija tešinsku sumu ulaza u mrežu.

𝑎𝑗
(1)

= σ𝑖=0
𝑛 𝑤𝑖𝑗

(1)
𝑥𝑖

• Izlaz iz neurona u skrivenom sloju

𝑜𝑗
(1)

= 𝑓(𝑎𝑗
(1)
) = 𝑓 ෍

𝑖=0

𝑛

𝑤𝑖𝑗
(1)
𝑥𝑖



Forward propagation

• Ako imamo samo jedan skriveni sloj, neuron 𝑗 u izlaznom sloju dobijana ulaz težinsku sumu izlaza 
iz svih neurona u skrivenom sloju.

𝑎𝑗
(2)

= σ𝑖=0
𝑛 𝑤𝑖𝑗

(2)
𝑜𝑖
(1)

• Izlaz iz neurona u izlaznom sloju

𝑜𝑗
(2)

= 𝑓(𝑎𝑗
(2)
) = 𝑓 ෍

𝑖=0

𝑛

𝑤𝑖𝑗
(2)
𝑜𝑖
(1)

𝑜𝑗
(2)

= 𝑓 ෍

𝑖=0

𝑛

𝑤𝑖𝑗
(2)
𝑓 ෍

𝑖=0

𝑛

𝑤𝑖𝑗
(1)
𝑥𝑖



Učenje težina

• Mreže uče podešavanjem težina u cilju smanjivanja razlike između 
izlaza koji daje mreža 𝑜 i očekivanog izlaza 𝑦.

• Minimizacija razlike? 

• Gradijentni spust.



Minimizacija greške

• Krenimo od mreže koja nema skriveni sloj i ima samo 
jedan izlaz. Neka radi jednostavnosti imamo samo jedan
trening primer ( Ԧ𝑥, 𝑦)

• Dobijeni izlaz iz mreže 𝑜 je neka funkcija 𝑓(𝑎), gde je 𝑎
težinska suma ulaza u neuron 𝑎 = σ𝑖=0

𝑛 𝑤𝑖𝑥𝑖.

• Greška izlaza je razlika između dobijenog i željenog izlaza.

• Uobičajeni oblik funkcije greške na jednom izlaznom 
neuronu za jedan trening primer:

𝐸 =
1

2
𝑦 − 𝑜 2

෍

𝑖=0

𝑛

𝑤𝑖𝑥𝑖

𝑥0 𝑥1 𝑥𝑛

Ulazi

Izlaz

𝑤0 𝑤1 𝑤𝑛

𝑓(෍

𝑖=0

𝑛

𝑤𝑖𝑥𝑖)



Minimizacija greške

• Grešku mreže možemo smanjiti menjanjem težina veza. 

• Pretražujemo prostor težina u potrazi za takvom 
kombinacijom težina za koju je greška mreže jednaka ili 
jako bliska nuli.

• Gradijentnom metodom određuje se vektor težina koji
minimizuje grešku tako što se započinje s proizvoljnim
početnim težinama, a zatim one menjaju u koracima. Na 
svakom koraku, vektor težine se menja u pravcu koji
predstavlja najstrmiji silazak po površi greške. Ovaj proces
se nastavlja sve dok se ne dostigne globalna minimalna
greška.

• Da bismo odredili pravac najstrmijeg spusta, potrebno je 
da odredimo parcijalni izvod greške po svakoj od težina

∇𝐸 = (
𝜕𝐸

𝜕𝑤0
,
𝜕𝐸

𝜕𝑤1
,…, 

𝜕𝐸

𝜕𝑤𝑛
). Smer najstrmijeg spusta je 

suprotan od smera vektora ∇𝐸

(*)



Promena težina

• Svaka težina će biti promenjena za vrednost gradijenta i to u meri 
određenoj stopom učenja:

𝑤𝑗 ← 𝑤𝑗 + ∆𝑤𝑗

Gde je

∆𝑤𝑗 = −𝜂
𝜕𝐸

𝜕𝑤𝑗

• 𝜂 je pozitivna konstanta (learning rate) koja određuje veličinu koraka 
učenja



Izvod greške izlaza po težini veze

𝜕𝐸

𝜕𝑤𝑗
=
𝜕𝐸

𝜕𝑜

𝜕𝑜

𝜕𝑤𝑗
=
𝜕𝐸

𝜕𝑜

𝜕𝑜

𝜕𝑎

𝜕𝑎

𝜕𝑤𝑗

𝜕𝑎

𝜕𝑤𝑗
=

𝜕

𝜕𝑤𝑗
෍

𝑖=0

𝑛

𝑤𝑖𝑥𝑖 = 𝑥𝑗

𝜕𝐸

𝜕𝑜
=

𝜕

𝜕𝑜

1

2
𝑦 − 𝑜 2 = 𝑜 − 𝑦

𝜕𝐸

𝜕𝑤𝑗
= 𝑜 − 𝑦 ∙ 𝑥𝑗 ∙ 𝑜′

Težina se menja po pravilu:  ∆𝑤𝑗 = −𝜂 𝑜 − 𝑦 ∙ 𝑥𝑗 ∙ 𝑜′

𝑜′ je izvod konkretne aktivacione funkcije po ukupnom ulazu u neuron.

෍

𝑖=0

𝑛

𝑤𝑖𝑥𝑖

𝑥0 𝑥1 𝑥𝑛

Ulazi

Izlaz

𝑤0 𝑤1 𝑤𝑛

𝑓(෍

𝑖=0

𝑛

𝑤𝑖𝑥𝑖)

(1)

(2)

(1)

(2)

(**)



Kada imamo 𝐿 trening primera:

𝐸 =
1

2
෍

𝑙∈𝐿

𝑦𝑙 − 𝑜𝑙
2

𝜕𝐸

𝜕𝑤𝑗
= σ𝑙∈𝐿 𝑜𝑙 − 𝑦𝑙 𝑥𝑗

𝑙𝑜𝑙
′

Težina se menja po pravilu:  ∆𝑤𝑗 = −𝜂σ𝑙∈𝐿 𝑜𝑙 − 𝑦𝑙 𝑥𝑗
𝑙𝑜𝑙

′

෍

𝑖=0

𝑛

𝑤𝑖𝑥𝑖

𝑥0 𝑥1 𝑥𝑛

Ulazi

Izlaz

𝑤0 𝑤1 𝑤𝑛

𝑓(෍

𝑖=0

𝑛

𝑤𝑖𝑥𝑖)



Algoritam korekcije težina korišćenjem metode 
gradijentnog spusta

• Odabrati slučajne vrednosti težina.

• Izračunati izlaz 𝑜𝑙 iz mreže za svaki ulaz x𝑙 iz trening primera

• Izračunati ∆𝑤𝑗 po pravilu ∆𝑤𝑗 = −𝜂σ𝑙∈𝐿 𝑜𝑙 − 𝑦𝑙 𝑥𝑗
𝑙𝑜𝑙

′, za svako 𝑗

• Uvećati svaku težinu za odgovarajuće ∆𝑤𝑗.

• Ponoviti ovaj postupak do postizanja željene preciznosti mreže.



Linearni neuron - Pravilo za promenu težina veza 

• Polazimo od opšteg pravila: ∆𝑤𝑗 = −𝜂σ𝑙∈𝐿 𝑜𝑙 − 𝑦𝑙 𝑥𝑗
𝑙𝑜𝑙

′

• 𝑜(𝑎) = 𝑎 = σ𝑖=1
𝑛 𝑤𝑖𝑥𝑖

•
𝑑𝑜

𝑑𝑎
= 1

∆𝑤𝑗 = −𝜂෍

𝑙∈𝐿

𝑜𝑙 − 𝑦𝑙 𝑥𝑗
𝑙



Nedostaci primene gradijenta na učenje neuronskih mreža

• Konvergencija ka lokalnom minimumu može teći jako sporo 

• Ako je površ greške sa višestrukim lokalnim minimumima, nema 
garancije da će procedura pronaći globalni minimum.

• Uobičajena varijanta gradijentnog spusta kojom se ovi nedostaci 
rešavaju je stohastički gradijentni spust.



Stohastički gradijentni spust

• Kod običnog gradijentnog spusta, promena težina se vrši nakon 
prolaska kroz sve trening primere.

• Stohastički gradijentni spust podrazumeva inkrementalnu promenu 
težina, nakon svakog izračuvanja greške za određeni trening primer.

• Posle propuštanja trening primera 𝑙 kroz mrežu, korigujemo težine:

𝑤𝑗 ← 𝑤𝑗 − 𝜂 𝑜𝑙 − 𝑦𝑙 𝑥𝑗
𝑙 Delta pravilo



A toy example to illustrate the iterative method

• Each day you get lunch at the cafeteria.

• Your diet consists of fish, chips, and ketchup.

• You get several portions of each.

• The cashier only tells you the total price of the meal

• After several days, you should be able to figure out the price of each 
portion.

• The iterative approach: Start with random guesses for the prices and then 
adjust them to get a better fit to the observed prices of whole meals.



Solving the equations iteratively

• Each meal price gives a linear constraint on the prices of the portions:

• The prices of the portions are like the weights in of a linear neuron.

• We will start with guesses for the weights and then adjust the guesses 
slightly to give a better fit to the prices given by the cashier.

w = (w fish ,wchips ,wketchup)

price= x fishw fish + xchipswchips + xketchupwketchup



The true weights used by the cashier
Price of meal = 850 = target

portions 
of fish

portions 
of chips

portions of 
ketchup

150             50                   100

2                     5                 3

linear 
neuron



• Delta pravilo za učenje:

Δ𝑤𝑖 = 𝜂 ⋅ 𝑥𝑖 ⋅ (𝑦 − o)

• Δ𝑤𝑖 promena težine i-te veze

• 𝜂 stopa učenja

• 𝑥𝑖 vrednost i-tog ulaza u neuron (broj 
porcija)

• 𝑦 očekivana vrednost izlaza (850)

• 𝑜 dobijena vrednost izlaza (500)

Primena delta pravila za učenje

price of meal = 500

portions 
of fish

portions 
of chips

portions of 
ketchup

50          50                 50

2               5               3



• With a learning rate 𝜂 of 
1

35
, the 

weight changes are  +20,  +50,  +30

• This gives new weights of 70, 100, 80.

• Notice that the weight for chips 
got worse!

• Ne poboljšavaju se težine, nego se 
smanjuje razlika između 
očekivanog i dobijenog izlaza.

A model of the cashier with arbitrary initial weights

price of meal = 500

portions 
of fish

portions 
of chips

portions of 
ketchup

50          50                 50

2               5               3



Sigmoid neuron - Pravilo za promenu težina veza 

• Polazimo od opšteg pravila:∆𝑤𝑗 = −𝜂σ𝑙∈𝐿 𝑜𝑙 − 𝑦𝑙 𝑥𝑗
𝑙𝑜𝑙

′

• 𝑜 𝑎 =
1

1+𝑒−𝑎

• Treba odrediti 
𝑑𝑜

𝑑𝑎
𝑓 𝑧 = 1 + 𝑒−𝑧 −1

𝑑𝑜

𝑑𝑎
= − 1+ 𝑒−𝑎 −2 −1 𝑒−𝑎 =

𝑒−𝑎

1+𝑒−𝑎 2 =
1

1+𝑒−𝑎
𝑒−𝑎

1+𝑒−𝑎
=

=
1

1 + 𝑒−𝑎
1 + 𝑒−𝑎 − 1

1 + 𝑒−𝑎
=

1

1 + 𝑒−𝑎
1 −

1

1 + 𝑒−𝑎

𝒅𝒐

𝒅𝒂
= 𝒐(𝟏 − 𝒐)



Sigmoid neuron - Pravilo za promenu težina veza 

∆𝑤𝑗 = −𝜂෍

𝑙∈𝐿

𝑜𝑙 − 𝑦𝑙 𝑥𝑗
𝑙𝑜𝑙

′

𝒅𝒐

𝒅𝒂
= 𝒐(𝟏 − 𝒐)

∆𝑤𝑗 = −𝜂෍

𝑙∈𝐿

𝑜𝑙 − 𝑦𝑙 𝑥𝑗
𝑙𝑜𝑙(1 − 𝑜𝑙)



Mreže sa više slojeva i algoritam propagacije unazad

• Mreže sa više slojeva, koje koriste sigmoidnu
aktivacionu funkciju, obučavaju se 
algoritmom propagacije unazad –
backpropagation algorithm.

• Algoritam koristi gradijentni spust za 
minimizaciju kvadrata razlike izlaza koji daje 
mreža i očekivanog izlaza.

• Ako imamo skup od 𝐿 trening primera, onda 
ćemo grešku mreže računati po formuli: 

𝐸 =
1

2
෍

𝑙∈𝐿

𝑦𝑙 − 𝑜𝑙
2



Algoritam propagacije unazad

• Krenimo od najjednostavnijeg primera mreže koja ima 1 ulaz, 1 neuron u 
skrivenom sloju i 1 izlaz.

𝑥1
𝑤11
(1)

𝑎1
(1)

= 𝑤11
(1)

∙ 𝑥1 𝑓(𝑎1
(1)
) = 𝑜1

(1)

𝑜1
(1)

𝑤11
(2)

𝑎1
(2)

= 𝑤11
(2)

∙ 𝑜1
(1)

𝑓(𝑎1
(2)
) = 𝑜1

(2)

𝑜1
(2)

𝑤𝑖𝑗
(𝑘)

- težina veze od neurona 𝑖 u sloju 𝑘 − 1 ka neuronu 𝑗 u sloju 𝑘

𝑎𝑗
(𝑘)

- ukupna aktivacija neurona 𝑗 u sloju 𝑘

𝑜𝑗
(𝑘)

- izlaz iz neurona 𝑗 u sloju 𝑘

𝑓(𝑎𝑗
(𝑘)
) = 𝑜𝑗

(𝑘)
– vrednost aktivacione f-je neurona 𝑗 u sloju 𝑘



Računanje promene težine za izlazni sloj
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𝜕𝐸

𝜕𝑤11
(2)

= 𝑜1
2
(1 − 𝑜1

2
)(𝑜1

2
− y)𝑜1

1

Backpropagation error izlaznog sloja

∆𝑤11
(2)

= −𝜂𝑜1
2
(1 − 𝑜1

2
)(𝑜1

2
− y)𝑜1

1



Računanje promene težine za skriveni sloj

𝜕𝐸

𝜕𝑤11
(1) =

𝜕𝐸

𝜕𝑜1
2

𝜕𝑜1
2

𝜕𝑤11
(1) =

𝜕𝐸

𝜕𝑜1
2

𝜕𝑜1
2

𝜕𝑎1
(2)

𝜕𝑎1
2

𝜕𝑤11
(1) =

𝜕𝐸

𝜕𝑜1
2

𝜕𝑜1
2

𝜕𝑎1
(2)

𝜕𝑎1
2

𝜕𝑜1
(1)

𝜕𝑜1
1

𝜕𝑎1
(1)

𝜕𝑎1
1

𝜕𝑤11
(1)

𝜕𝐸

𝜕𝑤11
(1) = 𝑜1

2
1 − 𝑜1

2
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𝑥1 𝑤11

(2)

Backpropagation error izlaznog sloja

∆𝑤11
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= −𝜂𝑜1
2
(1 − 𝑜1

2
)(𝑜1

2
− y)𝑜1

1
1 − 𝑜1

1
𝑥1 𝑤11
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Backpropagation
algoritam

Ovo je algoritam zasnovan na 
stohastičkom gradijentnom spustu i 
to za mrežu koja ima samo jedan 
skriveni sloj.

Detaljnije objašnjenje algoritma 
naći ćete u dokumentu BPA.pdf 

Ovo je algoritam koji smo primenili 
na času za rešavanje konkretnog 
primera:

https://mattmazur.com/2015/03/1
7/a-step-by-step-backpropagation-
example/

https://mattmazur.com/2015/03/17/a-step-by-step-backpropagation-example/


Dodatni izvor

• Kompletno izvođenje Backpropagation algoritma za proizvoljan broj 
skrivenih slojeva:

https://brilliant.org/wiki/backpropagation/

https://brilliant.org/wiki/backpropagation/






Uspeh Hintonove duboke konvolucione
neuronske mreže



Neuspešne klasifikacije


