Matematika 2

dr Bojana Borovicanin

I 2022.



3. TEORIJA GRAFOVA
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3.1 OSNOVNI POJMOVI
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Grafovi
e

Definicija 1.
Graf G je ureden par (V(G),E(G)), gde je V(G) konacan
neprazan skup elemenata koji se zovu ¢vorovi, a E(G) je

konaCan skup razli¢itth neuredenth parova razliCitih
elemenata skupa V(&) koji se zovu grane.

Graf G se moze geometriyski predstaviti crtezom u ravni.
Cvorovi grafa se predstavljaju tackama ravni, a grane grafa
linjjama koje povezuju odgovarajuce Cvorove.



Grafovi
—

G = (V(G),E(G))

(%) Slika 1.

V(G) = {vy,v,,V3, U4}
E(G) = {{v1, v2},{v1, 3}, {V2, U3}, {V3, Vs }}



Grafovi

Ako u definiciji 1 izostavimo ograni¢enje da grane moraju biti
razliCite tada se odgovaraju¢i matematicki objekat zove
multigraf (slika 2). Dve ili vise grana koje spajaju Isti par
c¢vorova Zovu Se viSestruke grane.

Ako u definiciji 1 takode izostavimo ograni¢enje da grane
moraju da spajaju razli¢ite ¢vorove I dopustimo moguénost
postojanja petlji, tada se odgovaraju¢i matematicki objekat
naziva pseudograf (slika 3).



Grafovi - multigraf

G = (V(G),E(G))

Slika 2.

V(G) = {v1,V;, V3, 04}
E(G) = {{vy, v2}, {v1, v3}, {v1, V3}, {V2, U3}, {V2, U3}, {V2, V3}, {V3, V4 }}



Grafovi - pseudograf

(%) G = (V(G),E(G))

Slika 3.

V(G) — {vl'UZJv3'v4}

E(G) = {{vy, v2}, {v1, U3}, {V1, U3}, {V2, U2}, {V2, U2}, {2, 3}, {V2, U3},
{V2, U3}, {V3, Va}, {Vs, V4 }}



Izomorfizam grafova

-1
DeﬁniCiia 2. Dva gl‘afa Gl — (Vli El) 1 Gz — (Vz, Ez) Su
izomorfna (oznaka G; = G,) ako postoji bijekcya f:V; = V,
koja odrzava osobinu susednosti ¢vorova, {j.

(Vv,we V))(vw € E; © f(v)f(w) EE,).

[z same definicije je ocigledno da su i1zomorfni grafovi, u
stvari, 1st1 grafovi, ali razliCito predstavljen1 odnosno nacrtani.
Zbog toga je znacCajno pitanje kako se moze prepoznati graf,
t]. kako se moze utvrditi da 11 su dva grafa izomortna. Problem
1zomorfizma grafova je 1zuzetno tezak 1 do danas nije poznat
odgovaraju¢i algoritam bitno razli€¢it od neposrednog
proveravanja.



Izomorfizam grafova
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Slika 4.



Grafovi

Stepen ¢vora v,u oznaci d(v), jednak je broju grana koje su sa
¢vorom v incidentne.

Za graf G sa slike 1. je d(vy) =d(v,) =2, d(v;) =3 i
d(v4) — 1

Teorema 1. Neka je G graf sa n ¢vorova 1 m grana. Tada vazi
d1 +d2 ++dn = 2m.

Teorema 2. (Teorema o rukovanju)

Broj ¢vorova neparnog stepena je u svakom grafu paran.



Podgrafovi

Definicija 3. Neka su ¢ = (V,E)i1 G; = (V1,E;) dva grafa.
Graf Gq je podgraf grata G, u oznaci G; € G, ako 1 samo ako
Vi€Vi1 E;€E. Ako je V; =V, tada se graf G; naziva
razapinjuci podgraf grafa G.

Neka je V; proizvoljan neprazan podskup skupa V. Za graf H,
¢1j1 je skup ¢vorova V; 1 u kome su dva ¢vora susedna ako 1
samo ako su susedni u grafu G, kaze se da je indukovan
skupom V;. Grat H se naziva indukovani podgraf grafa G.
Graf H, na slic1 5 je indukovani podgraf grafa ¢ indukovan

skupom ¢vorova {v4, v,, V3, Vs }.



Podgrafovi
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Slika 5.

Na slici 5 prikazani su graf G, njegov podgraf H, razapinjuci
podgraf H, I indukovani podgraf H.,.



Podgrafovi
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Slika 6.



Putevi | konture

Niz grana oblika vyvq,v,v,,...,v,_1V, grafa G 1li skraceno
W =vy v Uy ... V_1 V- ZOvVe se Setnja duzine r u grafu G.
cvor vy zove se pocetni, a ¢vor v, zavrsni ¢vor Setnje.

Ako su sve grane Setnje vyvq ... V, razliite ona se zove staza
duzine r. Ako su svi ¢vorovi Setnje (a samim tim 1 sve grane)
razliCiti, tada se Setnja zove put (1l1 otvoreni put) duZine 7.

Ako su v 1 w ¢vorovi grafa G, duzina najkraceg puta 1zmedu
njih zove se rastojanje izmedu ¢vorova v 1 w 1 oznacava se sa
d (v, w). Najvece rastojanje izmedu dva ¢vora u grafu G zove se
dijametar grafa G 1 oznacCava se sa d(G).



Putevi | konture

Slika 7.

U grafu G na slici 7 vy v; v, v3 4 Je Jedna zatvorena Setnja
duzine 4, a v, v, v3v; kontura duzine 3.



Povezanost grafa

Definicija 4. Graf G je povezan ako se svaka dva njegova Cvora
mogu povezati putem. Ako postoje ¢vorovi koji se ne mogu
povezatl putem, graf je nepovezan.
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Slika 8.

Graf G, Je povezan, a graf G, nepovezan. Graf G, Ima Sest
komponenti povezanosti.



Povezanost grafa

7
Definicija_5. Artikulacioni ¢éver grafa je ¢vor cCijim se
udaljavanjem iz grafa povecava broj komponenata grafa.

Definicija 6. Most grafa je grana ¢ijim se udaljavanjem iz grafa
povecava broj komponenata grafa. Grana koja je incidentna sa
¢vorom stepena 1 naziva se viseéa grana.
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Slika 9.

Qa
)
\/

O

U
m

Za graf na slici 9 oznaceni su sa a,m, v redom artikulacioni
¢vorovi, mostovi I visece grane.



Specijalni grafovi

AKko su svi ¢vorovi grafa G stepena r, tada se G zove regularan
graf stepena r.

Posebno su interesantni regularni grafovi stepena dva. Oni se
nazivaju konture. Oznaka za konturu sa n ¢vorova je C,,. Na
slici 10 prikazane su konture C3, C4, Cs, Co 1 C-.

ANEAS 0

Slika 10.




Specijalni grafovi

Graf kojyi ne sadrzi nijjednu konturu kao podgraf naziva se
Suma. Ako je graf, uz to, povezan, on se naziva stablo.

Stablo u kojem nijedan ¢vor nema stepen veci od dva naziva se
put. Put sa n ¢vorova obelezava se sa P,. Na slici 11 prikazano
je prvih Sest puteva.
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Slika 11.



Specijalni grafovi
N

Kompletan graf sa n évorova, u oznaci Kn, je graf u
kome su svaka dva évora susedna.

To je regul%ran graf stepena n-1, Ciji je broj grana
jednak (2)

Zadatak. Nacrtati kompletne grafove sa 3,4 i 5

cvorova.



Specijalni grafovi

Bipartitan graf je graf Cij1 se skup ¢vorova moze razbiti na dva
disjunktna skupa (partitivn1 skupovi) na takav nacin da svaka
grana spaja Cvor prvog skupa sa Cvorom drugog skupa.
Kompletan bipartitan graf je bipartitan graf kod koga je svaki
c¢vor prvog skupa susedan sa svakim ¢vorom drugog skupa.
Ako partitivni skupovi sadrze r 1 s Cvorova, respektivno, tada
se kompletan bipartitan grat oznacCava sa K, ;.

K3,3

Slika 12.



Specijalni grafovi
7

Kompletan bipartitan graf oblika K; ; zove se zvezda. Na slici
13 prikazana je zvezda K s.

Slika 13.



Specijalni grafovi

1
Definicija 7. Komplement G grafa G je je graf koji ima iste
évorove kao graf G, pri ¢emu su dva ¢vora susedna u G ako i
samo ako t1 ¢vorovi nisu susedni u G.
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Slika 14.

Teorema 3. Ako je G nepovezan graf, njegov komplement G je
povezan (tj. bar jedan od grafova G i G je povezan graf).




Specijalni grafovi

Graf G je samokomplementaran ako 1 samo ako je 1zomorfan
svom komplementu G.

G

Slika 14.

Teorema 4. Samokomplementaran grat ¢ 1ma4r il 4r +1
c¢vorova, pri cemu je r prirodan broj.




HVALA NA PAZNJI!
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