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3.0 KOMBINATORNA
OPTIMIZACIJA

I



Kombinatorna optimizacija

Ekstremalni zadaci na kona¢nim (ili prebrojivim) skupovima
proucavaju se pod imenom kombinatorna optimizacija.

Takvi zadaci se obi¢no mogu formulisati kao zadaci na tzv.
tezinskim grafovima.

Definicija 1. TeZinski graf je graf u kome je svakoj grani
dodeljen neki broj. Drugim rec¢ima, grafu G = (V, E) pridruzeno
je preslikavanje w: E — R koje svakoj grani e € E dodeljuje broj
w(e) kao tezinu. Funkcija w zove se teZinska funkcija grafa.

U raznim interpretacijama tezina grane predstavlja njenu duzinu,
propusnu mo¢ (ili kapacitet), pouzdanost, cenu, prenos itd.



Kombinatorna optimizacija

Neki ekstremalni zadaci kombinatorne optimizacije formuliSu se
na tezinskim grafovima. Kod takvih grafova svakoj grani
e 1izmedu ¢vorova v; 1 v; pridruzena je teZina (duzina)

W(e) — di j
Od veli¢ina d;; moze se formirati kvadratna matrica

D = (dl })

Matrica D naziva se tezZinska matrica.

Tezinski graf G, tj. uredena trojka G = (V,E,w), Cesto se naziva
1 mreza. U raznim interpretacijama njima odgovaraju konkretne
fizicke mreze, kao Sto su telekomunikacione mreze, racunarske
mreze, saobracajne mreze itd.



Kombinatorna optimizacija
B

Definicija 2. Minimalno razapinjuée stablo u grafu je stablo
minimalne tezine (duzine) u datom grafu koje sadrzi sve ¢vorove

grafa.

Razmatra¢emo sledece probleme:
+ problem najkrace povezujuce mreze,
= problem ekstremalnih puteva u mrezi,

= problem trgovackog putnika.



Najkraca povezujuca mreza
B

Problem Neka je dato n gradova koje treba povezati telefonskom
mrezom najkrace duZine.

Posmatraymo graf trazene mreze, u kome su gradovi ¢vorovi, a
grane telefonske linijje. Duzina telefonske linije 1zmedu dva grada
pridruzuje se odgovarajucoj grani grafa kao duzina (tezina) grane.

Graf trazene telefonske mreze mora biti povezan, ne sadrzi
konture (jer bi se neke grane u konturama mogle udaljiti). Dakle,
graf najkrace povezujuce mreze je stablo.



Najkraca povezujuca mreza
B

0 Neka su gradovi numerisani sa 1,2,..,m, a d;; rastojanje
1zmedu gradova i 1.

0 Potrebno je formirati teZinski graf G u kome je grani e izmedu
¢vorova i 1 j pridruzena tezina (duzina) d;; (grafu G pridruZena
je tezinska matrica ili matrica rastojanja D).

0 Najkracoj povezujucoj mrezi za datih n gradova odgovara u
grafu G razapinjuc¢i podgraf oblika stabla. Problem se svodi na
nalazenje razapinjuceg stabla minimalne duzine, tj. minimalnog
razapinjuceg stabla.

0 BicCe opisana dva klasiCna algoritma za nalazenje minimalnog

razapinju¢eg stabla u proizvoljnom povezanom tezinskom
grafu G.



Kraskalov algoritam
B

1. Sortirati grane ulaznog grafa u neopadaju¢i poredak (po
tezinama) I sve 1h markirati kao nerazmatrane. Za izlazni graf
uzeti graf bez grana (razapinjuc¢i podgraf ulaznog grafa).

2. lzabrati 1z skupa nerazmatranih grana onu koja je najlaksa,
markirati je kao razmatranu 1 prikljuciti (bar privremeno)
1zlaznom grafu. Ako ta grana ne obrazuje u njemu konturu
zadrzati Je, a ako obrazuje konturu odbaciti je.

3. Ako je broj grana rezultirajuc¢eg grafa n — 1 (polazni graf je
povezan I ima n ¢orova) prekinuti rad. U suprotnom slucaju
preci na korak 2.



Primov algoritam
B

1. Izabrati ¢vor v, grafa G 1 granu najmanje tezine e; 1z skupa
grana koje sadrze Cvor v, da b1 se obrazovalo stablo T;.

2. Ukoliko je dobijeno stablo T; sa granama eq,e,, ..., e; 1 ako
postoji ¢vor koji nije u stablu T;,, potrebno je i1zabrati granu
minimalne tezine, koja je susedna grani stabla T}, 1 koja 1ma
¢vor koj1 ne pripada stablu Tj,. Dodati ovu granu stablu T;, da
b1 se dobilo stablo Ty 1.

3. Ponavljati korak 2 dok svaki ¢vor grafa G ne bude u stablu.



Ekstremalni putevi u mrezi

S
Mnogi problemi iz realnog zivota se mogu tretirati kao problemi

vezani za ekstremalne puteve u tezinskom grafu, tj. mrezi. U tom
kontekstu bi¢e posmatrani sledec¢i optimizacioni zadaci:

1) Za dati par ¢vorova mreze, recimo s I t, na¢i duzinu najkraceg
puta I bar jedan najkrac¢i put od ¢vora s do ¢vora t.

2) Za datl ¢vor mreze, recimo s, nac¢i duzinu najkraceg puta I bar
jedan najkra¢i put od ¢vora s do bilo kog od preostalih
¢vorova mreze.

3) Za bilo koji par ¢vorova mreze na¢i duzinu najkraceg puta |
bar jedan najkra¢i put izmedu njih.



Ekstremalni putevi u mrezi

o U nastavku ¢e biti izloZen algoritam Dijkstra, ograni¢avajuci se
na resavanje zadataka 1) i 2).

o Ovaj algoritam se zasniva na tehnici poznatoj kao obelezavanje
(dodeljivanje oznaka).

0 Na pocetku oznaka svakog je c¢vora je jednaka oo (0Sim
pocetnog, za koji je jednaka 0).

o U toku rada algoritma, oznake odgovaraju duzinama trenutno
nadenih puteva od pocetnog ¢vora do preostalih, dok na kraju
postaju definitivne 1 odgovaraju stvarnim duzinama najkracih
puteva.



Ekstremalni putevi u mrezi

Izlozeni algoritam sadrzi u sebi dve operacije: obradu grana |
obradu ¢vorova.

o Pod obradom grane e =xy podrazumeva se provera
nejednakosti

d(y) >d(x) +w(e),

gde su d(x) 1 d(y) oznake ¢vorova x | y, redom, a w(e) je teZina
grane e).

o Ako ova nejednakost vazi tada se oznaka ¢vora y menja, t.
d(y) =d(x) +w(e).

o Pod obradom ¢vora x podrazumeva se obrada svih grana e =
xy koje izlaze iz ¢vora x.



Algoritam Dijkstra

1.

Svim ¢vorovima mreze dodeliti slede¢e privremene oznake:
¢voru s dodeliti oznaku d(s) = 0, a svim ostalim ¢vorovima,
ukljucujudi I ¢vor t, dodeliti oznake d(x) = co.

Ako nema ¢vorova sa privremenim oznakama preci na korak
3. U suprotnom, pronaci ¢vor x Koji Ima najmanju privremenu
oznaku. Cvoru x dodeliti stalnu oznaku i obraditi ga, tj. za
svaku granu e = xy (Cvor y Ima privremenu oznaku), ako je
d(y) > d(x)+w(e) staviti d(y) =d(x)+w(e) . Zatim
ponoviti korak 2.

Sada se prelazi na postupak izdvajanja najkraceg puta.
Potrebno je 1zdvojiti najkraci put izmedu ¢vorova s I t.



Algoritam Dijkstra

!
Od svih ¢vorova susednih zvoru t odrediti ¢vor x;, za Koji je

(1) d(t) — d(x,) = wlxit).

Ponavljanjem opisanog postupka, tj. odredivanjem ¢vora xj_q,
susednog ¢voru x;, za kojli je

(2)  d(xg) — d(xk-1) = W(Xg—1Xk),

itd, na kraju se dolazi do ¢vora x;, kome je susedan ¢vor s, | za
kojli je
d(x;) —d(s) = w(sxq).

Na ova] nacCin dobija se put koji ide preko ¢vorova
S,xl,...,xk_l,xk,t.



Algoritam Dijkstra
B

Sabiranjem jednakosti (1), (2) itd. za sve ¢vorove na tom putu i
imajuci U vidu da je d(s) = 0, dobija se da je duzina ovog puta
jednaka oznaci ¢vora t, tj.

d(t) = w(sxy) + wlxyxy) + - + w(xg_1xg) + w(xgt).

0 U ovoj verziji algoritma dobija se resenje zadatka 2).

1 ReSenje zadatka 1) se dobija ako se u koraku 2. prekine dalji
rad kada ¢vor t dobije stalnu oznaku.



HVALA NA PAZNJI!
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