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Bojenje grafova

]
Definicija. Planarni grafovi su oni grafovi koji se mogu nacrtati u

ravni tako da 1im se grane ne seku.

0 Grafovi Ky, Ks — e i K33 — e su primer1 planarnih gratova.




Bojenje grafova

N
Definicija. Graf se boji na taj naCin Sto se svakom cCvoru

pridruzuje neka boja, tj. svaki ¢vor se boji jednom bojom. Graf je
pravilno obojen ako su svaka dva susedna Cvora obojena
razli¢itim bojama.

Pravilno bojenje grafa G u kojem je upotrebljeno k boja zove se,
jednostavno, k-bojenje.

Definicija. Hromatski broj x(G) grafa G jednak je najmanjem
broju boja potrebnih da se graf pravilno oboji. Ako je y(G) =k,
kazemo da je graf G k-hromatski, a ako je y(G) < k, kazemo da
je graf G k-obojiv.



Bojenje grafova

T
Na primer:

0 kompletan graf K,, je n-hromatski,
0 put B, (n = 2) je 2-hromatski,

0 kontura C,, je 2-hromatski 1li 3-hromatski graf u zavisnosti od
toga da l1 je n paran 1l1 neparan broj.

Ako je G bipartitan graf, tada je G 2-obojiv graf. Ako graf G ne
sadrzi nijjednu granu, tj. ako se sastoji samo od 1zolovanih

¢vorova, sve Cvorove mozemo obojiti 1stom bojom 1 njegov
hromatski broj jednak je 1.



Bojenje grafova

S
Teorema. Ako je H podgraf grafa G, tada je y (H) < x (G).

Teorema. Ako je G graf sa komponentama G4, Gy, ..., G5 (s = 1),
tada je y(G) = maxy (G;).

1<i<s

0 Ako graf G sadrzi, kao podgraf, kompletan graf sa k ¢vorova,
tada je y(G) = k.

o U skupu kompletnih podgrafova grafa G postoje oni koji imaju
najvise ¢vorova. Takvi kompletni podgrafovi nazivaju se klike
grafa.

0 Za graf G definiSe se veliCina K(G) koja je jednaka broju
¢vorova proizvoljne klike grafa. Ocigledno je y (G) = K(G).



Bojenje grafova

1
Ne

ste
ste

Ke ocene hromatskog broja grafa mozemo dobiti posmatranjem
pena ¢vorova grafa dq,d,, ...,d,,. Neka je A (G) maksimalan

pen grafa G.

Teorema. Za hromatski broj y (G) povezanog grafa G vazi

x (@) <AG)+1.

Teorema. Ako je G povezan graf koji nije ni neparna kontura, ni

kompletan graf, tada je y (G) < A (G).

Veza izmedu hromatskog broja grafa | njegove strukture veoma je
komplikovana. Ona je poznata jedino za bihromatske grafove.

Teorema. Neprazan graf je bihromatski ako 1 samo ako ne sadrzi

(kao podgraf) nijednu konturu sa neparnim brojem ¢vorova.




Problem cetirl boje

Godine 1879. Keli (A. Cayley) je clanovima londonskog
geografskog drustva postavio ¢uveni problem cetiri boje.

o Problem cetiri boje sastoji se u tome da se dokaze da se svaka
geografska karta moze obojiti sa Cetiri boje, tako da je svaka
drzava obojena jednom bojom 1 da susedne drzave budu
obojene razli¢itim bojama.

o Pod susednim drzavama se podrazumevaju drzave koje imaju
zajednicku grani¢nu liniju, ali ne 1 one koje imaju jednu ili vise
1zolovanih zajednickih tacaka.



Problem cetirl boje

0 Podrazumeva se da se problem odnosi ne samo na stvarne
geografske karte ve¢ na sve karte koje se mogu zamisliti. Pri
tome se zahteva da se celokupna teritorija jedne drzave sastoji
od jednog dela, tJ. ne dozvoljava se da se jedna drzava sastoji
od viSe odvojenih delova.

o Problem cetiri boje moze se prevesti na jezik teorije grafova.
Svakoj geografskoj karti moze pridruziti jedan graf.

o Cvorovi pridruzenog grafa su proizvoljno izabrani po jedan u
svako] drzavi, a C¢vorove susednih drzava spajaju grane.
Beskonacna oblast u ravni takode se smatra drzavom.



Problem cetiri boje
—

o Na ovaj nacin pridruzeni graf geografskoj karti je planaran, jer
se moze nacrtati tako da mu se grane ne seku.

o Problem ekvivalentan problemu cetiri boje glasi: ,,Dokazati da
je svaki planaran graf 4-obojiv”.



Problem cetirl boje

o Prvi ozbiljan pokusaj da se resi problem cetiri boje napravio je
Kempe (A.B.Kempe). On je 1880. godine objavio "dokaz"
problema cetiri boje.

o Desetak godina kasnije, tacnije 1890. godine Hivud
(P.J.Heawood) otkrio gresku I tako oborio Kempov dokaz.

o Medutim ni sam Hivud nije uspeo da resi problem. Dokazao je
samo da se svaka geografska karta moze obojiti sa 5 boja. Tada
je problem cetir1 boje ponovo oziveo | postao I1zazov za
matematcki svet.



Problem cetirl boje

0 Od tada je proslo puno vremena da bi tek 1976. godine
americkim matematiarima Apelu 1 Hejkenu (K.Appel I

W.Haken) uz pomo¢ racunara poslo za rukom da dodu do dugo
oc¢ekivanog dokaza.

o Njihov dokaz je veoma dug 1 komplikovan 1 oslanja se na

rezultate niza matematicara Kkoji su objavljivani ranijih
decenija.

0 Onl su uz pomo¢ racunara obradili oko 2000 razlicitih
relevantnih konfiguracija 1 za to utrosili oko 1200 casova
raCunarskog vremena.



HVALA NA PAZNJI!
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