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Uvod u teoriju izra�cunljivosti

Hijerarhija �Comskog

Gramatike

• Gramatika G = (Γ,Σ,S ,P) je

Tipa 0 ako su njena pravila oblika α→ β, pri �cemu je
α, β ∈ (Γ ∪ Σ)∗, bez ikakvog ograni�cenja �
neograni�cena;

Tipa 1 ako su njena pravila oblika α→ β, S → ε pri �cemu je
α, β ∈ (Γ ∪ Σ)∗, pri �cemu je |β| > |α| � kontekstno
osetljiva;

Tipa 2 ako su njena pravila oblika A→ β, pri �cemu je A ∈ Γ
i β ∈ (Γ ∪ Σ)∗ � kontekstno slobodna;

Tipa 3 ako su njena pravila oblika A→ a i A→ aB, pri �cemu
je a ∈ Σ i A,B ∈ Γ � regularna;
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Automati

• Razlika izmedju KA i PDA?

• �Sta se dobija daljim pro�sirivanjem?

Parcijalno odlu�civi jezici
(TM)

Kontekstno osetljivi jezici
(LBA)

Kontekstno slobodni jezici
(PDA)

Regularni jezici
(DFA)
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Kontekstno osetljivi jezici

Kontekstno osetljivi jezici

Äåôèíèöèjà

Gramatika G = (Γ,Σ,S ,P) je kontekstno-osetljiva ako su sva njena
pravila oblika αXγ → αβγ , za neko X ∈ Γ, β ∈ (Γ ∪ Σ)+ i
α, γ ∈ (Γ ∪ Σ)∗ ili S → ε.

Data pravila izvodenja su rastu�ca, pa je gramatika L(G ) rastu�ca.

|αXγ| 6 |αβγ|

Òåîðåìà

Problem pripadanja za kontekstno osetljive gramatike je odlu�civ
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Kontekstno osetljivi jezici

Dokaz.

Neka je G = (Γ,Σ,S ,P) je kontekstno osetljiva gramatika i w ∈ Σ∗.
Potrebno je opisati algoritam koji ispituje da li je w ∈ L(G ).

1 Ako je w = ε i S → ε ∈ P, tada w ∈ L(G )

2 Konstrui�simo niz razli�citih re�ci w0,w1, . . . ,wt ∈ (Γ ∪ Σ)∗, takve da
w = wt i |wi+1| > |wi | za i = 0, . . . , t − 1 i odredimo da li

S →G w0 →∗
G w1 →∗

G · · · →∗
G wi →∗

G · · · →∗
G wt = w

Ako dati niz zadovoljava dato izvodenje, re�c w pripada jeziku.

Kako postoji samo kona�can broj nizova (wi )i6t i za svaki niz dato
izvodenje mo�ze biti testirano, opisani algoritam radi korektno.
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Kontekstno osetljivi jezici

Primer.

Data je gramatika G = ({S ,A,B,C}, {a},S ,P) gde je

P : S → ABaA
Ba→ aaB BA→ CA | C
aC → Ca AC → AB | ε

Jezik generisan gramatikom L(G ) = {a2n |n 6 1}
Izvodenje re�ci aaaa:

S → ABaA→ AaaBA→ AaaCA→ AaCaA→ ACaaA→ ABaaA
→ AaaBaA→ AaaaaBA→ AaaaaC → AaaaCa→ AaaCaa
→ AaCaaa→ ACaaaa→ aaaa
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Linearno ograni�ceni automati

Äåôèíèöèjà

Linearno ograni�ceni automat je nedeterministi�cka Tjuringova ma�sina koja
koristi samo onaj deo trake u kome su sme�steni ulazni podaci.

• Zahtev da se glava na traci ne pomera preko kraja ulazne re�ci se
ostvaruje uvodenjem dva nova specijalna znaka po�cetka i kraja ulaza

• Bez obzira na stanje, ako se �cita znak po�cetka, glava se ne sme
pomerati levo, odnosno za znak kraja, glava se ne sme pomerati
udesno.

Òåîðåìà

Jezik L je kontekstno osetljiv ako i samo ako postoji linearno ograni�ceni
automat M tako da je L = L(M).
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Tjuringova ma�sina

Tjuringova ma�sina

• Model predlo�zen od strane Alana Tjuringa 1936. godine

• Model je sli�can kona�cnim automatima, ali ima ,,beskona�cnu�
memoriji za �citanje i pisanje

Finite
state

Kona�can set
instrukcija

Glava
Beskona�cna traka

XiX2X1BB. . . Xn B . . .

• U po�cetnom stanju traka sadr�zi samo ulazni string, a sva ostala
polja su prazna

• Glava ma�sine mo�ze da se pomera levo/desno i da �cita simbol
zapisan na traci ili da ga upi�se

• Rezultat rada je status accept ili reject u zavisnosti u kom
stanju se zavr�si rad ma�sine

• Ukoliko ma�sina ne stigne u odgovaraju�ce zavr�sno stanje, njen rad
mo�ze da se nastavi beskona�cno, bez zaustavljanja
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Tjuringova ma�sina

Äåôèíèöèjà

Tjuringova ma�sina je sedmorka (Q, q0,F ,Σ, Γ,B, δ), gde je

• Q kona�can skup stanja,

• q0 ∈ Q po�cetno stanje,

• F = {qaccept, qreject} ⊆ Q skup zavr�snih stanja,

• Σ ulazni alfabet,

• Γ alfabet trake,

• B ∈ Γ specijalni simbol trake,

• δ : Q × Γ→ Q × Γ× {L,R}.
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Tjuringova ma�sina

Rad Tjuringove ma�sine

• Tjuringova ma�sina M = (Q, q0,F ,Σ, Γ,B, δ) na ulazu dobija re�c
w = s1s2 . . . sn ∈ Σ∗ zapisan u prvih n �celija trake.

• Izra�cunavanja se vr�se na osnovu de�nisane funkcije tranzicije δ
• Kon�guracije predstavljena u obliku u q v ozna�cava da se na traci

nalazi zapisan string uv , da je ma�sina u stanju q i da je glava
ma�sina pozicionirana na prvom simboli re�ci v

• Ra�cunski korak predstavlja promenu kon�guracije
• Ako je a, b, c ∈ Σ, u, v ∈ Σ∗, qi , qj ∈ Q

uaqibv ` uqjacv ako δ(qi , b) = (qj , c, L)

uaqibv ` uacqjv ako δ(qi , b) = (qj , c,R)

• Po�cetna kon�kuracija je data sa q0w . Kon�guracija prihvatanja kao
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Tjuringova ma�sina

Rad Tjuringove ma�sine

• L(M) = {w ∈ Σ∗|M prihvata w}
• Tjuringova ma�sina za ulaz w nakon po�cetka rada ima tri mogu�ca

ishoda
• accept

• reject

• loop � ma�sina ne zavr�sava svoj rad i nikada posti�ze kon�guraciju

prihvatanja ni kon�guraciju odbijanja

• Tjuringova ma�sina ne prihvata ulaz w ishodima reject ili loop

• Tjuringova ma�sina koja staje za svaki ulaz je odlu�civa

Äåôèíèöèjà

Jezik je Tjuring-odlu�civ (parcijalno-odlu�civ) ako ga prihvata odlu�civa
Tjutingova ma�sina
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Tjuringova ma�sina

Rad Tjuringove ma�sine

Primer.

De�nisati Tjuringovi ma�sinu koja kopira niz 1,
tj. q0w `∗ qaccww , za svako w ∈ {1}+.
Algoritam:

1 Zameniti svako 1 sa x

2 Prona�ci najdesnije pojavljivanje x i
zameniti ga sa 1

3 Prona�ci prvu belinu sa desne strane
(kraj re�ci) i upisati 1

4 Ponavljati korake 2. i 3. dokle god ima
simbola x

q011 ` xq01 ` xxq02 ` xq1x ` x1q22 ` xq111 ` q1x11 ` 1q211
` 11q21 ` 111q22 ` 11q111 ` 1q1111 ` q11111 ` q121111 ` q31111
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Uvod u teoriju izra�cunljivosti

Tjuringova ma�sina

Tjuringova ma�sina sa vi�se traka

• Pro�sirimo Tjurngovu ma�sinu opcijom da pri ivr�senom ra�cunskom
koraku, glava ostaje na mestu, ne pomera se

δ : Q × Γ→ Q × Γ× {L,R,S}

• Ovim pro�sirenje se ne pove�cva a mo�c Tjuringove ma�sine, tj. mo�ze da
prihvati iste jezike, jer se svaki ra�cunski korak u kome ma�sina ostaje
na mestu mo�ze zameniti sa dva ra�cunska koraka

• Tjuringova ma�sina sa vi�se traka de�ni�se se poput obi�cne Tjuringove
ma�sine

• Svaka traka ima svoju glavu za �citanje i pisanje

• Inicijalno, ulaz se nalazi na prvoj traci, a ostale trake su prazne

• Funkcija tranzicije se modi�kuje tako da omogu�cava �citanje, pisanje
i pomeranje glave na jednoj ili vi�se traka istovremeno

δ : Q × Γk → Q × Γk × {L,R,S}k

gde je k broj traka
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δ : Q × Γk → Q × Γk × {L,R,S}k

gde je k broj traka
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Svaka Tjuringova ma�sina sa vi�se traka ima ekvivalentnu Tjuringovu
ma�sinu sa jednom trakom.
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Uvod u teoriju izra�cunljivosti

Tjuringova ma�sina

�Cer�c-Tjuringova hipoteza

• Tjuringova ma�sina je jednako mo�cna kao savremeni digitalni
ra�cunari!?

• Kako pokazati ili opovrgnuti ovo tvrdjenje?
• Posmatrati niz problema �cija se komplesnost pove�cava i pokazati

kako se svaki od tih problema re�sava Tjuringovom ma�sinom ili
• Uzeti set instrukcija ma�sinskog jezika za konkretan ra�cunar i pokazati

da kompletan set mo�ze da se obavi Tjuringovom ma�sinom
• Problem je �sto sem velikog vremena, ovo mo�ze da ide u prilog tvrdnji,

ali i dalje nije dokaz

• Ili mo�zemo da pronadjemo problem za koji mo�zemo da napi�semo
program koji ga ra�sava, a da pri tome ne postoji Tjuringova ma�sina
koja �ce ga re�siti

• Problem je �sto su svi ovakvi poku�saji bili neuspe�sni
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