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Uvod u teoriju izra�cunljivosti

Teorija slo�zenosti izra�cunavanja

Odlu�civost i izra�cunljivost

• Odlu�civi problemi su oni za �cije re�savanja postoje algoritmi, odnosno
programi za apstraktne ma�sine, neodlu�civi su oni kod kojih to nije
slu�caj

• Prakti�cno izra�cunljivi problemi su oni kod kojih je du�zina rada
odgovaraju�cih programa limitirana nekim stepenom du�zine ulaznih
podataka

• Ostali odlu�civi problemi se smatraju prakti�cno neizra�cunljivim �
izra�cunljiivi samo u principu

• Ne preporu�cuje se konstrukcija op�stih algoritama za re�savanja, ve�c

pronala�zenje e�kasnih re�sava�ca za potprobleme
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Teorija slo�zenosti izra�cunavanja

Tjuringove ma�sine

Òåîðåìà

Za datu deterministi�cku Tjuringovu ma�sinu M sa k-traka i vremenskom
granicom slo�zenosti f (n) mo�ze se konstruisati deterministi�cka Tjuringova
ma�sina M ′ sa jednom trakom koja simulira rad ma�sine M i ima
vremensku granicu slo�zenosti O(f (n)2).

Òåîðåìà

Za datu nedeterministi�cku Tjuringovu ma�sinu M sa k-traka i vremenskom
granicom slo�zenosti f (n) mo�ze se konstruisati deterministi�cka Tjuringova
ma�sina M ′ sa jednom trakom koja simulira rad ma�sine M i ima
vremensku granicu slo�zenosti O(c f (n)), za c > 1 koje zavisi od ma�sine M.
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Teorija slo�zenosti izra�cunavanja

De�nicija problema

Äåôèíèöèjà

Problem L za koji se ispituje slo�zenost je podskup skupa svih re�ci nekog
alfabeta. Komplement problema L u oznaci L na nekom alfabetu je skup
svih re�ci na tom alfabetu koje nisu u L.

Neka je dat alfabet A i neka je L problem.
Tjuringova ma�sina prihvata ulazni podatak, tj. re�c, x ako postoji
izra�cunavanje u kome se, polaze�ci od re�ci x upisane na ulaznoj traci u
po�cetnom stanju q0, dolazi do zavr�snog stanje qda, a odbacuje x ako
uvek dolazi do zavr�snog stanje qne .

Ako Tjuringova ma�sina M prihvata sve re�ci x jezika koje pripadaju
problemu L, a odbacuje svaku re�c koja nije u problemu L, ka�ze se da M
odlu�cuje problem L.
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Teorija slo�zenosti izra�cunavanja

De�nicija problema

Ako Tjuringova ma�sina M za ulazni podatak x u izra�cunavanju dolazi do
stanja qz , onda je sadr�zaj poslednje trake rezultat rada ma�sine i ozna�cava
se sa M(x).

Sa L(x) �cemo ozna�cavati primerak problema L za ulazni podatak x ,
odnosno pitanje da li je x ∈ L.
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Teorija slo�zenosti izra�cunavanja

O notacija

Äåôèíèöèjà

Neka su f i g aritmeti�cke funkcije. Tada je funkcija f u velikom O od g
(u oznaci f (x) = O(g(x))) ako postoje brojevi c i n takvi da za svaki
x > n va�zi f (x) 6 c · g(x). Ako takvi brojevi ne postoje, onda je
f (x) 6= O(g(x)).

• funkcija f je reda funkcije g ili

• funkcija g je asimptotska gornja granica funkcije f
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Teorija slo�zenosti izra�cunavanja

O notacija

Äåôèíèöèjà

Funkcija f raste br�ze od funkcije g ako f (x) 6= O(g(x)). Funkcije f i g
rastu istom brzinom, u oznaci f (x) = θ(g(x)), ako va�zi f (x) = O(g(x)) i
g(x) = O(f (x)).

Primer.

• Funkcije n4 i 1345 · n4 + 2045 · n3 − 7n + 5 rastu istom brzinom

• Funkcija 0.0001 · n5 raste br�ze od funkcije
1345 · n4 + 2045 · n3 − 7n + 5
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Teorija slo�zenosti izra�cunavanja

Vremenska slo�zenost

Äåôèíèöèjà

Vreme izvr�savanja izra�cunavanja Tjuringove ma�sine M koja kao ulaz
dobija podatak x jednako je du�zini niza kon�guracija koje predstavljaju to
izra�cunavanje.

Neka je f unarna aritmeti�cka funkcija

• Tjuringova ma�sina M radi u vremenu f (n), ako je za bilo koji ulazni
podatak x vreme izvr�savanja izra�cunavanja ma�sine najvi�se f (|x |).

• Za nedeterministi�cku Tjuringovu ma�sinu M se ka�ze da radi u
vremenu f (n), ako je za bilo koji ulazni podatak x vreme izvr�savanja
bilo kog izra�cunavanja ma�sine najvi�se f (|x |).

• Funkcija f je vremenska granica slo�zenosti za M.
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Teorija slo�zenosti izra�cunavanja

Klasa TIME

• TIME(f (n)) je skup problema za koje postoje deterministi�cke
Tjuringove ma�sine koje ih odlu�cuju, a za koje je vremenska granica
slo�zenosti f (n).

• NTIME(f (n)) se de�ni�se analogno, u odnosu na nedeterministi�cke
Tjuringove ma�sine.
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Teorija slo�zenosti izra�cunavanja

Prostorna slo�zenost

Äåôèíèöèjà

Prostor izvr�savanja izra�cunavanja Tjuringove ma�sine M sa ulazom i
izlazom koja kao ulaz dobija podatak x jednak je broju razli�citih �celija
traka, sem prve - ulazne i poslednje - izlazne trake, nad kojima se tokom
izra�cunavanja nadu glave traka.

Neka je f unarna aritmeti�cka funkcija

• Tjuringova ma�sina M radi u prostoru f (n), ako je za bilo koji ulazni
podatak x prostor izvr�savanja izra�cunavanja ma�sine najvi�se f (|x |).

• Za nedeterministi�cku Tjuringovu ma�sinu M se ka�ze da radi u
prostoru f (n), ako je za bilo koji ulazni podatak x prostor
izvr�savanja bilo kog izra�cunavanja ma�sine najvi�se f (|x |).

• Funkcija f je prostorna granica slo�zenosti za M.
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Teorija slo�zenosti izra�cunavanja

Klasa SPACE

• SPACE(f (n)) je skup problema za koje postoje deterministi�cke
Tjuringove ma�sine koje ih odlu�cuju, a za koje je prostorna granica
slo�zenosti f (n).

• Skup problema NSPACE(f (n)) se de�ni�se analogno, u odnosu na
nedeterministi�cke Tjuringove ma�sine.

Äåôèíèöèjà

Klasa slo�zenosti je skup problema sa zajedni�ckom vremenskom ili
prostornom granicom.

Äåôèíèöèjà

Neka je C neka klasa slo�zenosti, njen komplement, u oznaci co − C je
skup problema oblika {L : L ∈ C}.
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Teorija slo�zenosti izra�cunavanja

Klasa SPACE

Primer.
• Neka je M ma�sina sa ulazom i izlazom koja sadr�zi �cetiri trake i

ispituje da li je ulazna re�c palindrom.
• Prva traka sadr�zi ulaznu re�c (samo �citanje). Druga traka sadr�zi

binarni zapis indeksa i � redni broj ciklusa rada, tre�ca binarni zapis
indeksa j , dok je �cetvrta traka prazna.

• Na po�cetku rada i se postavlja na 1. Ciklus po�cinje postavljanjem j
na 1 i glave prve trake nad najlevlju �celiju ulazne re�ci.

• Ako je j < i , uve�cava se j za 1 i pomera glava prve trake nadesno.
• Ako je j = i pamti se simbol prve trake koji se trenutno �cita i ponovo

postavlja j na 1.
• Zatim se pronalazi i-ti znak ulazne re�ci brojano sa desne strane i

uporeduje sa zapam�cenim simbolom.
• Postupak se prekida kada su uporedeni znaci razli�citi � prelazak u

stanje qne , odnosno kada je i-ti znak ulazne re�ci blanko znak �
prelazak u stanje qda.

• Prostor izvr�savanja je u O(log2n) koliko je potrebno za binarno
predstavljanje indeksa i i j .
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Teorija slo�zenosti izra�cunavanja

Va�zne klase slo�zenosti

• L = SPACE (O(log2n))

• NL = NSPACE (O(log2n))

• P = ∪iTIME (ni )

• NP = ∪iNTIME (ni )

• PSPACE = ∪iSPACE (ni )
• NPSPACE = ∪iNSPACE (ni )
• EXP = ∪iTIME (2n

i

)

• NEXP = ∪iNTIME (2n
i |)

• EXPSPACE = ∪iSPACE (2n
i

)
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Teorija slo�zenosti izra�cunavanja

Primeri problema

• P
• NZD
• Odlu�civi problemi linearnog programiranja

• NP
• SAT
• Hamiltonov put
• Bojenje grafa

• EXP
• Generisanje poteza - �sah ili Go
• Da li �ce Tjuringova ma�sina stati nakon odredenog broja koraka
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Teorija slo�zenosti izra�cunavanja

Odnosi klasa slo�zenosti

Òåîðåìà

• TIME (f (n)) ⊂ NTIME (f (n)),

• NTIME (f (n)) ⊂ TIME (2O(f (n))),

• SPACE (f (n)) ⊂ NSPACE (f (n)),

• NTIME (f (n)) ⊂ SPACE (f (n)),

• NSPACE (f (n)) ⊂ TIME (2O(f (n))),

• NSPACE (f (n)) ⊂ SPACE (O(f (n) · f (n))), za f (n) > log2n,

• PSPACE = NPSPACE ,

• . . .
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Otvorena pitanja

• Da li je P = NP?

• Da li je P = PSPACE?

• Da li je L = NL?

• Da li je EXP = NEXP?
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