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5. Podudarnost trouglova i uglovi na transverzali

Poznato je da postoje qetiri stava podudarnosti trouglova:
SUS, USU, SSS, SSUU koji se uvode u osnovnoj xkoli.

Stav 1 (SUS) Dva trougla △ABC i △A1B1C1 su podudarna,
ako su dve stranice i �ima zahva�eni ugao jednog trougla
podudarni odgovaraju�im stranicama i uglu drugog trougla.

AC = A1C1, BC = B1C1, γ = γ1 ⇒ △ABC ∼= △A1B1C1

slika 43. Stav SUS



5. Podudarnost trouglova i uglovi na transverzali

Ako su trouglovi podudarni na osnovu stava SUS, tada iz te
podudarnosti sledi da su �ihovi preostali uglovi i stranica
podudarni.

Na slici 43, iz podudarnosti trouglova △ABC i △A1B1C1

sledi da je

AB = A1B1, α = α1, β = β1.



5. Podudarnost trouglova i uglovi na transverzali

Stav 2 (USU) Dva trougla △ABC i △A1B1C1 su podudarna,
ako su stranica i dva nalegla ugla jednog trougla podudarni
odgovaraju�oj stranici i uglovima drugog trougla.

AC = A1C1, α = α1, γ = γ1 ⇒ △ABC ∼= △A1B1C1

Slika 44. Stav USU



5. Podudarnost trouglova i uglovi na transverzali

Ako su trouglovi podudarni na osnovu stava USU, tada iz te
podudarnosti sledi da su �ihove preostale stranice i ugao
podudarni.

Na slici 44, iz podudarnosti trouglova △ABC i △A1B1C1

sledi da je

AB = A1B1, BC = B1C1, β = β1.



5. Podudarnost trouglova i uglovi na transverzali

Stav 3 (SSS) Dva trougla △ABC i △A1B1C1 su podudarna,
ako su sve stranice jednog trougla podudarne odgovaraju�im
stranicama drugog trougla.

Slika 45. Stav SSS

Ako su trouglovi podudarni na osnovu stava SSS, tada iz te
podudarnosti sledi da su uglovi naspram podudarnih stranica
podudarni, tj α = α1, β = β1, γ = γ1.



5. Podudarnost trouglova i uglovi na transverzali

Stav 4 (SSUU) Dva trougla △ABC i △A1B1C1 su
podudarna, ako su dve stranice i ugao naspram jedne od �ih
jednog trougla podudarni odgovaraju�im stranicama i uglu
drugog trougla, a uglovi naspram drugih dveju podudarnih
stranica oba oxtri, pravi ili tupi (iste vrste).

AC = A1C1, BC = B1C1, α = α1, β, β1 iste vrste ⇒ △ABC ∼= △A1B1C1

Slika 46. Stav SSUU



5. Podudarnost trouglova i uglovi na transverzali

Ako su trouglovi podudarni na osnovu stava SSUU, tada iz te
podudarnosti sledi da su �ihove preostale stranice i uglovi
podudarni.

Na slici 46, iz podudarnosti trouglova △ABC i △A1B1C1

sledi da je
AB = A1B1, γ = γ1, β = β1.

Stav SSUU se uvek mo�e primeniti na pravougle trouglove
koji imaju podudarne hipotenuze i po jednu katetu, jer su
uglovi naspram hipotenuze podudarni, a uglovi naspram
podudarnih kateta iste vrste, jer su oxtri.



5. Podudarnost trouglova i uglovi na transverzali

Pomo�u stavova SSUU i USU mo�e se dokazati slede�a
teorema.

Teorema 2.23. Naspram podudarnih stranica u trouglu
△ABC nalaze se podudarni uglovi i obrnuto.

Dokaz teoreme 2.23 za ve�bu.

Definicija 2.1. Trougao koji ima dve podudarne stranice
naziva se jednakokraki trougao.

Jednakokraki trougao



5. Podudarnost trouglova i uglovi na transverzali

Slede�a dva primera ilustruju primenu stavova podudarnosti
trouglova i ujedno daju va�nu osobinu simetrale du�i i
simetrale ugla.

Primer 1. Taqka X pripada simetrali du�i AB ako i samo
ako je AX ∼= BX.

Dokaz. Pretpostavimo da taqka X pripada simetrali du�i
AB. Neka je S sredixte du�i AB, S ̸= X.



5. Podudarnost trouglova i uglovi na transverzali

Tada je AS ∼= SB, XS ∼= XS i ∢ASX = ∢XSB = 90◦.

Odavde na osnovu stava SUS sledi da je △ASX ∼= △XSB.
Otuda je AX ∼= XB.

Obratno, pretpostavimo da je AX ∼= XB.

Na osnovu Teoreme 2.23 naspram podudarnih stranica u
trouglu nalaze se podudarni uglovi, pa je ∢XAB ∼= ABX.

Neka je S sredixte du�i AB. Na osnovu relacija AX ∼= XB,
∢XAB ∼= ABX i AS ∼= SB, primenom stava SUS sledi da je
△ASX ∼= △SBX.

Odavde je ∢ASX ∼= ∢XSB. Kako su ovi uglovi naporedni (tj.
�ihov zbir je 180◦, sledi da su pravi. Prava XS je normalna
u taqki S na du� AB, pa predstav	a simetralu du�i AB.
Dakle, taqka X pripada simetrali XS du�i AB. □



5. Podudarnost trouglova i uglovi na transverzali

Primer 2. Taqka Y pripada simetrali ugla ∢xOy ako i samo
ako je podjednako uda	ena od krakova tog ugla.

Dokaz. Pretpostavimo da taqka Y pripada simetrali s ugla
∢xOy.

Slika 53. Bisektrisa Os



5. Podudarnost trouglova i uglovi na transverzali

Neka su M i N podno�ja normala iz taqke Y na kracima Ox
i Oy redom (slika 53).

Tada je na osnovu stava USU trougao △OMY podudaran
trouglu △OY N , jer je OY ∼= OY , ∢NOY ∼= Y OM i
∢OY N ∼= ∢OYM .

Odavde sledi da je MY ∼= NY , xto znaqi da se taqka Y
nalazi na podudarnim rastoja�ima do krakova ugla ∢xOy.

Obrnuto, pretpostavimo da je taqka Y podjednako uda	ena od
krakova ugla ∢xOy.

Ako su MY i NY normalna odstoja�a taqke Y do krakova Ox
i Oy redom, tada je po pretpostavci MY ∼= NY .



5. Podudarnost trouglova i uglovi transverzali

Kako je OY ∼= OY , MY ∼= NY i uglovi naspram hipotenuze
OY su pravi, pomo�u stava SSUU sledi da je
△OMY ∼= △OY N .

Odavde dobijamo da je ∢MOY ∼= ∢Y ON . Prema tome, prava
OY je simetrala ugla ∢xOy. □



5. Podudarnost trouglova i uglovi transverzali

Prava koja seqe dve proizvo	ne prave u euklidskoj ravni
naziva se transverzala.

Uglovi koji nastaju u preseku transverzale i drugih dveju
pravih nazivaju se uglovi na transverzali ili transverzalni
uglovi.

Uglovi na transverzali se dele na: suprotne, saglasne i
naizmeniqne.

Da bismo definisali te uglove, najpre �emo uglove na
transverzali podeliti na spo	ax�e i unutrax�e.



5. Podudarnost trouglova i uglovi na transverzali

Definicija 3.1. Unutrax�i ugao na transverzali koja
seqe prave a i b u taqkama A i B je ugao qiji krak sadr�i du�
AB. Spo	ax�i ugao na transverzali koja seqe prave a i b u
taqkama A i B je ugao qiji krak ne sadr�i du� AB.

Slika 63. Unutrax�i uglovi α1, α2, α3, α4

i spo	ax�i uglovi β1, β2, β3,β4



5. Podudarnost trouglova i uglovi na transverzali

Definicija 3.2. Dva spo	ax�a ili dva unutrax�a ugla

sa razliqitih strana transverzale (koji nisu naporedni)
nazivaju se naizmeniqni uglovi.

Definicija 3.3. Dva spo	ax�a ili dva unutrax�a ugla
sa iste strane transverzale nazivaju se suprotni uglovi.

Definicija 3.4. Jedan spo	ax�i i jedan unutrax�i ugao

koji se nalaze sa iste strane transverzale (koji nisu
naporedni) nazivaju se saglasni uglovi.

Slika 64. Naizmeniqni, suprotni i saglasni uglovi



5. Podudarnost trouglova i uglovi na transverzali

Na slici 64, naizmeniqni uglovi su parovi uglova: α1, α3 i
β2, β4;

suprotni uglovi su parovi uglova: α2, α3 i β1, β4;

saglasni uglovi su parovi uglova: β1, α4 i α2, β3.



5. Podudarnost trouglova i uglovi na transverzali

Ako je c transverzala paralelnih pravih, tada naizmeniqni,
saglasni i suprotni uglovi imaju paralelne krake. Za takve
uglove, va�e slede�e teoreme.

Teorema 3.1. Prave a i b u euklidskoj ravni su paralelne ako
i samo ako su suprotni uglovi na �ihovoj transverzali
suplementni.

a||b ⇐⇒ α1 + α4 = 180◦.

a||b ⇐⇒ α2 + α3 = 180◦.



5. Podudarnost trouglova i uglovi na transverzali

Teorema 3.2. Prave a i b u euklidskoj ravni su paralelne ako
i samo ako su naizmeniqni uglovi na �ihovoj transverzali
jednaki.

a||b ⇐⇒ α2 = α4

a||b ⇐⇒ α1 = α3



5. Podudarnost trouglova i uglovi na transverzali

Teorema 3.3. Prave a i b u euklidskoj ravni su paralelne ako
i samo ako su saglasni uglovi na �ihovoj transverzali
jednaki.

a||b ⇐⇒ β1 = α4



5. Podudarnost trouglova i uglovi na transverzali

Teorema 3.4. Ako su α i β uglovi sa paralelnim kracima u
ravni E2, tada su oni:

(a) podudarni, ako su oba oxtri, pravi ili tupi;

(b) suplementni, ako je jedan oxtar, a drugi tup.

Slika 71. Podudarni uglovi α i β sa paralelnim kracima
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Slika 72. Suplementni uglovi α i β sa paralelnim kracima



5. Podudarnost trouglova i uglovi na transverzali

Primer 3. Dati su naporedni uglovi α = ∢xOy i β = ∢yOz.
Iz proizvo	ne taqke X na �ihovom zajedniqkom kraku Oy
povuqena je prava p paralelna kraku Ox. Ako prava p seqe
simetrale uglova α i β u taqkama Y i Z redom, dokazati da je
X sredixte du�i Y Z.

Rexe�e. Neka su α = ∢xOy i β = ∢yOz naporedni uglovi.
Oznaqimo sa p pravu kroz taqku X paralelnu kraku Ox, koja
seqe simetrale uglova α i β u taqkama Y i Z redom.



5. Podudarnost trouglova i uglovi na transverzali

Poxto su OY i OZ simetrale uglova α i β, imamo da je

∢xOY = Y OX =
α

2
, (1)

∢zOZ = ∢ZOX =
β

2
. (2)

Uglovi ∢zOZ i ∢OZX su naizmeniqni uglovi na
transverzali OZ paralelnih pravih p i Ox. Tako�e su uglovi
∢XY O i ∢Y Ox naizmeniqni uglovi na transverzali OY
paralelnih pravih p i Ox.

Zato je na osnovu Teoreme 3.2

∢zOZ = ∢OZX, ∢OYX ∼= ∢xOY. (3)
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Pomo�u relacija (1), (2) i (3), dobijamo da je

∢XOZ = ∢OZX, ∢XOY ∼= ∢OYX.

Trougao △OXZ ima dva jednaka ugla ∢XOZ = ∢OZX, pa je
OX = XZ.

Analogno, trougao △OY Z ima dva jednaka ugla
∢XOY = ∢OYX, odakle je OX = XY .

Koriste�i jednakosti OX = XZ i OX = XY , dobijamo da je
XZ = XY , xto znaqi da je X sredixte du�i Y Z. □



5. ZADACI ZA VE�BA�E

ZADACI ZA VE�BA�E

1. Date su dve koncentriqne kru�nice sa zajedniqkim
centrom O. Ako je AB preqnik kru�nice ma�eg polupreqnika,
a PQ preqnik kru�nice ve�eg polupreqnika koji ne sadr�i
taqke A i B, dokazati da je AP ∼= BQ i AQ ∼= BP .

2. Dat je oxtar ugao ∢aOb. Na kraku Oa date su taqke A1 i
A2, a na kraku Ob taqke B1 i B2 takve da je OA1

∼= OB1 i
OA2

∼= OB2. Dokazati da je A2B1
∼= B2A1.

3. Dokazati da su dva pravougla trougla podudarna, ako su
katete jednog trougla podudarne katetama drugog trougla.

4. Taqke P i Q se nalaze sa raznih strana prave p i
podjednako su uda	ene od te prave. Dokazati da je presek
prave p i du�i PQ sredixte du�i PQ.



5. ZADACI ZA VE�BA�E

5. Date su dve koncentriqne kru�nice k1(O, r1) i k2(O, r2).
Ako je AB preqnik kru�nice k1(O, r1) i PQ preqnik
kru�nice k2(O, r2), dokazati da je AP ||BQ.

6. Iz taqke M na bisektrisi ugla ∢xOy povuqene su prave
p||Oy i q||Ox. Ako je p ∩Ox = {P} i q ∩Oy = {Q}, dokazati
da qetvorougao OPMQ ima sve stranice podudarne.

7. Dat je trougao △ABC. Na pravoj AB data je taqka M takva
da je BM ∼= BC i B(A,B,M). Dokazati da je prava CM
paralelna simetrali ugla β.

8. Dat je jednakokraki trougao ABC sa osnovicom AB. Na
pravama AC i BC izabrane su proizvo	ne taqke D i E, tako
da je B(C,A,D) i B(C,E,B) i va�i AD ∼= BE. Dokazati da
osnovica AB polovi du� DE.


