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9. Znaqajne taqke trougla

Znaqajne taqke trougla koje se uvode u osnovnoj xkoli su
centar opisanog kruga, centar upisanog kruga, ortocentar i
te�ixte.

Postoje i druge znaqajne taqke trougla - Fermaova1,
Napoleonova2, �ergonova3, Brokarova4, Nagelova5,
Mikelova6, Fojerbahova7, itd.

1P. de Ferma, francuski matematiqar, 17. vek
2Napoleon Bonaparta, francuski vojskovo�a, 18. vek
3J. D. �ergon, francuski matematiqar, 19. vek
4A. Brokar, francuski matematiqar, 19. vek
5K. H. fon Nagel, nemaqki matematiqar, 19. vek
6A. Mikel, francuski matematiqar, 19. vek
7K. V. Fojerbah, nemaqki matematiqar, 19. vek



9. Znaqajne taqke trougla

Da bismo definisali centar opisanog kruga i centar
upisanog kruga trougla, prisetimo se definicije kruga.

Definicija 5.1. Krug k(O, r) sa centrom u taqki O i

polupreqnika r ∈ R+ u euklidskoj ravni je skup taqaka X
takvih da je OX ∼= r.

Najpre �emo dokazati da se sve tri simetrale stranica
trougla seku u istoj taqki.

Teorema 5.1. Simetrale stranica trougla seku se u istoj
taqki.

Dokaz. Oznaqimo sa sc, sa i sb simetrale stranica AB, BC
i AC redom trougla △ABC. Neka je simetrala sc normalna
na stranicu AB u taqki P i neka ona seqe stranicu BC u
taqki M . Neka je simetrala sa normalna na stranicu BC u
taqki Q i neka je L �ena proizvo	na taqka, takva da su P i L
sa iste strane prave BC.



9. Znaqajne taqke trougla

Ako bi simetrale sa i sc bile paralelne, tada bi suprotni
uglovi ∢PMQ i ∢MQL na transverzali BC bili
suplementni. Kako je ugao ∢MQL prav, sledilo bi da je i
ugao ∢PMQ prav. Tada bi zbir uglova u trouglu △PBM bio
ve�i od 180◦, xto je nemogu�e.



9. Znaqajne taqke trougla

Zato se simetrale sa i sc seku u nekoj taqki O.

Poxto taqka O pripada simetrali sc, sledi da je OA ∼= OB.
Tako�e, poxto O ∈ sa sledi da je OB ∼= OC. Odavde nalazimo
da je OA ∼= OC, xto znaqi da O ∈ sb. Dakle, sve tri
simetrale se seku u istoj taqki O. □



9. Znaqajne taqke trougla

Definicija 5.2. Preseqna taqka simetrala stranica
trougla naziva se centar opisanog kruga.

Preseqna taqka O simetrala stranica ima osobinu da je
OA ∼= OB ∼= OC. To znaqi da su temena trougla △ABC
podjednako uda	ena do taqke O. Dakle, ta temena pripadaju
nekom krugu sa centrom u taqki O.

Definicija 5.3. Krug sa centrom u taqki O, koji sadr�i
sva temena trougla, naziva se opisani krug trougla.

Slika 114. Opisani krug trougla



9. Znaqajne taqke trougla

Kod oxtrouglog trougla, taqka O je unutar trougla.

Kod tupouglog trougla, taqka O je izvan trougla. Kod
pravouglog trougla taqka O je na hipotenuzi. Naime, za
pravougli trougao va�i slede�a teorema.

Teorema 5.2. Taqka O je centar opisanog kruga pravouglog
trougla ako i samo ako se poklapa sa sredixtem �egove
hipotenuze.



9. Znaqajne taqke trougla

Mo�e se dokazati da se sve tri simetrale uglova trougla seku
u istoj taqki.

Teorema 5.3. Simetrale uglova trougla seku se u istoj taqki.



9. Znaqajne taqke trougla

Definicija 5.4. Preseqna taqka simetrala uglova trougla
naziva se centar upisanog kruga.

Ako je S preseqna taqka simetrala uglova, tada je (slika 116)

SP ∼= SQ,

jer je taqka S podjednako uda	ena od krakova ugla γ ( videti
Primer 2.5, Naslov 5-podudarnost trouglova). Tako�e je

SQ ∼= SR,

jer je taqka S podjednako uda	ena od krakova ugla α.

Dakle, taqke P , Q i R su podjednako uda	ene od taqke S. To
znaqi da one pripadaju nekom krugu sa centrom u taqki S.



9. Znaqajne taqke trougla

Definicija 5.5. Krug sa centrom u taqki S, koji dodiruje
sve stranice trougla, naziva se upisani krug trougla.

Slika 116



9. Znaqajne taqke trougla

Visina trougla je du� odre�ena temenom trougla i normalnom
projekcijom temena na naspramnoj stranici. Normalna
projekcija temena zove se podno�je visine.

Slika 118. Podno�je visine

Da bismo definisali ortocentar, dokaza�emo slede�u
teoremu.

Teorema 5.6. Prave koje sadr�e visine trougla seku se u
istoj taqki.



9. Znaqajne taqke trougla

Dokaz. Oznaqimo sa p, q i r prave koje su u temenima A, B i
C normalne na visine AA1, BB1 i CC1 redom trougla △ABC.



9. Znaqajne taqke trougla

Tada je p ||BC, q ||AC i r ||AB, jer su suprotni uglovi na
transverzalama AA1, BB1 i CC1 pravi, tj. suplementni.

Ako bi prave p i q bile paralelne, kako je p ||BC, q ||AC,
sledilo bi da je BC ||AC xto je nemogu�e. Zato se prave p i q
seku u nekoj taqki C2.

Analogno sledi da se prave p i r seku u taqki B2, a prave q i
r u taqki A2.

Tada je qetvorougao BCAC2 paralelogram, jer je BC ||C2A i
AC ||C2B. Kako su naspramne stranice paralelograma
podudarne, imamo da je BC ∼= C2A.

Na isti naqin zak	uqujemo da je BCB2A paralelogram,
odakle sledi da je BC ∼= AB2. Kako je BC ∼= C2A i
BC ∼= AB2, imamo da je C2A ∼= AB2. Dakle, taqka A je
sredixte du�i C2B2.



9. Znaqajne taqke trougla

Istim postupkom se mo�e dokazati da su i taqke B i C
sredixta du�i C2A2 i A2B2 redom.

Sada imamo da prave AA1, BB1 i CC1 sadr�e sredixta du�i
C2B2, C2A2 i A2B2 redom i normalne su na te du�i.

Prema tome, prave AA1, BB1 i CC1 su simetrale stranica
trougla △A2B2C2.

Poxto se na osnovu teoreme 5.1 simetrale stranica seku u
istoj taqki, sledi da se prave AA1, BB1 i CC1 koje sadr�e
visine seku u istoj taqki, xto je i trebalo dokazati. □



9. Znaqajne taqke trougla

Definicija 5.6. Preseqna taqka pravih koje sadr�e visine
naziva se ortocentar.

Ortocentar se nalazi unutar trougla, ako je trougao
oxtrougli. Kod pravouglog trougla, ortocentar se poklapa sa
temenom pravog ugla. Ortocentar se nalazi izvan trougla, ako
je trougao tupougli.

Slika 120. Ortocentar



9. Znaqajne taqke trougla

Slede�a teorema govori o krugu devet taqaka, koji se tako�e
naziva Ojlerov krug ili Fojerbahov krug.

Teorema 5.7. Sredixta stranica, podno�ja visina i
sredixta du�i koje su odre�ene ortocentrom i temenom
trougla, pripadaju istom krugu (krugu devet taqaka).

Slika 122. Krug devet taqaka



9. Znaqajne taqke trougla

Te�ixna du� (medijana) trougla je du� odre�ena temenom
trougla i sredixtem naspramne stranice.

Teorema 5.8. Te�ixne du�i trougla seku se u istoj taqki T
koja ih deli u odnosu 2 : 1.

Slika 122. Te�ixte

Definicija 5.7. Preseqna taqka te�ixnih du�i naziva se
te�ixte.



9. Znaqajne taqke trougla

Za pravougli trougao imamo interesantnu osobinu.

Teorema 5.9. Te�ixna du� koja odgovara hipotenuzi jednaka
je polovini hipotenuze.

Dokaz teoreme 5.9 za ve�bu (Uputstvo: uoqiti sredixte
jedne od kateta, pa iskoristi osobinu sred�e linije trougla).

Kod jednakostraniqnog trougla, sve qetiri znaqajne taqke se
poklapaju, jer se simetrale stranica poklapaju sa
simetralama uglova, i one sadr�e odgovaraju�e visine i
te�ixne du�i.

Kod jednakokrakog trougla, sve qetiri znaqajne taqke su
kolinearne, jer se simetrala osnovice poklapa sa simetralom
ugla pri vrhu i sadr�i te�ixnu du� i visinu koje odgovaraju
osnovici.



ZADACI ZA VE�BA�E

1. Dokazati da dva podudarna trougla △ABC i △A1B1C1

imaju podudarne:

(a) odgovaraju�e visine;

(b) odgovaraju�e te�ixne du�i.

2. Ako trougao ima podudarne dve te�ixne du�i, onda je on
jednakokraki. Dokazati.

3. Dokazati da su trouglovi △ABC i △A1B1C1 podudarni,
ako je c ∼= c1, hc ∼= hc1 i tc ∼= tc1 .

4. Dokazati da se simetrala pravog ugla u temenu A
pravouglog trougla △ABC poklapa sa simetralom ugla
izme�u visine i te�ixne du�i koje odgovaraju hipotenuzi.

5. Odrediti uglove pravouglog trougla △ABC, ako je ugao
izme�u visine i te�ixne du�i koje odgovaraju hipotenuzi
jednak 20◦.


