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PREDGOVOR TRECEM IZDANJU

Ovo. trede, izdanje udzbenika " Osnovne statisticke metode za nematemati¢are”

u nekoliko se pojedinosti razlikuje od oba dosadasnja izdanja. Od vaznijih promjena-

i dopuna valja spomenuti nesto prosirenu diskusiju o nastanku normalne raspodjele,
nadalje kratko poglavlje o Bayesovim principima u vezi s vierojatnosti (a Bayes je
tek vrlo kasno otkriveni autor, koji je dosta uzbudio modernu statisticku publiku),
prikazani su jod neki postupci izraunavanja korelacija i prosireno je poglavlje o
analizi varijance: dodani su postupci za veéinu moguéih situacija, u kojima se
analiza varijance koristi. Buduéi da analiza varijance spada medu najomrazenija
poglavlja za nematematicare, ti dodatni dijelovi dani su u obliku "recepata korak
po korak”, pa s njima ne bi sijelo biti posebnih teskoéa. '

No, neizbjezno je doslo i vrijeme da se nesto iz prethodnih izdanja ispusti: od
prvog izdanja ove knjige proslo je veé Sesnaest godina, i kroz to vrijeme doslo je
upravo u podruéju primjene osnovnih ratunskih postupaka do goleme promjene;
dok smo potetkom osamdesetih godina s odusevljenjem nabavljali prva dzepna
racunala, koja su mogla pritiskom na tipku izracunati drugi korijen nekog broja,
danas prakticki i najjednostavnije dzepno ratunalo ima moguénosti koje daleko

premasuju te zadatke. A buduéi da gotovo i nije vise moguée naéi studenta ili’

intelektualca bilo koje struke koji ne bi posjedovao barem jedno jednostavno dzepno
racunalo, to je dodatak tablica s korijenima (a one su u ovom udzbeniku zauzimale
preko 40 stranical!) postao potpuno suvidan, i te su tablice iz rukopisa izostav-
ljene. (Uostalom, upute za njihovu upotrebu za neiskusnog-su éitatelja bile ponesto
komplicirane, pa je korist od njih bila mozda i manja od ogekivane). .

U Zagrebu, na Novu godinu 1997.
B. Petz
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" Statisticki nadin misljenja jednog ¢e dana
za svakodnevni Zivot gradana postati jed-
nako neophodan kao znanje C¢Citanja i
pisanja.”

H. G. Wells (1866-1946)

Ako se upitamo "5to je statistika”, moZe nam pomod¢i misao jednog statisticara

_na podrucju medicine (Mainland), koji kaze: ”Nijedna definicija ne znaci mnogo
. tako dugo dok nismo proucili ono na éemu radimo — a tada je svaka definicija

gotovo nepotrebna.” A buduéi da ima vise od 100 definicija statistike, zaista je bolje

- da seine po_kixéavamo upustati u to da je definiramo. Uostalom, i bez definicije,

manje-vise ipak svi znamo §to po prilici ona znati: obrada broj¢anih podataka radi

" jasnijeg prikazivanja. (S ovim ”jasnije” mnogi se od vas zasigurno ne slazu!)

. Kao'sto ¢e se kasnije iz teksta ove knjige vidjeti, poceci statisticke metodologije
nastali su iz potpuno prakti¢nih poticaja i problema svakodnevnog Zivota (tj. iz

- problema - na koje su nailazili profesionalni kockari i hazarderi!). No kada su se

matematicari ozbiljno zainteresirali za te probleme, i kada su razradili statistiku
kao granu primijenjene matematike, statistika je postala tesko dostupna &ovjeku,

“koji nije bio ili po profesiji ili po svom "hobiju” matematicar. Mozda je to uzrok

Cinjenice da se u razlicitim drustvenim i prirodnim znanostima statistika jo§ prije
70-80 godina tako malo primjenjivala. (Jedino jedan njezin dio — a taj je upravo
i najmanje povezan sa statistickom metodologijom — unatrag nekoliko stoljeéa
poznat je u znanosti i u javnosti: to su bili razliciti statisticki pregledi broja rodenih
i umrlih, broja oboljelih od neke bolesti i sl.)

Tako se, na primjer, u primijenjenoj psihologiji statistika prvi put pojavljuje
oko 1920. godine, kada su postavljene neke hipoteze o nastanku nesreéa, pa je
predlozeno da se te hipoteze provjere tako §to bi se usporedivalo ono 5to se pod
vidom tih hipoteza moze ogekivati s onim §to se zapravo dogada.

No, ti prvi pokusaji ”prodora” statistike u svakodnevnu praksu i u primijenjenu
znanost, ostali su u potetku bez veéeg odjeka, i tek za Drugoga svjetskog rata,

-+ usporedno s "eksplozivnim” porastom znanstvenih spoznaja na razli¢itim priro-
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dnim i drustvenim podrué&jima naglo prodire i statistieki na¢in misljetija, kako u

primjenu znanstvenih disciplina, tako i u na¢in razmisljanja u problemima bio- .
logije. ekonomije. poljoprivrede, psihologije, sociologije, tehnike, vojnih znanosti,- .’

prometa, trgovine i prodaje, porta — pa €ak i lingvistike, knjizevnosti i drugih
podruéja znanosti. .

Statisticka metodolocn]a postala je u suvremenom Zivotu donekle ¢ak i dio
“opleg obrazovanja” i "opée kulture’, jer je, na primjer, tesko zamisliti danas
covjeka bilo koje struke, ako posjeduje vide, a pogotovu visoko obrazovanje, da mu
ne bi bili poznati, primjerice, pojmovi ”aritmetic¢ke srédine”, "’korelacije’", "’v,arija—
biliteta” i tome sliéno.

Dalkle, svaki je ¢ovjek danas — 1\30 to je to pr oroganski pxedvxdxo H. G. Wells
koijena smo citivali kao moto ovog poglavlja — izloZen situacijama u kojima mu ]e
nntrebno poznavanje nekih osnovnih statistickih pojmova, a pogotovu statistickog
“naéina misljenja”.

Za suvremenog Covjeka, koji se bavi znanstvenim radom, postoje — mogli bismo’

re¢i — Cetiri "razine”, na kojima on treba statistiku:
ture.

trazivanjem ili eksperimentom, radi deskripcije i analize tih rezultata.

3. Poznavanje statlstlke potrebno je u znanstvenom radu radi zakl]ucwan]a iz

konkretnog slu¢aja na ”op¢i zakon”.

4. Poznavanje statistike potrebno je pri planiranju istrazivanja i eksperimenata. .-

Razmotrimo neke primjere za svaku od navedenih "razina”!

Ad 1. Pralenje literature. Drzimo da za ovo podxuqe uopde nije potrebno~
dokazivati potrebu osnovnoga statistickog obrazovanja, jer je malone svaki’

struénjak ¢esto bio u takvoj situaciji da nije mogao razumjeti neke osnovne rezul-
tate istraZivanja iz svoje struke, objavljene u razli€itim struénim i znanstvenim
Casopisima: ti su rezultati sve eSce izneseni u vrlo skracenom obliky; ali zato uz
pomo¢ niza statisti¢kih termina i simbola.

Ad 2. Statistika radi deskripcije i analize. Podrucjem opisivanja konkxetmh'

rezultata, dobivenih prilikom nekog ispitivanja ili mjerenja, bavi se tzv. "deskrip-
tivna” statistika. Njezina je zadata — Sto se dade zakljuéiti iz naziva — da opise
podatke, i to na taj nacin da ih sredi i saZme, kako bi bili §to pregledniji. Bez
takvog sredivanja mnogi podaci bili bi nepregledni, pa se stoga tako &esto i dogada
da potetnik s velikim elanom i marljivoséu skupi mnostvo podataka prilikom nekog
istrazivanja, a nakon toga ne zna pravo to da s njima pocne —te oni Cesto ostaju
u ladici!

Tako, na primjer, antropologa ili lijeénika moZe zanimati visina d]ece odredenog

spola i dobi, ali kad izvr3i mjerenja nekoliko stotina ili tisuéa djece, iz mase pos--
tojecih podataka ne moze se vidjeti praktiéki nista tako dugo dok se. ti podaci’

ne srede i "sazmu” kako bi ih se moglo grafi¢ki prikazati, ili dok se ne izra¢una
barem aritimeticka sredina, kao jedna od vrijednosti koja ”prezentira” te rezultate,
tj. koja nam jednim brojem daje ono 3to je izvrsenim mjerenjem za tu skiipinu
"najtipicnije”. .

1. Poznavanje statistike potrebno je zbog pradenja struéne i znanstvene litera-

2. Poznavanje statistike potrebno je pri obxadl ‘tezultata, pnkuleenlh is-
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Ili, jedan klinicar moze biti zainteresiran za varijabilitet inkubacije za neku
odredenu bolest. Prosjecno trajanje inkubacije mozda mu je poznato. ali njega
mozda upravo zanima s koliko velikim vaerijacijarma u inkubaciji moze racunati.
Drugim rije¢ima, moze i kod neke bolesti, kod koje inkubacija u prosjeku traje,

. recimo, oko 10 dana, biti siguran da do oboljenja neée doéi, ako je od momenta

moguce zaraze proslo mjesec dana (Tako je poznato da za tetanus inkubacija moze
trajati vrlo dugo.) Klinicar ¢e osnovnu informaciju te vrste dobiti iz jedne druge
“reprezentativne” vrijednosti, npr. iz tzv. "standardne devijacije”, koja pokazuje u
kojem se rasponu mogu ocekivati rezultati.

Psihologa ili fiziologa moze zanimati da li pod utjecajem djelovanja alkohola
dolazi kod ¢ovjeka do povecanja varijabiliteta vremena reagiranja, pri ¢emu mozda
prosjecno vrijeme reagiranja ostaje nepromijenjeno. I te podatke dobit ée, naravno,
na isti na¢in, tj. traze¢i neku mjeru varijabiliteta rezultata.

Vrlo se Cesto u praksi pojavi pitanje relativnog polozaja pojedinog rezultata

- medu.svim ostalim rezultatima. Na primjer, ako poliklini¢ki lije¢nik saopéi nekom

roditelju da je njegovo dijete "vilo visoko za svoje godine”, to je doduse tome
J J€ njeg g

" roditelju korisna informacija, ali nije dovoljno precizna, jer roditelja zanima tocan

podatak. No kada bi mu taj lijeénik rekao da je njegovo dijete toliko visoko da

_medu drugom Skolskom djecom istih godina i spola ima samo 2% djece koja su

rastom visa, onda ta informacija predstavlja ve¢ vrlo detaljan opis polozaja tog
djeteta medu drugom djecom. Ili, prilikom klasifikacijskih ispita za upis na neki
fakultet primjenjuje se mozda nekoliko testova znanja. Nekako je uobicajeno da
se rezultati svih testova zbroje i suma bodova svih testova predstavlja konaZan
rezultat tog studenta. Je li to posve ispravno? Saznat ¢emo da nije. Naime, ako
netko, pretpostavimo, dobije 70 bodova u testu, u kojem ispitanici po rezultatima
variraju od 10 do 110, taj mu dobiveni rezultat znagi manje nego kada bi rezultati
varirali od 40 do 80. U ovom, kao i u prijasnjem primjeru, potrebno je, dakle, to¢no
odrediti polozaj svakog rezultata medu ostalim rezultatima, tj. potrebno je znati
"koliko yrijedi pojedini rezultat” — a to se vrlo lako moze postiéi primjenom nekih
Jednostanh statistickih postupaka (izratunavanje " z-vrijednosti” ili izracunavanje
"decila” i sl.).
‘Dalje, mnogo se puta u praksi pojavi pitanje kakav je oblik distribucije neke

- pojave koja nas zanima, tj. kako se ta pojava "rasporeduje” u prirodi. Kao 5to je

poznato najéedca distribucija, s kojom se u Zivotu susreéemo, jest tzv. "normalna
distribucija”, u kojoj nalazimo najvise srednjih, a najmanje ekstremno malih ili ek-
stremno velikih rezultata: istodobno, ta je distribucija simetri¢na. No, to ne mora
uvijek biti take, jer se mnoge pojave rasporeduju i na druge na¢ine. Ako nam je
poznato kako se neka pojava distribuira, mozemo s veéim razumijevanjem inter-
pretirati pojedinacne rezultate. Tako je, na primjer, poznato da se bilirubin u krvi
distribuira asimetri¢no, da se broj nesreéa pri radu takoder distribuira asimetriéno
(jer najveéi broj ljudi ili nema nesreéa ili ima samo jednu, a vrlo mali broj ljudi ima
mnogo nesreca), da promjer ljudskog srca daje nepravilnu krivulju s dva vrha, da
upitnici za ispitivanje stavova obi¢no daju takvu distribuciju u kojoj ima najmanje
"srednjih” rezultata itd.

U deskriptivnu statistiku mogli bismo ¢ak svrstati i jedno od inage vrlo kom-
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pleksnih pitanja, tj. pitanje 5to je "normalno” a §to "nenormalno”. O-tom prob-

lemu mnogo je pisano i raspravljano, i problem zasigurno prelazi granice statistike,
ali se uz pomo¢ statistike i statistickog nagina misljenja problem ipak moze jas-
nije uotavati. Prvenstveno, izraz "normalno” znaéi ono §to je prosjeéng, ili ito je
“najcesée”, katkada "normalno” znatéi “bez bolesnih znakova”, itd.-Na primjer,
povideni tlak kod vedeg broja starijih muskaraca nije "normalan” utoliko 5to je
to znak nekih patoloskih promjena u nekim organima, ali je, s druge strane, "nor-

malan” utoliko §to je "prosje¢ni tlak starijih ljudi visi od tlaka mladih”. No jedan od .
najtezih problema, osobito izrazen u disciplinama koje se bave bolesnim stanjima .

organizma jest pitanje grenice izmedu "zdravog” i "bolesnog”, tj. "normalnog” i
“nenormalnog”. Pitanje uopce nije rjesivo na potpuno zadovoljavajuéi nacin (jer
uvijek postoji znacajno preklepanje simptoma izmedu zdrave i bolesne grupe), ali
neki graficki statisticki postupci osiguravaju nam da s relativno najmanje pogresaka
odredimo gdje se ta granica nalazi. . "

Poznato je da mnoge pojave pokazuju neku manju ili veéu medusobnu za-
visnost: kada je jedna pojava u porastu, u porastu (ili u padu) je i druga, pa
tako do odredene granice mozemo iz neke vrijednosti u jednoj od tih pcjava za-
kljugivati na odgovarajuéu vrijednost u drugoj pojavi (na primjer iz podatka o visini

nekog Covjeka mozemo s odredenom vjerojatno3éu nagadati i o njegovoj vjerojatnoj -

tezini). Ta se pojava naziva korelacijom, i nalazimo je svagdje oko sebe: u korelaciji

su visina i tezina, inteligencija i skolski uspjeh, tjelesna témperatura i-puls, in- .

tenzitet tjelesnog napora i krvni tlak, koli¢ina kise i bujnost vegetacije, starost i
tjelesna snaga, motivacija i radni uéinak, itd., itd. Za psihologa, lijeénika, soci-
ologa i druge struénjake pojam korelacije i te kako je vazan, jer nam — kako je veé
re¢eno — korelacija omoguéuje postavljanje prognoze iz jedne pojave u drugu: sto
je povezanost (korelacija) visa, prognoza je to¢nija. ' )
Ad 3. Zakljucivange iz konkretnog slucaja na "opéi zekon”. Ako smo izmjerili
visinu, recimo, 100 desetogodisnje muske djece u Varazdinu i 100 desetogodisnje
muske djece u Zagrebu, te smo nasli da su u prosjeku zagrebatka djeca visa od
varazdinske, onda — pod pretpostavkom da je mjerenje izvreno bez pogresaka —

nema ntkakve sumnje da su izmjerena varazdinska djeca u prosjeku niza od izmje-

rene zagrebacke djece. Ili, ako smo primijenili neku novu terapiju na odrédeni brdj

bolesnika, i usporedili trajanje bolesti s kontrolnom grupom bolesnika, lije¢enom
na klasi¢an naéin, pa smo nasli da su bolesnici, lije¢eni novim postupkom, ozdravili .

u prosjeku za kraée vrijeme — onda je to kod promatranih bolesnika sigurno tako.
Takoder, ako smo nasli da djeca, koja Zive u teSkim ekonomskim prilikama, u
prosjeku imaju slabiji skolski uspjeh od djece koja zive u obiteljima bez ekonomskih
teskodéa — takoder nema sumnje da je to toéno kod djece na kojoj smo mjerenje
izvrsili. No, nas u ovim sluéajevima zapravo toliko ne zanima jesu li ova konkretna
zagrebacka djeca visa od varazdinske, ili jesu li ovi konkretni bolesnici ozdravili brze
od druge grupe, ili jesu li konkretno ispitivana djeca iz ekonomski ugrozene sredine
slabiji uZenici. Ono §to nas zanima jest ponajprije to mozemo li mi iz tih pojedi-

ulajeva zakljudivati oplenito, tj. mozeme i na temeljn izvrSenog mjerenja

vrénjaka, da nova metoda lijeCenja opcenito u prosjeku skraéuje trajanje bolesti,

iti da su opéenito zagrebatki 10-godisnji djecaci visi od svojih varazdinskih .
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. kao i je li ekonomska ugrozenost opéenito povezana sa slabijim uspjehom djeteta u

koli. :
Kako vidimo, ovdje iz pojedinaénog slutaja zelimo zakljuciti na neku pojavu,
koja je mozda opéi zakon. Drugim rijeCima, u svim takvim sluéajevima (a to je
gotovo redovita pojava pri istrazivackom radu!) mi zapravo zelimo iz pojedinacnog
zakljuéiti na opéenito. . .

_ "Inferencijalna statistika®, tj. onaj dio statistickih postupaka koji nam
omoguéuje stvaranje zakljuéaka, omogucuje nam da ustanovima smijemo li ili ne
smijemo, nadenu pojavu smatrati generalnom, dakle opéevazeéom. Doduse, kao
5to Ge se vidjeti, potpuna, "100%-tna” sigurnost u statistickim je zakljutivanjima
prakticki nemoguéa, ali pri zakljugivanju ipak mozemo postiéi sigurnost koja je
blizu sigurnosti od 100%.

Uostalom, o problemima zakljugivanja u statistici bit ¢e jos govora, i tom je
pitanju posvedeno jedno &itavo poglavlje u ovoj knjizi.
 'Kao 5to se logicki i moze otekivati, inferencijalna statistika je to ”opreznija”
u zakljuéivanju to smo na manjem broju podataka neke rezultate dobili. Napro-
tiv, 5to je broj podataka veéi, to mozemo viSe biti sigurni da dobiveni rezultati
vrijede i "inage”, a ne samo u sluaju koji smo izmjerili. Ali sve to, naravno, pod
pretposté\}kom da je "uzorak” na kojem smo mjerenje izvrili reprezentativan za
grupu kojoj taj uzorak pripada, tj. da uzorak nije "pristran”. Kada bismo, na
primjer, izabrali samo najbolje ugenike iz nekog razreda pa im izmjerili znanje
matematike, onda rezultat, dakako, ne bi bio "reprezentativan” za cijeli razred.
Kada bismo, primjerice, zeljeli dobiti podatak o prosje¢nim osobnim dohocima
iagrebaélcih gradana, pa kada bismo iz telefonskog imenika nazvali svakog 50. pret-
platnika i trazili od njega podatke o dohocima, ¢ak i onda kad bi nam svi upitani
dali to¢ne podatke, ne bi nam dobiveni rezultati dali ispravnu sliku, jer nas uzorak
nije dovoljno "reprezentativan” za pojam ”gradanin Zagreba”: u nadem se uzorku
nalaze sam¢ vlasnici telefona, a mozemo biti sigurni da prosjecni dohoci tih ljudi
nisu jednaki prosje¢nim dohocima onih gradana koji nemaju telefona.

Kako u inferencijalnoj statistici problem uzorka i njegove reprezentativnosti
ima primarno znacenje (jer 'svi zaldjuéci, koje iz dobivenih rezultata izvodimo,
vrijede samo onda ako je uzorak pravilno izabran), mnogi statisticari inferencijalnu
statistiku nazivaju jo3 i "statistikom uzoraka”.

" Ad 4. Planiranje istrazivanja i eksperimenata. Poznavanje statistickih metoda
moze istrazivaéu dosta pomoéi pri planiranju istrazivanja odnosno izrade nacrta
_eksperimenta. Spomenut éemo iz toga podrucja samo dva primjera:

a) pitanje eksperimentalne i kontrolne skupine i

b) pitanje veli¢ine uzorka.

- Kao 3to je poznato, efekt nekoga odredenog djelovanja mozemo provjeriti samo

" onda ako smo istodobno ispitivali i slutajeve bez utjecaja tog djelovanja. Ako nas

anima ima li neki lijek odredeni utjecaj na neku bolest, moramo njegovo djelo-
vanje usporediti sa sluéajevima kada taj lijek nije primijenjen. U eksperimentalnom
radu skupinu na kojoj provjeravamo efekt neke metode nazivamo eksperimental-

. nom skupinom, a onu na koju metoda nije primijenjena, kontrolnom skupinom.

No kontrolna i eksperimentalna skupina moraju biti medusobno sto sli¢nije u svim
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onim svojstvima koja bi mogla imati utJe(al 113 ono 5to 1sp1tu1emo na taj nagin je-- -

clina razlika izmedu obiju skupina bit ée to dit 5110 na jednu primijenili, a na drugu
nismo primijenili neki postupak. Na primjer, i pi-t:jemo li neku novu metodu uéenja
stranog jezika, onda ¢emo tu metodu uspo: :¢it. s efektom neke druge (do sada
upotrebljavane) metode, ali ispitanici ekspe riin: ntalne i kontrolne grupe moraju
biti medusobno §to sli¢niji po starosnoj dobi, §kolskom obrazovanju,.predznanju iz
tog jezika, itd. Jednako tako, ako ispitujemo neku novu kirurgku tehniku, ispitanici
eksperimentalne i kontrolne grupe moraju biti medusobno "komparabilni” po tezini
oboljenja, po starosnoj dobi i drugim faktouma koji bi mogli biti u vezi s boleséu
ili s faktorima rezistencije.

Dok je u laboratorijskim ispitivanjima (relatwno) lakse provestl “takvo iz-
jednatavanje eksperimentalne i kontrolne skupine (jer pri laboratorijskim eksperj-

mentima obiéno mozemo prethodno pazljivo sastaviti kontrolnu i eksperimentalnu’
Utupu od ispitanika sa sli¢nim karakteristikama), dotle je to gesto vrlo tesko provesti

npr. u klini¢kom radu, u praktitnom radu industrijskog psihologa, i uopée u radu

“na terenu”, gdje ne mozemo po volji sastavljati uzorak, nego smo pl‘lSlljenl raditi .

na tzv. pngodnom uzorku, tj. na uzorku kojim jedino raspolazemo.
Jedno od vaznih pitanja pri planiranju nekog istrazivanja — u kojem katkada

dolazi do nesporazuma izmedu potetnika i iskusnog statisticara — jest pitanje

veli¢ine uzorka. Pocetnik, ocekujuéi od statisticara gotove "recepte” za neke svoje

postupke, obi¢no se iskreno razotara kada mu statisti¢ar na njegovo pitanje koliko .-

velik uzorak da uzme za neko istraZivanje, odgovori da — ne zna!

Potrebna veli¢ina uzorka zavisi naime od vise faktora od kojih neki ne mora_]u :

uopce biti poznati prije pocetka pokusa ili istrazivanja. Evo glavnih faktora:

— Zel]ena preciznost rezultata: §to nam je veda preciznost potrebna u nekom
istrazivanju, to je potreban i veéi uzorak.

— Varijabilnost pojave, koju ispitujemo: kada neka pojava uopée ne bi varirala
(tj. kada bi svi clanovi neke populacije imali identi¢nu koli¢inu one karakteris-

tike koja nas zanima), bio bi dovoljan uzorak veli¢ine 1, jer bismo s tim jednim -

podatkom ve¢ znali sve o pojavi koju mjerimo. Iz toga slijedi da je potreban. to
veti uzorak Sto pojava, koju istrazujemo, viSe varira. Kako, primjerice, tovjekova
tezina mnogo vise varira od ¢ovjekove tjelesne temperature (kao to ete vidjeti u
poglavlju "Mjere varijabilnosti”, u tezini ljudi variraju preko 30 puta vise nego- u
tjelesnoj temperaturi!), iz toga slijedi da bi nam za dobivanje podataka o prosjetnoj
tjelesnoj temperaturi (zdravih) ljudi bio dovoljan znatno manji uzorak nego za do-
bivanje podataka o prosje¢noj tezini.

— Frekvencija pojave: §to je pojava, koju ispitujemo, opcenito 17'eda, to je vedi
uzorak potreban; kod vrlo rijetkih pojava potrebni su zato vrlo. veliki uzorci. Evo

primjera: ako bi netko Zelio ispitati neko novo cjepivo protiv pohomlehtlsa, pa-bi,

uzmimo, skupinu od 100 djece cijepio klasi¢nom vakcinom, a drugu, podjednako:
veliku skupinu, cijepio tim novim cjepivom, vrlo vierojatno bi se dogodilo da niu
jednoj ni u drugoj grupi nijedno dijete ne bi oboljelo!

Sli¢na se pojava moze dogoditi pral\tlcarlma (psiholozima ili lijeénicima) kop
u nekoj maloj radnoj organizaciji ispituju, na primjer, razliku izmedu mladih i
starijih radnika u frekvenciji nesreéa pri radu. Naprotw, da smo u prvom slucaju
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uzeli, pretpostavihlo, u svaki uzorak oko 100 000 djece, onda bi se mozda dogodilo
da ih je u uzorku kontrolne grupe oboljelo 15-20, a u uzorku eksperimentalne grupe
nijedno. dijete — pa bismo.na temelju toga, nakon potrebne statisticke obrade —
vierojatno ve¢ mogli zakljuciti nesto o korisnosti novog cjepiva.

Djelomiéno u vezi s pitanjem veli¢ine uzorka jest i pitanje o razlikama u velicini
izmedu kontrolnog i eksperimentalnog uzorka. Jo3 donedavno statisti¢ari nisu ovdje
postavljali nikakve posebne zahtjeve, jer same formule dopustaju da medu uzorcima
budu bilo koje razlike u veli¢ini. No, u novije vrijeme utvrdeno je da je znatno bolje
ako su oba uzorka pribizno jednake veli¢ine (o tome ¢ée jos biti govora u ovoj knjizi
u poglavlju "Razlika izmedu dvije aritmeticke sredine”), pa se u tom slucaju ¢ak
mogt krditi neka pravila u ra¢unima, u vezi s uvjetima, potrebnim za primjenu
neke metode, a da pri tome rezultati ipak budu pouzdani i upotrebljivi.

Sva ova 4 nivoa korisnosti poznavanja statistike rezultiraju glavnom koristi koju
suvremeni covjek ima od statistike, a to je usvajanje statistickog nacina misljenja,

“tj. usvajanje odredene tehnike misljenja i rada, bez koje zapravo nema znanstvenog

niskenja.

Cesto se mogu ¢uti izjave otprilike ovog sadrzaja: "Jedino statisticki obradeni
podaci mogu imati znanstvenu vrijednost.” To je totno, ali to, dakako, ne znati
da statisticka obrada garantire znanstvenu vrijednost podataka. Ili — kako kaze
Blalock — ”statistika moze biti samo pomo¢, ali nikada zamjena za zdrav razum”.
Statisticka je obrada samo metoda obrade podataka, ali nam ona ne moze jamditi
da je skupljanje podataka ispravno provedeno, ili da je ¢itavo istrazivanje dobro
planirano. Bit ¢e jos dosta prilike u ovoj knjizi za primjere koji ¢e pokazati ¢ak
zloupotrebu statistike radi nenamjernog ili éak namjernog zavaravanja javnosti. Jer,
i potpuno izmisljeni podaci, mogu se statisticki obraditi! No za to, naravno, ne treba
optuzivati statistiku, nego onoga tko je primjenjuje; ako netko kirurskim nozem
izvrdi zlo€in i nekoga ubije, nije noz za to odgovoran. Ili, -ako netko uz pomoé
statistike objavi neku laz, mJe za to kriva statistika: statistika ne laze, nego lazu
ljudi:

Katkada mozemo Cuti misljenje da su fizikalne znanosti mnogo ”egzaktnije”
znanosti od znanosti koje se bave zivim bi¢ima (biologija, medicina, psihologija,
sociologija, antropologija i dr.). Ove druge zbog toga se katkada zovu "statisticke
znanosti”. Medutim — prema misljenju Virginije Senders — razlika izmedu jednih
i drugih znanosti sastoji se u sljedeéem:

1. Varijabilnost veéine fizikalnih zakona obitno je tako malena da ne maskira po-
javu koju istrazujemo. Naprotiv, varijabilnost Zivotnih pojava, tj. zivog materijala,
katkada je toliko velika da otezava pronalazenje zakonitosti.

) Druga se razlika sastoji u tome 3to se od onih znanosti koje se bave zivim
bi¢ima, Eesto zahtijeva prognoza o funkcioniranju i ponasanju jednog individuuma,
dok se od fizike rijetko zahtijeva da dade prognozu o jednoj jedinoj molekuli ili
atomu. Kada, na primjer, sociolozi i psiholozi daju prognozu o velikoj skupini ljudi,
oni to ¢ine uspjesno, 5to pokazuju toéna predvidanja o pribliznom broju prometnih
nesreca za neke blagdane, o broju glasaca na izborima i o ishodu glasovanja i sl.
Ali'te znanosti ne mogu dati (osim u nekim rijetkim slu¢ajevima) sigurnu prognozu
Sto ¢e neki odredeni pojedinac uginiti ili sto ée se s njime dogoditi: ako predvidimo
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da ¢e 80% glasaca glasovati za nekog kandidata, mi, na zalost, ne mozemo mnogo

re¢i o tome kako ée neki odredeni pojedinac glasovati; ako znamo da neki novi

lijek u prosjeku vrlo uspjesno lije¢i neku bolest, mi ipak ne mozemo garantirati
da ¢e i pojedinac N. N. biti pomoéu tog lijeka izlijegen. Medutim — misli Senders
— razlika izmedu tih dvaju podruégja znanosti samo je prividna, jer fizicar moze s
velikom preciznoséu odrediti koliko ¢e se od jednog grama radija raspasti u toku
deset godina, ali bi se vrlo zatudio kada bismo mu postavili pitanje neka toéno
kaze kada ¢e se raspasti neki odredeni, toéng definirani atom. A upravo to se Gesto
zahtijeva od drustvenih znanosti i od medicine! (Takav individualni pristup stoga i

nazivamo " klinickim” pristupom, za razliku od ” statistickog” pristupa, tj. pristupa

preko velikog broja.)

Kao sto je poznato, u javnosti u vehkOJ mjeri postoji ” alergiénost” prema stati-
stici, ne samo medu laicima nego Zesto i medu struénjacima razlicitih struka. Na
primjer, kada se studenti nekih drudtvenih ili. prirodno-drustvenih znanosti (socio-
logija, psihologija) iznenade §to moraju sluati i polagati statistiku, oni to cesto
komentiraju rije¢ima da su taj studij upisali upravo zato §to ne vole i ne znaju —
matematiku. Dakle, poistovjeéuju statistiku s matematikom.

No, podimo redom, i poku3ajmo nabrojiti glavne razloge toga negativnog stava
velikog broja ljudi prema statistici. '

1. Iskrivijeno i odveé simplificirano znaéenje pojma "statistika”; mnogi, naime,

taj izraz upotrebljavaju za oznaavanje tabliénog pregleda nekih ispitanih podataka. -

Kada takvi ljudi kazu "imam statisticke podatke”, pokazu vam tablice, u kojima

se pregledno vide sume u svakoj kategoriji! Naravno, takva je "statistika”. do mak-

simuma suhoparna i dosadna, pa je ljudi izbjegavaju. .

2. Mnogi su ljudi frustrirani pred statistikom zbog njezinog za njih nerazu-
mljivog jezika, a narotito zbog nepoznatih simbola, na koje u statistici nailaze. No,
svaka znanost ima svoje simbole, koji nish nista ”ezotericno”, nego predstavljaju
skraceni i prakti¢niji sustav komuniciranja, koji onome koji taj *jezik” poznaje,
predstavlja jednako tako normalne rijeéi kao i sve ostale rijeci. Kao 5tq laika mo-
gu impresionirati izrazi RR, SE, bilirubin, EEG, vitalni kapacitet ili, na primjer,
G-faktor, satijacija, semanticki diferencijal, IE-test (prvi od tih izraza koriste se u
medicini, drugi u psihologiji), tako ga, dakako, mogu impresionirati i izrazi kao to
su, primjerice, varijanca, X, hi-kvadrat, P < 0,05, standardna pogreska i dr., a
koji pripadaju statistici, i nisu nista vise ”ezoteri¢ni” od onih drugih izraza. Treba,
doduse, priznati da poCetnika u statistici moZe osobito obeshrabriti injenica §to svi

statisti¢ki simboli nisu jos uvijek unificirani pa za isti pojam razliciti autori Gesto jo§
upotrebljavaju razli¢ite simbole (na primjer, aritmeti¢ku sredinu neki pisu znakom

M, neki A. M., neki X, itd.). No sli¢cnih pojava, iako vierojatno u maujoj mjeri,
imaiu druglm znanostima.

3. Mnogi ljudi — a to je vjerojatno i glavni razlog alerglcnostl prema statlstICI
— smatraju da je statistiku nemoguce razumgeti i svladati bez znanja matematike!

To, medutim, nije to¢no! Glavni se statisticki principi i na¢in misljenja mogu
usvojiti potpuno logickim putem, a od "matematike” je potrebno znati semo 4
osnovne operacije, dakle zbrajanje, oduzimanje, mnozenje i dijeljenje. Doduse, u
statistickim je ratunima Cesto potrebno vaditi i drugi korijen, no za faj posao
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gotovo u svim satistiékim udzbenicima postojale su tablice u dodatku. A danas za
takve sluc¢ajeve postoje elektronska dzepna ratunala.

U jednoj anegdoti, koju spominje veé prije citirani Mainland, neki matematitar,
koji se specijalizirao u matematici vjerojatnosti, ustvrdio je da znade natin kako
da sprije¢i prehladu: kad bi osjetio da_}nu se sprema prehlada, on bi uvete prije
spavanja'uzeo jedan lijek, i drugog jutra prehlade nije bilo. Njegova supruga je
medutim ustvrdila da to nije nikakav dokaz, jer da on zapravo ne zna §to bi se
dogodilo da taj lijek nije uzeo. Za razliku od svog supruga, ona je — kaze Mainland
— primijenila statisti¢ki nac¢in rezoniranja i ilustrirala ¢injenicu da statistika i nije
dio matematike.

Matematika je potrebna samo za profesionalne statisticare, tj. za one koji stati-
stiku i njezine metode stvaraju, jer oni neke statisticke zakone moraju izraziti
matematickim putem i tako stvoriti formulu pomocu koje se nesto u statistici
izragunava. No matematika nije potrebna za primjenu tih postupaka, dakle za
one koji statistiku koriste samo kao jednu od metoda u svom radu. Sli¢no kaze i
statisticar Levinson: ”Nije moguée biti profesionalni statisti¢ar u doslovnom smislu
terijeci bez dobrog poznavanja vise matematike. No nije potrebno biti profesionalni

'statisti¢ar, pa da bi se znala razlika izmedu dobrih i losih statistickih postupaka, i

da bi se pametno koristile postojece statisticke metode”. Buduéi da statistika ko-
risti postupke koje su izradili matematicari, to je u statistici matematika upadljivija
nego u nekim drugim disciplinama, i to pocetnika zavodi. Pocetnik cesto smatra da
zato §to ne moze razumjeti kako je nastala neka formula koju on koristi, ne moze
razumjeti ni statisti¢ki nagin rezoniranja. No to, naravno, nije tako, sto éemo lako
dokazati:-automobil postoji zato da ga netko vozi; svi poznamo bolje i losije vozace,

_a i one koji — kako kazemo — odli¢no voze. Vjerojatno nema nikoga tko bi ustvrdio
-da odlican vozaé moze biti samo onaj koji potpuno i detaljno razumije konstruk-

ciju i funkciju motora! Jednako tako je i u situacijama u kojima se sluzimo npr.
televizorom, radiom, elektrokardiografom, orto-raterom, mikroskopom, aparatom

" za mjerenje bazalnog metabolizma, itd., itd. Sve te aparate mozemo vrlo korisno

i mudro upotrebljavati a da ne znamo mnogo o mehanici, optici, elektronici, itd.
Uostalom, koliko ljudi znade po kojem principu funkcionira i kako se konstruira
neko PC ratunalo? Pa ako to ne znamo, zar se ne mozemo tim raiunalom wrlo
usp]esno sluziti?!

Dakle, u svim navedenim slucajevima mi razumijemo mozda samo neke os-
novne principe konstrukcije i funkcioniranja pojedinog aparata, ali ono §to treba

- da potpuno razumijemo, to je nacin upoirebe i situacije u kojima takav uredaj treba

upotrijebiti. Takav jednaki zahtjev postavlja se i na "konzumenta” statistike, tj. on
statisticke metode treba s razumijevanjem primijeniti na pravom mjestu. Statisticke

- su metode — kaZe jedan statisticar — za znanstvenog radnika ono §to je alat za
. tesara. On prvo treba nauéiti kako ¢e svoj alat upotrebljavati, a nakon toga moze —

upotrebom tog alata — postiéi lijepe rezultate. Ali sam alat mora biti upotrijebljen

- na pravom mjestu. Obrtnik neée npr. upotrijebiti batié, dlijeto ili malu rezbarsku
pilicu da bi blanjao dasku, niti ée upotrijebiti ¢ekié¢ da bi uvrnuo neki vijak. Jed-

nako tako treba i znanstveni radnik upotrebljavati statisticke metode samo za ono
za 5to su predvidene, i pri tome treba znati sto radi. Upravo u tom zahtjevu katkada

SVEUCILISTE U ZAGREBU
UCITELJSK| FAKULTET
KNJIZNICA
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dolazi do nesporazuma: poneki student, koji je pogrijesio u ra¢unu, buni se §to mu

ta pogreska snizuje ocjenu, jer — kako on kaze — ta pogreska nema veze sa znanjem -

i razumijevanjem statistike. Zaista, ¢esto i nema veze, i u takvim sluéajevima ona
se obiéno i ne penalizira strogo. No, ako ta pogreska dovede do rezultata koji je
besmislen ili logicki naprosto nemogué, a onaj tko je pogresku uéinio, to ne primijeti
— onda se vise ne radi o "¢istoj” ratunskoj pogresci, nego o tezoj pogresci, a Lo;a
se sastoji u tome da zapravo ne znamo i ne razumijemo 5to radimo!

Pocetnika nematematicara donekle u statistici moze obeshrabriti i ¢injenica —
slicna veé spomenutoj pojavi upotrebe razlicitih simbola — da su pojedini statisticki
racunski postupci u razli¢itim statistickim udzbenicima prikazani "razli¢itim” for-
mulama. No, zapravo ne radi se o razli¢itim formulama, nego samo o razligitim
transformacijama iste formule — 5to ¢e matemati¢aru dakako odmah biti jasno,
ali §to nematemati¢ara moze frustrirati. Zaista, ne moramo nematematlcaxa kriviti

ako ne prepozna da je izraz
X (TX)2
N N

1 .
1 et (ol
S VNEX? (X,

isto §to i izraz

ili da 5'/2 znaéi /5, ili da 59 znaci 5i9

U ovoj se knjizi pokuSava osnovne statisticke postupke i principe protumacm sto
je vise moguée logickim putem. Citaoci ¢e katkada naiéi na slucajeve da se iza neke
formule navodi neka druga, prakti¢nija formula, kojom se isti statisti¢ki postupak
moze provesti pa ¢e opravdano postaviti pitanje éemu je prvu formulu trebalo uopée’
navoditi. Medutim, to je uéinjeno u svim onim sluéajevima kada prva formula
logicki slijedi iz dotadasnjih izlaganja. Tek kad je to shvaéeno, opravdano je prijeéi
na drugu, prakticniju formulu, koja zapravo predstavlja matematicki ekv1valent
prvoj formuli.

Ova je knjiga prvenstveno namijenjena onima kojima je "matematika” glavni
razlog zbog kojeg ne vole statistiku. Kao 5to je vec reteno, u osnovnim statisti¢kim
postupcima, koji su prijeko potrebni svakom znanstvenom radniku bilo koje struke,
matematike zapravo nema — iako bi je naravno moglo biti kada b; struénjak zeho
uvijek do kraja shvatiti postanak neke formule. -

Autor ovog udzbenika — i sam nematematicar — stjecao je svmedobno " meto-
dom vlastite koze” iskustva s osnovnim tesko¢ama na koje nematematicari nailaze u
statistici. A kasnije, imao je prilike i na drugim ljudima godinama pratiti, prilikom
nastave statistike, razlicite vrste teskoca s kojima se sukobljuje nematematicar u
susretu sa statistikom. I zato je teskoce ove vrste nastojao prebroditi na najbezbol-
niji natin sluzeéi se — 5to je vise bilo moguée — logic¢kim zakljucwanjem i prakti¢nim
primjerima.

I, na kraju, jos jedna vazna prlmjedba rekli smo da automobil mozemo dobro
voziti i bez nekog narotitog poznavanja mehanike i elektrike njegovih uredaja. Jed-
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nako tako statistiku mozemo vrlo uspjesno upotrebljavati i bez poznavanja mate-
matike. Ali automobil ne¢emo nauéiti uz pomoé éitanja o tome kako se automobil
vozi ili uz pomoé predavanja o toj temi! Automobil treba voziti. Jednako tako svatko
tko ima iskustva s praktiénim radom na nekom osobnom racunalu, veoma dobro
znade da se uspjesna upotreba racunala moze postiéi jedino praksom, tj. estim
radom na racunalu. Isto tako niti statistiku necemo nauéiti samo uz pomoc titanja
knjiga ili slusanja predavanja. I statisticki rad, tj. prakti¢no provodenje pravila i
zakana koje smo logicki-mogli posve razumjeti, jest vjestina koju treba u praksi
uvjezbavati.

U tu svrhu na kraju veéine poglavlja dani su itaocu primjeri i zadade za
vjesbu. Ako zaista Zelite nauciti statisticku metodologiju, onda nemojte zaboraviti

~da ti zadaci postoje upravo zato da biste stekli odredenu "rutinu” u statistickim

viestinama. Na kraju knjige naéi Cete rjedenja tih zadataka, pa cete tako moci
provjeriti do kojeg ste stupnja potrebne vjestine usvojili.



U prvom smo poglavlju spomenuli da je za prakti¢nu upotrebu statistike
potrebno znati samo Cetiri osnovne racunske operacije: zbrajanje, oduzimanje,
mnozenje i dijeljenje. Dogada se katkada da pojedinci to smatraju — matematikom!
Medutim, degradirati matematiku na osnovne ratune — koji se svladavaju veé u
pocetnim. razredima osnovne §kole — bilo bi neopravdano, i zato mozemo ponoviti
tvrdnju da barem za osnove, iznesene u ovoj knjizi, matematika nije potrebna.

- Iz razumljivih razloga, koji su veéinom uvjetovani nadim naéinom Zivota i sus-
tavom Skolovanja na fakultetima, poneki su ljudi, na Zalost, zaboravili i neka os-
novna raéunanja, pa tako, primjerice, imaju teSkoéa pri dijeljenju ili mnozenju
decimalnih brojeva, u radu s razlomcima, pri vadenju korijena (iz tablica) ne mogu
se snaéi kamo- treba staviti décimalni zarez, itd.

Da bi ¢itaoci, prije nego §to potnu s proucavanjem materijala u ovoj knjizi,
provjerili svoje sada3nje znanje osnova ratunanja, naveden je u ovom poglavlju niz
zadataka koje treba rijesiti. Mnogima ée ti zadaci biti infantilno jednostavni. To
bolje! No, ti zadaci nisu pisani za njih, nego za one koji ée na nekima od njih zapeti.

Iza tih zadataka nalaze se rjeSenja. Provjerite jesu li vasa rjeSenja totna. Ako

" nisu, nemojte poéeti proucavati materijal iz knjige tako dugo dok ne obnovite svoje

znanje iz raéunanja, §to ¢e predstavljati mozda nekoliko desetaka minuta vjezbanja
na zadacima -koje lete sami postaviti iz podru¢ja koja vam stvaraju teSkoce.
Dosada3nja moja iskustva na usmenim i pismenim ispitima polaznika brojnih kur-

" seva iz osnovnih statistickih metoda pokazuju da je osnovni razlog pogresnim rezul-

tatima i tesko¢ama u radu upravo u tomu §to pojedinci utine neke osnovne ratunske
pogreske u radu, a koje se ponajcesce sastoje u pogreino postavljenom decimalnom
zarezu, U teskodi oko dijeljenja dva decimalna broja i slicno. U svim tim slu¢ajevima
takvi pojedinci ne mogu, na Zalost, uspje$no primijeniti svoje znanje i razumije-

-vanje statistickih postupaka jer je konacan rezultat rada ipak negativan.

Iza rieSenja zadataka navedena su u svim vaznijim sluéajevima kratka pravila
koja se odnose na natin ratunanja pojedinih vrsta zadataka. Ta ée pravila posluziti
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onima koji su ustanovili da u nekom od ovih podruéja nailaze na ra¢unske teskoée.
No prije nego 5to prijedemo na zadatke, treba vaséistiti s jednom dilemom.
Danas kacda “eksplozivni” razvoj elektronskih ratunala, a medu njima { malih
dzepnih ratunala, napreduje — mogli bismo reéi — gotovo iz dana u dan, mozda
¢e mnogi ¢itatelj postaviti pitanje cemu treba ponavijati ove osnoune racunske ope-
racije kada se one uz pomoé racunala mogu izvesti u trenu. .
Pitanje je opravdano, ali ne potpuno. Prvo, rijetko tko stalno sa sobom nosi

elektronsko dzepno racunalo, i, prema tome, vrlo ¢e se Zesto naéi u SlfudCI]l da -

¢e morati "piesice” izvesti neku racunsku operaciju. A to neée moéi ako je zaista
zaboravio osnove racunanja. Drugo, ako te osnove ratunanja poznajemo i razumi-
jemo, moéi éemo logickim zakljuéivanjem uotiti neke pogreske, koje su nam se u
radu mogle potkrasti, pa makar racun izvodili i uz pomo¢ elektronskog racunala

(npr. postavljanje decimalnog zareza na pogreino mjesto, jer ne postz{vljajuj sva .

ratunala decimalni zarez automatski). Ako je netko gotovo posve zaboravio smisao
kvadriranja, pa bi "pjesice” ili uz pomo¢ elektronskog racunala kvadrirao, na prim-

jer, broj 0,53, i kao rezultat dobio 0,28, moglo bi mu se dogoditi da izgubi mnogo .
vremena trazeéi pogreslku, jer "on se jo3 iz skolskih dana sjeéa da svaki broj, koji |

kvadriramo, postaje veéi nego sto je bio prije”. Ponavljanjem osnovmh pijova i
tehnika rac¢unanja on ée sprijeciti da mu se to dogodl

Ako su nam logicki principi ratunanja dobro poznati, onda zaista nema pravog

smisla vaditi, na primjer, drugi korijen ”pjesice”, ¢ak niti uz pomo¢ tablica, ako
rezultat moZemo dobiti u trenu pritiskom jednog dugmeta na raunalu. Isto je
tako tocno da je dijeljenje dvaju decimalnih brojeva neusporedivo jednostavnije
uz pomoé racunala. Neke formule, koje su u ovoj knjizi navedene (a koje ¢e ne-
matematicar odmah uotiti, jer ¢e mu se &initi "zastraSujuée” i potpuno nera-
zumljive) navedene su upravo vodeéi racuna o tome da se one uz upotrebu kvalitet-
nijih dzepnih kalkulatora mogu vrlo jednostavno koristiti.

21. ZADACI ZA PROVJERAVANJE ZNANJA

1. a)-5-3= d) -8 —(-4) =
b) -5+7= e)5+(-4)=
c)9—-16= fy ~2-(-6) =

2. Zaokruzite ove decimalne brojeve:
a) 37,8 na cijeli broj
b) 115,4 na cijeli broj
c) 0,762 na jednu decimalu

d) 12,849 na jednir decimalu
" e) 6,98 na jednu decimalu
f) 0,0329 na dvije decimale.

3. a)6,35-10=
b) 0,00209-10 =

f) 0,00076 - 100 =
g) 23,247-1000 =

¢) 632-10 = h) 0,0439 1000 = .
d) 8,92-100 = i) 37968,3245 - 1000 =
e) 19,8-100 =

[S13

-1

10

11.

13.

a) 18,76 : 10 = d) 83

5,42 : 100 =
'b) 0,002 : 10 = ¢) 0,071 : 1000 =
¢) 92,3 : 100 = 1) 336,5: 1000 =
182 0,2046
Vo1 501
L. 0,00 1705
b) 0,1 0,001
12,85 p 0:0092 _
< Jor = 0,001

Izvrsite operaciju "kracenja” u ovim razlomcima:
.3 4-3-7 L (2+3)-2
a) 'i‘z‘: b) 2.6 ) (') 4 .

Rijesite se razlomaka u ovim izrazima:

be a
a)a=—; b) 1/2z = y; C)m—%

Tzracunajte:

a) 0,097-7 =

" 1)3,5-2,5=
c) 8,560,034 =

(izratunati na 3 decimale)

o
=
[T
[
Il
(=3
=
~1
~io
Il
o
N
(RN

a)32:1,6 = (izratunati na 1 decimalu)
b) 2,8:392= . (izraunati na 2 decimale)
c) 17,353 : 0,06 = (izratunati na 2 decimale)
a) 3,52 = (na 2 decimale) d) 5% =
b) 0,79° = (na 3 decimale) e) 4° =
c) 0,003 = (na 6 decimala)
7 3 5
L= 2. a) . ==
a) 5 5= 1 a) 1T
3 1 1_
b)8- == b) = 5=
1 6 1 _
T 9137
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14.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

2. PROVJERITE SVOJE ZNANJE IZ OSNOVA RACUNANJA

a) 4 % = c) ;— 2=
. 3 —— 3 O -~
b) 8: _’1' = d) g 9=
a) 1/3 + 2/d = ¢) 2/9-1/3 =
b) 7/8 + 2/16 = d) 3/7-2/8 =
a) V16 = (na 2 decimale) R d) /32,41 = (na 3 decimale)

b) V160 = (na 2 decimale)
c) V6420 = (na 2 decimale)

e) V1,60 = (na 2 decimale)
f) v/0,052 = (na 3 decimale)

2) 16 +8-2= ) (16+8)-2=
b) 16 +8:2= d) (16+8):2=
a) (a+b)?=

b) (a-b)*=

a) V16 +9= ¢) vV25-9=

b) V16 4= A d) V36:0=

Ako su rezultati nekog mjerenja ov1 2, 31 4, pa ako te rezultate oznatimo

slovom X, koliko iznosi:
a) X% (T znadi suma)
b) (X)?

IzraGunajte:
a)2!; b)5sl ¢)o!

2.2, RJESENJA I NEKA OSNOVNA PRAVILA

Stilizacije nekih pravila nisu naroégito precizne u matematickom smlslu :

i treba da posluze samo kao podsjetnik.
a)y =8 b)+2; c¢)-7; d) —4; e)+1; f) +4.

a) 38 b)115 ¢)0,8; d)1238; ) 7,0; f)0,03.

Ako je znamenka koja slijedi iza posljednje koju zelimo zadrzati, veca
od 5, posijednja zadrzana znamenka povecava se za 1.

Ako je znamenka koja slijec: iza posljednje koju zelimo zadriat
manja od 5, posljednja zadrzana znarmenka ostaje kakva jest.

Ako je znamenka, koja slijedi iza posliednje, koju zelimo zadrzati,

totno 5 (bez ostatka, tj. sa samim nulama koje slijede), vrijedi ovaj

" obitaj: ako je znamenka koju treba zaokruZiti neparna, poveéavamo

je za 1, a ako je parna, ostaje kao 3to jest. Prema tome, u takvim
slu¢ajevima zadnja znamenka koju zadrzavamo, mora biti parna.

a) 63,5;  b)0,0209; c)6320; d)892; e)1980; f)0,076;
g) 23247; h)439; i) 37968324,5

Decimalni se broj mnozi s 10 tako da se decimalni zarez pomakne za

jedno mijesto nadesno

-Pri mnozenju sa 100, dec1malm se zarez pomakne za 2 mjesta nadesno,

a pri mnozenju s 1000, za tri mjesta nadesno, itd.

- a) 1,876;- b) 0,0092; c) 0,923; d) 0,8542; e) 0,000071; f) 0,3565.

_ Decimalni se broj dijeli s 10 tako da se decimalni zarez pomakne za

jedno mjesto nalijevo.
Pri dijeljenju sa 100, decimalni se zarez pomakne za 2 mjesta nalijevo,
pri dijeljenju s 1000, za 3 mjesta nalijevo, itd.

a) 1820; b)0,9; c)1285; d)20,46; e)1,705000; f)9,2.
Svaki se bfoj dijeli s 0,1 tako da se pomnozi s 10, a s 0,01 dijeli se

tako da se broj pomnozi sa 100, s 0,001 tako da se broj pomnozi s
1000, itd.

2:1.7
1-2

a) 1/4 b) —14/2=7 ¢ %:5/2=2,5

- Neki broj u brojniku ne moze se kratiti nekim brojem u nazivniku, ako

su brojevi brojnika vezani zbrajanjem ili oduzimanjem sa susjednim
brojevima.

a)ad=be; b)z=2y; c)a ='y(b+d).

) 0,679 b) 8,75 ) 0,20L.

Kad se traZi da ne§to treba "izratunati na 2 decimale”, to znai da

treba ratunatina 3 decimzle, i onda, ako je to potrebno (prema pravi-

lu, navedenom pod 2 ), izvriiti korekturu druge decimale. Dakle, uvi-
jek treba ratunati Jednu decimalu vise nego 5to nam je potrebno za
rezultat.
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10.

11.

12.

13.

14.
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Decimalni broj mnozi se s decimalnim brojem tako da se najprije oba
broja medusobno pomnoze, a u rezultatu se odbroji toliko decimalnih
mjesta koliko ukupno decimalnih mjesta imaju oba broja. -

a) 20,0; b)0,71; «¢) 289,22

Broj se dijeli decimalnim brojem tako da decimalni broj pretvorimo
u cijeli broj, mnozeci ga s 10 ili 100 ili 1000, itd. Ako smo jedan od
brojeva pomnozili sa 100, da bi postao cijeli broj, moramo i.drugi
pomnoziti sa 100. Drugim rijeCima, uvijek oba broja mnozimo istim
brojem (10, 100, 1 000, itd.). Kad je to uéinjeno, dijelimo ih normalnim
postupkom. '

a) 12,25 b) 0,624; c) 0,000009; d) 125; e) 1.

Vrijede pravila navedena pod 6.

35 5 24 4
a)——56, b)F—‘L, C) E.
Razlomak se mnozi s cijelim brojem tako da se brojnik pomn021 s tim
brojem, a nazivnik ostaje nepromijenjen.

15 1 .6 _ 3

—; b) = —=—.
Ve 93T
Razlomak se mnozi s razlomkom tako da se bIO]I‘uk pomnom s broj-
nikom, a nazivnik s nazivnikom.

a)%:l; b21 1 10 5

)5=35 957§

Razlomak se dijeli s razlomkom tako da se brojnik prvog razlomka.

pomnozi s nazivnikom drugog (i to postaje brojnik rezultata), a

nazivnik prvog razlomka pomnozi se s brojnikom drugog razlomka

(i to postaje nazivnik rezultata).

8 32 2 1 3
Z =8 = =10=: it —.

a) 7=8 b) T =105 o5 d)

Razlomak se dijeli s cijelim brojem (ili cijeli broj s razlomkom) tako

da cijeli broj zamislimo kao da je razlomak, tj. da u nazivniku ima 1.

Nakon toga dijelimo prema pravilu navedenom pod 13.

16.

17.

18.

19.

JA¥6_10_ 5 2-3 L
AT T1TE 9 9’
L1442 160 24-14 10 5
b) 5 __16—1’ = =%~

 Razlomak se zbraja s razlomkom ili odbija od razlomka tako da se

najprije nade zajednicki nazivnik, tj. najmanji broj koji je djeljiv

s jednim i drugim nazivnikom. Na primjer, zajedni¢ki nazivnik od

314 je 12, zajednicki nazivnik od 8 i 16 je 16, itd. Racun nakon

. toga izvedemo tako da u brojniku prijasnji brojnik pomnozimo istim

brojem kojim smo morali pomnoziti prijasnji nazivnik.

a) 4,00; b) 12,65; c)80,12; d) 5,693; e) 1,26; f) 0,228.

Osnovni postupak prije vadenja korijena (bilo ratunom bilo iz tablica)
"sastoji se u tom da broj pod korijenom podijelimo u grupice od po

dvije znamenke, poevsi od decimalnog zareza prema lijevo i prema

.desno. Na primjer, broj 139,36, koji je pod korijenom, podijelit ¢emo
. ovako 139, |36. To je vrlo vazno uginiti ispravno, jer npr. /1,63

nalazimo u tablici pod brojem 163, dok /16, 3 nalazimo u tablici pod
brojem 1 630! :

2)32; b)20; )48 d)I12

Prilikom ratunanja uvijek treba najprije obaviti operacije ” viseg stup-
nja” (dakle mnoZenje, dijeljenje), a nakon toga operacije "nizeg stup-
nja” (zbrajanje, oduzimanje). Medutim, ako je zagradom oznageno
da neka operacija nizeg stupnja ide zajedno, npr. (16 + 8) - 2, onda
treba posebno obaviti tu operaciju, pa tek onda izvrsiti operaciju viseg

' stupnja.

a) a +2ab + b% b) a® — 2ab+ b

a)v25=5 b)4-2=38 (ui\/’szés); ¢) V16 = 4;
d)6:3=2 (i V4=2) .

Prilikom vadenja drugog korijena iz niza brojeva povezanih operaci-
jama, ne smijemo vaditi korijen iz svakog broja posebno ako su

-medu brojevima znakovi + ili —. Naprotiv, ako medu brojevima stoje

znakovi - ili :, moZemo vaditi korijen iz svakog broja posebno. Siguran
nadin izbjegavanja pogresaka ovog tipa jest taj da najprije zavrsimo

‘sve operacije pod korijenom, pa tek onda izvadimo iz rezultata drugi

korijen.
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20.
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$X? = 29. Kazano rijeéima, ovaj zadatak glasi' koliko iznosi suma
kvadriranih X'-ova? No u zadatku b) pise (£X)* | a to znati: koliko
iznosi suma X-ova na kvadrat? U nasem primjeru to je 2 +3+4)? =
= 81. Brkanjem ovih pojmova nastaju najcesée pogreske pri stati-
stiékom ra¢unanju kod poéetnika. '

a)2; b)120; c) 1.

Znak ! iza nekog broja zove se "faktorijel” i znaéi da moramo iz;rréiti
operacije mnozZenja, koje se sastoje u tome da taj broj najprije
pomnozimo s brojem koji je za 1 manji od njega, pa nakon toga s
brojem koji je za 2 manJl itd. Na primjer, 5! =5-4.3.2.1 = 120
Valja zapamtiti: 0! =

Dugo sam se.kolebao da li da u svojedobno preradeno izdanje ”Osnovnih
statistickih metoda” ukljugim ili ne poglavlje o osnovnim pojmovima vjerojatnosti.
Glavni faktor, koji je govorio protiv ukljutivanja tog poglavlja jest ¢injenica da
je pojam V_]erOJatHOStl prvenstveno matematicki pojam i da su ga matematicari
rjesavali na matematitki nagin. A statisticki natin misljenja moze se posve dobro
usvojiti i bez poznavanja nekih osnovnih zakona iz podrugja vjerojatnosti. Tocnije
receno, ona vrsta vjerojatnosti s kojom konzument statistike dolazi u svom radu u
kontakt, to.je vjerojatnost koja proizlazi iz povrsine krivulje normalne raspodjele,
i koja — iako se, naravno, radi o istom pojmu "vjerojatnosti” — nije sasvim u
vezi s onim §to se obiéno u statistici obraduje u poglavlju posveenom osnovnim
pojmovima vjerojatnosti.

No odluka o tome da to poglavlje ipak bude ukljuéeno u knjigu napokon je bila
potaknuta time 3to su pitanja vjerojatnosti ovog tipa vrlo prakti¢na pitanja, Zesta u
nekim pedruéjima svakodnevnog Zivota, a pogotovu se esto pojavljuju u razlic¢itim
igrama "na sreéu”, kao §to su igre kartama, kockama, tombole, lutrije, rulet i sl.
Kako i u tom podruéju mnogi ljudi nemaju minimalno predznanje o onome $to bi u
takvim situacijama trebali znati, odluceno je da poglavlje ipak ostane u udzbeniku.

Za one titaoce koji su vige za to zainteresirani, dane su i neke formule, no ako

ste "alergi¢ni” na matematicke formule, nemojte se njima baviti, veé ih jednostavno

preskoéite i proGitajte samo nekoliko primjera koji vas zanimaju. Proéitajte ujedno
i o nekim tipi¢nim pogreskama 3to ih ljudi Cesto ¢ine u vezi s vjerojatnodcu, a koje
su opisane na kraju poglavlja. .
- Ovo je na potetku bilo potrebno reéi jer je itaocu u prvom poglavlju obe¢ano
da osnovne statisticke metode moze svladati s 4 osnovna racuna. To je toéno, i —
kao $to ¢e se vidjeti — viSe od toga zaista nije potrebno.

Vrlo je tesko reéi kada su zapravo zapocela znanstvena istrazivanja vjerojatnosti

" iz kojih su se kasnije razvila glavna podrugja statisti¢kog rezoniranja i statisticke
. metodologije. Znade se da su stari Egipéani veé¢ 3500 godina prije nase ere igrali neke
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igre sli¢ne nasim igrama kockom. Isto se tako znade da je Govjecanstvo u stoljeéima
koja su slijedila imalo veé mnogo iskustva s hazardnim igrama kockama; ali pravilo

da ¢e kod ispravne igrace kocke svaka njezina strana pasti otprilike jednako puta

¢ini se da je relativno novijeg datuma, tj. da datira negdje oko 1560. godine, kada je
talijanski lije¢nik, profesor geometrije i strastveni kockar Girolamo Cardano (1501-
1576) u knjizi "Liber de ludo alea” ("Knjiga o igrama kockom”) napisao, govoreéi
o igracoj kocki: "Svaka polovica stranica kocke pojavljuje se jedhako Cesto ... Na

pum;er ja mogu jednako lako baciti kockom 1, 3 ili 5, kao §to mogu bacm 2,4

ili 6.” Cardano je i izratunao da je vierojatnost svake strane kocke 1/6 j upozorio -

je da to vrijedi samo kod ispravne, tj. "postene” igraée kocke. (Napomen a.
Cardano se inage bavio i astrologijom, u koju je &vrsto vjerovao. Izmedu ostaloga,

prorekao je i dan svoje smrti, i kad je taj dan dosao — da bi potv;*dio tonost svog
proroéanstva — Cardano je potinio samoubojstvo! I tako je posluzio kao ”skolski

primjer” za ono 5to se u znanosti naziva ”proroganstvo koje samo sebe ispunjava”:

najlakse je naime dokazati vrijednost prorocanstva tako da uéinimo toéno ono sto .

nam je proro¢anstvom predvideno.)

Cardanovo otkriée o vjerojatnosti pojavljivanja sval\e strane kocke vrlo se brzo
progirilo medu matemati¢arima (iako mu je knjiga tiskana oko 85 godina. nakon
smrti), 1 Galileo Galilei, koji je objavio svoja " Razmisljanja o igrama kockom” 1620.
godine, veé je posvetio dio svog rukopisa vjerojatnosti razliitih ishoda ako se igra
dvjema kockama. On kaZe ovako: "Buduéi da igraca kocka ima Sest strana, kada

je bacimo, ona moZe pasti na bilo koju stranu ... Ali ako zajedno s prvom kockom

bacimo i drugu kocku, koja takoder ima Sest strana, mozemo dobiti 36 razlicitih
ishoda, jer svaka strana prve kocke moze se kombinirati sa svakom’ stranorn druge
kocke ... §to ¢ini 6 puta 6, tj. 36 kombinacija.”

Nekako u sliéno vrijeme (oko g. 1655) francuski matematlca.rl Blaise Pascal i
Piere de Fermat zapoceli su pismenu diskusiju o zakonima vjercjatnosti kod igrace

kocke, potaknuti pismom §to ga je Pascalu uputio kockar Chevalier de Méré. Taj "

je, naime, kockar zaradio mnogo novaca kladeéi se da ¢ée kod' 4 hacanja igraée
kocke Sestica pasti barem jedanput. On je pri tome rezonirao ovako: ako kocku
bacim jedanput, vjerojatnost Sestice iznosi 1/6, ako je bacim dvaput, vjerojatnost
je dva puta veéa, dakle 2/6, ako je bacim triput, vjerojatnost iznosi 3/6 (50% :
50%), a ako je bacim &etiri puta, vjerojatnost je 4/6. Jako njegov ratun nije bio
todan (jer po toj logici vierojatnost kod 6 bacanja bila bi 6/6, dakle '1, to znaci
apsolutnu sigurnost!), on je ipak zaradio na toj igri veliku svotu novaca, jer stvarna

vierojatnost da ¢e od tetiri bacanja Sestica pasti bar jedanput iznosi 0,52, dakle i -

u ovom slugaju vjerojatnost dobitka je u njegovu korist, Nakon toga on je smislio
novu igru: kladio se da ée pomoc¢u dvije kocke u 24 ‘bacanja baciti barem jedanput
sumu 12 (dvije Sestice). Rezonirao je na isti (pogresan) natin: ako je kod jednog

bacanja dvije kocke vjerojatnost dvije Sestice 1/36 (5to je totno), onda ée kod dva -

bacanja vjerojatnost biti 2/36 (3to vide nije totno), kod 3 bacanja 3/36 ... itd., a

kod 24 bacanja 24/36 ili 2/3, pa to, dakle, znati da je vjerojatnije da éu dobiti, nego-

izgubiti. Na njegovu nesreéu stvarne vjerojatnost da ¢e se u 24 bacanja pojaviti
barem jedna dvanaestica iznosi oko 0,49, pa je prema tome njegova Sansa za dobitak

nesto ispod 50%. I tako je — igrajuéi veliki broj ovih igara — izgubio golem imetak, .
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te se sav ocajan obratio za pomoé Pascalu.

(N apomen a RaCuniza totno izratunavanje tih vjerojatnosti ne pripadaju
medu osnovne zakone, koji ¢e ovdje biti spomenuti, i nisu suvise jednostavni. No,
ako 1ielioga ipak zanima kako se to mozZe izracunati, neka pogleda tumacenje na

. kraju ovog poglavlja).

U ovom ¢emo poglavlju samo letimiéno proéi neke osnovne pojmove vjerojat-
nosti. Zakoni vjerojatnosti nisu uvijek posve jednostavni i razumljivi, i svakodnevno

" iskustvo i logika, koju u Zivotu koristimo, ¢esto nisu u skladu sa zakonima koje

nam daje statistika. No, naravno, "subjektivna vjerojatnost” — kako je zovu po-
jedini statisticari — pripada medu psiholoske, a ne statisticke pojmove, i stoga sa
statistickom (ili matematitkom) vjerojatnosti katkada nema mnogo zajednitkoga.
Ljudi, na primjer, u velini slu¢ajeva vjeruju da ¢e mozda ipak dobiti glavni zgodi-
tak na lutriji, ali prakticki ne vjeruju da ¢e im se dogoditi neka prometna nesreca
— iako je vijerojatnost za nesreéu, na zalost, mnogo veca nego vjerojatnost dobitka
glavnog zgoditka na lutriji!

U ovom, a i u nekim drugim poglavljima, Citalac ¢e naiéi na vie primjera koji
pokazuju kako tovjek katkada nije sposoban da ispravno prosudi neku vjerojatnost.
Na primjer, kada bismo postavili pitanje kolika je vierojatnost da u skupini od 50
ljudi nademo barem dvojicu koji su rodeni istog dana i istog mjeseca, gotovo svatko
¢e.odgovoriti da je ta vjerojatnost iznimno mala. Ali, istina je upravo obratna:

e vjerojatnost da ée se to dogoditi vrlo je velika, ona iznosi oko 97%! (Ve¢ kod

skupine veli¢ine 23 vjerojatnost iznosi 50%!)

No takvi primjeri spadaju veé¢ u-”finese” teorije vjerojatnosti, i mi se njima
uglavnom u ovoj knjizi neéemo baviti. Na kraju ovog poglavlja pokusat ¢emo ipak
protumaditi zasto je Sansa u maloprije navedenom primjeru u vezi s rodendanom
tako velika.

Koliko su Gesto "rafinirani” zakori vjerojatnosti, lijepo pokazuje primjer sto

" ga na pocetku knjizice "Vjerojatnost i sluéaj” (” Wahrscheinlichkeit und Zufall”,

Miinchen, 1973) daje autor Max Woitschach. Ta je njegova knjizica mali programi-
rani udzbenik za upoznavanje zakona vjerojatnosti, i na prvoj stranici autor se
obraéa gitaocu ovim rije¢ima: "Dragi ¢itaoce, biste li smatrali korisnim kada biste
odmah na pogetku neke knjige mogli ustanoviti da li vam se isplati da tu knjigu

_ Citate? Zbog toga mi dopustite da zapo¢nem jednim malim pitanjem:

Molim, vas da zamislite kako neki ¢ovjek 60 puta zaredom baci igra¢u kocku i da
pri tome izbroji koliko je puta dobio svaki od Sest brojeva na kocki. Kad je zavrsio
bacanje, on konstatira jedno od ovoga dvoga:

1. Sest brojeva nisu se pojavili svaki jednako puta, usprkos tome §to su svi
brojevi imali jednaku vjerojatnost pojavljivanja.
2. Sest brojeva nisu se pojavili svaki jednako puta zato $to su svi brojevi imali
jednaku vjerojatnost pojavljivanja.”
Na iduéoj stranici Woitschach kaze:
?1. Ako mislite da se svi brojevi nisu jednako puta pojavili usprkos tome 8to su
svi imali jednaku Sansu — vi obavezno trebate ovu knjigu ¢itati dalje, jer éete naugditi
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da je prakticki nemogucée da se kod veceg broja bacanja svaki broj pojavi jednako-

puta. Potpuno jednaka 3ansa...upravo uzrokuje nejednaku raspodjelu brojeva ...
2. Ako ste smatrali da se svi brojevi nisu jednako puta pojavili zato §to su svi
imali jednaku Sansu, tada vi otito pripadate malom broju onih kojima su osnove

teorije vjerojatnosti poznate, i pitanje je hoée li iduée stranice ita novo pridonijeti

vaSem znanju....” Eto, tako pita Woitschach u svom udzbeniku. A isto pitanje

mogao bih postaviti i ja vama, titaocima ovog udzbenika. Kako ste odgovorili na_-

Woitschachovo pitanje? .

Vjerojatno ste odgovorili odgovorom 1. (Ako jeste, neka vas to'ni najmanje
ne deprimira, jer i mnogi od onih koji dosta dobro znadu statistiku, daju takoder
odgovor br. 1.)

Prema tome, pocnite s ¢itanjem koje Ce vas uvesti u zaista elementarne zakone
vjerojatnosti.

3.1. NAJOSNOVNIJA PRAVILA
Evo nekoliko najosnovnijih pravila:

1. Ako je potpuno sigurno da Ce se neSto dogoditi, onda je vjerojatnost toga do-
gadaja maksimalna, i biljezi se s p = 1. Na primjer, potpuno je sigurno da ée Covjek

koji je danas roden, jednog dana umrijeti. (Dolazi od latinskog "probabilitas” =

vjerojatnost). . ‘

Ako je potpuno sigurno da se nesto nece dogoditi, vjerojatnost toga dogadaja
nije nikakva, i biljezi se p = 0. Na primjer, potpuno je sigurno da Zovjek ne moze
svojim snagama skotiti 100 metara visoko.

APSOLUTNA
1,0 <« daée foviek, koji se danas
SIGURNOST rodio, jednog dana umrijeti
09 -
0,8
ms <« da éemo dobiti zgoditak na
07 lutriji, ako od 4 broja
. 3 dobivaju (0,75)
0,6
SANSA ’
0,5 <« da éemo kod bacanja
50-50 novea baciti »pismo«
0,4
03
0,2
ms & da éemo bacanjem igrace
kocke baciti broj 3
G,1 (16 = 0,17}
APSOLUTNA
0 - < da &oviek moze svojim
NEMOGUCNOST . snagama skodid 100 m

visoko

Slika 3.1. Svi sluéajevi vjerojatnosti nalaze se izmedu zpsolutne
sigurnosti (p=1) i apsolitne nemoguénosti (p=0)
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'sigurnosti (p = 1) i apsolutne nemoguénosti (p = 0)

- Izmedu apsolutne sigurnosti (p=1) i apsolutne nemoguénosti (p=0) nalaze se

svi ostali slu¢ajevi manje ili veée vierojatnosti, kao 3to je to prikazano na slici 3.1.

2. Vjerojatnost da ¢e se izmedu N dogadaja, koji su jednako vjerojatni a
medusobno nezavisni, dogoditi jedan odredeni medu njima jest 1/N.

Na primjer, ako na igradoj kocki postoje Sest jednako moguéih rezultata, vjero-
jatnost da ¢emo kockom baciti broj 3 je 1/6 ili p =0, 17.

1li, vjerojatnost da ¢emo izmedu 32 igrace karte izvuéi pikovu desetku = 1/32,
tj. p = 0,03125 (nesto vide od 3%).

3. Vjerojatnost da ¢e se dogoditi bilo koji od nekoliko moguéih nezavisnih do-
gadaja suma je vjerojatnosti svakoga pojedinaénog dogadaja.

Na primjer: vjerojatnost p da ¢e kod bacanja novca pasti glava ili pismo = 1/2
+ 1/2 = 1. Razumljivo, jer nesto od toga dvoga mora pasti, i to je potpuno sigurno.

Ili, vjerojatnost da éemo jednim bacanjem kocke baciti ili broj 5 ili broj 3 ili
broj 2je 1/6 + 1/6 + 1/6 = 3/6 = 0,5.

'4. Vjerojatnost da ¢ée se zajedno dogoditi dva ili vise nezavisna dogadaja produkt
je vjerojatnosti svakog od tih dogadaja.

Na primjer: vjerojatnost da ¢emo kockom dva puta redom (ili da ¢emo s dvije
kocke istodobno) baciti broj 6 je 1/6-1/6 = 1/36 = 0,028 (ispod 3%).

- Tli, vjerojatnost da ¢emo pet puta redom baciti " pismo” (ili na 5 komada novca
dobiti ”pismo”) = 1/2-1/2-1/2-1/2-1/2 = 1/32 = 0,031. To nam se, dakle,
najvjerojatnijé moze dogoditi u prosjeku samo 3 puta u 100 pokusaja bacanja 5
komada novca (toénije: prosjeéno jedanput u 32 pokusaja).

Upravo na primjerima ove vrste moze se lijepo uotiti covjekova "pristranost” pri
prosudivanju odredenih vjerojatnosti. Evo jednog zadatka koji ¢e vas u to uvjeriti:
Ako jedan komad novca bacimo 6 puta zaredom, koji je od donjih ishoda po vasem
misljenju najvjerojatniji? (G = "glava”, P = ”pismo”):

A G P P G P G
BB G.G G P P P
¢ Pp P P P P P

‘Gotovo je sigurno da ste dali odgovor A. Taj odgovor dali ste zato, 5to iz iskustva
znate da ¢e se kod bacanja novéi¢a najéesée nepravilno mijenjati bilo ”glava®, bilo
”pismo”. No totan odgovor na postavljeno pitanje glasi da je svaki od predlozena
tri ishoda jednako vjerojatan! Drugim rije¢ima, za svaki od njih vrijedi navedeno
pravila da je vjerojatnost ishoda produkt vjerojatnosti svakog pojedinog dogadaja,
‘pa prema tome vjerojatnost ishoda A, B, ili C iznosi 1/2-1/2:1/2-1/2-1/2-1/2=
1/64 = 0,0156. (Ili, vjerojatnost je 0,5¢ = 0,0156.)

Zasto ste se prevarili u odgovoru? (Ne zabrinjavajte se, jer ¢e i mnogi iskusniji
statisticar "upasti u istu zamku™). Prvi nam se ishod &ini najvjerojatnijim zato
5to Ce se kod Sest bacanja novéica zaista najcesée dogadati da kao konacni ishod
dobivamo &as ”glavu a zas "pismo’, ali vierojatnost nekog toéno definiranog ishoda
iznosi 0,0156. Kao §to ce se u poglaviju 7 vidjeti, kod bacanja jednog nov¢ica 6 puta
(ili 6 novéiéa jedanput, ali novEiéi u tom sluéaju moraju biti numerirani) postoje 64
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moguca ishoda. Samo jedan od njih 64 je ishod P P P P P P. i jedan je ishod GG

G G G G, a svi ostali ishodi su ishodi sa barem jednim P medu ostalim G ili barem
jednim G medu ostalim P. Najee3¢i i najvjerojatniji je ishod, u kojem ée se pojaviti
3 puta P i tri puta G, ali to se moze dogoditi u 20 razli¢itih redoslijeda, a svaki od
tih redoslijeda ima JednaI\u \')eIOJatHOSt tj. vierojatnost od P = 0,0156. Brojzano
najvise ima ishoda sa "mijedanim” G i P, i to nas dakako zavodi, pa kazemo: da je
ishod A najvjerojatniji. (U ovom poglavlju bit ¢e jos sliénih primjera). -
Vjerojatnost da cemo najprije kockom baciti broj 3, da ¢emo nakon toga
novcicem baciti ”pismo” i napokon od 4 asa izvuéi ”kalo asa, Jednaka Jje:
=1/6-1/2-1/4=1/48=0,02.

Zakon multiplikacije moZe se lako protumatiti. Ako bacamo dvije kocke, onda

one mogu pasti u ovih 36 kombinacija (I = prva kocka, IT = druga kocka):

I 111 111 1T 111 III
11 21 31 41 51 61
12 22 32 42 52 62
13 23 33 43 53 63
14 24 3 4 44 5 4 6 4
15 25 335 45 55 635
16 26 36 46 56 66

Kako vidimo, od ovih 36 kombinacija samo je jedna kombinacija 6 — 6; to znagi
da je njezina vjerojatnost 1/36, a to je 1/6-1/6. :

N apomena. Do odredene zbrke moze doéi i onda kada, na primjer, um- .

jesto "bacanja 2 kocke” kazemo "bacanje jedne kocke dva puta”. Malo prije smo

izratunali da vierojatnost za dobivanje dvije "Sestice” iznosi 1/6.- 1/6 = 1/36. To

znaéi da ¢emo u 36 bacanja po dvije kocke u prosjeku jedanput dobiti dvije " Sestice”.

Ali ako bacamo jednu kocku, moramo je baciti dva puta da bismo oponasali jed-
nokratno bacanje dvije kocke; iz toga bi proizlazilo da kod bacanja jedne kocke
moZemo na 72 (a ne 36!) bacanja u prosjeku otekivati jedan sluaj pojave dvije
"Sestice” uzastopce (jer 72 bacanja jedne kocke je isto kao i 36 bacanja dvije kocke).
Ali ipak nije tako, nego je jednu kocku.dovoljno baciti u prosjeku 36 puta! No buduéi

da se radi o jednom detalju, ako &itaoca bas naro€ito zanima zato. je to tako, neka

protita tumacenje na kraju ovog poglavlja. .

Evo jo§ jednog primjera: Vjerojatnost da ¢e neki roditelji, koji planiraju ¢etvoro
djece, dobiti 4 kéeri, iznosi 1/2-1/2-1/2-1/2 = 1/16. To ne znaéida ¢emo u prosjéku
na 16 brakova s djecom naéi jedan brak s Eetvoro Zenske djece, nego to naravno

znaéi da éemo na 16 brakova s éetvoro djece naéi u prosjeku 1 brak s 4 kéeri (a’

takoder i 1 brak s 4 sina, pa prema tome na 16 brakova s ¢etvoro djece naci ¢emo
u prosjeku dva braka u kojima je sve €etvoro djece istog spola:) :
Nastavimo dalje nasu diskusiju o razlititim oblicima vjerojatnosti.
Oprez! Ako se zapitamo koja je vjerojatnost da ¢e na jednoj kocki pasti broj 3,
a na drugoj broj 4, ¢ini se u prvi tren da je vjerojatnost takoder 1/36, tj. 1/6-1/6,
ali to je tako samo onda ako definiramo to€no situaciju: na prvoj kocki 3, a na

drugoj kocki 4. Ako je svejedno na kojoj kocki padne 3, a na kojoj 4, onda — kako

‘¢
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vidimo.iz tablice — postoje dvije moguénosti na njih 36, i to: 3-4 i 4-3, pa, prema
tome, vierojatnost kombinacije 3-4 iznosi 1/36 + 1/36 = 1/18.

Koja je vjerojatnost da ¢emo iz skupine od 52 igrace karte izvuéi karo kralja, srce
desetki i tref asa? Oprez, to nije 1/52-1/52-1/52,nego 1/52-1/51-1/50 = 1/132 600
— jer posto smo izvukli prvu kartu, preostalo ih je jos 51, itd. To ¢e se dakle u

" prosjeku dogoditi 1 puta u 132600 pokusaja!

5. Ako netko ima N rhoguénosti da uéini jedan zadatak, r moguénosti da uéini
drugi zadatak, i p moguénosti da uéini treéi zadatak, onda je broj svih moguéih
kombinacija tih triju zadataka N -r - p.

Na primjer: ako jedna igrada kocka moZe pasti na 6 mogucih nacina, a druga
isto na 6 mogudih naéina, onda obje mogu pasti u 6-6 = 36 razli¢itih kombinacija.

Ili, ako netko mozZe birati 10 vlakova na putu Zagreb-Rijeka, a pri povratku
ponovno sve te vlakove, osim onoga kojim je stigao, onda on ima 10-9 = 90
mogucih kombinacija vlakova za odlazak i povratak zajedno.

1li, ako u $portskoj prognozi treba pogoditi rezultate 12 utakmica, od kojih
svaka meze imati tri ishoda (1, 2, 0), onda je moguéi broj kombinacija:

3:3-3-3:3-3-3-3-3-3-3-3=531441

. Dakle, vjerojatnost da ¢emo sluajno pogoditi iznosi 1/531 441 = 0,0000019 5to

. prakti¢ki znaéi 2 na milijun.

1li, ako se u jednom restoranu moze dobiti rucak koji se sastoji od juhe, mesa,
variva i kolaga, a moze se birati izmedu 4 juhe, 3 viste mesa, 5 vrsti variva i 4 vrste
kolaga, onda iz ovog menija moZemo sastaviti 4 - 3 - 5 - 4 = 240 kombinacija.

Ako se brojevi automobila sastoje od 2 slova + 3 broja, a raspolazemo sa 22

" slova i 10 znamenki (od 0 do 9), broj moguéih kombinacija iznosi 22-22-10-10-10 =
. 484 000. No buduéi da ne mogu sve tri-znamenke biti 0, to taj ishod otpada, i to kod

svih kombinacija, a njih ima 22-22 = 484. Dakle, 484 000 — 484 = 483 516. — Mozda
je jos 1 jednostavnije kazati ovako: postoji 22- 22 = 484 kombinacije slova. Uz svaku
kombinaciju moze biti 999 brojeva (od 001 do 999). Dakle: 484 - 999 = 483 516. —

© Buduéi da ovaj primjer priblizno odgovara nasem naginu registriranja vozila, za

nase prilike treba jos uzeti u obzir moguénost samo jednog slova uz 3 broja. Imamo
dakle 22 - 999 = 21978. Iz toga proizlazi da postoji ukupno 483516 + 21978 =
505494 moguée kombinacije. (Toliko za informaciju znatiZeljnima, koji se pitaju
koliko se automobila moze registirati na podru¢ju Zagreba postojeéim natinom
registracije).
6. Ako imamo 4 broja, koliko postop kombinacija kojima ih moZemo poredati?
Evo tih kombinacija (svaka kombinacija prikazana je u jednom stupcu):

111111 222222 333333 444444
223344 113344 112244 112233
342423 341413 241412 231312
434232 434131 424121 323121

Sve te mogude kombinacije mogu se izratunati ovako:

4:3.2-1=24.

To se u statistici biljezi 4!, a ¢ita se "¢etiri faktorijel”. Prema tome, vjerojatnost
da éemo pogoditi neku od kombinacija, iznosi 1/24, ili p = 0,042.
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Dakle, formula za izratunavanje broja svih moguéih kombinacija glasi jedno-
stavno: .

nl : (3.1).

Zamislimo da neka domadica ima na ve€eri osmoro gostiju. Na koliko naéina oni
mogu sjediti oko stola? Prvi gost moze se smijestiti na bilo koju od 8 stolica; kad
je prvi gost smjesten, drugi moze sjesti na bilo koju od preostalih 7 stohca Kada
njih dva sjede, tre¢i moze sjesti na bilo koju od preostalih 6... itd., dakle za svih 8
gostiju postoji 8-7-6-5-4-3-2-1= 8! = 40320 kombinacija, 5to — kako kaze jedan
autor — razjanjava zasto to neku domaéicu moze dovesti do potpune konfuzije!

7. Ako medu n predmeta Zelimo ustanoviti koliko je moguéih pe1mutacua zar

tih predmeta, koristimo formulu:
nl

- D

Na primjer, ako je naSa maloprije spomenuta domacica zabrinuta samo kako

¢ée za stol smjestiti éetvoro od ukupno 8 gostiju, onda éemo to izratunati prema
maloprije navedenoj formuli:

8 8 876
E-al 4" g

(jer ostalo se krati!) = 1680.
Kako vidimo, sada ona ima mnogo manje posla nego prije.

'i'2'1=8.7.6-5

Razumljivo je da se formula (3.2) moze primijeniti i na prljasnp prlmjer tj.

kada je trebalo rasporediti svih 8 gostiju:
8! 8!

_S S _g
D

i time smo ujedno dobili isto kao da smo ratunali prema formuli (3.1).
(Napomen a Neka vas ovaj ratun ne zbuni. Ako ste protitali prethodno

poglavlje, onda znate da 0! iznosi 1.)

8. Ako nam medutim nije vaZan redoslijed ljudi ili stvari (u pn]asn_nrn pr1mJe-

rima redoslijed je bio vazan), ratun je, naravno, opet drugagiji.

Primger: Koja je vierojatnost da izmedu brojeva 1 do 10 izvutemo brOJeve 31 j

57

Kada bi se trazio totan redoslijed, onda bismo to ratunali prema forinuli (3.2);

10!
" ao-2)
samo jedna skupina koja se sastoji od 31 5.
Nama medutim redoslijed nije vazan i time se vjerojatnost ishoda naravno
poveéava. Formula za izragunavanje za ove slutajeve glasi:

n!

= 90. Dakle, postoji 90 mogumh skupina od po dva broja, od kojih je

(3.3)

13 bYl

riin—r17)
pri ¢emu n i r imaju ista znafenja kao t u formuli (3.2). U naSem slufaju s

10!

brojevima imamo dakle: i.‘g = 45.
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Dakle, vierojatnost da ¢emo izmedu brojeva 1 do 10 izvuéi brojeve 313 (ili bilo
koja druga dva, unaprijed definirana broja) iznosi 1/45 = 0,022.

(N apomen a Taj bismo primjer mogli izratunati i drugim na¢inom, tj. uz
pomo¢ "zakona multiplikacije” i "zakona adicije” [vidi totke 3 i 4!]. Vjerojatnost da
¢emo prvo izvuéi broj 3 iznosi 1/10; vierojatnost da ¢emo od preostalih 9 brojeva
izvuéi broj 5 iznosi 1/9. Dakle, vijerojatnost za oba broja je 1/10-1/9 = 1/90. No
isto takva vierojatnost postoji i za drugi redoslijed, tj. prvo broj 5, a nakon toga
broj 3. Stoga vierojatnost da ée [bez obzira na redoslijed] biti izvugeni brojevi 3 i
5 [toénije: 31 5 ili 5 i 3] iznosi 1/90 + 1/90 = 1/45.)

Drugi ‘primjer: U nckom gradu tramvajske karte nose 9 brojeva, a pri
poni§tavanju tih karata (5to vrée sami putnici u kolima), poniste se uvijek 4 broja.
Buduéi da gesto valja mijenjati kombinaciju koja ¢e 4 broja biti ponistena (zbog
kontrole putnika), kolikgl mogudéih '\v'arijacija postoji?

' ! !

Evo odgovora: m =TE = 126. _

(N apomen a U matematici se izraz, prikazan formulom [3.3] naziva "bi-
nomni koeficijent”. Tablica T u Dodatku je tablica binomnih koeficijenata, iz koje
se.za odredeni n i odredeni z (u nasoj formuli to su n i r) moze odmah oéitati gotov
rezultat cijele formule. Takoder u Dodatku je i tablica S, tj. tablica faktorijela.)

Treéi primgjer: Koja je vierojatnost da éemo u nekoj igri pogadanja (npr. loto)
od 49 brojeva pogoditi 6 brojeva (ne ragunajuéi "rezervni broj”)?

" Rjedenje se sastoji u ratunanju svih moguénosti od 6 brojeva medu 49:
49! 49! 49-48-47-46-45-44
L6149 —6)! ~ 6431 6! = 13983 816.
Prema tome, vjerojatnost da ¢emo pogoditi 6 brojeva izmedu 49 vise je nego

" neznatna, iznosi oko 1 : 14 milijuna!

Ovo su bili neki relativno jednostavni primjeri u vezi sa osnovnim zakonima

" vjerojatnosti. U Zivotu katkada nailazimo na situacije u kojima je doista vazno

da §to uspjednije prosudimo vjerojatnost nekog ishoda, a jedno od tih podrugja je
medicine, i to u situacijama procjene vierojatnosti neke dijagnoze.

Posluzit éemo se jednim relativno jednostavnim primjerom, koji ¢emo najprije
rastumaditi bez ikakvih raéuna, tj. posve logickim putem, a iza toga ¢emo ¢itaoca,
k031 je ozbiljnije zainteresiran za to podruéje, uputiti na racunski postupak. Pri
tome ¢e biti vidljivo, da se on svodi na osnovne, nama veé poznate zakone vjero-
jatnosti. -

Pretpostavimo da za neku odredenu bolest postoji potpuno siguran test, tj.
takav, koji u 100% sluéajeva daje pozitivan rezultat, ako ta bolest zaista kod nekoga
postoji. Medutim, taj isti test kod zdravih ljudi nije 100% pouzdan, veé samo 99%,
tj. kod zdravih ljudi on ipak u 1% slutajeva daje pozitivan rezultat, iako taj foviek
nije bolestan od te bo]ostz Pretpostavimo nadalje, da se radi o nekoj rijetkoj bolesti,
d nje obolijeva 1% populacije.

) se taj test ru.;us!u primjenjuje na cbaveznim pregledima puanstva, i ako
jednog dana pregledamo 1000 stanovnika, prema ulestalosti te bolesti u populaciji
ocekujemo da ¢e medu njima biti 1% bolesnih od te bolesti, a to je 10 ljudi. Od
il 990 pregledanih u 1% slucajeva taj Ce test lazno biti pozitivan, a to
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znati kod gotovo 10 njih (toénije: 9,9). Dakle, imat ¢emo ukupno oko 20 pozitivnih
dijagnoza. Iz toga slijedi da e samo oko polovica dijagnoza biti toéna — sto zvucz
dosta razoéarevajude, jer test nam na prvi pogled izgleda veoma sigurun.

A sada ¢emo cijeli postupak provesti racunski, i to uz pomoé nasih osnov nih-

statistickih pravila o vjerojatnosti:
1. Vjerojantnost da ¢e se istovremeno pojaviti oba slucaja, tj. vjerojatnost

bolesti (ona iznosi 1%) i pozitivan rezultat testa (on je potpuno siguran kada bolest *

postoji, pa ta vjerojatnost iznosi 100%) (zalkon multiplikacije):
0,01-1,0=0,01

2. Vjerojatnost, da netko nije bolestan od te bolestl ali ima pozmvan Iezultat '

na tome testu (takoder zakon multiplikacije):
0,99-0,01 = 0,0099

3. Vjerojatnost da bilo koja osoba (bez obzira ima li tu bolest ili ne) dobije
pozitivan rezultat testa iznosi (zakon adicije):

0,01+ 0,0099 = 0,0199-
4. Vjerojatnost da ¢e neki pozitivni rezultat testa biti uz1okovan stvarnim obo-
ljenjem od te bolesti, iznosi:
vjerojatnost bolesti i istodobnog pozitivnog testa
vjerojatnost pozitivnog testa
_ 0,01
T 0,0199

0,5025

Dakle, oko 50% je vjerojatno da osoba s pozxtxvmm testom u_]edno boluJe od te

bolesti.

3.2. BAYESOVI STATISTICKI PRINCIPI

U novije vrijeme u nekim se statistickim udzbenicima mogu naéi odlomci o
Bayesovim poutcima ili principima. Bayes je bio engleski svecenik, koji je zivio
pred 250 godina (!), i koji se pasionirano bavio problemima vjerojatnosti, te je

pronasdao neke zakone, koji se ponesto razlikuju od klasiénog pristupa pitanju vjero-. -

jatnosti. Konkretno, on je izradio matematicke postupke (formule) koji omogucuju
mijenjanje vierojatnosti nekog ishoda pod utjecajem novih informecije. Buduéi da
Bayesov princip danas zauzima kljuéno mjesto u teoriji odlucivanja, postupak éemo
ukratko opisati na jednom jednostavnom primjeru.

Pretpostavimo da imamo skupinu od 50 muskaraca i 50 Zena, i da znamo, da
medu muskarcima 30% njih ima svjetlu kosu, a medu zenama 20%. (Vidi sliku 3.2
za daljnju diskusiju). Ako po &istom slugaju izaberemo bez vidne kontrole jednu od
ovih 100 osoba, onda vjerojatnost da je ta osoba muskarac iznosi 50%. (To je tav.
"priorna” vjerojatnost). No ako nakon toga dobijemo novu informaciju, da izvuéena

osoba ima svjetlu kosu, vierojatnost da je to muskarac sada postaje nesto veée od
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50%..jer muskaraca sa svjetlom kosom ima vise od Zena sa svjetlom kosom. To je

"posteriorna” vierojatnost, a njenu logiku mozemo lako shvatiti prema slici 3.2, na
kojoj vjerojatnosti izratunavamo iz povréine: na slici vidimo da je vjerojatnost da
izmeédu 100 ljudi slucajno izvutemo muskarca P = 1/2, a vjerojatnost da izvucemo
muskarca svjetle kose je 1/2 - 3/10 = 0.15. Takoder. vjerojatnost da izmedu 100
ljudi izaberemo zenu svjetle kose iznosi 1/2-2/10 = 0, 10.
Medu svim ¢lanovima grupe (muskarcima i Zenama) vjerojatnost da se radi o
osobi sa svietlom kosom iznosi:
1/2-3/10+1/2-2/10=0,154+0,10= 0, 25.
Dakle, vjerojatnost da je izabrana osoba sa svjetlom kosom muskarac, iznosi:
vjerojatnost muskarca svjetle kose
vjerojatnost svik uesnika svjetle kose
0,15 _ 0,15
0,15+0,10 O 25

Kalko vidimo, "posteriorna” vjerojatnost sada je veta od ”priorne”, koja je iznosila
0,5.

Ako se nakon toga pojavi nova informacija, npr. da svi muskarci svjetle kose
imaju modre oéi, a od Zena svjetle kose modre oéi ima njih 50%, onda bi podatak da
izvuéena osoba ima modre o€, jo§ vide povisio vjerojatnost da se radi o muskarcu;
prethodno izratunana "posteriorna” vjerojatnost sada naime postaje "priorna”, pa
racunom, izvedenom po logici prethodnog ratuna, dobivamo da vjerojatnost da se
radi o muskarcu, sada iznosi 75%. (Za podrobnije tumacenje Bayesova pristupa
vidi B. Petz: Psihologijski aspekti teorije odlugivanja. — "Policija i sigurnost” br.
5, 1994.)

=0,60

‘1z 12

2/10
3/10

8/10
7/10

50 muskaraca 50 Zena

Slika 3.2. Primjer za Bayesovo izratunavanje vjerojatnosti (vidi tekst!)
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3.3. PSIHOLOSKI UZROCI NEKIM POGRESKAMA KOD
PROSUDIVANJA VJEROJATNOSTI

Na kraju éemo se osvrnuti na dvije zablude na koje mozemo vilo ¢esto naiéi ¢ak
i kod visokoobrazovanil ljudi ako nisu dovoljno upuéeni u zakone vjerojatnosti:

1. Vilo Cesta, gotovo univerzalna, zabluda u vezi s ra¢unom vjerojatnosti sastoji
se u tom da — poznajudi vjerojatnost pojavljivanja neke pojave — oéekujemo da e
se dugo nepojavljivanje te pojave " nadoknadit?” kasnijim pojavljivanjem. Tako npr.
kod bacanja novea — ako netko deset puta zaredom igra na ”pismo™ i svih deset

puta padne "glava” (a vjerojatnost za "pismo” iznosi p = 1/2), takav igra¢ ima

intenzivan osjeéaj da sada "mora” konatno doéi "pismo”, kad se tako dugo nije

pojavilo! Medutim, novéié, rulet, kocka i sliéni relviziti u "igrama slu¢aja” nisy -

Ziva bida i ne mogu pamtiti, pa je, prema tome, vjerojatnost pojavljivanja nekog
ishoda uvijek jednaka, potpuno bez obzira na to sto je prethodilo. Dakle, u nasent
slu¢aju, da je i dvadeset puta prije toga pala "glava”, kod 21. bacanja'vjerojatnost
pojavijivanja "pisma” jednaka je kao i kod prvog, tj. p = 1/2.

Godine 1913. u jednoj igraénici u Monte Carlu ”crno” na ruletu (vjerojatnost da
ée izié¢i "crno” iznosi 0,5) izislo je 26 puta zaredom. Vjerojatnost takvog ishoda je
0,528 = 0, 0000000149, ili — preracunato — jedanput u vise od 67 milijuna okretaja.

Na pogresan zakljutak *nadoknadivanja” (ili — kako to u statistici nazivaju —
g .

"sazrijevanja §anse”) mozemo doéi €ak i kada poznajemo neke zakone vjerojatnosti
(mozda bi se tak moglo reéi ba$ zato Sto poznajemo neke zakone vjerojatnosti).
Evo primjera: jedan je ¢ovjek imao sedmero sinova i otekivao je osmo dijete. On
je dokazivao da ée osmo dijete gotovo sigurno biti djevojcica, jer — rekao je —
vjerojatnost da ée netko imati & sinova zaredom je 0,5% = 0,0039 (dakle oko 4|
slu¢aja na 1000 brakova s osmero djece), pa je, prema tome, veda vierojatnost da
¢éu dobiti kéer, jer je kod nje vjerojatnost 0,5. No, medutim, ta vjerojatnost od
0,0039 vrijedi za svih 8 sluajeva zajedno; ali ako netko veé ima 7 sinova, kod
osmog djeteta vjerojatnost za musko ili- Zensko dijete jednaka je kao i kod svakog
novog djeteta, tj. 0,5 za musko dijete, i 0,5 za zensko. .

(N apomen a. Nezaboravimo da bi svaki drugi unaprijed definirani redosli-
jed, npr. sin, kéi, sin, sin, kéi, sin, kéi, kéi, imao jednako tako malu vjerojatnost,
tj. 0,0039.) ' ,

Drugi vid te iste predrasude sastoji se u tom da vjerujemo da ishod koji se L_1p~-,f

ravo dogodio nakon toga ima "neko vrijeme” manju vjerojatnost da se pojavi. Tako,
na primjer, ako smo iz kutije sa zetonima izvukli, pretpostavimo, broj 45, stavili ga

natrag i Zetone dobro izmijesali, imamo "osjecaj” da je kod drugog izvlagenja viero-

jatnost za svaki drugi pojedinaéni broj veéa nego ponovno za broj 45!.To naravno
nije totno. Identi¢na je pojava vijerovanje, ako se neki ishod nije dugo pojavio, da
je sve veéa $ansa za njegovo pojavljivanje. U spomenutom slucaju u Monte Catlu
1913. godine, velik broj igrata poceo je stavljati velike svote na "crveno”, ocekujuéi
da se *crveno” konaéno mora pojaviti. (U toj igri kasino je zaradio nekoliko mili-

juna franaka!) Sli¢na pojava opazena je kod pilota u 2. svjetskom ratu, kada su'veé -

imali odredeni "staz” u zraénim borbama; izjavljivali su da je sada "na njih dosao
red” da budu oboreni, tj. da je sada vjerojatnost obaranja veca nego kad su kretali
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" na prvi zadatak (iako je objektivna vjerojatnost bila veéa kod prvih letova zbog
njihova manjeg iskustva).

Sli¢na je tome i predrasuda prema nekoj odredenoj “pravilnosti” u rezultatima.
Rijetko ¢e tho u prognozi lota prognozirati recimo brojeve 1, 2, 3. 4. 5. 6. iako
je za pojavljivanje te kombinacije jednake vijerojatnost kao i za bilo koju drugu
kombinaciju od 6 brojeva, npr. za kombinaciju 4, 13. 28, 32, 45, 47. Danas vec
postoji dosta literature o tzv. “subjektivnoj vjerojatnosti”, tj. o tome kako se tovjek
ponada u razlicitim situacijama, u kojima jedino &isti slu¢aj igra ulogu, ili u kojima
sudjeluje i slu¢aj i ¢ovjekova vjestina. Tako je npr. poznato da se veéina ljudi kod
igranja neke igre Cistog slu¢aja ponada kao da ima moguénost utjecanja na rezultat:
ljudi kod bacanja igrace kocke.ve¢inom unaprijed "prognoziraju” koji ée broj baciti,
a mnogo manje su skloni na oklade ove vrste nakon 5to su ve¢ bacili kocku (ali jos
nisu vidjeli rezultat). Ili, poznato je da ako Zelimo kockom baciti broj 1, da éemo
zamahnuti "mekse” i "njeznije” nego ako zelimo baciti broj 6! Takoder je poznato
da smo kod ishoda, koji ovise djelomi¢no o sluéaju, a djelomiéno o nasoj vjestini
i.sposobnosti, skloni da svoje uspjehe pripisujemo koristenju vjestine, a neuspjehe
utjecaju slu¢aja; neki psiholozi misle da su to glavni razlozi zasto su bridz i poker

- tako popularne i obljubljene kartaske igre. Ako imamo ispunjen jedan listi¢ lota, i
ako nas netko upita je li veéa vjerojatnost da éemo na lotu pogoditi svih 6 brojeva
ili da ¢emo stradati u ‘automobilskoj nesreci, vecina nas je sklona tvrditi da je
sansa za dobitak na lotu znatno veéa. (Citalac, koji se zanima za ove subjektivne

“' aspekte vjerojatnosti, neka prolista knjigu Dowiera i Leftera "Risk and chance”,

+ vidi u popisu literature). .

2. Druga predrasuda sastoji se u tome da Eesto smatramo da ée se kod velikog

» broju pokusaja ”jednake Sanse” izjednatiti po broju ishoda. Ako, recimo, dvojica

ljudi igraju igru bacanja novca, jedan igra na "pismo” a drugi na “glavu”, onda
je moguée — po.tom pogresnom.stanovistu — da u 10 bacanja ne ispadne tono

-5 puta- glava i 5 puta pismo, ali u, na primjer, 10 000 bacanja broj glava i pisama

morao bi se prakticki izjednatiti.

; No najvjerojatnije ée se dogoditi uprave obratno! Drugim rijetima, apsolutna
- razlika izmedu takmaca vjerojatno ée postajati sve veda, a smanjivat ¢e se jedino

razlika u proporciji, tj. 5to je vedi broj bacanja, to ¢e postotak ishoda "glava” i

- ”pismo” biti sve blizi odnosu 50% : 50%. Uvjerimo se u to na jednom primjeru:

- ako od 10 bacanja nov&iéa Cetiri puta padne "glava”, onda je proporcija tog ishoda

4/10 = 0,40 (40%), a razlika od ogekivanog broja je 1 (5-4). Ako novtié bacimo

dvjesto puta, mogli bismo, recimo, dobiti sto petnaest puta "pismo”, §to u pro-

porciji zna&i 57,5% (prema otekivanih 50), a apsolutna razlika iznosi 15 (115-100).

Kod 1000 bacanja moze se dogoditi da imamo 520 "pisama” i 480 "glava”. Propor-

cija "pisma” sada iznosi 0,52, apsolutna razlika je 20. Dakle, poveéavanjem broja

- pokusaja proporcija ¢e se — uz povremene varijacije — postupno priblizavati teo-
retski ocekivanom odnosu 50 : 30, ali apsolutne razlike od otekivane frekvencije
mogu biti sve vete i veée. Iz toga proizlazi da onaj koji na kraju neke duge igre

. "gubi, lako moze izgubiti 1nogo vide, nego onaj koji gubi na pocetku igre.
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I na kraju poglavlja dat ¢emo najprije rjedenje problema s 1stodobmm roden-
danom. Medu 350 ljudi, prvi od njih ima moguénost 49 usporedbi s- druglma u
datumu rodenja, drugi ima 48 usporedbi, treci 47, cetvrti 46 ... itd., dakle sansa za
pronalazenje istog datuma rodenja je vrlo velika: 49 + 48 + 47 + 46 + ... + 1 =
= 1225 usporedbi. U 1225 moguéih usporedbi wrlo je vjerojutno da ¢e se nadi isti
datumi rodenja, jer godina ima samo 363 dana. : '

Inage, formula kojom se to izratunava glas1

1 — 365/365 - 364/365 - 363/365...316/365 = 1-0, 03 =0,97.

Dakle, vjerojatnost je 97%.
(Napomen a. U formuli smo operaciju mnozenja proveli — kako se vidi —

pedeset puta [tj. od 365 pa sve do 316], jer raéunamo za 50 ljudi. Ako je u qupl .

npr. 30 ljudi, onda treba mnoziti samo 30 puta.)

I evo, napokon, formule kojom se izratunava vjerojatnost da € se u nekoj’

igri slutaja kod razli¢itog broja pokusaja neki odredeni rezultat pojaviti barem
jedanput: ‘
1-q™. ' (3.4)

U toj je formuli ¢ = vjerojatnost da se taj rezultat nede pojaviti, a m = broj
pokusaja.

jatnost iznosi:
1-(5/6)* —1—0 48 = 0,52.

U drugom sluéaju (barem jedna dvanaestlca u 24 bacanja po dvije kocke) VJGTOJat-
nost je:
1- (35/36) ='1-0,31 = 0,49.

Ovaj jednostavan ratun lako je primijeniti i na druge situacije. Ako. se npr.
zapitamo koja je vjerojatnost da ¢emo izmedu 52 igrace karte u 10 poku3aja izvudi
karo asa, onda ratun pokazuje da vjerojatnost iznosi :

1-(51/52)° = 0,18.

U 100 pokudaja vjerojatnost iznosi veé 0,857, u 200 pokusaja 0,979, a u 300 °
pokusaja 0,997. Koliko treba pokusaja pa da vjerojatnost bude 1?7 Prakiicki

mozemo biti sigurni da bismo na nekoliko desetaka hiljada pokusaja izvukli barem
jedanput karo asa, ali teoretski vjerojatnost postaje sve veéa, ali nikada ne dostize
1! (Kada biste to provjeravali ratunalom koje raspolaze moguénoiéu golemog broja
decimala, mogli biste se uvjeriti da biste dobivali rezultate sa samim dev etkama,
to u beskonaZnost).

I na potpunom kraju ovog poglavlja, evo jos jedne napomene, ali neka ju ¢itaju -
samo "cjepidlake”. Napomena se odnosi na jedan dio primjera iz ovog poglavlja, -

tj. na problem ”36 bacanja po 2 kocke je isto kao 72 bacanja jedne kocke. fako

je ta tvrdnja potpuno totna, ipak treba upozoriti da'se 72 bacanja jedne kocke” -

U prvom slucaju s Méréovim kockama (balern jedna sestlca u 4 bacanja) vjero-
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* ne smije shvatiti doslovno, jer mi imamo 36 serija od po dva rezultata i sa — 36

bacanja jedne kocke! Zvuéi malo ¢udno, zar ne?

No pogledajmo u temu je stvar. Ako 36 puta bacimo jednu kocku, to je naravno
samo 36 rezultata, ali to nije — kako bi se ¢inilo — samo " 18 puta po dva rezultata”,
veé je to 36 puta po dva rezultata. Naime, u nekom nizu brojeva, koji se krecu
recimo od 1 do 36, parovi rezultata su 1-2, 3-4, 5-6 itd, ali takoder i brojevi 2-3,
4-5, 6-7, itd. A ako izracunate sve moguce parove rezultata brojeva 1-36, lako Cete
ustanoviti da sa 36 bacanja imamo toéno 36 serija od po 2 bacanja. Pogledajmo
ponovno tablicu o bacanju dvije kocke, koja je prethodno bila spomenuta: ako sve
brojeve, koji su u tablici, ne gledamo kao skupine od po 2 broja, ve¢ ih napisemo

redom, dobit ¢emo:
1,1,1,2,1,3,1,4,1,5,1,6,2,1,2,2,2,3,2,4,2,5,2,6,3,1,3,2,3,3,3,4,3,
5, 3,6,4,1,4,2,4,3,4,4,4,5,4,6,5,1,5,2,5,3,54,5,5,5,6 61,6, 2,63,

6, 4, 6, 5, 6, 6.
i u tom nizu mozemo otkriti dva sluéaja dviju Sestica medu 72 broja (otisnuti su
kurzivom). A to znaéi prosjetno jedan slu¢aj na 36 brojeva.

Ova diskusija potrebna je zbog slu¢ajeva u kojima se ide na proratunavanje vre-
mena, prosjeéno potrebnog da bi se neki rijetli stu¢aj dogodio. NaJpoznatul pz imjer
za to je veé spomenut primjer iz 1913. godme kada je na jednom ruletu "crno” izaslo
26 puta zaredom. Lako je izratunati koliko je gotovo neizmjerno mala vjerojatnost
da se to dogodi: buduéi da su moguéi ishodi za "crno” ili "crveno”jednaki,to je
vierojatnost ishoda "crno” p = 0,3, pa iz toga slijedi da vjerojatnost 26 uzastop-

. nih ishoda "crno” iznosi 0,5°¢ = 0,0000000149, ili poprilici 1 prema vise od 67
¢ milijuna. :

Iz toga nam se lako dogodi ovaj zakljutak: ako imamo jedan rulet, onda bi se
takav ishod (od serije od 26 "crno”) mogao prosjecno ocekivati na oko 67 miliona
serija od 26 okretanja ruleta. No upravo u takvom zakljucku je pogreska. Kada bi

_ to bilo to¢no, onda bi (prema izvjeStajima strucnjaka, koji tvrde da se u igratnici

rulet prosjetno dnevno zavrti oko 480 puta), to trajalo nekoliko tisu¢a godina! No
kao §to smo veé pokazali u primjéru s bacanjem kocke, u 67 milijuna pojedinaénih
okretanja ruleta mi veé imamo 67 milijuna serija od po 26 ishoda: od 1. do 26.
ishoda, od 2. do 27., od 3. do 28. itd. Prema tome, potrebno vrijeme je 26 puta
krade.



U svakodnevnom se zivotu &esto sluZimo izrazom ”prosjek”, "prosjean” i sl.:
govorimo'o tovjeku ”prosjeéne” visine, o "prosjecnoj” cijeni neke namirnice na
trznici, o "prosje¢nom” broju posjetilaca u nekom kinu ili na nekom stadionu, o
»prosjetnoj” pladi, itd. Tim izrazom obiéno mislimo na neku ”srednju” vrijednost,
koja najbolje ”reprezentira” onu pojavu o kojoj dajemo misljenje, tj. mislimo na
vrijednost oko koje se obi¢no kreée najvise rezultata u toj pojavi. Buduéi da svi
uglavnom znamo da se takozvana aritimeti¢ka sredina rafuna tako da se svi rezul-
tati zbroje i podijele ukupnim brojem rezultata, to — govoreéi o "prosjeku” —
obiéno mijslimo na aritmeticku sredinu. No to ne mora uvijek biti tako, tj. ako nas
npr. zanima prosjeéna cijena neke namirnice, onda imamo bolju informaciju ako
znamo koja je najéeséa cijena te namirnice na trznici, a ako nas zanima prosjecan
broj djece u obiteljima nekog grada, onda je ¢ak logi¢nije da to izrazimo najéeséim
" brojem djece, jer prosjek je testo decimalni broj, i pomalo je i smije3no kazati da
prosjeéna obitelj ima — recimo — 2,4 djece!

”Prosjetan”, dakle, ne znaéi uvijek prosje¢an u smislu aritmeticke sredine. Stoga
¢emo u ovom poglavlju obraditi.neke od najvaznijih mjera "prosjeka” i upozoriti
na-razlike medu njima i na situacije u kojima je pojedina od njih relativno najpri-
kladnija.

.4.1. ARITMETICKA SREDINA

Kao'sto smo veé rekli, jedna od najéedéih i najpoznatijih mjera "prosjeka” je
aritimeti¢ka sredina, i ona ujedno pripada u vjerojatno jedan od najéedée izvodenih
ratuna za statisticke potrebe.

- Osnovna formula za izratunavanje aritmeticke sredine glasi:

SUMA SVIH REZULTATA
BROJ REZULTATA

ARITMETICKA SREDINA =
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i nekim drugim brojem koji je ispod najnizeg rezultata), nas 1. razred obuhvatit
¢ée sve rezultate od 140 do 144 (interval je 3, a ne 4, kako se u prvi trenutak éini,
jer se u tom razredu nalaze rezultati 140, 141, 142, 143 i 144, a to je 5 jedinica), 2.
razred rezultate od 145 do 149, itd., kao 5to je uCinjeno na donjoj tablici.

sto se statistickim simbolima pise:

Y= N +XN+ X5+ +X,

T N ’ .
pri demu X znaéi aritmeticku sredinu, i, X5 ... itd., jesu rezultati od prvog do
zadnjeg, a N = broj rezultata. .

Skraceno se ta formula pise: Razred
_ sx - : 140 - 144
X = N . . (4.1) 145 - 149
pri demu ¥ (Gitaj sigma) znadi sumu. o }gg - igg
Ako smo izvrsili 10 mjerenja pulsa nekog Covjeka i dobili ove vrijednosti: 160 N 164
63, 60,68, 62, 70, 62,63, 61,65, 64, I 165 . 169
onda éemo prema formuli (4.1) izracunati aritmeticku sredinu: 170 - 174
— 063+60+68+62+70+62+4+63+61+65+64 638 . 175 - 179

*= 0 =710 ~ 88 180 - 184
Medutim, kad imamo velik broj rezultata, izratunavanje aritmeticke sredine na ovaj 185 - 189
natin bilo bi vrlo dugotrajno i naporno, i zato se u tom sluaju sluzimo drugim,- 132 - igg

kraéim postupcima. Osnova se tih postupaka sastoji u tome da-se rezultati grupi-
raju u "razrede”, te su svi rezultati unutar jednog razreda. reprezentirani jednim,
rezultatom, tj. sredinom razreda. (Osim toga, grupiranje rezultata u "razrede”
neophodno je kod grafiékog prikazivanja rezultata.) :

Primjer. Uzmimo da smo na jednom ¢ovjeku izvrsili 50 mjerenja vremena reak-
cije i da smo dobili ove rezultate (u tisu¢inkama sekunde):

Kao sto se vidi, svaki iduéi razred po€inje za jednu jedinicu vise nego sto prijasnji
- razred zavrSava. To je potrebno da bi tako bilo to¢no definirano u koji razred spada
'pojedini rezultat. Jer, kad bismo npr.’imali jedan razred 140 - 145, a iduéi razred
145 - 150, onda ne bismo znali u koji razred treba smjestiti rezultat 145! No kako
“u nekim statistikama nalazimo i tako rasporedene razrede, da donja granica nekog
" razreda potinje istim brojem kojim je oznagena gornja granica prethodnog razreda,

196 173 186 189 173 165 167. 160 140 174 180 151
.treba ipak — da bi se izbjegla konfuzija — spomenuti ova dva pravila:

157 164 154 169 190 180 163 157 169 167. 165 160
177 165 157 177 1589 175 166 173 - 185 177 '18.4 183
162 192 174 162 165 172 158 169 146 170 171 169
168  153. :

1. Ako pri odredivanju granica razreda uzimamo istu toénost kojom su izvriena
mjerenja (npr. cijeli brojevi, ako je mjerenje izrazeno samo cijelim brojevima),
onda iduéi razred treba zapoteti za jednu jedinicu mjerenja vise nego §to je
prijasnji razred zavrsio.

Ako zbrojimo sve te rezultate i podijelimo njihovim brojem (prema formuli 4.1);
dobit ¢emo:
x =888 169, 16.
50

Zelimo li aritmetitku sredinu izragunati kraéim postupkom, treba najprije rezultate

grupxran u tzv. "razrede”. Najtesde se broj razreda krece izmedu 10 i 20, ali kao

opée pravilo moze posluziti ovaj princip: §to je broj mjerenja manji, treba i broj

2. Ako granice razreda postavljamo na vecu tocnost od one kojom je izvrseno
mjeren_]e (npr. mjerenje je izvrieno u cijelim brojevima, a granice razreda
postavljamo u decimalama), onda je potrebno da donja granica idudeg
razreda bude jednaka gornjoj granici prethodnog razreda.

Ako je mjerenje izvrieno na tognost od jedne jedinice, onda su primjeri za oba
" pravila ovi:

razreda biti manji i obratno. Prvo pravilo Drugo pravilo

Buduéi da razredi moraju biti jednaki po veli€ini, tj. svaki razred mora obuh- 140 - 144 139,5 - 144,5
vatiti jednako velik interval, to cemo najlakse naci koliko nam otprilike treba - 145 - 149 144,5 - 149,5
iznositi interval razreda, ako "raspon” rezultata podijelimo sa Zeljenim brojem - 150 - 154 149,5 - 154,5
razreda. Rasponom nazivamo razliku izmedu najveleg i najmanjeg rezultata. U 155 - 159 : 154,5 - 159,5
nadem slucaju raspon je 196 — 140 = 56. ' itd. itd.

Uzmimo da smo odluéili raditi s 12 razreda. Dakle, interval ée bitt: 56/ 12 4 67, o o _
§to zaokruzujemo na 5. Ako odlugimo zapogeti recimo sa 140 (a mozerno zapogeti Ako je mjerenje provedeno na to€nost od 0,5 jedinica, primjeri za oba pravila

su ovi: -
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140 - 144,5 . 139,75 - 144,75
145 - 149,5 : 144,75 - 149,75
150 - 154,5 149,75 - 154,75
155 - 159,5 154,75 - 159,75,
itd. : itd.

Kako vidimo, kod 1. pravila postavljali smo granice razreda na istu to¢nost

kojom je izvrieno mjerenje, a kod 2. pravila na veéu tonost. .

Zapravo, "prave” granice razreda 140 - 144 su ustvari 139,5 - 144,53, jer veé kod
myerenja svaki rezultat veéi od 139,5 i manji od 144,5 reglstrxramo kao neki rezultat
izmedu 140 i 144.

Kad smo na opisani naéin dobili 12 razreda, unijet éemo svaki rezultat u odgo-

varajuéi razred, i to tako da ¢emo rezultate biljeziti okomitim crticama, a kad se’
sakupe 4 takve crtice, petim ¢emo rezultatom prekriZiti tu grupu. Na taj natin lako -

¢emo poslije — brojanjem skupina od po 5 rezultata — izbrojiti sve rezultate.
Ako rezultate naseg primjera unesemo u postavljene razrede, dobivamo ovaj
rezultat:

Razred : Frekvencija rezultata
140 - 144 | '
145 - 149 |
150 - 154 |
155-159 W
160 - 164 W |
165-169 T M It

il
f
I
f
l
|

—
D) R R 00 DO OT W

170 - 174
175 - 179
180 - 184
185 - 189
190 - 194
195 - 199
Ukupno 50

Pri unoSenju rezultata u tablice treba biti osobito savjestan, jer naknadno
mozemo kontrolirati samo jesmo li sve rezultate registrirali (suma frekvencija =
N), ali ne mozemo kontrolirati jesmo li svaki rezultat unijeli u odgovarajuéi razred.

Kako iz raspodjele rezultata razabiremo, postoji odredena ”tendencija” da se

rezultati grupiraju oko jedne vrijednosti koja je nekako po sredini svih razreda -
(u naSem primjeru razred 165 - 169), dok su rezultati prema jednom i drugom .

ekstremu ove razredne ljestvice sve rjedi.

Posto smo rezultate na ovaj nagin unijeli u razrede, mozemo prlst‘,upltl
izracunavanju aritmeticke sredine.

To mozemo uéiniti tako da sredinu (X) svakog razreda pomnozimo fzek 'enci-
jom pojedinog razreda (f) i da sumu tih umnozaka podijelimo brojem rezultata

‘TfX :

S
pravo zbrajali sve rezultate u tom razredu. Na primjer, u razredu 155 - 159 imamo

. Mnozeéi sredinu svakog razreda s frekvencijom toga razreda, mi smo za-

“glasi:
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5 rezultata. Kako vidimo, mi svih 5 rezultata u ovom sluéaju identificiramo s jed-

nom vrijednosti, tj. sa sredinom razreda. Prema tome, mozemo zamisliti kao da u

" tom razredu imamo ovih 5 rezultata: 157, 157, 157, 157, 157. Sumu tih rezultata

mozemo dobiti tako da ih ZblO]lmO a 1 tako da sredinu razreda pomnozimo sa
frekvencijom: 157 puta 5.
Prema tome, formula za izratunavanje aritmeticke sredine po ovom postupku

- TfX
XN = N

(4.2)

"Ta formula zapravo predstavlja isti princip kao 1 naSa osnovna formula

—  LX\ . . - . . .
X = —I\JT , jer se i ona — kako vidimo — svodi na to da zbrojimo rezultate i

podijelimo ih s brojem rezultata.
Na3 bismo primjer prema tome izracunali ovako:

Sredina razreda frekvencija

(X) (f) (fX)
142 "1 142
147 1 147
152 3 456
157 5 785
162 6 972
167 12 2004
172 8 1376
177 4 708
182" 4 728
187 3 561
192 2 384
197 1 197
“SFX = 8460
X:X%X=swwm=1w@.

Medutim, i u ovom postupku moramo &esto raunati s velikim brojevima, sto
mozemo izbjeéi ako u svrhu olak3avanja ratunanja odredimo jednu ”provizornu”

©.ili "privremenu” aritmeticku sredinu, pa ratunamo samo koliko ostali rezultati

odstupaju od te sredine, i onda provizornoj aritmeti¢koj sredini dodamo prosjek
svih odstupa.nJa Na primjer, ako imamo ovih deset rezultata:

, 6,5,5,3,4,5,7 5, 10,

pa uzmemo 5 kao provizornu aritmeticku sredinu, onda imamo ova odstupanja od
te sredine:
’ 0, +1, 0, 0, =2, =1, 0, +2, 0, +5

Suma ovih odstupanja iznosi +5, a njihov prosjek +5/10 = +0,5.
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Taj rezultat dodamo provizornoj aritmetickoj sxedml da bismo tako doblh prav u’
aritmeticku sredinu: .

X=5+0,5=5,5.
Tom istom logikom moZemo jednaki postupak primijeniti kod nasih rezultata ras-
poredenih u razrede. :

odstupanja
X f odstupanja puta
: frekvencija
142 1 -25 -25°
147 1 . =20 -20
152 3 -15 -45
157 5 - -10 ‘ -50
162 6 -5 -30
Xor 12 0 - -170
172 8 5 40 -
177 4 10 40
182 4 15 . 60 -
187 3 20 60
192 2 25 : 50
197 1 30 _ 30
+280

280 - 170 = +110 -

Kao provizornu srednju vrijednost X o izabrali smo'167 (a mogli smo — naravno
— izabrati i bilo koji drugi razred). Za svaki razred izratunali smo koliko odstupa
od provizorne sredine, i ta smo odstupanja pomnozili s frekvencijama (jer u svakom

razredu nemamo samo jedno odstupanje, ve¢ f odstupanja!). Suma svih odstupanja -

iznosi 280 - 170 = +110, a prosjek tih odstupanja je +110/50 = +2,2.
Prema tome, aritmeticka sredina bit ¢ée 167 + 2,2 = 169 2. Iz toga slijedi da se
X moze izratunati i prema formuli:
suma odstupanja y
X=X+ —N—“ : (4.3)
I, konano, najkraéi, zato i najcesce, upotrebljavni postupak sastoji se u tome
da ratunanje jos viSe skratimo: umjesto da odstupanja ratunamo u apsolutnim
razlikama, mi ih raéunamo u jedinicama intervala, tj. ratunamo "odstupanje za 1

interval®, "za 2 intervala”, "za 3 intervala”, itd., a sve ostalo ra¢unamo kao i u -
proslom primjeru. Buduéi da smo odstupanja racunali u intervalima (dakle svako -

odstupanje dijelili smo s intervalom:
X —Xpr

K3
bismo dobili realni broj, koji treba dodati provizornoj aritmetickoj sredini. Prema .

tome, formula za izraunavanje aritmeticke sredine, po skra¢enom pestupku, ‘imat
¢ée ovaj oblik: |

v _ v Tfg ) ’
,X—JXpr-l-( N ~z>, ) (44)

), moramo konaéni prosjek odstupanja- pomnazztz s intervalom da .
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pri ¢emu Ypr znati provizornu aritmeticku sredinu, a z’ je inervalna udaljenost

‘pojedinih razreda od provizorne aritmeticke sredine:

o= X —..\.’p,

[

Za laksu orijentaciju, ¢itav éemo "skraleni postupak” izracunavanja aritmeticke

sredine opisa,t»i u ovih 6 operacija:

1."Nadi éemo za svaki razred sredinu razreda (.\X'). To ¢emo dobiti tako da zbro-
jimo donju i gornju granicu razreda, i zbroj podijelimo sa 2. Npr. sredina
naseg prvog razreda je (140 + 144) : 2 = 142.

2. Izabrat ¢emo "privremenu aritmeti¢ku sredinu” (X pr), a kao privremenu ari-
tmeticku sredinu mozemo uzeti sredinu bilo kojega razreda. Najprakticnije
je ako odaberemo onaj razred u kojem ima najvise rezultata.

3. Naéi ¢emo za koliko je intervala udaljena sredina pojedinog razreda od
privremene aritmeticke sredine (z').

4. Dobivene brojeve (z') pomnozit ¢emo s frekvencijom (f) pojedinih razreda
(fz') i te éemo rezultate zbrojiti s obzirom na predznak (Zfz').

. Dobivenu sumu podijelit éemo s b1 ojem rezultata (V) i pomnoziti intervalom:
> fz

N
6. Vrijednost dobivenu pod to¢kom 5. algebarski ¢emo pribrojiti privremenoj
aritmetickoj sredini, tj. ako je ta vrijednost pozitivna, onda éemo njezin iznos
dodati, a ako je negativna, tada ¢emo njezin iznos oduzeti od privremene ari-
tmeticke sredine.

[<)]

Prema tome, gitav éemo taj postupak unijeti u tablicu i izraditi kao §to je
prikazano:

Sredina Intervalna udaljenost
razreda Frekvencija X od X
(X) () (=) fz'
142 1 -5 -5
147 1 -4 —4
152 3 -3 -9
157 5 -2 -10
- 162 6 -1 -6
167 (Xpr) 12 0 : -34
172 8 1 8
177 4 2 8
182 4 3 12
187 3 4 12
- 192 2 b] 10
197 1 6 6
’ N =50 . +56

Tfr' = +56 — 34 = +22
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Efz

1= +22/00 5=+42,2

(2
N

X=X, + z) =167+2,2 = 169, 2.

Kao 35to vidimo, rezultat se tek neznatno razlikuje od onoga kop smo dobili

pomo¢u formule (4.1).

Male razlike izmedu X izracunate prema formuli (4.1) i formuli (4.4), koje'

katkada nalazimo, uzrokovane su time 3to u skra¢enom postupku sve rezultate unu-
tar pojedinog razreda identificiramo s jednim rezultatom, tj. sa sredinom razreda.
Kada je u razredu samo mali broj rezultata, onda njihova aritmetiéka sredina moze
znatnije odstupati od sredine razreda. ' . :

Kao i u svakom ra¢unu, tako je i pri izratunavanju aritmeticke sredine po
skradenom postupku potrebno provesti kontrolu ratuna. U ovom sluéaju vrlo pre-
porucljiv postupak kontrole sastoji se u tom da se kao privremena aritmeticka

sredina odabere sredina nekog drugog razreda. Na taj ée nadin vrijednosti ', fz' i °
T fz’ biti promijenjene, a konagan rezultat — ako smo ispravno radili — mora biti

potpuno jednak.

4.2. ZAJEDNICKA ARITMETICKA SREDINA

Cesto se u praksi dogada da smo neku pojavu izmjerili nekoliko puta i svaki
put smo izratunali aritmeticku sredinu iz vise mjerenja. Ako konagno Zelimo dobiti
zajednicku aritmeticku sredinu svih tih mjerenja, ne smijemo zbrojiti aritmeticke
sredine i podijeliti ih njihovim brojem (osim u slu¢aju kad su sve aritmeticke sredine
dobivene iz jednog broja mjerenja), jer aritmetitka sredina je, kao teziste rezultata,

osjetljiva na vrijednost i broj rezultata. Prema tome, zajednicka bi aritmeticka sre- -

dina mogla zbog jedne ekstremne aritmeticke sredine biti znacajno "pomaknuta”.
No ako je ta pojedinagna aritmeticka sredina dobivena iz malog broja mjerenja, ona
u ukupnom broju mjerenja ne bi smjela imati znacajniji utjecaj. Kako je osnovna

=F 4Y .. . . . - . PRSP
formula za aritmetitku sredinu X = —, slijedi da bi zajednitka aritmeticka sre-.

... suma svih rezultata L= IX ;
dina morala biti: — —. Ako je X = , onda NX = XX, pa
ukupan broj mjerenja N 4
¢emo prema tome zajednitku aritmeticku sredinu izratunati prema formuli:
NX1+ NaXz+...4+ No Xy .

Zajednicka X = A AT——

Time smo postigli isti efekt kao da smo izradunali X iz svih pojedina¢nih rezul-

tata naSih mjerenja. Primjer. Neko smo mjerenje. ponavljali $est puta i dobili ove

rezultate:

1. mjerenje 2. mjerenje 3. mjerenje 4. mjerenje 5. mjerenje 6. mjérenje'
=20,5 X,=220 X3=23,1 X;=22,2 X5=228 X3=22,6
Ny =5 Ny =40 N'3=17' Ny =35 Ny =19 "Ng =25
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Z(Lje(lnic'ka X=
20,5+40-22 4+ 17-23,1+35-22,2+19-22,8+25-22,6

5+ 4o+1/+3H19+73
= 3150,4/141 = 22, 34.

" 4.3. NEKE DRUGE MJERE CENTRALNE TENDENCIJE

Osimz aritmetitke sredine upotrebljavamo katkad i druge mjere centralne tenden-
cije, i to prvenstveno onda kad zbog razli¢itih razloga nije preporuéljivo izracunavati

- aritmeticku sredinu. Jedan od glavnih razloga sastoji se u tom da katkada moramo
.uzeti u radun i-neke vrlo ekstremne vrijednosti koje bitno mijenjaju aritmeticku

sredinu. Kao 5to se veé iz same osnovne formule za izratunavanje aritmeticke sre-
dine vidi (T = —_‘\‘r ), na aritmeti¢ku sredinu djeluje vrijednost rezultata.
I
Na primjer:

Rezultati mjerenja (a) Rezultati mjerenja (b)

6 6

5 5

5 5

5 5

3 3

4 4

5 5

7 7

5 5

5 _ 15
~50/ 5,0 X =60/10= 6,0

‘Kako vidimo; zadnJl rezultat od 15 koji je jedina razlika izmedu mjerenja a)ib),
"navukao” je aritmeticku sredinu s X =5 na X = 6. Zbog toga 3to na aritmetitku
sredinu- djeluje vrijednost rezultata, ona je nazvana i teZistem rezultata; drugim
rije¢ima, "tezina” rezultata (koja se otituje u njihovom odstupanju od .X) iznad i
ispod aritmeticke sredine uvijek je jednaka ili, kako kazu statisticari, ”aritmeticka
sredina je toCka oko koje suma pozmvmh i negativnih odstupanja iznosi nula”.
(Vidi o tome sliku 6.7.)

_Najpoznatije od tih drugih mjera su centralna vrijednost (ili medijan), domi-
nantna vrijednost (ili modalna vuJednost) geometrijska sredina i harmoniéna sre-
dina.

4.3.1. - Centralna i;rijednost

Centralna vrijednost (C) je vrijednost koja se u nizu rezultata, poredanih po velicini,
nalazi toéno u sredini.
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Primjer: Ako u jednom mjerenju dobijemo ovih 11 rezultata:
79 4 7 8 7 100 6 6.9.8,
pa ih poredamo po veliini, dobivamo:
4 6 6 7 7 7.8 8 9 9 10

Buduéi da imamo 11 rezultata, srednji rezultat je Sesti rezultat '(jer imamo 3.
rezultata ispred i 5 rezultata iza njega), pa je, prema tome, u nasem sluéaju C = 7.
Kalko se vidi, poloZaj rezultata koji zauzima centralna vrijednost, mozemo odre-
diti pomocu formule: ' '

N a p om e n a. Pazi, to nije vrijednost C, nego samo njezin polozaj u rezultatlma-
koji su poredani po veliéini.

Ako je broj rezultata paran, centralna se vruednost izratunava tako. da ZbIOJlmO
dva srednja rezultata i taj zbroj podijelimo s 2.

Na primjer, kad bismo imali rezultate: 4 556 8 9,

= (5+6)/2=5,5.

Prednost centralne vrijednosti pred aritmeti¢kom sredinom sastoji se u tome 5sto
na nju ne utjece vrijednost pojedinih rezultata, pa prema tome jedan vrlo ‘ekstre-
man rezultat neée niSta promijeniti xrljednost C, koja je uv;etovana samo brojem
rezultata.

Primjer: Ako 5 namjestenika imaju ove bodove u platnoj listi:

1 2 3 4 5
750 800 850 900 5000,

onda bi ”prosjetni” bodovi, izratunati pomoéu aritmetitke sredine bili: X = (750 +
800 + 850 + 900 + 5000) /5 = 1660, a to je rezultat koji je — kako vidimo — daleko
od bilo kakvog ”prosjeka”, pa prema tome i od stvarnog stanja. U tom slugaju
najopravdanije je izracunati centralnu vrijednost, tj. bodove koji stoje po sredini
¢itave skale bodova. Drugim rije¢ima, jednaki broj sluzbenika ima manje odnosno
vide bodova od svih "srednjih” bodova. U nasem slucaju C = 850.

Jedna od praktiénih upotreba centralne vrijednosti sastoji se u lociranju opti-
malnog polozaja. Pretpostavimo da jedno gradevinsko poduzeée u jednom nena-
seljenom kraju ima uz glavnu prometnicu 5 postaja. Svaka od tih postaja mora
svakodnevno svoje kamione opskrbljivati gorivom iz jednog centralnog skladista.

Gdje bi centralno skladiste trebalo biti locirano da bi se minimalno smanjilo puto-
vanje kamiona po gorivo? Odgovor glasi: na mjestu kOJe odgovara centralm)] vri- -

jednosti.

Pretpostavimo da slika 4.1. predstavlja shemu ceste sa postajama A do E i
oznalenim kilometrima od totke 0. Centralna se vrijednost nalazi na postaji C.
Mjerenjem udaljenosti lako se moZe ustanoviti da je centralna vrijednost ona totka
od koje je najmangja suma svih odstupanja. Druglm rije¢ima, ukupan broj potrebmh
kilometara od svake postaje do centralnog skladista najmanji je ako je centralno

Polozaj C = (N +1)/2 . (46)

s tim brojem djece:

(97
(314
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skladiste na poziciji centralne vrijednosti. (Ako je broj postaja paran, ukupna uda-
ljenost bit ¢e jednaka od centralne vrijednosti kao i od obiju postaJa koje su s jedne
i dmgc 'strane centralne vrijednosti.)

A B C D E

L A N L L i )

0 30 €0 110120 130 Km

Slika 4.1. Shema ceste sa 5 postaja. Najbolja pozicija za centralno skladiste je postaja
C, tj. centralna vrijednost

4.3.2.  Dominantna vrijednost

Dominantna vrijednost (D) je ona vrijednost koja je u nizu mjerenja najcesée
bostiguuta (dakle koja "dominira”). U naSem prijasnjem primjeru s 11 rezultata
D. =7, jer je rezultat 7 najtese (tri puta) postignut. Kad u trznom izvjestaju
¢ujemo da se cijena nekoj namirnici na trzistu kretala od 4 do 9 kuna, ali da je
"prosje¢na” cijena iznosila 6,5 kuna, to znati da je najveéi broj prodavaca namir-
nicu prodavao uz tu cijenu.

1li, prikupljajuéi u jednom uzorku od 550 braZnih parova podatke o broju djece
u obitelji, dobili smo, recimo, da je 550 obitelji imalo ukupno 1660 djece, sto daje
aritmeticku sredinu od 3,02 djeteta po obitelji. No kada bismo, recimo, na temelju
tih podataka poéeli izgradivati stanove za " prosje¢nu” obitelj s troje djece, uéinili
bismo dosta veliku pogresku, jer, ako pogledamo na originalne rezultate, ustanovit
¢emo da su najbrojnije obitelji s dva djeteta i s jednim djetetom:

Broj djece: 01 2 3 4 5 6 7 8 91011 12
Broj bragnih parova
70 90 108 86 70 47 30 20 15 5 4 3 2

Dakle; i u ovom slu¢aju najreprezentativnija je vrijednost ona koja je najéesdéa,
dakle dominantna vrijednost: dvoje djece.

Prednost dominantne vrijednosti pred aritmetickom sredinom je u tome 3to
na nju ne utjete ni broj ni vrijednost rezultata, veé samo frekvencija pojedinih
rezultata. Ako imamo rezultate grupirane u razredu, aproksimativna dominantna
vrijednost je sredina onog razreda koji ima najvecu frekvenciju.

4.3.3.  Geometrijska sredina

Geometrijska sredina (G). Prema definiciji geometrijska sredina je n-ti korijen iz
umnozaka izmedu N brojeva.

G= N\'/.’El*il,'-_z'l‘:;,..ZN. (47)

Ona se pretezno koristi kao mjera prosjetne brzine nekih promjena. Na primjer,
ako je neko mjesto imalo g. 1960. 2000 stanovnika, g. 1961. 9000, a g. 1962. 18 000
stanovnika, onda je populacija g. 1961. bila 4,5 puta veéa od populacije u g. 1960,

- a populacija g. 1962. dva puta veca od g. 1961. Postavimo li pitanje koliko je puta
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prosjecno populacija svake godine porasla, izratunat ¢emo to pomocu neomem]sl\e N

sredine:
=/4.5-2= \/—=3puta.

Kako se vidi, to odgovara stvarnoin stanju, jer se od g. 1960. do 1962. populacija
ukupno poveéala devet puta (2000-3-3 = 18000). Da smo, medutim, izra¢unali

4,5+2 . .
aritimetiéku sredinu , dobili bismo netoéan podatak, tj. 3,25. (7 se ne moze

izratunavati ako je bilo koji broj negativan ili nula!

4.3.4. Harmoniéna sredina

Harmoniéna sredina (H) izracunava se prema formuli:

. Cwe

E ul
Harmoni¢nu sredinu valja upotrebljavati kad zZelimo dobiti prosjeke nekih odnosa.

(npr. prosjetne kilometre na sat, prosjetan broj slova u minuti i sl.). Uzet ¢emo
dva realna primjera iz svakodnevnog Zivota: :

Ako je automobilist udaljenost od 100 km vozio brzinom od 100 km/sat, a

natrag je i3ao brzinom od 50 km/sat, kojom je prosjeénom brzinom vozio?

Tako smo skloni da u prvi mah kazemo da mu je prosje¢na brzina bila 75 km/sat, -

brzo éemo uvidjeti da to nije to€no, jer je on put tamo i natrag preao za 3 sata,
pa je prema tome prosjek od 75 km/sat za 200 km puta — kako v1d1mo — previsok.
Upotrebom harmoniéne sredine, dobit ¢emo ispravan rezultat:
2

H= T—T= 66,7 km/sat.

—_— + i

100 50
N apomen a Do varke dolazi zato.§to smo uzeli u obzir samo brzinu, a ne i
vrijeme provedeno u nekoj brzini. Kad bi vrijeme bilo jednako, onda bi aritmeticka

sredina (a ne vise harmoniéna sredina!) dala to¢an rezultat: vozeéi 1 sat brzinom

od 100 km, i 1 sat brzinom od 50 km, voza¢ je presao ukupno 150 km, i.imao _]e
prosjeénu blzmu od 75 km/sat.
Ako prilikom jednog trzi§nog istrazivanja anketiramo 3 domadice i trazimo da

nam kazu koliko dana u njihovoj Obltel_]l traje staklenka od 1 kg marmelade, te ako !

dobijemo ove odgovore:
domadéica A: 5 dana
domadica B: 10 dana
domadéica C: 15 dana,

koliko prosjeéno u ta tri domadinstva traje 1 kg marmelade? Ne, ne traje 10 dana,
iako se tako u prvi ¢as ¢ini! Pogledajmo koliko staklenki ta 3 domadéinstva potrose

u 30 dana: '
domadinstvo A: 6 staklenki

domadéinstvo B: 3 staklenke
domacinstve C: 2 staklenke
Ukupno: 11 staklenki.

[}
~1
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Dakle, 11 kg marmelade na 30 dana, 5to znaéi da 1 kg traje u prosjeku 30/11 =
= 2,727 dana za sva tri domadinstva. Za jedno domaéinstvo dakle 1 kg marmelade
traje dulje, tj. u prosjeku traje 2,727 -3 = 8,2 dana.

Provijerimo li tu logilku ratunom harmonitne sredine, dobivamo:

3

= =8 2.
1/5+1/10+1/15 5

Ni H se ne moze izratunati ako je bilo koji broj negativan ili nula.

ZADACI ZA VJEZBU

1 Izratunaj jte arltmetlcl\u sredinu, centralnu vrijednost i dominantnu vrijed-
nost za nize navedene podatke
a) 10, 8,6,0,8,3,2,2,8,0;
b)1,3,3,555,7,7,9;
c) 120,5,4,4,4,2,1,0.
U kojem od prethodnih sluéajeva aritimeticka sredina predstavlja nepri-
kladnu mjeru centralne tendencije i za5to?
2. Neki.je novinar na putovanju kroz zemlju u 5 razlicitih gradova kupo-
vao kasete za svoj kasetofon kojim je obavljao mteerue Cijena pojedinoj
kaseti i broj kupljenih l\aseta u svakom od 5 gradova navedeni su dolje:

Cijena kasete Broj kupljenih kaseta

Grad 1 61 bod 17

. Grad 2. 55 bodova 21
" Grad 3 58 bodova 16
Grad 4 . 65 bodova 11

" 57 bodova 19

Grad 5 °
Koliko je tog novinara prosjetno stajala svaka kaseta?

3. Prilikom jednog biometrijskog mjerenja zagrebacke srednjoskolske omla-
dine izmjerena je svojedobno visina 135 20-godisnjih mladiéa. Razredi i
frekvencije u pojedinim razredima uneseni su u donju tablicu. Izratunajte
aritmeti¢ku sredinu visine tih mladica:




Razred
157 — 159
160 — 162
163 — 165
166 — 168
169 — 171
172 — 174
175 — 177
178 — 180
181 — 183
184 — 186
187 — 189
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Kod mjerenja mnogih pojava moZemo opaziti da se rezultati grupiraju i skup-
" ljaju oko jedne srednje vrijednosti. Jedino pod tom pretpostavkom i imamo pravo
ratunati neku srednju vrijednost, na primjer aritmeticku sredinu, jer Zelimo da nam
ona na neki nafin reprezentira sve nase rezultate.

Ako su vrijednosti nekog niza thjerenja gusto grupirane oko srednje vrijednosti,
* onda nam ta srednja vrijednost dobro reprezentira te rezultate. Naprotiv, ako su

vrijednosti mjerenja samo minimalno grupirane oko srednje vrijednosti, onda nam

*.. ona slabo reprezentira rezultate.

Kad bi — u ekstremnom sluaju — sve vrijednosti nekog niza mjerenja bile jed-

- nake, onda bi "srednja vrijednost” bila potpuno to¢an reprezentant svih rezultata.

Naprotiv, u drugom ekstremnom slu¢aju — kad rezultati ne bi pokazivali nikakvu

. "centralnu tendenciju”, tj. nikakvo grupiranje oko neke srednje vrijednosti — ta

nam srednja vrijednost ne bi reprezentirala nista, iako npr. aritmeti¢ku sredinu i u
tom slu¢aju moZemo "izratunati”!

Naime, sama aritmeticka sredina nije nam jo§ nikakva garancija da se rezultati
grupiraju oko te aritmeticke sredine i zato je uvijek potrebno znati kako i koliko se
oni grupiraju, tj. je li nam dobivena aritmeti¢ka sredina dobar ili 10§ reprezentant
nasih rezultata.

5.1. RASPON

Najjednostavnija (alii najnetoéhija) mjera grupiranja rezultata oko neke srednje

-vrijednosti je tzv. "raspon”, tj. razlika izmedu najveceg i najmanjeg rezultata.

Primger. Prilikom dva puta po 10 mjerenja neke pojave, dobili smo ova dva niza
rezultata (rezultati su poredani po veli¢ini):
1. mjerenje: 8 85 85 9 9 9 9 95 9,5 10
2. mjerenje: 1 2 3. 35 9 9 13 15 16 17.

U oba slugaja suma rezultata = 90, i aritmeticka sredina X = 9,0. No ve¢
povrinim pregledom rezultata moZemo ustanoviti da se rezultati prvog mjerenja
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znatno bolje grupiraju oko svoje aritmeticke sredine nego rezultati dl ugog mjerenja.’

U prvom je slu¢aju raspon 10—8 = 2, a u drugom slu¢aju 17—1 = 16. Plemd tome,
prva aritmeti¢ka sredina mnogo je "vrednija®,
rezultate iz kojih je dobivena.

Medutim, "raspon” je vrlo nesigurna i vailjiva mjera \au]abllnostl rezultata,
jer bilo koji osamljeni ekstremni rezultat znatno povecava raspon a da se gripacija
rezultata oko aritmeticke sredine ipak nije bitno promijenila. .

Osnovni se nedostatak raspona sastoji u tome 5to je on obi¢no to vedi §to je
veéi broj mjerenja neke pojave. Na primjer, iz nasih 50 rezultata vremena reakcije
sluajnim biranjem (" naslijepo”) izvadili smo 3 grupe rezultata: u prvoj grupi zeljeli
smo samo 2 rezultata, u drugoj pet, a u tre¢oj deset rezultata. Dobili smo‘ovo:

I II III

163 173 164

165 - 173 170
Raspon = 2 :
165 190

166 184

146 187
Raspon = 27 :
154
192
177
189
158
Raspon = 38.

Kalko se vidi, raspon je i ovoga puta bio to vedi §to je veli bro_] rezultata uzet .

u obzir.

Sa stajalista zakona vjeroja.tnosti tu je pojavu prili¢no lako razumjeti: uzmemo

li sve rezultate u obzir, raspon je razlika izmedu najveéeg i najmanjeg rezultata.

Uzmemo li u obzir samo nekoliko rezultata, vrlo je mala vjerojatnost da'¢e medu.

njima biti upravo najveéi i najmanji rezultat.

5.2. SREDNJE ODSTUPANJE

Zanima li nas prosjecna veliZina odstupanja pojedinaénih rezultata (bez obzira

na smjer odstupanja), mozemo izracunati srednje odstupanje prema formuli:
£|x - X

N (5.1)

Srednje odstupanje =

gdje | X — X| znaéi apsolutnu velitinu odstupanja, dakle bez obznra na predznak
Npr., ako imamo ove rezultate:

jer ona znatno bolje reprezentira -
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Rezultati Odstupanja

il

O N UTO GO s =~ WDt
“ LW O O =N

z

|

50

b
(e}

" X =50/10 = 5,0.
Srednje ‘'odstupanje = 10/10 = 1.

. Rezultati, prema tome, prosjecno odstupaju od aritmeticke sredine za 1. Srednje
: “odstupanje mozemo izratunati uz aritmeticku sredinu, centralnu i dominantnu vri-
‘jednost, ali nam ono, nazalost, ne moze dovoljno sluziti ako Zelimo izvoditi daljnja
ratunanja.

'5.3. STANDARDNA DEVIJACIJA

Kada bismo prosje¢no odstupanje ratunali vodeéi raéuna o predznaku, onda
‘bismo uvijek kao sumu dobili nulu. Razlog tome ve¢ nam je poznat: aritmeticka
sredina, kao teZiste rezultata, vrijednost je od koje suma odstupanja iznad i ispod
‘nje uvijek iznosi 0.

. Jedan od natina da se izbjegnu predznaci odstupanja jest taj da se odstupanja
kvadriraju. Osim toga, 3to je odstupanje veée, to ono vise dolazi do izrazaja ako ga
kvadriramo. Ako tako kvadrirana odstupanja zbrojimo i izratunamo im aritmeti¢ku
‘sredinu, dobit éemo mjeru varijabiliteta koja se u statistici naziva *varijancae”.

- (Napomen a. Zbog razloga koji ée poslije biti spomenuti, aritmeticka sre-
‘dina kvadriranih odstupanja izratunava se's N — 1, ane s N u nazivniku.)

. Iz definicije varijance proizlazi i njezina formula:

T (x-X)°
—=T (5.2)

To je, dakle, "prosjetna” suma kvadriranih odstupanja ("prosjek” je u ovom slucaju
“dobiven dueljemem s N — 1 umjesto s N).

. Dok matematicari i profesionalni statisti¢ari uglavnom koriste pojam varijance,
taj je pojam graficki nemoguée predoéiti, a osim toga za razumijevanje daljnjih
statistickih pojmova, kao i za razumijevanje varijabiliteta nije prikladan. Medutim
korijen iz varijance moze se — kako ¢emo vidjeti — prikazati kao potpuno defini-
rani razmak na skali rezultata. Taj drugi korijen iz varijance nazvan je standardna
devijacija (2 biljezi se najéedée sa 5,S.D.,0 ), i to zato 5to se ta mjera koristi kao

standard za mjerenje varijabiliteta rezultata.

. . 2
varijanca = s* =




-
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Dakle, standardna devijacija

s = \/varijance,

Napomen a Neki udzbenici statistike u nazivniku formule za izratunavanje

standardne devijacije navode N umjesto N — 1. Za to postoje odredeni razlozi, no
za sada ¢emo ovdje spomenuti samo ono 5to je osnovno. U tzv. "deskriptivnoj”
statistici, tj. onoj gdje nas zanimaju samo karakteristike.neke skupine podataka,
bilo bi potpuno ispravno standardnu devijaciju uzorka rac¢unati’s N umjesto N —1
u nazivniku. Medutim, mnogo &eice od Zelje za samom deskripcijom rezultata mi
smo zainteresirani za izvodenje nekih zakljucaka iz nasih podataka, i to zakljucaka
u vezi s populacijom iz koje su ti podaci uzeti (u 9. poglavlju bit ée rastumacena
razlika izmedu ”populacije” i "uzorka”.) U tom sluéaju — a zbog razloga koji
¢e biti tek kasnije rastumaceni i Citaocu razumljivi (takoder u 9: poglavlju) —
ispravan postupak sastoji se u racunanju s N — 1 u nazivniku. Iako je ratunanje
s N u nazivniku jednostavnije (iako neemo ozbiljno pogrijesiti ako kod velikog. N
stavimo u nazivnik N umjesto N —1), odlutili smo se ipak da standardnu devijaciju
ra¢unamo s NV — 1 u nazivniku. Tako smo izbjegli potrebu nekih potonjih korektura
(tzv. Besselova korektura), koje je potrebno provoditi ako se standardna devijacija
ratuna s N u nazivniku. Osim u posve deskriptivnoj analizi uzorka (kada nas
dakle zanimaju karakteristike samo postojecih rezultata u uzorku), N u nazivniku
dolazi i onda ako racunamo standardnu devijaciju pepulacije (dakle svih mogudih
slu¢ajeva). No kako nam populacija gotovo nikada nije poznata, to gotovo nikada
ne dolazi u obzir (osim kada definicijom ograni¢imo populaciju; npr: svi u€enici 7.a
razreda neke 3kole). : - '
Pogledajmo kakve su standardne devijacije izracunate iz nasa dva niza mjerenja
koja smo maloprije spomenuli: ' :

1. mjerenje 2. mjerenge
Rezultati - Rezultati :

X N-% (5-X%)° X X-%X (X=X
8 -1 1 1 -8 64
8,5 -0,5 0,25 2 -7 49
8,5 -0,5 0,25 3 -6 . - 36
9 0 0 5 -4 16
9 -0 0 : 9 0 0
9 0 0 9 0. 0
9 0 0 ©13 4 16 -
9,5 0,5 0,25 15 6 . 36
9,5 0,5 0,25 16 7 49

10 1 1 T 8 " 64

=9 I(Xi-X)°=3,00 £'=90 T (X, - X,)" =330
X1 =9,0 X,=9,0 e
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e /:(xl—?f,)?_\/g o B0 -T0)° 35
L N -1 Vo 727 N.-1 V7o
= \/0,3333 =0,58" = /36,67 = 6,06.

Kako se vidi, standardna devijacija drugog mjerenja mnogo je veéa od stan-
dardne devijacije- prvog mjerenja.

Ako bismo u nasem primjeru s 50 vremena reakcije izracunali na taj nacin stan-
dardnu devijaciju, dobili bismo — nakon dosta velikog posla — vrijednost s = 11, 85.

Kada'su rezultati pravilno, simetriéno i "normalno” grupirani oko aritmeticke
sredine (a 3to znaci "normalna” raspodjela bit ée ubrzo jasno), onda je u inter-
valu koji obuhvaéa X + 1s,68,26% svih rezultata. Drugim rije¢ima, to znaéi ovo:
ako aritmetickoj sredini na jednu i na drugu stranu "dodamo” vrijednost stan-
* dardne devijacije (a to zna&i da od aritmetitke sredine oduzmemo, i takoder arit-
“meti¢koj sredini pribrojimo standardnu devijaciju), obuhvatit éemo oko 68% rezul-
tata. Konkretno, u nasem primjeru s 50 vremena reakcije aritmeticka sredina iznosi
:.169,16, a standardna devijacija 11,85. Oduzmemo li 11,85 od aritmetitke sredine,
“‘dobivamo 169,16—11,85 = 157, 31. Ako aritmetitkoj sredini pribrojimo standardnu
~devijaciju, dobivamo 169,16 + 11,85 = 181,01. To znaci da se oko 68% svih rezul-
- tata nalazi u intervalu izmedu 157,31 i 181,01. Ako pogledamo originalne rezultate,
a ako izbrojimo koliko ih ima koji su jednaki ili veéi od 158 (to je prvi rezultat po
reciznosti mjerenja iznad 157) i jednaki ili manji od 181, izbrojit éemo ih 35. To
je.70% svih rezultata, §to je vrlo dobra aproksimacija teoretskom broju od 68,26%,
‘koji vrijedi samo za idealno pravilnu raspodjelu.
Ako aritmetickoj sredini "dodamo” lijevo i desno dvije standardne devijacije,
“‘obuhvatit éemo u-idealnom slucaju 95,44% svih rezultata. A ako joj dodamo lijevo
i desno tri standardne devijacije, obuhvatit éemo 99,73% rezultata, dakle prakticki
‘sve rezultate. Upravo u toj &injenici nalazi se osnovna prakti¢na prednost pojma
“standardne devijacije: uz njezinu pomo¢ mozemo vrlo uspjesno predvidjeti u kojem
“se rasponu kreéu prakticki svi rezultati (to je raspon X = 3s), a naravno i u kojem
se rasponu nalazi oko 95% rezultata (X %+ 2s) i oko 68% rezultata (X + 1s).

Standardna devijacija smije se radunati samo uz aritmeticku sredinu, a ne i uz
druge mjere centralne tendencije (dakle ne uz centralnu, ni dominantnu vrijednost,
.ni ostale ”prosjeke”).
Kako je aritmeticka sredina gotovo uvijek decimalni broj, to bi trazenje razlike
:izmedu svakoga pojedinog rezultata i aritmeticke sredine i kvadriranje tih razlika
predstavljalo naporan i dugotrajan (i dosadan!) posao. Zato su statisticari izradili
- jednostavnije metode, koje nam omogucuju da standardnu devijaciju izratunamo iz
“originalnih rezultata (X), ne trazeéi razlike izmedu svakog rezultata i aritmeticke
sredine. (Taj je nacin pogodan samo onda ako originalni rezultati nisu veliki bro-
jevi.) _ '
Standardnu devijaciju moZemo izracunati i prema formuli:
syr O
_NT. (5-4)
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U nasa dva primjera dobili bismo u tom slu¢aju:

8100 2/8 32
813 - =~ ) =5-/5,68 =11,92.
51 = —9 = 0, DS, . .
Kako smo ve¢ spomenuli, standardna devijacija pokazuje nam donekle koliko
8100 . . ) ) A, e
1140 - —— vrijedi dobivena aritmeticka sredina, tj. je li ona dobar ili lo3 reprezentant rezultata.
S2 = _9_10- = 6,06. Zbog toga se treba priviknuti na obicaj de se uz svaku aritmeticku sredinu novede

. { pripadna standardna deuzyacz]a U nasem bismo dakle primjeru konacan rezultat
Kadikad se moZe pri izra¢unavanju standardne devijacije potkrasti znatna pogreska 1zraz1h ovako:
na taj nagin §to se, recimo, decimalni zarez postavi na pogreino mjesto. Kao neka
brza kontrola da se takva pogreska nijé dogodila moZe nam posluziti odnos izmedu
raspona i standardne devijacije: taj odnos nije gotovo nikad manji od 2 ili vedi
od 6,5. U nasa dva primjera odnos raspon/standardna devijacija iznosi u prvom
primjeru 2/0,57 = 3,5, a u drugom ‘primjeru 16/6,06 = 2,6.

Kad su nam rezultati grupirani u razrede, standardnu ¢emo devuacuu 1zracunat1 :

”skraéenom postupku” na ovaj naéin:

1 Provest éemo prve 4 operacije, navedene na str. 51, za skraceno i 1zracunavan3e
aritmeticke sredine.

2. Dobivenoj tablici dodat ¢emo joé jedan stupac, i to f - z2. Taj éemo stupac
lako izraunati ako medusobno pomnozimo stupac fz' i z'. Dobivene rezultate.
zbrojit éemo (T fz'?).

3. Izraz £fz’ (suma Getvrtog stupca) kvadrirat éemo: (Z fz' ) .

Standardnu devijaciju izratunat ¢emo tada prema formuli:

X =169,2
s =11,92.

"5.4. KOEFICIJENT VARIJABILNOSTI

Kad su nam poznate aritmetitka sredina i standardna devijacija nekih rezul-
“‘tata, onda su ti rezultati potpuno definirani, i mozemo ih usporedivati s nekim
-"drugim rezultatima. Npr., kad smo na strani 62 i 63 izratunali aritmetitke sredine
{'standardne devijacije od po 10 rezultata dvaju mjerenja, i kad smo ustanovili da
“je X1 =9,0,5 =0,58, 2 X2 = 9,0, s = 6,06, onda smo potpuno sigurni da je X
“ziatno bolji reprezentant svojih rezultata nego X jer rezultati u prvom mjerenju
. ’znatno manje variraju od rezultata u drugom mjerenju.
. Medutim, to je bilo lako zakljugiti zato 5to smo imali dvije jednake aritmeticke
: sredine. Ali ako imamo dvije razliéite aritmeticke sredine, tesko je na prvi pogled
odmah ustanoviti koji rezultati relativno vise variraju.

Primjer: X, =100 cm X, =8cm

"5y =10 cm 32£2cm.

 Tako se u prvi mah &ini da je povoljniji drugi slu¢aj, buduéi da je s; > sz, ipak
je standardna devijacija od 10 uz aritmeticku sredinu X; = 100 relativno manja od
““standardne devijacije 2 uz aritmetitku sredinu Xo = 8, jer s; po svojoj vrijednosti

(55)

U nagem primjeru s 50 vremena reakcije dobivamo dakle (samo zadnji stupac je
nov): .

X f z' fz' fz'? :

142 1 _5 _5 %5 ! iznosi 10% pripadajuée arltmetlcke sredine, a s; iznosi 25% pripadajuée aritmeticke

147 1 =4 -4 16 ‘sredinel

159 3 -3 -9 27 Da blsmo mogli medusobno usporedlvat.l varijabilnost razli¢itih pojava i svoj-

157 5 —2 - -10 20 stava, sluzimo se tzv. koeficijentom valxjgbllnpstl (V) koji nam pokazuje kolik pos-

162 6 -1 -6 6 - totak vrijednosti aritmeticke sredine iznosi vrijednost standardne devijacije:

167 (Xpr) 12 0 —34 i=5 -y o 50100 (5.6)

172 8 1 8 8 : : X

177 4 2 8 16 : Koeﬁcuent vaujabllnostl vrlo je korisna mjera u svim onim slucajevima kad Zelimo

182 4 3 12 36 znati:

187 3 4 12 48 a) u kojem.svojstvu neka grupa varira viSe, a u kojem manje;

192 2 5 10 50 b) koja od grupa varira vise, a koja manje u istom svojstvu.

197 1 6 6 36 Primjer ad a): Jednim mjerenjem zagrebacke skolske omladine g. 1951. utvrdeno
¥56 : je da 10-godidnji djegaci (N = 612) imaju visinu X, = 134,4 cm, s, = 6,06 cm, a

N =50 Sfz' = +22 Efm"z = 288 tezinu X, = 29,2 kg, s, = 3,89 kg. Variraju li vise dje€aci u visini ili u tezini?
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6,06 - 100

.V‘, = —m— =4’01%
. 3,89-100 _
W= 93 " 13, 32%.

Prema tome, djetaci variraju u tezini znatno vide nego u v1snru

Primgjerad b): Prilikom tog istog mjerenja utvrdeno je da 10-godisnje djevomce
(N = 684) imaju visinu X, = 134,9, s, = 6,43, a tezinu X, = 29,7, sy = 4 78.
Variraju li u visini i u tezini vise djecaci ili djevojcice?

Visina:
V za djetake = 4,51%
oo o 6,43-100
V za dj&VO]élCé =39 = 4,77% .
Tezina: )

V za djetake = 13,32%
478100 :
V za djevojtice = 207 16,09%.

Prema tome, 10-godisnje djevojcice variraju u visini i u tezm1 nesto vise od

10-godisnjih djecaka.

Jedno od tovjekovih svojstava, koje varira vrlo malo, jest tjelesna temperatura
(zdravih ljudi): s prosjekom negdje izmedu 36,5 i 37,0 stupnjeva i standardnom
devijacijom od oko 0,1 - 0,2 stupnja, koeﬁcuent varijabiliteta tjelesne temperature

iznosi priblizno oko 0,5%.

No katkad valja biti oprezan u izratunavanju, tj. interpretaciji koeficijenta vari-

jabiliteta. U nekim situacijama, naime, nije dopusteno usporedivati pojedine koe-
ficijente varijabiliteta. No o tome ¢emo nesto reéi u poglavlju " Skale mjerenja”.

ZADACI ZA VJEZBU

1. Izrafunajte standardnu devijaciju za podatke a), b) i c) iz zadatka 1
u poglavlju "Mjere centralne tendencije”.

2. Izratunajte standardnu devijaciju podataka iz zadatka 3 u prethod- .
nom poglavlju; nakon toga izracunajte koeficijent varijabilnosti.

3. Izragunajte koeficijente varijabiliteta za podatke iz zadatka 1.

:- PORAST OSOBNIH
:, DOHODAKA

* TROSKOVA 'ZIVOTA

Jedna kineska poslovica kaze da slika {crtez) vrijedi koliko i tisuéu rije¢i. Mozda

. to nije nigdje toliko totno kao u statistici, gdje bismo poslovicu jos mogli i prosiriti

i kazati da slika vrijedi kao tisucu rijeéi ili brojeva. U statistici naime Gesto bez slike

“odnosno crteza ne mozemo dobiti pregled nad rezultatima dok nam slika katkada

u trenu otkrije neke osnovne karakteristike rezultata, ili zakonitosti, koje medu

samim rezultatima vladaju.

Ako "preskotimo” graficko prikazivanje rezultata, izlaZemo se dvostrukom

‘riziku:

a. Postoji gansa da uopée necemo uotiti neku posebnu i neotekivanu karakteris-
tiku rezultata koju je gotovo nemoguce uotiti prilikom baratanja brojevima.

b. Neke teske racunske pogreske takoder mogu ostati neotkrivene. Na primjer,
pogresno stavljen decimalni zarez pri izraunavanju aritmeticke sredine bit
¢e odmah uoCen kao pogreska ako su rezultati prikazani graficki.

100%

PORAST
69%

PORAST BROJA
TELEFONSKIH.
PRETPLATNIKA

20%

Slika 6.1. Grafi¢ki prikaz porasta troskova
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Navika da se rezultati prikazuju i graficki, a ne samo ratunom, dovodi do tzv.

"grafickog nadina misljenja”, tj. do moguénosti brzog i lakog razumijevanja nekih" -
procesa, kao i do uspjednije komunikacije medu strunjacima. Iskustva sa studen- .
tima pokazuju da u tom pogledu postoje velike razlike medu pOJedmmma \jercr'

jatno uzrokovane razli¢itim obrazovanjem.
Rezultati se, kako je poznato, mogu graficki prikazati na mnogo naéina.

Kad se radi o ¢istoj deskripciji medusobno nezavisnih ili slabe zavisnih po-
dataka, najéedéi naéin grafickog prikazivanja je u horizontalnim ili vertikalnim -
stupcima i u kruznom dijagramu (koji se jos naziva i "torta”-dijagram). Tako, na '
primjer, na slici 6.1. vidimo prikaz porasta nekih troskova u nekom odredenom

razdoblju.
TABLICA 6.1.
Ukupno Polozeno s ocjenom | Njie po- | Nije pri- | Odjav- | Odu-
prijavljeno 5 4 3 9 lozeno | stupilo | ljeno | stalo
4635 157 477 699 548 434 514 1634 | 172
Postotak 100,0 | 3,4 10,3 15,1.118 9,4 11,1 35,2 3,7

U tablici 6.1. prikazani su rezultati 4635 diplomskih ispita prijavljenih na Filo- :
zofskom fakultetu u Zagrebu u sk. g. 1967/68. Iako tablica daje posve jasne podatke,
u grofickom prikazu Eesto mozemo brZe i jasnije ustanoviti neke upadljivije pojave. .

Stoga su rezultati iz tablice 6.1. prikazani i na kruznom dijagramu (vidi sliku 6.2).

Na slici odmah upada u oéi vrlo velik broj odjavljenih diplomskih ispita (vise od -

35%) kao i relativno velik broj ispita kojima kandidati — iako ispit nisu odjavili —
uopée nisu pristupili (vise od 11%). Na slici su poloZeni ispiti prikazani svijetlim,
a nepoloZeni tamnim povriinama.

Kut koji u kruznom dijagramu zauzima pojedini postotak, racuna se prema
formuli:

frekvencija - 360
kut = — N . (61)
U popularnim Gasopisima, dnevnoj stampi i sl. Zesto se — zbog vece "plasti-
¢nosti” rezultata — daju trodimenzionalni graficki prikazi nekih odnosa veligina.
Treba upozoriti da to nije pogodan naéin, sto éemo ubrzo dokazati. No prije toga
jedno upozorenje i za dvodimenzionalne prikaze: ako se umjesto stupcima koli¢ine
prikazuju kvadratima ili krugovima, to takoder nije pogodno, jer — kako znamo —
kvadrat dvostruko duzih stranica po povrini je Getiri puta veéi, a to isto vrijediiza
krug: krug dva puta veéeg polumjera ima Zetiri puta veéu povrsinu. Na primjer, ako
jedan kvadrat ima stranicu duzine 10 mm, onda ¢e kvadrat dvostruke povrsing imati
stranicu duzine otprilike 14,2 mm, i neée davati dojem dva puta vedeg kvadrate!
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2 (11,8%)

4 (10,3%)

5 (3,4%)

ODUSTALO 3,7%

Slika 8.2. Kruzni dijagram rezultata diplomskih ispita na Filozofskom fakultetu u
Zagrebu za skolsku godinu 1967/68

Jos je gora situacija u trodimenzionalnom prikazu: kocka koja ima dva puta

duzu stranicu od nekedruge kocke, bit ¢e po svom volumenu osam puta veéa

od prve kocke. Evo primjera: Pretpostavimo da proizvodnja nekoga industrijskog
artikla u tri istorodna poduzeéa u godini dana iznosi:

Poduzeée A: 160 tona
Poduzeée B:. 420 tona
L Poduzeée C: 30 tona.

Prikazemo li te podatke stupcima, dobit ¢emo jasan i nepristran odnos (vidi

.. sliku 6.3, dolje!). No ako te podatke prikazemo kockama, dakle trodimenzionalno,

onda to izgleda kao gornji crtez na istoj slici. Tako su odnosi ispravni, dojam §to
ga'slika-daje ni priblizno nije realan, jer neupuéeni promatra¢ slike neée smatrati
da je kocka B po svom volumenu vise od 2,6 puta veéa od kocke A. Isto tako, &ini

¢ li vam se zaista da. Jje kocka C po volumenu vise od pet puta manja od kocke A, a
: tak Zetrnaest puta manja od kocke B?!
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1 1 1 - 1 -
0 100 © 200 300 400 Tone

Slika 6.3. Isti podaci prikazani su stupcima i trodimenzionalno. Kao §to sé vidi, razlika
medu podacima mnogo je jasnija kada su prikazani stupcima

U praksi, tj. u razli¢itim popularnim ¢lancima, problem se obitno "rjesava’
tako da se odnosi visina tih predmeta stave u stvarne brojcane odnose, 3to nara-

vno dovodi do teskog nasilja nad rezultatima. Ako se to uéini namjerno (a takvih -
sluéajeva ima), onda to predstavlja falsificiranje rezultata. A ako se pak crtag ,
posteno pridrzava onoga §to smo rekli o odnosu volumena, onda postize kod c1taoca i

neopravdano mali efekt!
Kako dakle treba postupiti?

Zelimo 1i da podatke prikazemo trodimenzionalno, onda se to moze Jedmo'

tako, a da pritom ne utinimo nikakvu pogresku, da razlicite kolicine (vrijednosti)
prikazemo sumom jednakih volumenskih jedinica. Na primjer, ako se produkcija
od 100 tona prikaze kockom odredene veli¢ine, onda éemo produkciju od 400 tona
prikazati pomoéu éetiri jednako velike kocke (vidi sliku 6.4). .

7 O00T

—
1 tona 4 tona

Slika 6.4. U trodimenzionalnim prikazima treba razli¢ite koli¢ine prikazivati sumom
jedinica istog volumena
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Kad imamo rezultate koji se razvijaju u vremenu (npr. krivulja dnevne tempera-
ture) ili koji se grupiraju oko neke reprezentativne vrijednosti, sluzimo se grafickim
sistemom koordinatnog sustava.
~ Polozaj jedne totke u ravnini.potpuno je odreden s dvije koordinate koje su
medusobno okomite. Horizontalna koordinata, koju nazivamo apscisa (ili os x).
obi¢no nam pritom sluzi za registraciju vrijednosti mjerenja, a vertikalna koordi-
nata, koju zovemo ordinata (ili os y), za registraciju frekvencija.

Primger: U nizu nekog mjerenja dobili smo ovih deset rezultata:
’ 121 1 5 2 2 2 2 2

Kako se vidi, vrijednost "1” postignuta je tri puta, vrijednost ”2” Sest puta, a
vrijednost "5” jedanput. Prikazani u koordinatnom sustavu, ti bi rezultati, dakle,
dali situaciju prikazanu na sl. 6.5.

FREKVENCIJA

i 1 T P x
0 1 2 3 4 5 6 .7

REZULTATI MJERENJA

Slika 6.5. Polozaj pojedinih rezultata u koordinatnom sustavu

Ako surezultati grupirani u razrede, onda na apscisu unesemo razrede, ili sredi-
nu razreda, veé prema tome Zelimo li rezultate prikazati histogramom ili poligonom
frekvencija.

Histogram se sastoji od niza pacetvorina kojima povrsina (i visina) odgovara
frekvenciji pojedinog razreda, a suma povréina svih paéetvorina odgovara ukupnoj

frekvenciji (ukupna frekvencija = N) svih razreda.
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Poligon se crta tako, da iznad sredine svakog razreda oznacimo tocke u’visini -

ordinate, koja odgovara frekvenciji toga razreda. (Ako imamo nacrtani histogram,

te toCke su na sredini svakog "krovi¢a” pojedinih pacetvorina.) No poligon treba
"uzemljiti”, tj. na lijevoj i desnoj strani krivulje dovesti ga na nultu frekvenciju,

tj. na apscisu.

Poligon je vise ili manje pravilna krivulja, kojoj totalna povrsina ong\ ara ukup-l .

noj frekvenciji svih rezultata, ali povrsina iznad pojedinog razreda ne odgovara
frekvenciji toga razreda, ve¢ frekvenciju razreda oznatuje samo visina pollaona
to¢no iznad sredine razreda.

Prikazemo li rezultate na3eg mjerenja vremena reakcije pomoéu histograrna i,

poligona frekvencija, dobit éemo rezultat prikazan na sl. 6.6.

1:.’f

] le— HISTOGRAM
1 [

¢— POLIGON FREKVENCNA

1 N

e DML araoe N @O
1

160-164 |

175-179 |
180-184

185-189 |
190-194 }
195-109 |

140-144
145-149
155-159
165-169 |
170-174 |

150-154

Slika 6.6. Histogram i poligon frekvencija rezultata iz primjera u tekstu

Na ovom mjestu, medutim, treba upozoriti na jednu pogresku pri crtanju his- i

tograma koja se u praksi éesto dogada. U praksi se, naime — zbog razli¢itih razloga

— katkada 2 ili viSe razreda zeli spojiti zajedno. Recimo, kada bismo u nasim rezul-

tatima s 50 vremena reakcije zeljeli spojiti razrede ”155-159” 1 "160-164”, u prvom

od ta dva razreda imamo 5 rezultata, a u drugom 6. Zajedno, dakle, imamo 11

rezultata. Pogreska se, koju smo spomenuli, sastoji u tome da se u, poligon unese
dvostruko siroka paéetvorina (jer zauzima dva razreda), koja ima visinu 11, a to je
pogresno! Rekli smo da povrsina poligona predstavlja to¢nu reprodukciju frekven-
cije u pojedinom razredu. Iz te slike slijedilo bi dakle da mi u razredu 155-159
imamo 11, i u razredu 160-164 takoder 11 rezultata, a to — kako znamo — n't_a
odgovara istini. Ispravno crtanje stupca iznad oba spojena razreda moralo bi dakle
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". jzgledati tako da visina stupca ide do 5,5 — jer to znati za oba razreda zajedno 11,
"8to odgovara realnom stanju.

“Ali smo, veé spominjali da je aritmeticka sredina "teziste” rezultata. To se moze
uz pomo¢ histograma i dokazati. Ako nas histogram sa slike 6.6. izrezemo iz kakvoga
debelog i évrstog materijala (npr. iz daske), pa ako na apscisi oznac¢imo vrijednost
aritmeticke sredine, moéi ¢emo. na tom mjestu histograma postaviti v ravnotezu,
kao §to je to prikazano na slici 6.7.

1110, 4000 L4 Wt

Slika 6.7. Aritmetika sredina je "teziste” rezultata

" Da je aritmeticka sredina zaista pravo teZiste rezultata, i da se mozZe usporediti
s vagom, lako je dokazati i na jo§ jedan, graficki nacin. No prije toga jedno pitanje
¢itaocu: Zamislite da imate obi¢nu kuhinjsku metlu, i da je postavite horizontalno

~preko ispruzenog prsta, te je smjestite na ono mjesto gdje je metla u potpunoj
_ravnotezi. Nakon toga na tom mjestu prerezete drzak metle i vagnete svaki komad

posebno. Sto mislite, hoée li biti jednako teski? Nece, nego ¢e tezi biti kraéi komad

“(tj. onaj, gdje se nalazi sama metla); duzi komad (dio drzala metle), upravo zato

§to je duzi, ali laksi, po zakonu poluge bit ée u ravnotezi s kraé¢im tezim komadom.
A sada uzmimo da imamo ova 3 rezultata nekog mjerenja:

3,3,9.

Njihova aritmeti¢ka sredina iznosi 15/3 = 5. Ako svaki od tih rezultata zamislimo

kao uteg jednake tezine na jednoj vagi (vidi sliku (6.8), vidimo da ¢ée vaga biti u
ravnoteZi onda ako su umnosci udaljenosti od tezista s tezinom utega jednaki za
lijevu i desnu stranu vage: na lijevoj strani vage imamo dva utega, pa ako njihovu
tezinu (primjerice 1 kg) pomnozimo s udaljenosti od teZiita koja iznosi 5 — 3 = 2,
imamo 2-2 = 4. Na desnoj strani imamo jedan uteg, udaljen 4 jedinice (9 -5 = 4),
' pa umnozak tezine i udaljenosti (1 - 4) iznosi 4.
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[(ako broj izmjerenih mladi¢a i djevojaka nije jednak, moramo prethodno obje
distribucije svesti na "zajednicku mjeru” (zbog lakseg usporedivanja). To se postize
tako da-se za svaki razred izracunaju relativne frekvencije, tj. svaka se frekvencija
prikaze u postotku ukupnog broja.

Slika 6.8. Dokaz da je aritmeticka sredina teziste.rezultata

Prema tome, teziste vage, l\o1aje uovom sluca;u U ravnotesi, . jest totka oznatena r.f. |
vrijednoscu 5. 25
Zamislite, gdje bi bilo teziste vage kada bismo desni uteg pomalmuh recimo, i A
za 9 jedinica udesno, tj. na 18. Vaga bi bila u ravnotezi ako bismo joj i teziste | djevojke -
pomaknuli desno, i to toZno na oznaku 8, jer u tom slu¢aju imali’ bismo s lijeve 20 =
strane vage umnozak 2 - (8 — 3) = 10, a s desne strane umnozak 1- (18 — 8) = 10. mladici
Aritmeticka sredina, naravno, takoder iznosi 8: 15 4 =
7=3+3+18 24 -8 B -
3 3 : 10 ~— e
Iz ovog je primjera narotito jasno vidljivo koliko je antmetlcka sredma osjetljiva )
na vrijednost (velicinu) pojedinog rezultata. . S 5 - [~
Vratimo se jo§ malo razmatranju histograma i poligona. Histogram je najtocniji . ___ ]
prikaz distribucije frekvencije nekih rezultata, ali ipak u praksi se najéeice za - I_]—‘ b= -
graficko prikazivanje koristi poligon frekvencija. Glavni razlog tome je Zinjenica da ; A _ bl c', - + ; S P
je poligon obiéno pregledniji nacin prikazivanja (on je sli¢niji.” teoretskoj” krivulji, I § §§ § e § E ER g = g ?;. §
o kojoj ¢e biti rijeci u iduéem poglavlju), a osobito je pogodan u slucajevima kada | rf. §
na istoj slici zelimo prikazati dvije ili vise distribucija. , 25 4 B
To éemo ilustrirati jednim primjerom. Mjereéi svojedobpo visinu zagrebacke :
omladine, za skupinu od 135 20-godisnjih mladica i 69 20- gOdlSl’l]lh dJeVO_)al(a do-. djevojke
biveni su rezultati prikazani u tablici 6.2. 20
TABLICA 6.2.
VISINA GRUPE MLADICA I DJEVOJAKA 18
Mladiéi (N = 135) Djevojke (N=69)
Razred Frelf‘ven- Rel. frekv. * Razred Frel.c.ven- . Rel. frekv. 10 -
cija (%) cija (%)
148-150 2 2,90 8
151-153 1 1,45
154-156 13 18,84 . A3
157-159 1 0,74 1572159 13 1884 — b L Nee .
- 1,4 160-162 o1 84 (=] b4 (< ®©
163168 ; 6:63 w310 13 - 12,24- $888332EREERBEE
166-168 15 11,11 . . 166-168 7 10,14 )
169-171 25 18,52 169-171 2 2,90 "Slika 6.9. Prikazemo li jednom slikom dvije distribucije uz pomo¢
12?'174 28 20,74 17?'124 3 4,35 poligona frekvencija (B), preglednost slike bit ¢e mnogo bolja nego
1;;’1;8 %g i?’gg ggjég _ N ako distribucije prikazemo histogramima (A)
181-183 13 9,63 . 181-183 1 1,45 Kada bismo sada obje distribucije prikazali histogramom, dobili bismo rezultat
ig;}gg ? g’;g 184-186 = 651) 10(1)’38 - 'prikazan gornjim crtezem na slici 6.9. Kao §to se vidi, stranice pojedinih pravokut-

N =135 100,00 nika kod mladida i djevojaka prekrivaju se te je gotovo nemoguée dobiti jasnu sliku
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o svakoj distiibuciji posebno. Naprotiv, prikazemo li relativne frekvericije pomoéu ' TABLICA 6.3.
poligona (vidi crtez B). dobivamo sliku koja je toliko jasnija i preglednija od crteza KUMUL‘\TIVI\E FREKVENCIJE REZULTATA 135 MLADICA, PRIKAZANIH U
A da vise nije i potrebno govoriti o prednostima ovog naéina prikazivanja! TABLICI 6.2
Iz histograma i poligona frekvencija dade se izravno oéitati jedino dominantna. | Razred  Kumul. frekv.
vrijednost: to je u histogramu razred s najvisim-stupcem, a u poligonu ume(l iznad 157-159 1
kojega se nalazi vrh krivulje. 160-162 3
Postoji jos jedan, i to vrlo koristan i prakti¢an nacin grafickog pul\aznan]a' }gg'igg %?{.
rezultata, koji je narotito pogodan kada zelimo brzi pregled koliko rezultata, ili’ 169-171 52
koliki se postotak rezultata nalazi ispod ili iznad nekog konkretnog rezultata, kao 172-174 80
i podatak o tome gdje se otprilike nalazi centralna vrijednost. (O tome naéini i;g'iég %(1]2
prikazivanja i nekim ra¢unima u vezi s njime bit ¢e jos govora, i to'u ‘poglavlju 181-183 129
“Polozaj pojedinog rezultata u grupi”.) Taj nain prikazivanja zove se krzuul]a~ ig?}gg . igé

kumulativne frekvencije (neki je zovu i " Galtonova oziva”).

Postupal je vrlo jednostavan: na apscisu se nanesu prave gom_]e granice razreda,
a na ordinati se nalazi kumulativna (ili relativna kumulativna) frekvencija. No
prethodno treba reéi nekoliko rijeti o tzv. " pravoj” gornjoj granici razreda. Uzmimo -
da smo pri nekom mjerenju razrede u koje-smo smjestavali pojedine rezultate ras-"
poredili u intervale po 3, i to upravo tako kako je to na tablici 6.2, dakle ovako:

Prikazemo li te rezultate grafizki na opisani natin, dobit éemo krivulju prikazanu
na slici 6.10.

KUMULA- 140 4

; TIVNA

i 157-159 AR
. 160-162 120

¢ 163-165

b itd. 110

Ve¢ prije je rastumaceno zadto razrede sastavljamo na ovaj naéin (vidi stranicu
47-48). Prilikom samog mjerenja, iako smo mjerili na preciznost od 1 cm to¢nosti

190 e om e e e e e e e e

visine 20-godisnjih mladi¢a. Ako zbrajamo frekvencije u svakom razredu sa sumom
frekvencija u razredima ispod njega, dobit éemo rezultate prikazane u tablici 6.3.

1

mi smo svaki rezultat, koji je, recimo, u realnosti bio iznad 159, ali ispod 159, 80 |
(npr. 159,4 cm), registrirali kao 159, a rezultat koji je bio veéi od 159,5, ali ispod "70 - :
160 (npr. 159,6), registrirali kao 160 cm. Iz toga proizlazi da prava g.or'nja granica :
razreda 157-159 iznosi zapravo 159,5, prava gornja granica razreda 160-162 iznosi - 60 - |
162,5, itd. Prema tome, prave gornje granice razreda racunski dobijemo tako da’ 50 - :
uzmemo sredinu izmedu gornje vr 1Jednost1 jednog razreda i donje vrijednosti iduce i
razreda. 40 !
Evo, i te prave gornje granice razreda nanijet ¢emo — kako rekosmo’ — ha ' 30 - |
apscisu, a na ordinatu kumulativne frekvencije, tj. zbrojene frekvencije od najnizeg: {
razreda nadalje. ) ' 20 |
Uzmimo za primjer maloprije prikazane (vidi tablicu 6.2) rezultate mjerenja 10 4 :

X

Fy

1595 1655 1715 1715 1835 1895
125 1865 1745 1805  186,8

PRAVE GORNJE GRANICE RAZREDA

' Slika 6.10. Krivulja kumulativne frekvencije rezultata prikazanih u tablici 6.3.
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Iz slike mozemo brzo &itati koliko ima rezultata ispod ili iznad (ili jednakih)
kao neki odredeni rezultat. Na primjer, ako nas zanima neki odredeni rezultat X
(vidi sliku), pa ako s tog rezultata povulemo s apscise paralelu s ordinatom sve
do krivulje, a od krivulje paralelu s apscisom sve do ordinate, dobivamo ‘zeljeni
odgovor: u toj konkretnoj izmjerenoj grupi ima 90 rezultata, koji su manji (ili
jednaki) od rezultata X, a 45 rezultata koji su ve¢i od njega. '

Da smo frekvencije imali u relativnim frekvencijama, dakle u postocima, onda
bismo te iste podatke mogli davati u postocima. A kako je centralna vrijednost
ona vrijednost iznad koje i ispod koje se nalazi tocno po 50% rezultata, to bismo
aproksimativno centralnu vrijednost mogli o€itati sa krivulje relativne kumulativne
frekvencije tako da s ordinate, kod oznake 50%, povucemo paralelu s apscisom do .
krivulje, i odande spustimo okomicu na apscisu, te tamo o€itamo vrijednost C.

ASPODJE

(i jos ponesto o ra¢unanju vierojatnosti)

ZADACI ZA VJEZBU

Izradite krivulju kumulativne frekvencije za 50 rezultata mjerenja vremena -
reakcije prikazanih na stranici 40. : ) Kada bi svi rezultati nekog mjerenja bili potpuno istovjetni, onda bi to u
< grafickom prikazu izgledalo kao na slici 7.1. Tendencija grupiranja rezultata ovdje

je maksimalna.

>
REZULTATI

Slika 7.1. Kada bi pri nekom mjerenju svi rezultati bili potpuno jednaki, onda bi to
o graficki izgledalo ovako

Naprotiv, kada bi kod nekog mjerenja svaki put dobili drukéiji rezultat, toénije
~reeno kada bi svaki rezultat na nekoj skali bio dobiven samo jedanput, onda ne bi
bilo nikakve tendencije grupiranja rezultata, pa bi oni graficki izgledali kao na slici
7.2 '

Medutim, mjereéi razli¢ite pojave i karakteristike, mi nikada ne nailazimo ni
. na jedan od tih ekstrema, nego yeéinom dobivamo rezultate koji pokazuju obje ove
tendencije, tj. i tendenciju grupiranje oke neke centralne vrijednosti i tendenciju
rasprienga oko te srednje vrijednosti. Ako zamislite komad neke mekane mase koju
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\J

REZULTATI

Slika 7.2. Kada bi pri nekom mjerenju svaki put dobili drugi rezultat, onda bi to
graficki izgledalo ovako B

istodobno razvlagite vertikalno (tendencija koncentriranja) i horizontalno (tenden-

cija rasprsivanja), onda bi se iz te mase stvorilo neito sli¢no onome §to zapravo

veéinom i dobivamo kod mjerenja razligitih pojava, tj. stvorila bi se raspodjela

prikazana na slici 7.3. . o
Takva se raspodjela naziva normalna raspodjele. Krivulja koja prikazuje takvu

raspodjelu naziva se normalna krivulja, a neki je — po matematicaru Gaussu, koji ju.’

Slika 7.3. Cesto prikazom uzastopnog mjerenja neke pojave dobivamo rezultate koji
pokazuju i tendenciju grupiranja oko jedne sredisnje vrijednosti i tendenciju raspriivanja
oko te vrijednosti. Takva se raspodjela naziva normalna raspodjela
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.je, uz neke druge matemati¢are, matematitki definirao — nazivaju i Gaussovom
krivuljom, ili pak — prema njezinu karakteristicnom obliku — "zvonastom™
“krivuljom, '
Normalna raspodjela predstavlja jedan od osnovnih pojmova statisti¢kog rezoni-
';-énja‘ i.statisti¢ckog "naéina misljenja” jer je ona osnova za razumijevanje glavnih
© statistickih pojmoua vjerojatnosti (na primjer: vjerojatnost da ¢emo slu¢ajno dobiti
neki rezultat koji je veéi od aritmeticke sredine jednaka je vjerojatnosti da ¢emo
dobiti rezultat koji je manji od aritmeticke sredine; to proizlazi iz slike 7.3).

Iskustva iz nastave statistike redovno potvrduju da netko tko ne rezumije smisao
normalne raspodjele (i sve ono 3to iz toga proizlazi), ne moZe razumjeti ni mnoge
druge statisticke principe, a osobito ne one koji se izravno logicki izvode iz normalne
raspodjele. ,

Stoga se vrijedi malo vise pozabaviti normalnom raspodjelom i nekim zakonima
njezinog postanka. U prakti¢noj nastavi statistike u tu svrhu postoje razli¢ita zorna
pomagala, a jedno od najpoznatijih sastoji se iz jedne koso polozene plitke kutije,
koja na gornjoj strani u sredini ima lijevak u koji se sipaju kuglice; ispod toga
nalaze se ukucani ¢avliéi koji spre¢avaju da se kuglice bez smetnje spuitaju prema
dnu kutije, a na dnu kutije su ogradice koje nam omoguéuju kontrolu kamo je
pojedina kuglica pala. (Vidi sliku 7.4.)

Slika 7.4, Galtonova "daska s ¢avlima” za demonstraciju postanka normalne raspodjele

Demonstracija postanka normalne raspodjele sastoji se u tome da se kuglice
sipaju kroz lijevak, i one, udarajuéi putem u zapreke (€avliée), putuju prema dnu
uredaja, gdje se slazu na karakteristi¢an naéin, tj. u obliku normalne raspodjele:
najvise ih ima u sredini, a prema krajevima u svakoj pregradici ima ih sve manje
i manje.

To 5to kuglice sipamo u sredini gornjeg ruba kutije — to je tendencija grupiranja
" rezultata oko sredine; a €avliéi koji ometaju kuglice, i u koje kuglice udaraju,
predstavljaju tendenciju rasprienja rezultata.

Promatrajuéi ovaj demonstracijski uredaj za vrijeme jednog pokusa sipanja
kuglica, promatratu postaje jasno da se u najvise sluéajeva "sile” koje "odvlage”
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pojedinu kuglicu od njezina puta prema sredini medusobno ukidaju: neki ¢avliéi
skrenuli su put kuglice ulijevo, a neki udesno, pa tako kuglica ipak konaéno pada u
sredinu dna uredaja. Takvih kuglica — kod kojih su se faktori djelovanja razli¢itog
smjera ukinuli — ima najvise. No kod nekih kuglica udaranje u prepreke zavrsilo
je tako 3to je kuglica kona&no pretezno otisla u jednom ili u drugom smjeru. I,
napokon, samo kod malog broja kuglica dogodilo se to da je svaki udarac u prepreku
doveo do odbijanja kuglice u istom sinjeru — i to su one kuglice koje nalazimo u
ekstremnim lijevim ili desnim pregradicama na dnu. : ‘

Normalna je raspodjela, dakle, rezultanta istodobnog djelovanja golemog broja ,

faktora koji djeluju u jednom ili u drugom smjeru, po slugaju se najéesée manje ili
vise ukidaju, ali — isto tako po slucaju — kadsto se i zbra]aju te tako dolazi i do
znacajno aberantnih rezultata.

Glavni su uvjeti da kod nekog mjerenja dobijemo normalnu raspodjelu ovi:

1. Da se ono §to mjerimo, stvarno rasporeduje po normalnoj raspodjeli: Prema

prili¢no radirenom misljenju sve, ili gotovo sve, 3to u prirodi mjerimo ras-

poreduje se prema normalnoj raspodjeli. To, medutim, nije to€no.

2. Da imamo velik broj rezultata (mjerenja).

prilikama.

4. Skupina na kojoj obavljamo mjerenja mora biti homagena po ostalim svoj-
stvima, a heterogena (neselekcionirana) po onom svojstvu koje mjerimo. Na .

primjer, mjerimo li visinu ljudi, skupina koju mjerimo treba da bude iz-
jednatena (homogena) po spolu, godinama i eventualno jos nekim drugim
svojstvima, ali ne smije biti selekcionirana po visini, tj. treba izmjeriti sve
¢lanove grupe, a ne samo one visoke ili one niske (dakle skupma po visini
mora biti heterogena). \

Sto se tige prvog uvieta (tj. da ono §to mjerimo mora i u prirodi biti- raspodi-
jeljeno po normalnoj raspodjeli), veé je u knjizi spomenuto da npr. bilirubin u krvi
daje asimetri¢nu raspodjelu, da dijametar ljudskog srca daje ”bimodalnu” raspod-
jelu (bi-modalnu, dva moda, dakle krivulja s dva vrha). Evo jos jednog primjera.

Na slici 7.5. prikazana je distribucija vremena dolazenja na posao izmjerena na 30 *

radnika jednog poduzeéa u ukupno 2545 mjerenja.

Kako se iz slike vidi, u najvise slu¢ajeva (78,6%) radnici su stizali na posao na’
vrijeme, u 13,8% kasnili su u rasponu od 1/2 sata, itd., sve do 2 sata zakasnjenja,'

gdje je nadeno 0,1% slucajeva.

Medu pojave koje se ne distribuiraju po normalnoj raspodjeli, pripada donekle .

i tezina ljudi: distribucija ljudske tezine lagano je asimetri¢na nadesno (5to znati
da je desni kraj distribucije lagano "razvucen”); ali ta je asimetri¢nost toliko blaga
da se ipak s distribucijom tezine moze postupati kao s normalnom raspodjelom
No zbog jednoga drugog razloga vrijedno je tezinu spomenuti na ovom mjestu

zanimljivo je da se u nekim statistickim udzbenicima u kojima se spominje. ta

asimetri¢na distribucija teZine, mogu naci dosta kompleksna tumacenja zbog kojih
bioloskih razloga je tome tako. .

T
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Broj
slucajeva

2000

1500

Slika 7.5. 1000

ToéNo do 12's 121s 115 152
Broj 2001 . 351 150 38 5
% 786 138 59 15 0,1

Slika 7.5. Distribucija vremena dolaska na posao

. Medutim, razlog asimetri¢noj distribuciji tezine mnogo je jednostavniji i sastoji
. se u tome: ako se wisina ljudi distribuira po normalnoj raspodjeli, onda se tezina
‘ne moze distribuirati po normalnoj raspodjeli!

Evo dokaza. Zamislimo jednu skupinu od, recimo, 128 kocaka, koje su po duzini

"bridova raspodijeljene po normalnoj raspodjeli prikazanoj na slici 7.6.

Alko nas zanima wolumen tih kocaka, dobit ¢emo distribuciju prikazanu na slici

Kako je volumen kocke ujedno i njezina tezina, to znaci da se tezina kocaka,

" kojima je visina brida distribuirana po normalnoj raspodjeli, ne moze distribuirati

normalno.
Covijek naravno nije kocka, ali je ipak u osnovi proporcionalno graden, §to ¢e

i re¢i da su-visi ljudi u prosjeku i krupniji (deblji) od niskih, pa ée prema tome i

tovjekova tezina (buduéi da mu se visina distribuira po normalnoj raspodjeli) dati

-lagano asimetri¢nu distribuciju.

Drugi uvijet, tj. da broj mjerenja bude dovoljno velik, posve je razumljiv: kod
malog broja mjerenja neke pojave, pa bila ona i idealno normalno distribuirana u
nekoj populaciji, pukim slu¢ajem mozemo dobiti rezultate koji znatno odstupaju od
normalne raspodjele. Uostalom, pokusajte iz 50 nadih rezultata mjerenja vremena
reakcije nasumce izabrati, na primjer, samo 10, pa ¢e se vrlo lako dogoditi da
distribucija dobivenih rezultata jedva nalikuje normalnoj distribuciji.
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Slika 7.6. Hipoteticka raspodjela duZine bridova 128 kocki )

200

vanjskim prilikama, takoder je lako shvatljiv. Prilikom jednoga biometrijskog
mjerenja djece jedna od mjerilackih ekipa nije bila dovoljno upuéena u postupak
te je — za razliku od ostalih ekipa 'koje su djecu vagale bez odjete — obavila
mijerenje tezine djece u donjem rublju i cipelama. Naravno da je posljedica bila
— bimodalna raspodjela, koja je nastala zbrajanjem (”superpozicijom”) dviju nor--;
malnih raspodjela, koje nisu bile na istom mjestu: jedna je normalna raspodjela bila
na nizim vrijednostima (djeca bez odje¢e), a druga na nesto visim vrijédnostima
(djeca u donjem rublju i cipelama). Ili, pretpostavimo da Zelimo na vecoj skupini
ljudi izmjeriti vrijeme reakcije na sludne podraZzaje, ali se pri mjerenju sluzimo
dvama uredajima, od kojih jedan daje podrazaje jakog, a drugi podrazaje slabog
intenziteta. Bududi da vrijeme reagiranja ovisi i o intenzitetu podrazaja, to ¢emo
kao rezultat za cijelu skupinu dobiti krivulju koja neée biti normalna raspodjela,
nego vjerojatno opet neka bimodalna krivulja. e ‘

Cetvrti uvijet ¢ini se na prvi pogled najkompleksniji, jer on zahtijeva da skupina,’
koju mjerimo, istodobno bude i homogena i heterogena. No ti zahtjevi ne odnose
se na iste stvari: ako, primjerice, Zelimo mjeriti slusnu osjetljivost, onda unaprijed
moramo odluéiti hoéemo li mjeriti mlade ili starije ljude, jer ako ih mjerimo zajedno,

T
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27 50
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i Slika 7.7. Distribucija volumena (tezine) 128 kocaka iz slike 7.6.
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nedemo dobiti normalnu raspodjelu jednostavno zato sto se mladi od starih ispi-
tanika znacajno razlikuju po sluénoj osjetljivosti, pa ée dobivena raspodjela opet
biti rezultanta dviju (normalnib) raspodjela koje se razlikuju po poziciji, tj. po
polozaju aritmeticke sredine; dakle u svim onim svojstvima, koja mogu ili bi mogla
Imati utjecaja na ono §to mjerimo, skupina treba biti homogena. (Zato se u cksper-
mwntzllxmm radu toliko pazi na to da eksperimentalna i kontrolna skupina budu

izjednaéene” u svim ostalim faktorima, osim u onom koji upravo istrazujemo.) -

No, istodobno. kada bi nas zanimalo prosjeéno znanje ucenika neke skole, pa bismo
uzorak tih uéenika podvrgnuli ispitivanju pomoéu nekog testa znanja — a onaj tko

je ucenike birao, izabrao je u uzorak, pretpostavimo, samo najbolje dake — dis-

tribucija koju bismo dobili, vjerojatno takoder ne bi bila normalna, jer selckczja
uzorka obiéno narusava normalitet distribucije.

Kao §to smo veé spomenuli, kod normalne raspodjele u intervalu X + 1s nalazi

se 68,26% svih rezultata, a u intervalu X £2s 95,44% rezultata, a u intervalu X £3s
99,73% svih rezultata. Sada kada imamo normalnu distribuciju-i graficki prikazanu,
to je mnogo razumljivije nego $to je to bilo prije kada smo to spomenuli u poglavlju
o mjerama varijabilnosti. Intervali koji su obuhvaéeni, ako aritmetickoj sredini na
jednu i drugu stranu dodamo jednu, dvije ili tri standardne devijacije, prlkazam su
na slici 7.8. :

99,73%
95,44%
. 68,26%

¥-

~X.

} : 3
-3s -2s -1s X +1s  +2s  +3s

Slika 7.8. Normalna raspodjela i intervali koji su obuhvaceni ako aritmetickoj sredini
dodamo lijevo i desno jednu, dvije ili tri standardne devijacije -

Veé smo rekli da je normalna raspodjela (kao uostalom i sve druge raspodjele)
matemati¢ki posve toéno definirana. No mi u forinulu normalne raspodjele ne¢emo
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ulaziti, jer ona nije ba$ jako jednostavna, a osim toga za nage svrhe nije nam niti
potrebna. Reci ¢emo samo to da je jedna od osnovnih karakteristika normalne
raspodjele to da se tzv. "mjesto infleksije” (tj. mjesto gdje krivulja iz konveksne
prelazi u konkavnu) nalazi iznad +1s, kao i to da je normalna raspodjela potpuno
definirana ako joj znamo aritmetitku sredinu i standardnu devijaciju. Iz toga slijedi
da postoje normalne raspodjele vrlo razlitite "sirine”: od uskih ("leptokurti¢nih™)
do vrlo girokih ("platikurtiénih”). Na slici 7.9. prikazan je slu¢aj dviju normalnih
raspodjela koje imaju jednake aritmeticke sredine, ali se razlikuju po standardnoj

_devijaciji, a slika 7.10. prikazuje dvije normalne raspodjele s razli¢itim aritmeti¢kim

sredinama, ali jednakim standardnim devijacijama.

X=X,

5, <s,

" Slika 7.9. Aritmeticke sredine se ne razlikuju, ali se razlikuju standardne devijacije

4
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k
M
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A sada razmotrimo na jednom drugom primjeru, koji je jednostavniji od
upotrebe Galtonove "daske s ¢avli¢ima”, nastajanje normalne raspodjele. (U stro-
gom smislu to je zapravo jedna druga raspodjela, koju éemo malo kasnije imenovati,
ali je ona vrlo dobra aproksimacija normalnoj raspodjeli.) '

Ako bacamo 2 komada novca, pa gledamo na koju su stranu pali, postoje -

prakticki tri moguénosti ishoda bacanja:
1. moguénost: na oba novca "pismo”, .
2. moguénost: na jednom noveu ”pismo”, a na drugom "glava”,
3. moguénost: na oba novca "glava”.

Zasto onda kod mnogo bacanja ipak najéesée dobivamo kombinaciju br. 2, tj. .

"pismo-glava”? To je lako protumatiti ako pazljivo pogledamo koje se své kombi-
nacije zapravo mogu dogoditi. To su ove kombinacije: :

1. kombinacija: nal novcu PISMO, nall noveu PISMO

2. ” oo " PISMO, ” N " GLAVA .
3. »n N » GLAVA, N, n ” PISMO
4. n "o ”» GLAVA, n o ” GLAVA.

Svaka od tih kombinacija jednako je vjerojatna pa prema tome, kako.ih imamo-
4, vjerojatnost svake kombinacije je 25%. Buduéi da 2. i 3. kombinacija prakticki -

znace isto, to ¢emo kombinacije PISMO — GLAVA (ili GLAVA — PISMO) dobiti
otprilike u'50% sluzajeva, a kombinaciju PISMO — PISMO, i kombinaciju GLAVA
— GLAVA, svaku otprilike u 25% slu¢ajeva, kao &to nam to pokazuje slika 7.11.

0

%

50 4

25 -

PP PG GG

Slika 7.11. Vjerojatnost pojavljivanja pojedinih ishoda kod bacanja dva komada
novéiéa )
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Ako — umjesto dva novéia — bacamo 4 komada, postoji desnaest moguéih
ishoda bacanja. Ti su ishodi prikazani u tablici 7.1. i na slici 7.12.

: , TABLICA 7.1. »
' $VI MOGUCI ISHODI KOD BACANJA 4 KOMADA NOVCICA

I. novac II. novac III. novac IV. novac

1 P P P P (4P)
2. P P P G
3. P P G P
4. P G P P (3P,1G)
5. G P P P
6. . G ‘G P P
7. G P P G
8. P P G G
9. P G’ G P (2P,2G)
- 10. P G P G
11, G P G P
12. P G G G
13, G P G G
“14. G G P G (1P, 3G)
15. G G G P

16. G G’ G G (4 G)

Buduéi da svaka od tih 16 kombinacija ima jednaku vjerojatnost (u tom slugaju
vijerojatnost p = 1/16), to éemo kombinaciju 4 P dobiti otprilike u 6,25% slutajeva,
kombinaciju 3 P, 1 G u oko 25% sluéajeva, kombinaciju 2 P, 2 G u oko 37,5%, 1 P,
3 G u oko 25%, i, konaéno, 4 G u oko 6,25% slutajeva, kao 5to je to prikazano na
sl. 7.12. ' : .

Vjerojatnost pojedinih kombinacija mozemo izraunati pomoéu tzv. binomne

raspodjele, :
(p + q)ﬂ’ (71)
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pri ¢emu p = vjerojatnost da ¢e se nedto dogoditi (na- primjer “glava®), ¢ = vjero-
jatnost da se to nece dogoditi (dakle dogodit ée se "ne glava”, tj. "pismo”), a
eksponent n je broj faktora (u nasem sluéaju broj komada novca). Vjerojatnost da

¢e se nesto dogoditi. plus vijerojatnost da se to neée dogoditi, uvijek je 100% (ili -

vierojatnost = P = 1), pa je prema torme (p + ¢) uvijek = 1.

Ako u nasem primjeru s 2 komada novcea postavimo jednadzbu (p+¢g)", papiq
zamijenimo izrazima G (glava) i P (pismo), dobivamo (G + P)? = G2 + 2GP + P?,
§to "prevedeno” znaci: jedanput 2 "glave” + dva puta "glava-pismo” + jedanput
2 “pisma”. ' C

%

50 -

40 - 375

30 A
25 : 25

20 -

104 625 R 625 -

\

4P 3p 2P 1P oP

Slika 7.12. Vjerojatnost pojavljivanja pojedinih ishoda kod bacanja cetiri Lomada
novcnca

U primjeru s 4 komada novca imamo analogno (p+q)t= (G+P)4 = G‘+4G3P+ ;

+6G2P2+4GP3+P*, §to znadi: chanput 4 “glave”, + Cetiri puta 3 “glave” i1 “plsmo

+ Sest puta 2 “glave” i 2 “pisma”, + Cetiri puta 1 “glava” i 3 “pisma” + jedanput'4

“pisma”.

7.2. (Po samom imenu tog trokuta jasno je da je nazvan po matémati¢aru Blaise

Uz pomoc tzv. “Pascalova trokuta moguce je utvrditi ove razli¢ite kombinacije..
i bez raCunanja. Pascalov trokut za vrijednost od N = 1 do 10 prikazan je u tablici
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Pascalu. no danas je poznato da su ve¢ matematicari u staroj Kini posjedovali
sistem tog trokuta.) .

Ako dobro proucimo Pascalov trokut, vidjet éemo da je u biti vrlo jednostavan:
svaki idudi red dobiven je tako da su sumirana dva broja koji su lijevo i desno iznad
njega. Prema tome, mozemo i sami izraditi nastavak Pascalova trokuta za N koji

je veci od 10.

TABLICA 7.2
PASCALOV TROKUT

>

1 1 1
2. 1 2 1
3 1 3 3 1
4 1 4 6 4 1
"3 1 5 10 10 5 1
6 1 6 15. 20 - 13 6 1
7 1 T 21 3 3 2 7 1
8 1 8§ 28 5 70 56 28 8 1
9 1 .9 36 84 126 126 84 36 9 1
10

1 10 45 120 210 252 210 120 45 10 1

" Iz tablice ¢itamo da su npr. kod 10 komada novca, ako ih bacamo 1024 puta

.(1024 je suma svih brojeva u tablici uz N = 10) ocekivane frekvencije ove:

Kombinacija f(r) ecf‘lf;igz Vjerojatnost
10G OP 1 1/1024
9G 1P 10 10/1024
8G 2P 45 45/1024
7G 3r 120 120/1024
6 G 4P 210 210/1024
5G 5P 252 252/1024
4G 6P 210 210/1024
3G 7P 120 120/1024
2G 8P 45 45/1024
1G 9P 10 - 10/1024
0G 10.P 1 1/1024

(Napomena: Uz pomo¢ Pascalova trokuta mogu se lako izracunati veé

$pominjani binomni koeficijenti [str. 37 i tablica T}: ako n o¢itamo u redu Pascalova
trokuta, a z na polozaju = + 1 u tom istom redu, dobivamo jednak rezultat, kao i
iz tablice T.

8Y e il
5) (5to je isto kao i 5—'(—8—-T)|) otitavamo u

osmom redu trokuta, na poloZaju 3 + 1, a rezultat iznosi 36, 5to je dakako isti broj

Naprimjer, binomni koeficijent (

~kao i u tablici T).
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Uz pomo¢ Pascalova trokuta mozemo na trenutak pogledati jos ncke pogreske
koje nam se katkad dogadaju pri procjeni pojedinih vjerojatnosti. Na primjer, kada
bi netko postavio pitanje koja je vjerojatnost da ¢emo kod bacanja 10 komada
novti¢a dobiti kao rezultat 5 "glava” i 5 "pisama”, znatan broj ljudi odgovorit
¢e da je vjerojatnost 50%. To medutim nije toéna, a pogresl\a kola je pri tome
uéinjena, pxolstjece iz toga 5to ljudi katkada "mijesaju” pojam ”najvijerojatniji
ishod” s pojmom “vjerojatnost 50 : 50”. Ljudi otprilike ovako rezoniraju "Ako
bacim 10 novtica, pOlO\'lCd ¢e pasti na 'glavu’ na polovica na 'pismo’, jér su Sanse
za ‘glavu’ i 'pismo’ jednake.” Zvuéi logi¢no, zar ne?

No, ¢injenica je da 3ansa 30 : 50 vrijedi samo kod bacanja dua novtlca Veé,
kod bacanja 4 nov¢ica, kako se to vidi iz slike 7.12. i tablice 7.1, vjerojatnost.da ée
pasti 2 "glave” i 2 "pisma” nije 50%, veé 37,5%. Pa tako i kod bacanja 10 komada .
novtica, vjerojatnost da ¢e pasti 5 "glava” i 5 "pisama” jest doduse.najveéa medu
svim ostalim ishodima, ali ona ne iznosi 50% (p 0 5), nego (vidi Pascalov trokut‘)
oko 25% (p = 252/1024 = 0, 246).

Dakle, ako bacamo 2 komada novéiéa, pa smo se kladili da ée Jedan pasti na
"glavu” a drugi na "pismo”, 3ansa da ¢emo dobiti okladu iznosi 0,5. Ali ako-pet
puta zaredom bacamo 2 novéica (5to je isto kao da jedanput bacimo 10 komada!),
pa ako se takoder kladimo da ¢emo dobiti pet puta "glavu” i pet puta " pismo”, svi.
su izgledi da ¢emo izgubiti okladu, jer nam je Sansa ispod 25%, tj. to¢nije p= 0,246
(iz 252/1024)!

Postoji jo§ jedan vrlo jednostavan i slikovit nacin za 1zracunavan]e razhcmly
ishoda jednake vjerojatnosti, a to je tzv. "stablo vjerojatnosti”, prikazano na slici
7.13. Sli¢no prijasnjem primjeru s bacanjem novéiéa, pretpostavimo da jedna obitelj’
zeli imati éetvero djece. Koja je vierojatnost da ¢e imati dva sina i dvije kéeri?

Sada naravno ve¢ znate da to nije 50% a to se vrlo.lako (kao i kod prethodnog
primjera) moze ustanoviti iz slike 7.13: prvo dijete moze biti ili sin ili kéi; ako je
prvo dijete sin, drugo moze ponovno biti ili sin ili kéi; to isto vrijedi i u slu¢aju'da
je prvo dijete bila kéi. Razradujuéi tim nacinomn "stablo vjerojatnosti” sve dalje,
dolazimo do 4. djeteta. Kako iz slike vidimo, tu veé postoji 16 mogudéih ishoda (vidi
i zbroj 4. reda u Pascalovu trokutu!), a'sve moguénosti za 2 sina i 2 kéeri u crtezu su”
podebljane, pa vidimo da od 16 mogu¢ih ishoda postoji samo 3est njih u kojirha je
taj uvjet. postignut; to su ovi ishodi: S{in) S(in) K(¢i) K(¢i), nadalje SK SK,SK K
S,KSSK,KSKS,iKKSS. (Tonaravno mozemo od&itati i iz Pascalova trokuta).
Vjerojatnost za taj ishod (2S + 2K) iznosi dakle 6/16, ili 0,375. Ako bismo trazili
toéno odredeni redoslijed (npr. S K K S), onda samo jedan od postojeé¢ih 16 moguéih
ishoda udovoljava tom uvjetu (vidi sliku). To naravno toéno odgovara nama ve¢
poznatom "zakonu multiplikacije” (vidi str. 33), tj. 1/2-1/2-1/2-1/2=1/16. A u
primjeru u kojem redoslijed nije vazan, vrijedi naravno zakonitost, opisana na str.
33, tj. treba zbrajati vjerojatnosti svakog povoljnog ishoda: S S'S K =.1/16 plus S,
K S K =1/16 plus....... itd = 6/16 (= 0,375). :

Osim spomenute formule (7.1) postoji i druga, naoko kompleksnija formula za:
izraGunavanje vjerojatnosti pojavljivanja nekog ishoda kod binomne raspodjele,
ali je ona ipak znatno jednostavnija pod pretpostavkom da pOS_]EdU]emO dzepno’
clektronsko racunalo.
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= § )8 ishodi
o §° T s S 1
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K 8
S S 9
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P K 14
K K S 15
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' Slika 7.13. ‘Prikazivanje vjerojatnosti pojedinog ishoda uz pomo¢ "stabla

" vjerojatnosti”. Postoje 6 od 16 moguéih ishoda da neka obitelj s cetvero djece ima 2 sina

i 2 kéeri. Vjerojatnost toga ishoda iznosi 6/16 = 0,375. Za jedan odredeni redoslijed
- (npr. k-s-s-k) vjerojatnost je 1/16.
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Ta formula glasi:

Pk = Tﬁ pe q”"[ﬁ . (72)

pri ¢emu

P = vjerojatnost da ¢e se neto dogoditi,

¢ = vjerojatnost da se to neée dogoditi,

k = broj "pogodaka” (npr. 2 "Sestice™ kod bacanja kocke),
n = veli¢ina uzorka (npr. 3 igrace kocke).

(N apomen a. Citalac koji je u meduvremenu zaboravio §to zna€i znak ! u
formulama, neka pogleda stranicu 28).

Evo primjera: Kolika je vjerojatnost da ée kod bacanja 3 igrade kocke pastl 2 ]

"gestice” (ili — §to je isto — kod tri bacanja jedne kocke pasti 2 "3estice”)?

e () (-

Dakle, vjerojatnost da ¢e kod bacanja 3 igrace kocke pastl 27 éestlce iznosi oko .

6,9%. .
Postoje naravno i tablice binomne Iaspodlele iz kojih se to izravno moze otitati,
ali su binomne tablice vrlo opsezne jer moraju uzimati u obzir tri elementa;: opéenitu
vierojatnost pojavljivanja neke pojave (npr. kod bacanja novca vjerojatnost ” glave™
je 0,5), velicinu uzorka (npr. 4 komada novca) i zeljeni ishod (npr 2 glave”). Zbog

mnotva moguéih vjerojatnosti, tablice sadrze samo neke od njih, tj. 5%, 10%, 20% .

. 90% i 95% pa neke probleme ne mozemo pomocu njih rjesavati: vjerojatnost
nekog ishoda na igracoj kocki iznosi 1/6 = 16,7%, pa probleme kocke nije moguce

izravno oéitavati iz binomne tablice. No razmotrit ¢emo dva druga. primjera, kako :

bismo samo segmente tablice mogli protumaciti (tako da onaj citalac kome su one
mozda u nekoj situaciji prijeko potrebne, znade kako da se njima sluzi). .

Prui primjer. Ako u nekoj populaciji produkata ima 10% defektnih komada, |

koja je vjerojatnost da ¢emo, uzevsi uzorak velicine 4, dobiti 3 komada: defektna? .

Dio tablice binomne raspodjele prikazan je u tablici 7.3. Iz tablice ¢itamo da je-

vijerojatnost da su 3 komada u uzorku defektna, relativno mala, tj. 0,4% (dakle kod

oko 1000 uzoraka veli¢ine 4 nasli bi u prosjeku &etiri uzorka u kojima'bi 3 l\omada .

bila defektna). .
(N a pomen a. To isto izratunali bismo pomo¢u formule (7. 2) oval\o

4! 2 i
a0 0:1%-0,9' = =—-0,00 = akle oko 0/4%
b3 = A= 3] +0,1%-0,9' = == -0,001-0,9 = 0,0036, d'\<1e01004/o).
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TABLICA 7.3.
DIO TABLICE BINOMNE RASPODJELE (RADI DENMONSTRACIIE)
Velicina | Broj po- Vjerojatnosti
uzorka n | godaka r 0.05 0,10 ..... 050 .....
4 0 0,656 0,062
1 0,292 0,250
2 0,049 0,375
3 0,004 0,250
4 0,062

‘Drugi primjer. Koja je vjerojatnost da ¢emo kod bacanja 4 komada novéica

dobiti dva puta "glavu®?

Upotrebom tablice ¢itamo da je vjerojatnost p = 0,375 (tj. 37,5%), a totno

“toliko imamo napisano i na srednjem stupcu histograma na slici 7.12.
‘- Iz tablice 7.3. ujedno vidimo da je vjerojatnost da ne¢emo dobiti nijednu " glavu”
" nesto vise od 6%, i da éemo dobiti samo jednu "glavu” 25%. .

Vratimo se ponovno Pascalovu trokutu! Poveéavajuéi broj novéiéa koje ba-

_‘cémo u zrak, dobili bismo konaéno prakticki potpuno pravilnu zvonastu ”krivulju
slucaja”, .dakle normalnu raspodjelu. No razlika izmedu binomne i normalne
‘raspodjele (koja je viSe teoretske nego prakti¢ne prirode) jest u tome §to binomna
‘raspodjela nastaje kombinacijom faktora, kojih je pojavljivanje uvijek jednako
‘vierojatno ‘(npr. 50% ili .10% ili bilo koja druga vjerojatnost), dok je kod nor-
“malne raspodjele situacija nesto drukéija. lako smo njezin postanak veé pokusali
‘opisati, uzmimo jo§ jedan primjer, ovaj put primjer slican binomnoj raspodjeli,
dakle primjer bacanja nov¢ica.

Zamislimo da imamo mnogo. komada novéiéa koji nisu ispravni, nego je svaki
novéié po sluéaju swinut, pa oko polovice novéi¢a ima veéu vjerojatnost (svaki
novéi¢ drukéiju) da padne na "glavu”, a takoder oko polovice da padne na " pismo”.
Ako takve novéiée bacamo u zrak i promatramo kako su pali, ponovno éemo dobiti
krivulju rezultata koja e biti jednaka krivulji binomne raspodjele kada je N veliki
broj!:

Osim normalne i binomne raspodjele postoji jos mnogo drugih raspodjela. Jednu

" od njih jos éemo u ovoj knjizi spominjati: to je Poissonova raspodjela, koja je

takoder sluéajna raspodjela, samo — za razliku od normalne raspodjele — slucajna
raspodjela vrlo rijetkih dogadaj (dok je normalna raspodjela raspodjela dogadaja,

- kojima se vjerojatnost kreée u blizini 50%). Spominjat ¢emo jo§ i F-raspodjelu,
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hi-kvadrat raspodjelu i druge, ali nema smisla tlme sada titaoca optereéwatl Kada
dode na njih rad, te ¢e raspodjele biti razumljive.

Recimo na kraju jos nekoliko rijeci o zanimljivoj povijesti nastanka spoznaja o’
o normalnoj raspodijeli. Posebno je za te podatke zasluzna americka statisti¢arka
Helen Walker, koja je publicirala nekoliko radova o toj temi, i evo njezinih glavnih
podataka (iz Walker H. and Lev J, Elementary statistical methods, vidi literaturu).

Matemati¢ar Abraham De Moivre (1667-1754), koji je kao izbjéglica Zivio u
Londonu, prehranjujuéi se djelomice rjeSavanjem razli¢itih problema zakona vjero-
Jjatnosti za bogate kockare, ustanovio je da distribucija rezultata bacanja novéiéa,
kada je broj novéica velik (kako vidimo, po¢elo je od binomne raspodjele!), poprima
jedan definitivni oblik, koji je on 1733. uspio izraziti jednadzbom, §to ju je demon-
strirao svojim prijateljima, ali o ¢emu nisu objavljeni sluzbeni radovi. .

Nekako istovremeno jedan $vicarski matematicar, Jacques Bernoulli {1654-1705)
upozorio je da bi teorija vierojatnosti mogla biti od koristi u ekonomiji i drustvenim
znanostima, no smrt ga je sprijecila da radi na tom pitanju, pa je tek 1713, dakle -
8 godina nakon njegove smrti, objavljena (zaslugom njegova neéaka) njegova knji-
ga " Ars conjectandi”, §to bismo mogli prevesti kao *Umjetnost hazarda » 1O ta
publikacija ipak nije pobudila interes ondasnjih matematiéara. .

Proslo je stoga gotovo puno stolje¢e do vremena, kada su Laplace (1749-1827)
u Francuskoj i Gauss (1777-1858) u Njemackoj nezavisno jedan od drugoga, a.
vjerojatno i ne znajuéi za De Moivreove rezultate, nratematicki definirali "krivylju
vierojatnosti” ili "krivulju pogresaka”. Ta je krivulja kasnije nazvana Gaussovomn:
krivuljom, jer se u pocetku smatralo da ju je Gauss prvi opisao i matematicki defin
rao. No 1924. godine je Karl Pearson, poznati statisti¢ar, otkrio dotad: nepoznate.
rukopise De Moivrea. ) ‘

Bernoullijevu misao da se ta krivulja moze primijeniti ne samo na ”pogreske:
mjerenja” u fizici, veé i na ostale podatke mjerenja, izgleda da je definitivno for-
mulirao i objavio belgijski statisticar Adolphe Quetelet (1796-1874), koji je prv
upozorio da se statistika moze koristiti i u bilo kojem drugom podru&ju mjer enja :
dakle i kod mjerenja "mentalnih i moralnih” svojstava.

8.1.° z-VRIJEDNOSTI

Buduéi da nam aritmeticka sredina i standardna devijacija potpuno definiraju
raspodjelu nekih rezultata, to je za svaki rezultat moguce izratunati na koji dio
“standardne devijacije on pada, a kad znamo taj podatak, znamo odmah i koliko
imamo rezultata veéih i koliko manjih od toga rezultata. Na taj nalin moZemo
to¢no odrediti poloZaj pojedinca u, grupi.

“ Primjer. Mjereéi visinu ve¢e grupe odraslih ljudi, dobili smo ove rezultate:

X =170,0 cm.
s =10,0 cm

Kamo pripada ispitanik X koji je visok 180 ¢cm? Drugim rije¢ima, koliki posto-
tak tih ljudi su visi od njega? Najprije moramo ustanoviti na koji dio standardne
‘devijacije'pada rezultat X = 180 cm. To éemo ustanovit tako da najprije nademo
razliku izmedu toga rezultata i aritmeticke sredine, i da onda tu razliku podije-
limo sa standardnom devijacijom. Drugim rije¢ima, ovim éemo postupkom rezultat
izraziti u dijelovima standardne devijacije:

ZADACI ZA VJEZBU

1. Upotrebom Pascalova trokuta nadite kolika je vjerojatnost da ée kod '

bacanja 9 komada novciéa pasti 2 "pisma” (ili 7 "glava”). . 2= X - X.' (8.1)
2. Promatrajuéi sliku 7.8, ustanovite koja je vjerojatnost da éemo 180 — 170 10
slucajnim izvlacenjem rezultata iz kojih se sastoji nacrtana normalna U nagem sluéaju dakle imamo: ST T 1,0.

distribucija, izvuéi rezultat koji je po vrijednosti:
a) negdje izmedu aritmeticke sredine i +1 s,
b) manji od -2,
¢) veéi od +1 s ali manji od +2s. .

3. Koristedi tablicu 7.3, o¢itajte koja je vjerojatnost da u uzorku veli¢ine
N =4, a koji uzimamo iz populacije u kojoj je 10% defektnih komada,
ne nademo ni jedan defektni komad.

.Nas rezultat od 180 pada dakle toéno na +1 s. Buduéi da znamo da X plus 1s
obuhvaéa oko 34% rezultata, to nam do kraja krivulje na desnoj strani ostaje jo§
50% - 34% = oko 16% rezultata. Dalxle, 16 posto ispitanika ove grupe visi su od
180 cm. (Vidi sl. 8.1.)

Kako je normalna raspodjela potpuno to¢no definirana, to mi za svaki rezul-
tat, ako izratunamo na.koji dio standardne devijacije pada, moZemo potpuno
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totno ustanoviti koliki postotak rezultata je ispod, a koliki iznad njega. Dakle,
izrazavanje nekog rezultata u terminima standardne -devijacije, tj. izratunavanje
na koji dio standardne devijacije taj rezultat pada, naziva se pretvaranje rezultata
u z-vrijednosti. Tablica A u Dodatku je tablica koja nam pokazuje povrsinu nor-
malne distribucije od nekog definiranog rezultata X" pa sve do bliZeg kraja krivulje.

A : 50% . 50%

142,1 1519 161,7. 17}.5 181,3 191,1 200,9
172 175

Slika 8.2. U normalnoj raspodjeli unutar zatamnjene povrsine nalazi se onaj postotak
rezultata koliki postotak je zatamnjena povrsina od cijele povisine krivulje. U nasem
slu¢aju taj postotak iznosi oko 12% (vidi tekst)

" Da bismo to izratunali, treba izratunati povriinu krivulje od 172 cm pa do
kraja, potom povrsinu od 175 cm do kraja, i, konatno, drugu povriinu oduzeti od
prve: |
172 - 171,5 175 -171,5
=" - s 5 s = " = O, .
2 5.8 0,05, =z 98 36

Prema. tome, rezultat 172 nalazi se na + 0,05 z (dakle jedva nesto malo iznad
rosjeka), a rezultat 175 na + 0,36 z. Iz tablice A vidimo da se izmedu 0,05 z
. kraja krivulje nalazi 48,40% rezultata, a izmedu 0,36 z i kraja krivulje 35,94%
- rezultata. Zbog jednostavnosti, pretpostavimo da su to postoci 48% i 36%. Prema
ome,  intervalu izmedu 172 i 175 (to je zatamnjena povriina) nalazi se 48% —
: 36% =.oko 12% svih rezultata, dakle u nasem slucaju oko 120 mladiéa.

" U skladu s ve¢ re¢enim tih 12% znati i ovo: kada bismo nasumce izvadili jedan
‘rezultat iz cijele populacije rezultata, onda je 12% vjerojatno (p = 0,12) da ¢emo
izvuéi rézultat ne manji od 172 niti veéi od 175.

Pomocu dijelova standardne devijacije, dakle pomocu z vrijednosti, mogu se
akse usporedivati rezultati razlicitih mjerenja kod istog ovjeka, a takoder i medu
pojedinim ljudima. Tako se npr. cesée dogada da pojedinim ljudima iz neke skupine
* zelimo dati jednu skupnu ocjenu za njihov rezultat u niz disciplina, a ako su mjerne
jedinice tih disciplina razli¢ite (npr. sekunde, centimetri, kilogrami itd.), nailazimo
. na velike teskoée. Jedno od ispravnih rjeSenja toga problema sastoji se u pretvaranju
~originalnih vrijednosti rezultata u z-vrijednosti.

Slika 8.1. Ako neki rezultat pada to¢no na + 1 s, onda u ¢itavoj populacul ima oko
84% slabijih i oko 16% boljlh rezultata R

Buduéi da je u svim statistickim tablicama cijela povr$ina neke krivulje:
prikazana brojem 1 (3to zna&i 100%), to su dijelovi povrsine prikazani brojevima
koji se kreéu od 0 pa sve.do blizu 0,5 (0,5 je povrsina jedne strane normalne
raspodjele). Veli¢ina povrsine u_7edno znaéi i vjerojatnost, kao sto se to ved vid
jelo iz dosadasnjih primjera. Evo jos jednog: U skupini od 1000 mladi¢a nadena j je
prosjecna visina X = 171,5cm, i s = 9,8 cm. Koliko ima priblizno mladlca kOJl su
visoki izmedu 1721 175 cm? . )

Kod svih takvih zadataka najbolje je nacrtati povriinu koja nas zanima. Na
slici 8.2. prikazana je krivulja normalne raspodjele, koja ima aritmeticku sredinu
171,5, a standardnu devijaciju 9,8 cm. Povrsina krivulje izmedu 172 i 175 cm je.
grafirana (zatamnjena), i to je upravo povriina koja nas zanima. ' .
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Primjer. Skupina od 100 mladiéa istih godina natjete se u ovim Sportskim

disciplinama: a) tréanje 100 metara, b) skok uvis, ¢) skok udalj, d) bacanje kugle i
e) bacanje diska. Prosje¢ne vrijednosti i standardne devuau]e gitave skupine za te
discipline su:

) Xa =12,8 sek ) sa = 2,0 sek

a
b) X}, = 145,0 ¢cm sy = 21,1 cm
¢) X =485 cm 8¢ = 50 cm
d) Xg = 813cm sq = 103 cm
e) X, = 2560 cm Se = 400 cm

Dva mladi¢a (A i B) postigli su ove rezultate:

Mladié A Mladié¢ B
a) 12,2 sek a) 13,0 sek
b) 140 cm ' b) 136,5 cm
¢) 580 cm ¢) 490 cm
d) 804 cm ~d) 920 cm
e) 2400 cm e) 2980 cm.

Koji je od ovih mladiéa u svim disciplinama zajedno bolji? Ako svaki rezultat
svedemo na zajednitku mjeru, tj. na z-vrijednost, dobit éemo za svakog mladlca

(5)
ove ”ocjene”
s

Mladi¢ A Mladi¢ B
a) + 0,30 a) -0,10
b) —0,24 b) -0,40
c) + 1,90 ) c) +0,10
d) -0,09 - d) +1,04
e) —0,40 e) + 1,05
Skupna . Skupna
ocjena = + 1,47 ocjena = + 1,69
Prosjetna Prosjetna
ocjena = + 0,29 ocjena = + 0,34

Prema tome, prosjetan uspjeh mladi¢a B u tim disciplinama veéi je od uspjeha’

mladiéa A.

1Treba paziti da u disciplini tréanja na 100 m vrijednost ispod 12,8 sek svrstavamo u plus, a
vrijednost iznad 12,8 sek u minus z-vrijednosti, vrijednosti iznad 12,8 znade sporije tréanje.
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Takvo ocjenjivanje u z-vrijednostima vrlo je potrebno i u onim sluéajevima kad

. trazimo skupnu ili prosjecnu ocjenu iz niza mjerenja koja su na prvi pogled prove-

dena . u-jednakim “mjernim jedinicama” (npr. u bodovima), ali pomoéu testova.
koji- imaju razli¢it varijabilitet rezultata.

Primjer: Skupinu ljudi podvrgavamo ispitivanju psihomotorike pomocu 2 testa
(T i T») koji imaju. ove karakteristike:

Ty - ) ' ' T

Ainimalni broj bodova = 0
Maksimalni broj bodova = 120

" Minimalni broj bodova = 0

" Maksimalni broj bodova = 15

" Prosjek (1zm]e1en na vecoj Prosjek (izmjeren na vecoj
1\up1m) X, = 7.0 skupini) = X, = 60,0

31=1,O . 52 =14,0

- Ispitanik A postigao je u testu 71 9 bodova, a u testu T» 74 boda; ispitanik B

" postigao je u testu Ty 6 bodova, a u testu T> 90 bodova. Dakle, ukupno je ispitanik
- A postigao 83 l;oda, a ispitanik B 96 bodova. Je li zaista ispitanik B u ukupnoj
.acjeni-bolji od ispitanika A?

- Ako bodove pretvorimo u z-vrijednosti, dobivamo za oba ispitanika:

Ispitanik A Ispitanik B
Test Ty +2,0 Test T} -1,0
Test T, +1,0 Test Tn  +2,14

~Ukupno +3,0 . Ukupno +1,14

Prema tome, znatno-bolji u ukupnom uspjehu je ispitanik A, a ne ispitanik B!
Dakle, potrebno je pretvaranje u z-vrijednosti, jer bi jednostavnim zbrajanjem
bruto-rezultata dvaju ili vise mjerenja u ukupnom zbroju imali veéu "tezinu”, tj.

‘veéu vaznost rezultati iz onih mjerenja u kojima je veéa standardna devijacija. Na
. primjer, rezultati iz mjerenja sa'standardnom devijacijom 10 imali bi dva puta veéu

tezinu u ukupnom rezultatu od rezultata mjerenja sa standardnom devijacijom 5
Cesto se pogresno misli da glavnu "tezinu” rezultatima daje njihova apsolutna
veli¢ina: na primjer, ako u jednom testu ispitanici postizu vrlo visok broj bodova, a
u drugim testovima znatno manji, onda ¢e, po tom misljenju, u ukupnom rezultatu
iz svih testova ”prevagnuti” rezultat iz toga testa s najveéim brojem postignutih

_bodova.' Da to nije totno, vidi-se iz ovog primjera: pretpostavimo da u tom jed-

nom testu svi ispitanici postignu mnogo, ali svi jednako, recimo 500 bodova svaki

ispitanik. U ukupnom rezultatu taj broj, iako velik, neée nista utjecati na polozaj

pojedinog ispitanika, tj. njihov rang bit ée potpuno jednak bez toga testa kao i s

" njim — jer smo svakom ispitaniku dodali jednaku vrijednost. Dakle, kako se vidi,

taj test ne pridonosi ni§ta ukupnom rezulratu, jer taj test nema varijabiliteta.

Da bi se izbjegle negativne vrijednosti kod takvog preraunavanja originalnih
rezultata u z-vrijednosti, moze se svakoj z- vrijednosti dodati neki broj, tako da
nam svi rezultati postanu pozitivni brojevi. Ako z-vrijednostima dodamo broj 5,
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dobivamo tzv. standardne vrijednosti, l\ole iduod2do§, s pxoslel\om 5.
Racunski se taj broj (u ovom sluéaju 3) qamo pribroji ve¢ poznacom ra¢unu
kod z-vrijednosti.
Primjer: X = 25,5 = 6. Koju standardnu viijednost ima rezultat 'V = 32 u
skali standardnih vrijednosti kojima je aritmeti¢ka sredina 5?
-X . 32-25

+0=

Standardna vrijednost = - +3=06,17.
8.2. CENTILI

Polozaj pojedinca u grupi moze se izraziti i tzv. centilom (percentildm): pi'vi
centil obuhvaca 1% najslabijih, drugi centil 1% iduéih najslabijih,.. deseti centil

obuhvaéa onaj jedan posto koji je na desetom mjestu od najslabijeg,.. sedamdeset; - '

centil zna¢i da je 70% rezultata jednako ili'slabije, a 30% bolje; ako neki rezultat

pada u devedeset drugi centil, to znaéi da je samo 8% rezultata bolje od njega, a 92% -
rezultata su jednaki ili slabiji, itd. Mi smo zapravo i kod z-vrijednosti veé baratali -
centilima: ako smo na str. 97. rekli da je 16% ispitanika rastom visa od ispitanika X,

to zapravo znati da on prema svojoj visini pripada u 84. centil: 100~16 = 84. Prema
tome, iz tablice A mozemo za svaki rezultat oéitati i njegov polozaj u centilima,
ali prethodno treba rezultat pretvoriti u z-vrijednost. Na primjer, ako neki rezultat

pada na 1,75 z, znaci da se taj rezultat nalazi u 96 centilu, jer ima samo oko 4%

rezultata koji su bolji od njega.

Postoji racunski postupak za doblvanje centila po Jedmog rezultata, a da pritom
nije potrebno rezultat najprije pretvoriti u 2-vrijednost, ali éemo najprije ukratko
prikazati graficku metodu kojom moZemo s priliénom totnoséu odrediti polozaj
pojedinog rezultata u centilima. '

Postupak se sastoji u neznatnoj modifikaciji grafickog prikaza kumulativne
frekvencije (vidi sliku 6.10), tj. sastoji se u sljedeéem:

1. Frekvencije neke distribucije rezultata pretvorimo najprije. u reldtivne

frekvencije, a nakon toga u relativne kumaulativne frekvencije (t]. sza]amo .

relativne frekvencije [postotke] iz razreda u razred). Ti nam brojevi u pos-

totku pokazuju koliko je ukupno rezultata do prave gornje glamce svakog

razreda.

2. Na apscisu unesemo prave gornje, granice razreda (koje smo ve¢ upoznali u
6. poglavlju), a na ordinatu unesemo relativne kumulativne frekvencue tj.:

kumulativne frekvencije u postotku ukupnog N.
Primjer: Nama ve¢ poznat primjer s visinom 135 20-godisnjih mladiéa, koji émo
na slici 6.10. prikazali krivuljom kumulativne frekvencije, pretvorit ¢emo u primjer
s relativnim kumulativnim frekvencijama. Postupak je prikazan u tablici 8.1.
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TABLICA 8.1.
PRETYV. -\R-\\JE FREKVENCLJE U RELATIVNU KUMULATIVNU
FREKVENCIJU

Frekven- K | Relativna Relativna
Razred 1e“\cr1 LUl frekven- kumul.
cija frekv. cja freliv.
157-159 1 1 0,74 0,74
160-162 2 3 1,48 2,22
163-165 9 12 6,67 8,89
166-168 15 27 11,11 20,00
169-171 25 52 18,52 38,52
172-174 28 80 20,74 59,26
175-177 20 100 14,82 74,08
178-180 16 116 11,85 85,93
181-183 13 129 9,63 95,56
184-186 5 134 3,70 99,26
187-189 1 © 135 0,74 100,00
135 100,00

Kada tako dobivene vrijednosti unesemo u grafikon, dobivamo krivulju relativne

- kumulativne frekvencije, prikazanu na slici 8.3.

Za aproksimativno otitavanje centila ili centralne vrijednosti ova nam krivulja
moze odli¢no posluziti. Tako, recimo, iz slike 8.3. vidimo da neki rezultat X, veli¢ine
176 cin, pada otprilike u 66. centil, tj. da su 66% rezultata jednaki ili nizi od njega,
a 34% rezultata su jednaki ili visi. Centralna se vrijednost iz ove slike otitava tako

" da se 5 relativne kumulativne frekvencije 50% povuce paralela s apscisom sve do
- krivulje i odanle se spusti okomica na apscisu. Na mjestu gdje ta okomica sijece
. apscisu nalazi se centralna vrijednost.

(N apomen a Poneki ¢itaoci mozda su ¢uli i za izraz “decil”. Za razliku od
*centila”, decili” su frakcije od po 10% rezultata: 1. decil obuhvaca najslabijih
(ili’ na,]bohxh) 10%, 2. decil idu¢ih 10%, itd., i, konatno, 10. decil predstavlja 10%
najboljih (ili najslabijih) rezultata: 1. centil je poCetna vrijednost za 1. decil, 10.
centil je poetna vrijednost za 2. decil, itd. Naravno da se i decili, jednako kao i
centili, mogu posve jednostavno otitati s krivulje relativne kumulativne frekvencije.

"Treba reéi da su u praktiéne surhe, kao §to je to npr. bazdarenje nekog testa, decili

koriste ¢edce nego centili.)
" Jedan po izgledu nesto drukéiji, ali u biti jednak postupak sastoji se u tome da

* . se relativne kumulativne frekvencije nanesu na ordinatu tzv. ” papira vierojatnosti”.

Na slici 8.4. prikazani su isti rezultati na papiru vjerojatnosti. (Relativna kumula-
tivna frekvencija od 100% ne moZe se ucrtati jer na papiru ne postoje vrijednosti
0 niti 100.)

Sve ono §to smo o¢itavali iz slike 8.3., tj. s obicue krivulje relativne kumula-
tivne frekvencije, mozemo otitati i sa slike 8.4, samo to nam ona pruza jos jednu
prednost: ako je distribucija, koju na ovaj natin prikazujemo, priblizno normalna,
totke na papiru viercjatnosti bit ¢e manje-vide na pravcu.
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Slika 8.4. Relativne kumulativne frekvencije prikazane na ”papiru vjerojatnosti”.
Normalna raspodjela daje u tom slugaju pravac
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Na primjer, ako je medu 50 rezultata neki rezultat 3. po redu (odozdo!), onda se
taj rezultat nalazi u 43/50 - 100 = 86. centilu.

No kod velikih skupina, kada su nam rezultati svrstani u razrede, bio bi taj pos-
tupak previde kompliciran, i zato postoji mnogo prakti¢nija formula za pronalazenje
centila nekog rezultata. Ona glasi:

Centil = RKFyy + <¥ . RFR> , (8.3)

(Neki autori crtom spajaju sve totke, a neki povlate medu to¢kama pravac ili
krivulju, koji toc¢kama relativno najbolje pristaju. Taj drugi'postupakAuéinien jei
na slici 8.4.) Ako je distribucija asimetri¢na na jednu ili drugu stranu, ili ako na bilo
koji nacin znaéajnije odstupa od normaliteta, kioz njih se nece moéi povuéi pravac.
Prema tome, prikazivanje relativne kumulativne frekvencije na papiru vierojat-
nosti omoguéuje nam joi i pribliznu kontrolu normaliteta distribucije; (o preciznoj,
raéunskoj kontroli bit ¢e rije¢i u poglavlju "Hi-kvadrat. rcst”) Na slici 8.4. vidimo
da nasi rezultati uglavnom daju normalnu distribuciju, jer "odoka™ nacrtan pravac

dobro prati polozaje tocaka. pri cemu:
X = rezultat za koji trazimo centil,
. RKFp = relativna kumulativna frekvencija (suma postotaka) rezultata
95 1 ""“'""‘74""""'7{"'1""'"'-'f' ispod razreda u kojem je rezultat X,
90 - D - = prava donja granica razreda u kojem se nalazi rezultat .\,
J @ @ @ i = interval,
€0 / / / / / RFR = relativna frekvencija (postotak) rezultata u razredu u kojem se
70 - ' nalazi rezultat .X.
w 777 7
50 / f //// - : Na primjer, kada bi nas u nasem primjeru zanimao centil rezultata 176, postupili
40 / / @ asimeirija udesno *ZN. bismo ovako: 176 — 174.5
30 ; Centil = 59,26+ ——— 14,82,

asimetrija ulijevo A

20

10 / / / g koni¢nost :
e e e e c e ——— spljostenost L\

5 } /‘// . |

=59,26 + (0,5 - 14,82),
= 59,26 + 7,41 = 66, 67, ili prakticki 67.

: Nas se rezultat nalazi dakle u 67. centilu. Da smo ga ocitavali sa slike 8.3, otitali
. bismo otprilike 66. centil.
_ Cesto nas medutim mozezanimati obra¢ni postupak: dok smo upravo sada nagli
koji centil odgovara nekom odredenom rezultatu, nas moze zanimati i to koji rezul-
~'tat odgovara nekom odredenom centilu. Na primjer, u nasem slu¢aju mogli bismo
postaviti pitanje: Koja visina odgovara 50. centilu (dakle koja visina predstavlja
centralnu vrijednost ili medijan)?
U tu svrhu treba najprije zeljeni centil pomnoziti s N i podijeliti sa 100 te ¢emo
l:ako dobm rang rezultata koji je u 50. centilu. U nadem slucaju, dakle, imamo
centil- N _ 50-135
100 100
Nakon toga treba u stupcu kumulativne frekvencije naci razred u kojem se taj rang
rezultata nalazi. U nasem slu¢aju rezultat koji zauzima 67,5. rang pada u razred
172:174 (jer se u tom razredu, kako vidimo iz tablice 8.1, nalaze rezultati iznad 52.
ranga pa sve do 80. ranga).
Kada smo nasli rang rezultata i razred u kojem se on nalazi, primijenit ¢emo
ovu formulu:

@ bimodalnost

Slika 8.5. Neke distribucije koje odstupaju od normalne dlstrlbucue, prl]\azane na
papiru vjerojatnosti .

Na slici 8.5. prikazano je kako na papiru vjerojatnosti izgledaju neke distribu-
cije koje znacajnije odstupaju od normalnosti. No, naravno, takva odstupanja -
ne narusavaju moguénost ofitavanja decila, centila, centralne vrijednosti, pa ¢ak
donekle i aritmeticke sredine i standardne devijacije: buduéi da znamo da arit-
meticka sredina plus i minus jedna standardna devijacija obuhvaéaju oko 68% -
rezultata, mozemo od vrijednosti 50 na ordinati (5to je zapravo polozaj centralne
vrijednosti, ali ako je raspodjela pravilna, onda se i aritmeticka sredina nalazi
uglavnom na istom mjestu) dodati po 34% prema gore i dolje, i to ocitati. Ako
ta otitanja pokuSamo provesti, oCitat ¢emo aproksimativno aritmeticku sredinu
na oko 173,5 (ona zapravo iznosi isto toliko!), a vrijednost jedne standardne de-
vijacije iznad aritmetitke sredine na oko 179 (zapravo 179,4) i jedne standardne .
devijacije ispod aritmeticke sredine oko 167,5 (zapravo 167,6). Kako se vidi, \rlo

= 67,5.

dobra aproksimacija! ' C-N
Racéunski mozemo centil nekog rezultata izracunati pomocu formule:. Xe=D4+ —-—IOOf - /o " (8.4)
R

Rang rezultata

. 8.2
¥ 100. (8.2)

Centil nekog rezultata =
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pri ¢emu:
Xc¢ = rezultat koji pada u Zeljeni centil,
D = prava donja granica razreda u kojem je rezultat X,
C = zadani centil (u nasem sluéaju to je 50),
fpo = ukupni broj rezultata ispod razreda u kojem je rezultat X,
fr = broj rezultata u razredu u kojem se nalazi rezultat X,
i = interval.

Ako sada primijenimo formulu (8.4), dobivamo:

28
=171,5- (0,55 3)
=171,5+1,65 = 173, 15.

Xso =171,5+ (M.g) ,

Prema tome, rezultat koji odgovara 50. centilu, iznosi oko 173. Da smo centralnu

vrijednost otitavali s pravca na slici 8.4, dobili bismo otprilike jednaku vrijednost.

A
/’L\

20 | 40} 601
Centilif L Ll 8'0-

101 30 50 70 |90

-3z -2z -1z 0z +1z +2z +3z

Slika 8.6. Odnos izmedu z-vrijednosti i centila: za razliku o centila z-vﬁjednosti
predstavljaju ekvidistantnu skalu na apscisi

" g.2. CENTILI 109

Ina krajti jos nekoliko rije¢i o usporedbi izmedu z-vrijednosti i centila.

Prednost z-vrijednosti pred centilima sastoji se u tome §to, kako smo vidjeli,
;--vrijednosti mozemo zbrajati i traziti njihov prosjek (jer su to "ekvidistantne”
jedinice, tj. jedinice s jednakim medusobnim razmakom), dok kod centila takvo
zbrajanje i trazenje ”"prosje¢nog” centila nije dopusteno, jer centili u normalnoj

" raspodjeli ne predstavljaju ekvidistantne jedinice. To se moze lijepo vidjeti iz slike
" 8.6. na kojoj su oznatene z- vrijednosti i centili (a ista se stvar moze vidjeti i na

tablici 8.2). )

" S druge strane, prednost centila pred z-vrijednostima sastoji se u tome da centili
ne zahtijevaju normalnu distribuciju: mi mozemo iz bilo kakve distribucije odrediti
koji rezultat postize 10% najboljih, ili 35% najlogijih ispitanika, itd. Naprotiv, z-

© vrijednosti predstavljaju — kako znamo — dijelove standardne devijacije, a ona je

vezana uz normalnu raspodjelu.

, TABLICA 82.
" CENTILI KOJI ODGOVARAJU POJEDINIM z-VRIJEDNOSTIMA

z+vrijednost . Centil z-vrijednost Centil
5,0 : 0,0 C 51
4,0 ' -0,1 C 47
- 3,0 C 100 -0,2 C 45
2,5 -0,3 C 39
2,33 —0,4 C 35
2,3 C99 -0,5 c31
. 2,2 C 99 -0,6 C 28
2,1 C 99 -0,7 C25
2,0 C 98 -0,8 C 22
1,9 C 98 -0,9 C19
1,8 C 97 -1,0 C 16
1,7 . C 96 -1,1 C 14
1,6 C 95 -1,2 C 12
1,5 . C94 -1,3 C 10
" 14 co2. -14 C 9
- 1,3 [a3]% -1,5 Cc7
12 ° C 89 -16 C6
11 . CBT -1,7 C5
1,0 . C8 _ -18 C 4
0,9 C 82 -19 Cc3
0,8 CT79 -2,0 C 3
0,7 C 176 -2,1 C 2
0,6 Cc73 -2,2 C 2
0,5 -C170 -2,3 C 2
0,4 C 66 '
0,3 . C 62 -2,33
0,2 C 58 -25 |
0,1 C54 -3,0 C1
—4,0
-5,0
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ZADACI ZA VJEZBU

. Skupina od 500 ispitanika u nekom je testu dobila normalno distribuirane

rezultate s ovim karakteristikama: aritmeticka sredina iznosi 80 bodova, a
standardna devijacija 10 bodova. Izratunajte uz.pomo¢ tablice A u Do-
datku koliko otprilike ima ispitanika (ne postotak!) koji imaju rezultat: '

a. veci od 80 f. manji od 56

b. veéi od 85 ‘ g. veciod 78

c. veéi od 101 h. izmedu 60 i 65
d. manji od 71 1. izmedu 73 i 84
e. manji od 83 j. izmedu 52 i 108.

. Koja je vjerojatnost da ée student A, koji se nalazi u skupm1 od 500

studenata iz zadatka 1, posti¢i bolji rezultat od 95 bodova?

Jedan proizvoda¢ tvrdi da je testirao trajnost svojih zarulja, i da traJnost '

— uz normalnu upotrebu — u prosjeku iznosi 300 dana, sa standardnom
devijacijom 90 dana. Vasa zarulja, koju ste kupili od tog proizvodaca ,
izgori nakon 60 dana. Koja je 3ansa postojala da ée se to dogoditi?

U jednom gradu u kojem ima ukupno 500 muskih ugenika zavrsnih razreda,
njihova visina je X = 175 cm, a s = 11 cm. Prilikom jedne sportske
manifestacije nastavnik tjelesnog odgoja namjerava izvesti neku vjezbu s
tim ucenicima, ali za vjezbu dolaze u obzir-samo oni koji su visi od 190 cm.
Za vjezbu ih je potrebno 80. Hoce li ih nastavnik uspjeti toliko pronaéi?

. U Bennettovu testu mehanitkog razumijevanja 75 uéenika postlglo je rezul-

tate prikazane u tablici:

Razred o f

5— 9 2
10— 14 —
15— 19 -3
20 — 24 10
25 — 29 10
30 — 34 14
35— 39 17
40 — 44 12
45 — 49 .2

50 — 54 . 5

U koji centil spada rezultat 467

6. Uz pomoc¢ tablice A u Dodatku odgovorite na pitanje: u koji-centil spadaju

rezultati koji imaju ove z-vrijednosti:

a. 0 d. — 1,2
b. 1 e.—2
c.—0,5 : f.—2,5

1. "POPULACIJA I UZORAK

Vrlo Eesto u statistici éujemo pojmove "populacija” i "uzorak”. Pod populacijom
(ili "univerzumom” ili ”osnovnim skupom”) razumijevamo sve lanove neke skupine

.5 odredenom karakteristikom koju mjerimo. Na primjer, ako mjerimo visinu 16-
- godidrijih mladic¢a u Zagrebu, onda populaciju predstavljaju svi 16-godisnji mladiéi
-u Zagrebu. Ako je ”grupa” neogranicena, onda populaciju predstavlja neizmjerni
“(ili ”vrlo velik”) broj mjerenja (npr, ako mjerimo utjecaj fenamina na bazalni me-

tabolizam, populaciju bi predstavljao "neizmjerni”, tj. vrlo velik broj mjerenja).
'Poneki je put populaciju nemoguée izmjeriti (npr. ako je ona beskonacno velika);
poneki put to je vrlo skupo i komplicirano (npr. kad bismo htjeli doznati prosjecnu

. zaradu svih odraslih stanovnika jedne zemlje, morali bismo stvarno pronaéi svakoga
“odraslog stanovnika, a to ne bi bilo ni lako ni jeftino); katkada bi mjerenje cijele

populacije bilo besmisleno (na primjer, ako se prilikom mjerenja unistava ono sto

- se mjeri — kao §to je to, recimo, sluéaj kod testiranja konzervi s prehrambenim
_artiklima).

Zato veéinom mjerimo samo ograniéeni broj slucajeva, koji nazivamo uzorkom,
a aritmeticku sredinu, standardnu devijaciju, itd., tih uzoraka nazivamo "procje-
nama” tih istih parametara. Na primjer, ako iz neke populacije uzmemo uzorak
od 30 mjerenja, aritmeticka sredina tih mjerenja je procjena prave aritmeticke sre-
dine, standardna devijacija je procjena prave standardne devijacije, itd. Pravu arit-
meti¢ku sredinu (koja se biljezi sa p; itej mi) ili pravu standardnu devijaciju (koja
se biljezi sa o; éitaj sigma) dobili bismo tek onda kad bismo izmjerili ¢itavu po-
pulaciju. Prema tome, kada radimo s uzorcima, izratunate vrijednosti, nisu uvijek
zapravo prave vrijednosti, nego samo priblizne vrijednosti ( “procjene”).

Kako je.za bolje razumijevanje sadrzaja, koji slijedi, potrebno biti dobro upo-
znat s pojmom uzorka, te s vezom izmedu uzorka i populacije, pokazat éemo na
jednostavnom primjeru 5to se dogada ako iz jedne populacije uzastopno uzimamo
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TABLICA 9.2.
‘DISTRIBUCIJA FREKVENCIJE UZORAKA POPULACLJE L

Broj crvenih kuglica

uzorke jednake veli¢ine i izratunavamo njihove karakteristike.
Pretpostavimo da imamo jednu veliku kutiju s nama nepoznatim brojern crvenih
i zelenih kuglica. Na dnu kutije postoji uredaj s 20 rupica kroz koji moze ispasti

20 kuglica. Potresanjem kutije dobro promijesamo kuglice, uzmemo uzorak od 20 .’ u uzorku f
kuglica, registriramo njihov sadrzaj (broj crvenih kuglica), vratimo kuglice natrag 3
u kutiju, ponovno dobro izmijesamo, izvadimo novi uzorak od 20 kuglica, i tako - manje od 7 0
dalje, ukupno pedeset puta. Rezultati ovog pokusa prikazani su u tablici 9.1. ; }
: 5
9 7
TABLICA 9.1. . | 10 9
REZULTATI DOBIVENI OD 50 UZORAKA IZ POPULACIJE L 11 8
VELICINA SVAKOG UZORKA N = 20 19. 10
- .13 5
Red. broj | Broj crv. || Red. broj | Broj crv. || Red. broj | Broj crv. ‘14 3
uzorka, kuglica uzorka kuglica || uzorka kuglica ‘15 1
1 12 18 12 35 12 o :
2 12 19 8 36 11 18 1
3 9 20 12 37 10 ise od 18 0
4 12 21 9 38 | 10 . - vise o
6 9 23 9. 40 10
7 11 24 10 41 11 - TABLICA 9.3.
8 8 25 14 42 9- REZULTATI DOBIVENI OD 50 UZORAKA IZ POPULACIJE IL
18 lé ;‘75 }; ﬁ E , ' VELICINA SVAKOG UZORKA N =20
11 11 28 14 45 C12 Red. broj | Broj crv. || Red. broj | Broj crv. || Red. broj | Broj crv.
C uzorka kuglica uzorka kuglica uzorka kuglica
12 10 29 10 46 12 - &
13 7 30 14 47 13 . 1 3 18 4 35 2
14 8 31 10 48 10 2 4 © 19 4 36 5
15 13 32 18 . 49 10 3 1 20 4 37 4
16 13 33 8 50 13 4 2 21 5 38 3
17 13 34 15 Ukupno 548 5. 1 22 3 39 4
- 6 2 23 5 40 4
Kako se vidi, ti uzorci variraju, i distribucija njihove frekvencije prilcazana jeu ; s ‘ "i" g‘; g i; g
tablici 9.2. 9. 5 2% 9 43 3
Kako se vidi, uzorci variraju po sluéaju, ali velitina i oblik te varijacije zavisi 10" 1. a7 2 44 4
od populacije i njezinog sastava. Da bi to dokazali, u¢inimo isti pokus, samo prije 11 3 '28 2 45 9
toga dademo nekom da promijeni odnose crvenih i zelenih kuglica u kutiji. Ponovno 12 3 29 9 46 3
uzimamo 50 uzoraka veligine N = 20, i dobivamo, recimo, rezultate, prlkazane u :
tablici 9.3, 13 4 .30 4 47 7
ablici 14 3 31 2 48 3
Prikazemo li distribuciju frekvencije tih uzoraka, dobivamo rezultate prlkazane 15 3 39 . 9 49 9
na tablici 9.4. 16 3 33 4 50 4
. ogr(lilﬁjzeersx;c‘)l ; 1dobwene rezultate iz oba pokusa graficki (vidi sliku 9. 1 ), upadaju 17 3 34 3 Ukupno 152
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TABLICA 9.4. _
DISTRIBUCLJA FREKVENCIJE UZORAKA POPULACIJE IL

Broj crvenih kuglica

u uzorku f )
0 0

1 4

2 14
3 15
4 12
5 4
6 -0
7 1
viseod 7 0
Ukupno‘SO

1. U pokusu s populacijom L. uzorci se grupiraju kao vece vrijednosti nego uzorci
u pokusu s populacijom IL

2. Grupiranje uzoraka je "gusce” u pokusu s populacuom 11, tj. rasprsenje rezul-
tata je manje nego u pokusu s populacijom I.

Iz dobivenih se rezultata dade zakljuéiti da uzorak nije ”minijamrni duplikat” :
populacije, ve¢ — ako na populaciju zakljuéujemo iz uzorka — moramo uzetl u obmr.‘

slu¢ajne varijacije koje se mogu dogoditi. S
Vidjeli smo iz opisana dva pokusa da rezultati uzoraka variraju po slucaju
ali i to da wveliéina te slucajne varijacije ovisi o stanju u populacifi: §to je vedi

varijabilitet rezultata u populaciji, to ée biti i veéi varijabilitet uzoraka uzetih iz te::

populacije. U naem primjeru moZemo reci da je varijabilifet populacije to manji
§to vise prevladava jedna vrsta kuglice: kad bi sve kuglice bile crvene, tj. kad.u
populaciji ne bi bilo nikakvog varijabiliteta — ne bi bilo varijabiliteta ni-medu

uzorcima (tj. svi uzorci sastojali bi se samo od crvenih kuglica). Naprotiv, ako se. -

populacija sastoji od 50% crvenih i 50% zelenih kuglica, varijabilitet je maksimalan,

pa Ce 1 varijabilitet uzoraka biti najveéi. U nasoj populaciji I. iz grupiranja uzoraka

(pretezno na vrijednostima 9-12) zakljutujemo da se radi o populaciji u kojoj je
vjerojatno odnos crvenih i zelenih kuglica priblizno 50% : 50%, dok je znatno manji

postotak crvenih kuglica u populaciji II; to ujedno potvrduje i varijabilitet uzoraka: .

on je znatno veéi u pokusu s populacijom 1. nego u pokusu s populacijom 1II. -
Potpuno je jasno da bismo dobili analogne rezultate kad bismo uzimali uzorke
iz jedne populacije rezultata koji daju normalnu raspodjelu. Kad bi, na primjer,

1024 rezultata mjerenja visine djece na 1024 ispitanika napisali na zetone koje bi’

stavili u kutiju i tada vadili uzorke odredene veli¢ine, aritmetitke sredine uzoraka
kretale bi se u blizini prave aritmeti¢ke sredine svih rezultata, a varijabilitet tih
aritmetickih sredina bio bi to veéi §to je veéi i stvarni varqablhtet originalnih 1024
rezultata.

9.1. POPULACIIA I UZORAK

Broj crvenih kuglica

Populacija I
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Slika 9.1. Uzorci se grupiraju oko aritmeticke sredine populacije i variraju to manje
to je varijabilitet populacije manji

.
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No podimo sada korak dalje i pogledajmo §to se zbiva al\o'p.xi takvim eksperi-

mentima uzimanja uzoraka iz populacije nakon svakog zavrienog eksperimenta
promijenimo velicinu vzorke i ponovno izvrdimo pokus. Takav eksperiment svo-
jedobno sam izveo radi demonstracije. Eksperiment je izgledao ovako: -

Iz jedne poznate populacije velicine N = 1024, koja je bila normalno dis-
tribuirana, i prenesena na 7etone, po slu¢aju su iz kutije vadeni uzorci razlitite

velicine, tj. velitine N =1, N =2, N = 5i N = 25. Za svaku od tih grupa uzoraka

izvuceno je 20 uzoraka. Rezultati tog pokusa prikazani su u tablici 9.5. -
Kako se iz tablice vidi, standardna devijacija aritmetic¢kih sredina uzoraka bila

je to manja §to je uzorak (dakle broj mjerenja) bio veéi. Takoder-je'i zajednicka -

aritmeticka sredina svih uzoraka to blize pravoj aritmetickoj sredini (tj. autmetlcko_]
sredini populacije koja iznosi 135,0) §to su uzorci bili .veéi.
Ako zamislimo Jednu populaciju, kojoj je aritmeticka sredina p = 50, a stan-

dardna devijacija ¢ = 10, onda se aritmetitke sredine uzoraka razlicite veli¢ine

rasporeduju oko prave aritmeticke sredine tako kako je to prikazano na slici 9.2.
Kako se vidi, §to su uzorci veédi to je rasprienje aritmetitkih sredina uzoraka
oko prave aritmeticke sredine manje.

TABLICA 9.5. ,
DISTRIBUCIJA ARITMETICKIH SREDINA 20 UZORAKA I1Z NORMALNE -

POPULACIJE KOJOJ ARITMETICKA SREDINA IZNOSI 135,0, A STANDARDNA
DEVIJACIJA 4,74, AKO SU VELICINE UZORAKA: N=1,N=2, N=5 iIN=25

Razredi ' Uzorci :
N=1 N=2 N=5| N=25

124 - 125 1

126 — 127 1

128 - 129 6 1

130 — 131 2 2

132 - 133 1 2 3 2

134 - 135 3 4 9 9

136 — 137 2 9. 6 9

138 — 139 1 1 2

140 — 141 2 1

142 — 143

144 ~ 145 1
Ukupno 20 20 20 .20
Aritmeticka sredina od - - - -
20 aritmetickih sredina* 132,85 135,5 135,21 -130’06,
Standardna devijacija . - a0 -
20 aritmetickih sredina* 5,55 3,00 L 1,27 1,20

* izracunato iz negrupiranih rezultata

Dakle, iz dosadasnjih primjera zakljugak je ovaj:

“ 0X=2,5’

9.1 POPUEACIIA [ UZORAK = 117

—\l\o iz jedne populacije uzimamo mnogo uzoraka iste veli¢ine i od svakog uzorka
izracunamo aritmeticku sredinu (X), pojedine aritmeticke sredine veéinom ¢e se

“vige ili manje razlikovati od prave aritmeticke sredine populacije, ali ¢e se te ari-
‘tmeticke sredine uzoraka ipak grupirati oko prave aritmeticke sredine i to tako da

¢e ih najvise biti u neposrednoj blizini aritmeticke sredine, a sve manje bit ¢e ih

" koje znatno odstupaju od prave aritmeticke sredine. Ako je broj uzoraka vilo velik.

ustanovit ¢emo da se aritmeticke sredine uzoreka iste velidine grupiraju oko prave
aritmeticke sredine (tj. oko aritmetiéke sredine populacije) po jednakom zakonu, kao
§to se individualni rezultati grupiraju oko svoje aritmeticke sredine, tj. po zakonu

. NORMALNE RASPODJELE! Standardna devijacija te raspodjele je to manja sto

su uzorci vedi.

L . ] Distribucija individualnih
: . _/\_ vrijednosti u populaciji
L. o=10 - oko p = 50

. . _/\— Distribucija aritmetickih sredina
ox=10 = uzoraka velicine N = 1

Distribucija aritmetickih sredina
uzoraka veli¢ine N = 2

Distribucija aritmeti¢kih sredina
uzoraka veli¢ine N = 3

/\ Distribucija aritmetickih sredina

Og=5 uzoraka velicine N = 4

Distribucija aritmetickih sredina
uzoraka veli¢ine N = 16

Distribucija aritmetickih sredina
uzoraka velicine N = 25

Slika 9.2. Distribucija aritmetickih sredina uzoraka razli¢ite velicine oko prave
aritmeticke sredine
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TABLICA 9.6.
PRE(JLED SVIH MOGUCIH UZORAKA VELICINE N = 2 IZ POPULACIJE
KOJA SE SASTOJI IZ REZULTATA 4,5,6,718

Utinimo jedan mali pokus kojim éemo dokazati cla se aritmeticke siedine uzo-
raka grupiraju oko prave aritineticke sredine po normalnoj 1(15[)0(1Jel] '

Zamislimo da imamo jednu populaciju. koja je — zbog jednostavnosti — vrlo
mala, i koja se sastoji od samo 3 rezultata, tj. od rezultata 4, 5, 6, 7 i 8. Njezi-
na (dakle prave) aritmeticka sredina iznosi 30/5 = 6. Zamislimo nadalje da smo

odlutili iz te populacije izvuéi sve moguce uzorke velicine N = 2. Prema teoretskim Svi m.ogu(.:I Arltme.tlcka M.NaZIY.
(matematickim) pravilima, prema kojima su stvoreni svi zakoni u vezi s uzorcima, EI.ZOI'CI'\'ell- . sred.ma alltnlgtlcl(e
uzimanje uzoraka treba obavljati po tzv. sistemu "uz povrat”, a to znaéi da treba GneN=2 , uzoraka sredine
prvo izvuéi jedan rezultat, zabiljeziti ga, vratiti taj rezuitat natrag v populaciju i 44 4,0 X,
nakon toga izvuéi drugi rezultat i zabiljeziti ga. Ta'dva rezultata sa¢injavaju prvi 45 4,5 X,
uzorak veli¢ine N = 2. Na isti natin izvukli bismo i sve druge uzorke. Naravno, 4.6 5,0 X3
da smo odlugili da uzorak bude veéi (Iecuno veli€ine NV = 4) i tada bismo morali 4,7 5,5 X4
raditi sistemom "uz povrat”. . 48 6,0 X5
Veé mogu zamisliti kako su se mnogi ¢itaoci pobunili i (opravdano) postav1h
ova dva prigovora: 5,4 4,5 £ s
1. Na taj natin moze se dogoditi da npr. u uzorku veli¢ine N = dobuemo dva . 5 50 £7
puta isti rezultat; ' 5,6 5,5 Xs
: 5,7 6,0 Xy
2. U zivotu se uzorci ne uzimaju na ovaj natin, nego donekle éak obratno, tj. 5.8 6,5 X0
ako nam po tablici slutajnih brojeva sluéajno u uzorak padne rezultat koji o
se veé nalazi u uzorku, mi taj rezultat preska¢emo i uzimamo iduéi rezultat. 6.4 50 Xu
: . . ! ! —
Tocan je i prvi i drugi prigovor! No, evo, zasto se tako radi: kao §to je regeno, 6,5 5,9 X2
sve statisticke formule u vezi s uzorcima izradene su po sistemu uzimanja uzoraka, 6,6 6,0 X3
uz povrat”. No vazno je da tako radimo samo kod vrlo malih populacija kakvima.. . 6,7 6,5 X1
se sluzimo upravo za primjere radi demonstracije (npr. nasa populacija sastoji.se 6,8 ' 7,0 Xis
od samo pet rezultata). U stvarnom zivotu populacija je obitno vrlo velika, katkad " _
¢ak neizmjerno velika, tj. neogranitena (npr. ispitivanje utjecaja tjelesnog napora 7.4 5,5 X6
na brzinu pulsa: "populaciju” predstavlja neizmjerno velik broj mjerenja!). Stoga u - 7,5 6,0 X7
stvarnim Zivotnim situacijama ne €inimo plakmék] nikakvu pogresku kada iz velike: 7,6 6,5 X1
populacije uzimamo uzorke bez sistema ”uz povrat”. _ 7.7 : 7,0 X1e
No u nagem slu¢aju, buduéi da radimo s vrlo malom populacijom, moramo se 78 ° 7,5 X0
tog pravila pridrzavati ako Zelimo dokazati ono 8to namjeravamo. ‘U tablici 9.6..
navedeni su svi moguéi uzorci velicine N = 2 iz nade populacije, koja se sastoji iz 8,4 6,0 Xa
rezultata 4, 5, 6, 7 1 8. Za svaki smo uzorak izracunali njegovu autmetlcku 51ed1nu : 8,5 © 6,5 X
i numerirali je rednim brojem. . 8,6 7.0 Xag
Dobili smo, dakle, 25 aritmetickih sredina, i ako ih sada u obliku luadrat.lca- 87 . 7,5 Ny
prikazemo u koordinatnom sustavu, dobit cemo distribuciju kojo ved ozbzl]no pogd- 8,8 8,0 Xas

sjeca na normalnu distribuciju (vidi sliku 9.3). A kada bi se populacija sastojala
od, recimo, 100 rezultata, i kada bi iz nje vadili sve uzorke velicine N = 30 (zalms-
lite koliko bi to silno mnogo uzoraka bilo s obzirom nato da se uzorci izvlage "uz
povrat™!), onda bismo dobili prakticki ve¢ potpuno pravilnu normalnu dzstrzbucz]u :
aritmetickih sredina.

Iz slike 9.3, naravno, vidi se i to da aritmetitka sredina svih 25 arltmetlcklh
sredina uzoraka odgovara pravoj aritmetickoj sredini populacije, koja iznosi 6.
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ARITMETICKE SREDINE UZORAKA

Slika 9.3. Distribucija aritmetickih sredina svih moguéih uzoraka velicine N = 2 iz
populacije, koja se sastoji iz rezultata: 4, 5,6, 71 8

Zanimljivo je da ée distribucija aritmetigkih sredina uzoraka iste velitine — pod

pretpostavkom da uzorci nisu odve¢ mali, tj. manji od 30 — tendirati normalnoj '
raspodjeli éak i onda ako populacije, iz koje uzorke uzimamo, mje normalno dis-

tribuirana!

Ta j je ])Oja\’a. vrlo vazna u statistici i poznata je })Od nazivom ”teorem'ceutralne

] : t

ranice” (”central limit theorem” , a vazna je zato 5to nam omoguduje — kako
g )

éemo vidjeti — stvaranje nekih zakljutaka i onda kada radimo s populacxjama kOJe :

nisu normalno distribuirane.

Evo dokaza ”teorema centralne granice” na slici 9.4; na gornjem crtezu crno
je prikazana distribucija 100 aritmetickih sredina slugajnih uzoraka velicine N =

30, izvuéenih iz jedne normalne populacije (koja je na slici takoder prikazéna). '

Na donjoj slici prikazana je distribucija 100 aritmetiekih sredina uzoraka takoder
veli¢ine 30, uzetih iz populacije koja je — kako se vidi — totalne asimetri¢na.

9.2. STANDARDNA POGRESKA ARITMETICKE SREDINE
Spomenuli smo da aritmeticka sredina, koju smo izratunali na nasem konkret-.

nom uzorku, nije prava aritmeticka sredina populacije, veé samo njezina procjena.
Iz dosadasnjih demonstriranih pokusa, kao i iz dosadasnje diskusije o tome prob-

lemu, jasno je da ¢ée "procjena” neke vrijednosti (u nasem slutaju aritmeticke sre- -

dine) biti to toénija 5to je uzorak veéi i 5to je pojava koju mjerimo manje varijabilna.
Kada neka pojava nopée ne bi varirala, onda bi nam i uzr;:a;\ '»:z)ji se sastoji od
samo jednog jedinog rezultata, ve¢ dao tofnu ”aritmeti¢ki sredinu”. Medutim. kako
znamo, u biologiji, fiziologiji, psihologiji, sociologiji 1 mnogim 'iruglm znanostima
pojave koje mjerimo imaju svoj karakieristiéni varijabilitet, i
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Aritmeticka sredina populacije = 75,5

— " Aritmeti¢ka sredina aritmetickih sredina uzoraka = 75,36

1

‘38838833888
1

82388580 RN e SRR gl YRS 8858 28

20 "'._. B
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Slika 9.4. Ako uzorci nisu suvide mali, distribucija njihovih aritmetickih sredina dat ¢e
pribliznio normalnu raspodjelu i onda ako su uzeti iz populacije koja nije normalno

distribuirana

Prema tome, §to neka pojava vide varira, to se izlazemo veéoj pogresci kad iz

‘aritmetitke sredine uzorka zalkljuéujemo na pravu aritmeti¢ku sredinu. S druge

strane. kod pojava koje variraju izlaZemo se, takoder, vefoj pogredci kad arit-
meticku sredinu racunamo iz malog broja rezultata (mall uzorak), nego kad je
ratunamo iz veéeg broja rezultata (veliki uzorak).
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Prema tome, pogreska koja se veze uz svaku aritmeticku sredinu uzorka, bit ée
to ve¢a 3to je pojava koju mjerimo vise varijabilna i 8to je uzorak (broj mjercnja)
mianji.

Kako na varijabilnost neke pojave ne mozemo djelovati, a na b101 mjerenja
nozemo, to je jasno da mozemo povecanjemn broja mjerenja smanjiti pogredku koja
se povezuje uz naSe mjerenje. No pogreska ne opada proporcionalno pov etanju broja
mjerenja, nego proporcionalno drugom korijenu broja mjexen]a Druglm rijecima,
aritmeticka sredina dobivena iz 25 rezultata nije.25 puta "vijernija” od aritmetiéke
sredine dobivene iz jednog rezultata, nego je ona V25 =3 puta vjernija od arit-
meticke sredine iz jednog rezultata.

Formula za izracunavanje pogreske, koja se veze uz neku ar 1t1netlcku sredinu -
uzorka, glasi:

"y intervalu X = 3s.

Evo jednog primjera: uzmimo da smo pri nekom mjerenju dobili aritmeticku
sredinu X = 90, i standardnu devijaciju s = 10; mjerenje je izvrseno na 100 ispi-
tanika. Standardna pogreska nase aritmeticke sredine iznosi:

s 10 _19_1
VN Voo 100 T

Ako je standardna pogreska 1, onda je 68% vjerojatno da nasa aritmeticka
sredina ne odstupa od preve aritmeticke sredine vide od plus ili minus 1. oko 95%
je vierojatno da od nje ne odstupa vide od plus ili minus 2 (2 puta s¥), a prakticki
je sigurno (ne posve, nego 99,7%!) da ne odstupa vise od plus ili minus 3 (3 puta
sz), pa se prava aritmeticka sredina, dakle, gotovo sigurno nalazi negdje u intervalu
izmedu 87 i 98 (90 £ 3).

© Taj i takav interval, koji izvodimo iz vrijednosti standardne pogreske arit-
meticke ‘sredine, naziva se u statistici “granicama pouzdanosti™ 68%-tne granice
pouzdanosti za nasu aritmeticku sredinu 90 su 89 — 91, 95%-tne granice pouz-
danosti su 88 — 92, i, konaéno, 99, 7%-tne granice pouzdanostx su — kako smo vec
e lzracunah —87193.

p= —— : ‘ (9.1) '

pri temu izraz sz treba Citati: standardna pogreska aritmetitke sredine.
Matematicki je potpuno jasno da je izraz (9.1) to vedi 5to je brojnik vedi, i §to
je nazivnik manji pa je, prema tome, i standardna pogreska aritmeticke sredine to
veda §to je standardna devijacija pojave kO]u mjerimo veéa i §to je broj mJerenJa
manji. i
N apomen a. Izraz s u brojniku formule (9 1) stavljen je ovamo zbog nuzde, :
jer bi tu trebao stajati izraz o , tj. standardna devijacija populacije, ali nam je ona,
na zalost, vrlo rijetko poznata, pa zato ovamo uvritavamo standardnu’ devijaciju
uzorka (s) Zbog toga u tom slucaju ne dobivamo prave standardnu pogresku, vec :

procjenu standardne pogreske. (Preva standardna pogreska pisala b1 se:.

=) e
oz ik : ()
Ta standardna pogreska aritmeticke sredine nije niste drugo nego nama veé- poznata :
standardnae devzjacua aritmetickih sredina uzoraka oko prave aritmeticke sredine:
Drugim rijetima, "standardna pogreska” takoder je standardna devijacija, ali dok -
je standardna devijacija (s) mjera variranja individualnih razultata oko njihove
- aritmeticke sredine, dotle je standardna pogreska (sz) mjera variranja aritmetickih -
sredina uzorake olko prave aritmeticke sredine populacije (u). Stoga, kako ¢emo
vidjeti, za standardnu pogresku vrijede isti zakoni kao i za standardnu devijaciju; -
Ako, dakle, u nekom konkretnom sluéaju nademo da standardna pogreska neke
aritmeticke sredine iznosi, primjerice, 2, onda to znaéi da se aritmeticke sredine
uzoraka iste veli¢ine (tj. one veli¢ine koliko je velik na§ uzorak) grupiraju oko
prave aritmetitke sredine populacije po normalnoj raspodjeli kojoj standardna de-
vijacija iznost 2. No mi, na Zalost, ne znamo pravu aritmeti¢ku sredinu pepulacije,
pa moramo "okrenuti” logiku zakljucivanja (jer udaljenost od B do A jednaka je
udaljenosti od A do B!), pa kazati ovako: ako standardna pogreska iznosi 2, onda
nada dobivena aritmeticka sredina (u uzorku) moze od prave aritmeticke sredine
odstupati prakticki najvide za 3 - 2 = 6, pa bi prava aritmeticka sredina gotovo
sigurno morala biti negdje u intervalu "nasa aritmeticka sredina” 6. ¥
Kako se vidi, sluzimo se logikom standardne devuacue oko 68% rezultata nalazi
se u intervalu X + 1s, oko 95% rezultata u intervalu X + 25 i gotovo svi rezultaty

" Citalac se do sada vjerojatno ve¢ uvjerio da je bilo toéno ono sto smo rekli
“za normalnu raspodjelu, tj. daje ona temelj za statisticki pojam vjerojatnosti, i
“da tek iz dobrog razumijevanja znacenja normalne raspodjele mozemo razumjeti
i ono &to se iz njezine logike dalje izvodi. Evo, sada upravo govorimo o toj logici
normalne raspodjele! A kako je potrebno protumaciti jo§ neke vazne principe, tc
jos bolje dokazati veé iznesene principe, i dokazati neke tvrdnje koje su u tekstu
" hile spomenute, ali nisu bile dokazane — posluzit éemo se jos jednim primjerom. U
tom primjeru bit ée ponavljanga, tj. bit e slicnoga s dosadaénjim primjerima. No
molim &itaoca neka se zbog toga ne ljuti. Moja (i tuda) dugotrajna praksa u nastavi
“statistike pokazala je da je zapravo jedini ozbiljni "kamen smutnje” u razumijevanju
statistickog nagina rezoniranja — upravo pojam ”standardne pogreske”.

Zamislimo ponovno jednu vrlo malu populaciju, ovaj put od samo 4 rezultata:
2, 10, 4 i 8. U tablici 9.7. prikazani su svi postupci koje éemo s tom populacijom
izvoditi, pa upuéujem gitaoca da uz tekst pazljivo prati i tablicu. Aritmeticka sre-
dina te populacije ¢ = 6 (kako se radi o populaciji, aritmeticku sredinu biljezimo
s ), & standardna devijacija-o = v/10. (Vazna napomena: Buduéi da se radi o
populaciji, standardna devijacija ratunata je s N, a ne N — 1 u nazivniku.)

Ako sada — jednako kao §to smo to uéinili i s prijasnjom malom populacijom -
iz nje "uz povrat” uzjmamo sve moguce uzorke veli¢ine N = 2, dobit ¢emo uzork
prikazane u tablici u stupcu 4. Njihove aritmeticke sredine prikazane su u stupcu 5.
Aritmetickih sredina ima 16, jednako koliko i uzoraka. To je sada populacija uzoraka
i njihovih aritmetikih sredina (tj. to su svi mogudi uzorci veli¢ine 2; svaki daljnji
‘bio bi samo ponavljanje onoga 3to veé posjedujemo). Ta populacija aritmetickil
* sredina uzoxaka, prikazana u stupcu 3, ima naravno i svoju aritmeti€ku sredinu.
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varijanca populacije
veli¢ina uzorka
5 a?

o = N (9-3)

kao i svoju standarduu devijaciju. Aritmetitka sredina tih 16 vrijednosti (;lf) iznosi
96/16 = 6, iz Gega proizlazi pruo pravilo, nama veé poznato:

1. Aritineticka sredina svih moguéih aritmetickih sredina uzoraka mn :,cltune '
jednaka Je “pravoj” aritmetickoj sredini. tj. aritmetickoj sredini populacijé.

TABLICA 9.7
KARAKTERISTICNA SVOJSTVA ~\RI'.[‘\II:TI‘ICI\H-I SREDINA I
STANDARDNIH DEVIJACIJA (VARIJANCA) UZORAKA

varijanca aritmetickih sredina uzoraka =

' a . L . .
Dalgle, oF = ﬁ’< a to je formula 9.1, koju veé¢ poznajemo.

U stupcu 8 izratunate su varijance svih 16 uzoraka. No buduéi da se sada radi
o uzorcima, varijancu raéunamo s N —1 u nazivniku. Tako imamo u prvom uzorku

f’);;;glﬁxaacl:;: E'C‘zl?tllg;e Pog\rlilr?m'm . P(‘),g;’ilg cx:j? 52 =0 (jer pojedinatni rezultati 2 i 2 ne odstupaju od aritmeticke sredine uzorka,
N=2 sredina ruanct _koja jé 2), u drugom uzorku, u kojem je aritmeticka sredina 6, razlike su 4, 4, pa
: £ 1+1
1 2 3 4 5 6 7 8 je prema tome 5 + I = 32, u tre¢em uzorku s? = 4 = 2, u Cetvrtom uzorku
X X-w (Y- X X—pz (X -pe) s* 9+9 =18, itd. P7osyecna varijanca = 160/16 = 10, iz Cega proizlazi trece pravilo:
2 -4 16 2,2 2 -4 16 0 3. Varijance uzoraka éine takvu raspodjelu oko prave varijance da im aritmeticka
10 4 16 2,10 6 0 0 32 d 07 varijan
1 5 4 24 3 3 9 5 _sredina odgovara pravoj varijanci:
8 2 4 2,8 5 -1 1 18 _ 2
10,2 6 0 0 32 Hs2 =0
=3 = 4 . R . S Co. N
5___ ii“ _ z=40 %8’4110 ‘ 1(7) ‘11 . 1? . lg -~ Sada se ujedno i vidi razlog zasto pri izratunavanju standardne devijacije uzorka
o> =40/4 =10 10'8 9 3 9 2 treba u nazivniku imati N — 1; jedino u tom slufaju izratunata varijanca bit ce
4,2 3 -3 9 2 "nepristrana” procjena prave varijance, jer bi — u velikom broju mjerenja — pros-
4,10 7 -1 1 18 jek tako dobivenih varijanci adgovarao stvarnoj varijanci u populaciji. Naprotiv,
4'4 4 -2 4 0 prosje¢na varijanca, dobivena iz varijanci uzoraka koje su ra¢unate s V u nazivniku,
é'g g _(1] ‘1) lg ne bi odgovarala pravoj varijanci populacije (ona bi bila manja), i u tom slu¢aju
8,10 9 3 9 2 ‘imali bismo tzv. ”pristranu” (”biased”) procjenu varijance.
8,4 6 0 1] '8 A sada ukratko rezimirajmo sve ono §to je potrebno za razumijevanje ovog
8,8 8 2 4 0 podruéja: aritmeti¢ka sredina uzorka (X) rijetko ¢e imati istu vrijednost kao i ari-
o _of s _— — tmeticka sredina populacije (u). Ali pod pretpostavkom da smo nag uzorak dobili
“’_=_%66 /1? -=60 =80 T =160 nepristranom metodom, njegova aritmeticka sredina neée pokazati nikakvu siste-
o2 = 80 /16 _ 5 ps2 =160/16 = 10 matsku tendenciju bilo da bude veéa ili manja od aritmetitke sredine populacije.
2= = .

Dakle, aritmeticka sredina uzoraka je relativno najbolje moguée nagadanje o arit-
metickoj sredini. populacije koje mozemo uginiti. Naprotiv, ako bismo standardnu
devijaciju uzorka izracunavali onako kako je izratunavamo kod populacije (tj. s N
u nazivniku), onda ona ima sistematsku tendenciju da bude manja od standardne
devijacije populacije kojoj uzorak pripada. Prema tome, ako bismo takvu stan-
dardnu devijaciju uzorka koristili kao nagadanje i ”procjenu” standardne devijacije
populacije, gotovo je sigurno da éemo podcijeniti standardnu devijaciju populacije,
i to tim vise §to je uzorak manji. Kako smo iz primjera vidjeli, to podcjenjivanje
neée se dogoditi ako pri izratunavanju standardne devijacije uzorka racunamo s
.N —1 u nazivniku. '

A sada da jos samo 1astumac1mo zaSto bi prosjetna standardna devijacija
(odnosno varijanca), izraéunata iz populacije standardnih devijacija uzoraka, koje
bi bile ratunate s N u nazivniku, bila manja od prave standardne devijacije. Evo
za$to: pri ra¢unanju standardne devijacije, mi — kako je poznato — ra¢unamo ra-
zlike 1zmedu svakog rezultata i aritmeticke sredine. No, ta aritmeticka sredina je

U stupcima 6 i 7 ploveden je ratun za dobivanje standardne devijacije tih
aritmetickih sredina oko "prave” aritmeticke sredine. (I ovdje je u nazivniku uzeto
N =4,ane N—1=3, jer se radi o populaciji, dakle o svim mogudéim sluéajevima.)
Kvadrirana standardna devijacija (varijanca) iznosi 80/16 = 5. Usporedimo i tu
varijancu (3) s varijancom u populaciji (koja iznosi 10), slijedi drugo pravilo:

2. Vurijanca populacije aritmetickih sredina uzoraka jednake je varijanci origi-
nalne populacije, podijeljenoj s veliéinom uzorka. (U nasem sluiaju’ to je 10/2 =

5.) (To se moze vidjeti i iz slike 9.2: ako se iz standardnih devijacija, koje pisu
uz pojedinu krivulju, kvadriranjem dobije varijanca, ta vrijednost uvijek. odgovara
varijanci originalne populacije (¢ = 100) podijeljenoj veli¢inom uzorka. )

Taj drugi princip sluzi nam da rezumijemo formulu kojom izraéunavamo stan-
dardnu pogresku aritmetitke sredine: kao 3to je re¢eno, standardna pogreska a-
ritineticke sredine nije nista drugo nego standardna devuacua aritmetickih sredina
uzoraka oko prave aritmeticke sredine populacije:
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. testirali jos mnogo drugih uzoraka, dakle jos mnogo drugih grupa studenata arhitek-

aritmeticka sredina uzorka, a ne prava antmetlclxa sredina populacije. Poznato je )
ture i studenata elektrotehnike?

da je suma kvadriranih razlika izmedu niza rezultata i njihove aritmeticke sredine
manja od sume kvadriranih razlika iziedu tih istih rezultata i bilo koje druge vri-
jednosti. (Aritmeticka sredina stoga se ¢esta i definira tako da se kaze da je to
vrijednost s najmanjom mogu¢om sumom kvadrata razlika.) Praktieki je sigurno
da aritmeti¢ka sredina naseg uzotka nije jednaka pravoj aritmetickoj sredini, veé¢
od nje manje ili vise odstupa. Iz toga proizlazi da bi suma kvadrata razlika izmedu
svakoga pojedinog rezultata i prave aritmeticke sredine bila veca nego sto je suma
kvadriranih razlika izmedu svakoga pojedinog rezultata i njihove aritmetiéke sre-’
dine! Prema tome, standardna devijacija, izratunata na osnovi razlika prema pri--
padnoj aritmeti¢koj sredini, manja je od one koju bismo trebali dobiti. Da bismo
tu pogredku korigirali, mi smanjujemo vrijednost nazivnika (tj. oduzimamo 1 od -
N), i tako poveéavamo vrijednost standardne devijacije.

Buduéi da smo mi ispitali samo dva uzorka (a ne sve potencijalne studente
obaju fakulteta), sigurno je da se uz na3 rezultat vezuje neka pogreska, koju ¢emo.
analogno standardnoj pogresci aritmeticke sredine, nazvati standardnom pogreskom
razlike izmedu dviju aritmetickih sredina.

Standardna pogreska izmedu dviju aritmetickih sredina kod velikih uzoraka
rac¢una se prema formuli:
(9.4)

9.3. RAZLIKA IZMEDU ARITMETICKIH SREDINA VELIKIH
NEZAVISNIH UZORAKA

Sty —%F2 =

Jedan od najceséih slucajeva pri eksperimentiranju i statistickoj obradi po-
dataka jest usporedivanje dviju aritmetickih sredina i testiranje razlike medu njima..
Vierojatno medu Citaocima nema ni jednoga. tko nije barem nekoliko puta u zivotu
¢uo podatak "da je neka razlika statisticki znacajna”. Mnogi su mozda znali 3to to-
znaci, ali mnogi i nisu, nego su vjerojatno mislili da "statisti¢ki znacajna razlika”
znaéi neku ”veliku razliku”. No pojam "statisti¢ki znagajne razlike” ima u statis-
tici sasvim odreden i definiran smisao: ako kazemo da je neka razlika statisticki ;.
znatajna, onda smo zapravo ustvrdili da razlika koja je nadena (bez obzira na
velicinu razlike!) nije slucajna, veé da razlika vrlo vjerojatno postoji i medu popu-
lacijama. Naprotiv, ako ustvrdimo da neka razlika nije statisticki znatajna, tg.
drugim rijeCima znaéi da razlika koju smo. prilikom naseg mjerenja dobili, moze
biti i sluéajna posljedica variranja uzoraka, a da medu- populacuama7 kojima t1 :
uzorci pripadaju, mozda i nema nikakve razlike.

: Izrazeno rijeéima, standardna pogreska razlike izmedu dvije aritmeticke sredine
jednaka je drugom korijenu iz sume kvadriranih standardnih pogresaka obiju arit-
metickih sredina.

" Ak su uzorci veliki (blizu 100 ili nekoliko stotina), ta je formula posve pouz-
‘dana, pa makar oba uzorka nisu sli¢ne veli¢ine. Naprotiv, ako su uzorci mali
. {naroéito ako su veli¢ine ispod 30), kao i kod veéih uzoraka, ali ako se znaZajno
“razlikuju po velitini (npr. ako je jedan velicine 30, a drugi 60), dobit ¢emo preciznije
“rezultate ako radimo prema formuli za male uzorke, §to Ce biti obradeno u poseb-
‘nom potpoglavlju. No veé i sada mozemo pripomenuti neito o &emu ¢ée kasnije jo3
‘biti govora, da je bolje ako su uzorci jednake ili slicne velicine.

U nasem primjeru dobivamo:

Ubrzo ¢emo potanje opisati smisao "statisticki znacajne” razlike, a sac]avéer'n'o s 10
najprije rijesiti jedan prakti¢ni problem. . Sz = _{r = \/W—O =10/30=0,33
Uzmimo da smo jednim testom znanja fizike testirali 900 studenata puhl\om : M 1
primanja na elektrotehnicki fakultet i da smo dobili ovaj rezultat: S5, = i TN 11/29,4=0,37
=N, J/e6s
X1 = 120 bodova, $3,27, =/0,38% + 0,372 = /0, 1080+ 0, 1369 = /0, 2458 = 0,5
sy = 10 bodova, . .

Malo prije smo ustanovili da za standardnu pogresku vrijede isti zakoni kao i
~ ‘za standardnu devijaciju, pa, prema tome, mozemo zakljuciti da imamo oko 68%
: vjerojatnosti da nasa dobivena razlika (X2 — X| = +3) ne odstupa od prave razlike
vige od 0,5, 98% vierojatnosti, da ne odstupa vise od £1,0 (iz 2 puta 0,5) i
prakticki 100% vijerojatnosti da ne odstupa vise od £3 puta 0,5 = 1,5. Dakle, 68%-
‘tne granice pouzdanosti nage razlike su 2,5 — 3,5, 95%-tne granice pouzdanosti
'su 2,0 — 4,0 i gotovo 100%-tne granice pouzdanosti su 1,5 — 4,5. Te su granice
prikazane na slici 9.5.

a 863 studenata arhitektonskog fakulteta na tom istom testu postiglo je ove rezul-:
tate: : ' '

123  boda,
11 bodova.

o
]

X
s:

w

Pitanje glasi: Je li razlika (u ovom slu€aju razlika iznosi samo 3 boda) statisticki
znagajna, tj. bismo li dobili razliku u korist studenata arhitekture i onda kad bismo
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o 100%
Handl bt |
i i

95%
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68%
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I i
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o {1 2 383 4 s 6 7 8 9

Slika 9.5. Granice pouzdanosti neke dobivene razlike od -3, ako
standardna pogreska te razlike iznosi 0,5

Kako se iz slike vidi, u svakom slucaju prava razlika je veda od nule, i zato ¢emo

zakljuéiti da je razlika statisticki znaéajna. Iz slike se naime vidi da se prakticki

ne moze dogoditi da razlika medu populacijama bude nula, tj. da obje skupine

studenata budu posve jednake po uspjehu u tome testu. Zato mozemo $a sigurnoséu;

reéi da su studenti arhitektonskog fakulteta sigurno bolji u tom testu od studenata
elektrotehnickog fakulteta. (Druga je stvar da ta razlika, iako statisticki znaCajna;
ne mora uopée biti prakticki znatajna, jer razlika od 3 boda mozda je pra.ktlckl bez
znagenja!)

Evo drugoga primjera:

Mjereéi nekim testom znanje 36 djecaka u Jednom i 36 djetakau dxugom razredu

dobili smo ove rezultate:

X, = 120 bodova X, =123 boda
s1 = 20 bodova . s3 = 20 bodova

= ,/400/36 = 3,33 " sz, = 1/400/36 = 3,33,

Je li razlika u uspjehu izmedu te dvije skupine statisticki znaca]na"
Izrac¢unamo li standardnu pogresku ove razlike, doblvamo

Szi-z = \[82, + 52, =1/3,332+3,33% = /92,18 = 4,71
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Ako to prikazemo graficki, dobivamo situaciju prikazanu na slici 9.6.
Kako se iz slike vidi, ve¢ 68%-tne granice pouzdanosti zahvaéaju nulu, §to.

" drugim rijecima, znaci da moZda medu populacijama i nema razlike, ili ¢ak (vidi

68%-tne, 95%-tne i 100%-tne.granice na slici!) da je razlika medu populacijama
“gbratna” (to su na slici vrijednosti u zoni negativnih bodova), tj. da je zapravo

" mozda prve grupa ispitanika bolja od druge! Prema tome, ovu razliku ne mozemo

smatrati statisticki znaéajnom.

100%
) i
H
' 95%
=< o
H ]
68%
i ;
’ i ! i ;
_!l'ﬁ‘l'i_:igﬁ'lllllnl;llll |l¢[=]4'll}lllI!ILLll
=15 -10 -5 ) 3 5 10 15 20

Slika. 9 6. Gramce pouzdanosti razlike +3, ako standardna pogreska te razlike
iznosi 4,71

Ovaj izneseni nacin prikazivanja smisla standardne pogreske razlike izmedu
dvije aritmeticke sredine, iako je logicki opravdan, ipak nam ne dopusta neke
finije zakljucke u vezi sa znatajnoséu razlike. Stoga éemo sada protumaciti jedan

. drugf, statisticki mnogo vise uobicajen, natin prikazivanja rezoniranja pri testiranju

znacajnosti razlike izmedu dvije aritmeticke sredine.
Zamislite jednu kutiju sa zetonima, koji predstavljaju jednu veliku populaciju
distribuiranu po normalnoj raspodjeli. Kada bismo lijevom rukom zagrabili u ku-

‘tiju i izvukli iz nje 30 Zetona, mogli bismo iz tog uzorka izratunati aritmeticku

sredinu. Ako nakon toga desnom rukom takoder izvadimo 30 zetona (ako je popu-
lacija.vrlo velika, nije narotito vazno da radimo metodom “uz povrat”), i iz ovog

. uzorka moZemo izracunati aritmeticku sredinu. Iako oba uzorka pripadaju istoj
" populaciji, nije bas mnogo vierojatno da ¢e obje aritmeticke sredine biti istovjetne,
jer ¢e'zbog pukog slutaja jedan od uzoraka imati veéu, a drugi manju aritmeticku

sredinu. Prema tome, u prvom paru uzoraka imamo neku razlikv medu aritmetickim
sredinama, i tu ¢emo razliku zabiljeziti; na primjer, ako je razlika u korist uzorka
iz desne ruke, velitinu razlike oznacit éemo oznakom plus, a ako je razlika u korist
uzorka lijeve ruke, onda oznakom minus. Nastavimo li takvo vadenje u parovima
nekoliko tisuda puta, dobit ¢emo nekoliko tisuéa razlika izmedu aritmetickih sred-

ina uzovaka lijeve i desne ruke. Prema nama veé poznatim zakonima, tih nekoliko
tisuca razlika, ako ih prikazemo graficki, distribuirat ée se po normalnoj raspodyel,
kojoj ¢e aritmeticka siedina biti prova razlika. A bududi da smo parove uzoraka

Dakie, oko 68% je vierojatno da nadena lalhkd (+3) ne odstupa od prave razlike
vige od %4, 71, oko 95% je vjerojatno da ne odstupa viSeod 2-4,71 = 9,42, a gutovo
100% je sigurnc da ne odstupa vise od 3 - 4,71 = 14,13.

o e A
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vadili iz iste populacije, jasno da medu aritmetitkim sredinama populacije "lijeve
ruke” i populacije "desne ruke” nema nikakve razlike, pa je prema tome prava ra-
zlika izmedu obiju populacija — nula. No kako se vidi, i kada medu populacijama
nema razlike, mogu se medu uzorcima naci i véée razlike (2as u korist jedne, ¢as
u korist diuge grupe). Koje su kavakteristike te nonmalne raspodiele razlika medu

aritmeti¢kim sredinama? Za aritmeti¢ku sredinu znamo: to je prava razlika medu

populacijama, u nadem slucaju to je nula. A standardna devijacija te raspodjele?

Vierujem da veé pogadate! Jednako kao 5to je standardnu devijaciju raspodjele

aritmetickih sredina uzoraka oko prave aritmeticke sredine populacije predstavljao
izraz koji smo nazvali "standardna pogreska aritmeticke sredine”, jednako tako
standardnu devijaciju razlika medu aritmetickim sredinama uzoraka predstavlja
izraz koji nazivamo "standardna pogreska razlike medu arltmetmlum sredinama”,
i ¢iju formulu veé znamo.

Vratimo se sada nasim primjerima: u prvom-primjeru imali smo 900 studenataf
u jednom i 865 studenata u drugom uzorku, i medu prosjecima smo nasli razliku.u

bodovima od 3 boda u korist grupe 2. Standardna pogreska te razlike, macunata

prema formuli (9.4), iznosila je 0,5.

Kako ta vrijednost 0,5 predstavlja standardnu devijeciju razlika medu ari--

tmetickim sredinama uzoraka, to rezoniramo — u skladu s maloprije iznesenom
logikom — ovako:

Kada medu populacijama ne bi bilo nikekve razlike (dakle L.ada b1 pra,va”
razlika medu njima bila 0), pa kada bi iz tih populacija vadili sluca]ne uzorke

velitine Ny = 900 i N, = 865, dobili bismo (nakon mnogo izvlatenja uzoraka) -

normalnu raspodjelu razlika, kojoj bi aritmeticka sredina bila nula, a standardna
devijacija 0,5. Na slici 9.7. ta je distribucija prikazana, a prikazana je i nadena
razlika od +3. ) . .

Kako se iz slike vidi, kada medu populacijama ne bi bilo razlike, slucajro bismo
mogli naiéi na razlike kod uzoraka sve do oko + ili —1,3 (tri puta.standardna-

pogreska), ali tesko je vjerovati da bismo sluéajno mogli dobiti razliku veli¢ine 3,

jer se ona nalazi § standardnih devijacija udaljena-od aritmeticke sredine! Stoga

¢emo smatrati da dobivena razlika nije sluéajna, nego-da je statistick: znadajna,
tj. nasa dobivena razlika pripada populaciji razlika kojima aritmeti¢ka sledma nije
nula.

U nasem drugom primjeru, s uzorcima veli¢ine 36, nadena je takoder razlika

od 3 boda, ali je standardna pogreska te razlike (zato to su rasprienja rezultata u
uzorku bila veéa, i 5to je mjerenje izvrieno na malom broju) iznosila 4,71.

Ako tu situaciju prikazemo graficki, dobivamo normalnu raspodjelu, prll\azanu

na slici 9.8.
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+3

! 1 1 1 o
-15 <10 0,5 0 +05 +1,0 - +15 +20 +25 +30

Sliké 9:7. Ako standardna pogreska razlike iznosi 0,5, nadena razlika od +3 nalazi se
izvan dlstnbucue moguéih razlika, koje bi se sluajno mogle dogoditi kada medu
' populacijama ne bi bilo nikakve razlike

DISTRIBUCIJA
RAZLIKA

-

14,13 -9.42 4,71 . 0 4,71 9,42 14,13

Slika 9.8. Ako ustvari nema razlike medu populacijama, ipak bismo po zakonu slucaja
mogh naéi i razlike koje idu do iznad-14. Nasa razlika od 3 prema tome moze vrlo lako
biti i posve slu€ajna
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‘ I\jako se na slici vidi, naga dobivena razlika od 3 posve dobro "pristaje” u ovy
Idxs;'\tnbuciit.;‘ raz}lika., tj. vilo je lako moguée da je ona slugajno dobivena, jer —
kako nam distribucija pokazuje — ¢ak bi: gli (iak {jama
razlike) sluéajno clolj)itli i I‘azli]l<e k;;:ﬁ‘?g}i’:go&!( ek med populacjama nema

Prema tome, kao osnovno logicko pravilo nametao bi se zakljutak: ako’je neka

razlika izmedu dviju aritmetickih sredina barem tri puta veéa od svoje vlastite
pogreske, onda je mozemo smatrati statisticki znatajnom, jer je vrlo x'ﬁalo viero- -

jatno da ée se tako velika razlika dogoditi slu¢ajno. To ilustrira i slika 9.9.

.+3

- i | 1 | :
-3 -2 -1 0 +1 +2 +3

Slika 9.9. Razlika, koja je 3 puta veéa od svoje vlastite pogreske, pada posve na kraj
distribucije razlika, kojima je aritmeti¢ka sredina nula '

Koliko je puta neka razlika veéa od svoje pogreske mozemo, naravno, ustanoviti . -

vilo jednostavno tako 5to éemo neku razliku podijeliti njezinom pogreskom. Taj
odx.xos poznat je u statistici pod nazivom ¢-odnos (nekada su ga zvali i C. R. odnos,
tj. "critical ratio”, dakle ”kriticki odnos”) i raéuna se ovako: .

‘- razlika’
standardna pogreska te razlike

_ _‘_:1 - :'\72 t .
= 5-—_—-51_52 ‘ | (9.6)
Iz formule " pazljivi gitalac brzo ustanoviti da ¢ zapravo predstavlja jednu vrstu
z-vrijednostl: kao i z, i t je jedno edstupange izrazeno u terminima stana:rzrdmi{« devi-
tat nalazi toéno jednu standardnu devijaciju
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iznad prosjeka, tako i + = 1 znati da je neka nadena razlika medu aritmetickim sre-
dinama na jednoj standardnoj devijaciji rasprsenja svih sluéajnih razlika koje se
mogu dogoditi, pa makar medu aritmetickim sredinama populacija nema razlike.
Medutim, suvremeni statisti¢ari smatraju da je zahtjev da razlika bude tri puta
veca od svoje pogreske suvise strog kriterij, i da time Cesto proglasujemo statistitki

“neznatajnimn i one razlike koje su zapravo znaéajne, pa je zato taj kriterij danas
- nesto ublazen te se vedinom trazi da razlika bude oko dva puta (toénije 1,96 puta)

veéa od svoje pogreske. Receno statistickom terminologijom, uzima se tzv. razi-
na znaéajnosti od 5%, a to znaéi ovo: ako zapravo (u populaciji) ne postoji
nikakva razlika izmedu dviju aritmetiékih sredina, onda bi se takva konkretna razlika
koju smo dobili, mogla slué.ajno dogoditi samo pet puta u 100 mjerenja (ili
jedanput u 20), a to je malo wvjerojatno, pazato mozemo uzeti da je razlika
statisticki znacajna.

Prema tome, razina slucajnosti od 5% znaéi zapravo ”Sansu od 5%, da smo
pogrijesili”. '

Tzrazeno graficki, to bi izgledalo kao na sl. 9.10. Ako dobivena razlika padne u
interval 0 % 1,96 sz, —z, neéemo je smatrati statistiéki znatajnom.

3 -2 -1 0 41 +2 43

Slika 9.10. Razliku koja padne izvan 1,96 (prakticki 2) svoje pogreske, mozemo
smatrati statisticki znaéajnom na "razini znagajnosti”’ od 5%

Ako padne izvan tog intervala, mozemo je smatrati statisticki znatajnom na
razini znagajnosti od 5%. Dalkle, ako je razlika 1,96 (okruglo dva) pusa veda od
svoje pogreske (jer se 95% rezultata nalazi v intervalu X + 1,96s), ona se smatra
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znadajnom “na razini znacajnosti od 3%”. Prema tomie; kod velikih uzoraka razlika
je znac¢ajna ako je t vedi od 1,96.

Treba priznati da izraz "razina znacajnosti” (ili “razina signifikantnosti”) nije

hag sam po sebi najsretnije izabran izraz, i stoga neki statisticari, u zelji da znacenje
izraza budc §to jasnije, tu istu stvar nazivaju "nivo rizika”. Prema tome. kada -

kazemo da je ncka razlika “statisticki znacajna na nivou od 3%, time zapravo
mislimo da smatramo "da medu populacijama stvarno postoji razlika, pri ¢emu
riskivamo oko 3% da smo ipak izveli pogresan zakljucak”.

Ako ustanovimo da je ncka razlika statisticki znacajna na nivou od 3% ili ma-

njem (dakle ako je t = 1,96 ili vise), napisat ¢emo na kraju ra¢una visinu dobivenog.
ulaza t, 1 iza toga izraz P < 0,05 §to — "prevedeno” na govorni JGZ]I\ — zuauj'

"vijerojatnost da smo pogrijesili (P) je manja od 5%”.

Razina znatajnosti od 5% samo je najée§céa razina, koja se u veéini.slu¢ajeva |

upotrebljava, ali je razumljivo da nam je u. nekim slu¢ajevima potrebna i veéa

sigurnost, pa onda uzimamo strozi kriterij; na primjer razinu znacajnosti od 1%, -

Sto znaci da imamo $ansu od samo 1% da smo pogrijesili.(u tom sluéaju £ mora
biti najmanje 2,58; vidi tablicu A, ali ne zaboravi da nam tablica pokazuje samo
Jjednu stranu krivulje, pa, prema tome, kad uz z od 2,60 ¢itamo 0,00466, sto znati
0,466%, za obje strane krivulje, to je oko 1%!).

Odluka o tome koju ¢emo razinu znacajnosti upotrijebiti (5%, 1% ili nize) ovist-

o mnogo faktora, a jedan od glavnih je vaznost posljedica u sluéaju pogresnog
zakljuéka. Tako, na primjer, ako bismo testirali razliku u. utjecaju dvaju medika-
menata od kojih se jedan pokazao vrlo apasan (pa je zato iskljucen iz upotrebe);

i kad bismo htjeli biti uvjereni da se novi (drugi) medikament sigurno razlikuje :
od prvoga u tome §to je manje opasan, morali bismo uzeti ve¢i stupanj sigurnosti, -

dakle, recimo, nivo znagajnosti od 0,01 (1%), ili jo§ strozi (0,001). Nasuprot tome,
ako ispitujemo eventualno postojanje nekog "nuz-efekta” kod jednog sredstva.za-
umirenje, bolje je priznati da taj efekt postoji (dakle proglasiti ga zna¢ajnim), nego
ga previdjeti, tj. smatrati da on zapravo ne postoji. U tom je slu¢aju opravdaniji
blazi nivo znagajnosti (0,05, pa ¢ak po misljenju nekih i 0,10).

Alko razlika (prema upotrijebljenom kriteriju) nije statisticki znagajna, iza vri-
jednosti dobivenog t-izraza napisat ¢emo: P > 0,05, §to znaci da Je §ansa za po-
oxesku veca od kriterija koji smo odabrali (na primjer 5%). .

U svakom slugaju, tj. bilo uz veéi ili manji oprez (nizi ili vi3i nivo znacajnosti),

izlazemo se riziku da ucinimo jednu od pogresaka koje su u statistici poznate pod

nazivima alfa i beta pogreske, ili pogreska tipa 1 (alfa) i pogreska tipa 2 (beta):
uz strozi kriterij (npr. P = 0,01) izlaZemo se riziku da neku razliku ne proglasimo
znac¢ajnom (tj. smatramo da dvije aritmeticke sredine pripadaju’ istoj; populaciji),
iako medu populacijama zapravo razlika postoji (pogreslm tipa 2), a uz blazi kriterij

(npr. P = 0,05) izlazemo se riziku da proglasimo da se dvije aritmeti¢ke syedine raz- -

likuju, a zapravo medu aritmeti¢kim sredinama populacije nema razlike (pogreska
tipa 1). Obje ove situacije prikazane su u tablici 9.8.
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TABLICA 9.8.
POGRESI\E PRI ZAKLJUCIVANJU IZ UZORKA NA POPULACIIU

Stanje u populaciji

Odluka Nema razlike izmedu dvije | Postoji razlika izmedu dvije

aritmeticke sredine aritmeticke sredine
Odbacujemo " Pogreska tipa 1 . )
S ) Nema pogreske
nul-hipotezu (alfa)
Prihva¢amo Pogreska tipa 2

Nema pogreske

nul-hipotezu (beta)

"Iz toga proizlazi da ne moZemo znati kojoj se pogresci izlazemo, a u konkretnom

“sluéaju treba preuzeti rizik one pogreske ¢ije su posljedice manje stetne (npr. treba
“uzeti niski P u opisanoin testiranju medikamenata i prema tome riskirati pogresku

2, jet bi pogreska 1 mogla biti Stetnija u praksi).

Tu se — kako kaze statisticar Rowntree — radi o slicnoj dilemi kao kod
procjene krivnje optuzenoga: ako smo skloni prihvatiti i problemati¢ne dokaze o
optuzenikovoj krivnji, riskiramo da kaznimo mnogo neduznih ljudi. A ako pak ne
uzimanio u obzir sve, nego samo najjace dokaze o necijoj krivnji, tada ée mnogi
ljudi, koji jesu krivi, ostati nekaznjeni.

U novije vrijeme neki statisti¢ari kritiziraju preveliku fiksiranost istrazivaca u
konvencionalne i standardne kriterije razine znacajnosti, tj. uz kriterije P = 0,05
(5%) i P = 0,01 (1%). Dobro je, doduse, da medu istrazivacima postoji odredena
dogovorena metodologija statistickog rada, ali — misle neki — tu se esto pretjeruje
i kriterij od 5% prelazi u opsesiju!

Skipper i suraduiti u jednom svom radu na temu ”nepovredivosti” nivoa od 0,05
kazu ovo: "Ne bi bilo tesko naéi dokaze koliko se neki istrazivaé raduje kada kod
F-testa ili t-testa ustanovi znatajnost na nivou od 0,03, a kolik je njegov uzas ako
iz tablice proéita znaéajnost od 'samo’ 0,10 ili 0,06. Gotovo kao da razlika izmedu
0,05 i 0,06 zna¢i razliku izmedu 'dobra’ i ‘zla’, *casnog’ i 'ne¢asnog’, 'uspjeha’ i
‘neuspjeha’.”

Ovdje, dakle, treba ponoviti ono 5te je ve¢ reteno o izboru nivoa znacajnosti:
zelimo li biti prakticki potpuno sigurni da neki postupak ima efekta (jer se u pro-
tivnom mozda taj postupak, koji je vrlo skup, ne isplati), onda treba uzeti strozi
nivo, primjerice 1%, ili éak jos nize. Naprotiv, radi li se o tome da neki novi postu-
pak nije nista kompleksniji ni skuplji, ni opasniji, itd., od dosadasnjega, a ¢ini se
da' bi, mogao biti bolji od dosadasnjega, bilo bi besmisleno imati prestrogi kriterij
i u tom ¢emo slu¢aju naravno uzeti ”blazi” nivo znacajnosti, na primjer nivo 0,05,
pa mozda ¢ak i visi. Kada Di, pretpostavimo, neki neurokirurg tvrdio da odredena
modifikacija dosadasnje operativne tehnike tumora (a ta modifikacija sigurno ne
moze bolesniku nanijeti nikakve §tete) uzrokuje veéi postotak ozdravljenja, onda
bismo na tu metodu vjerojatno pristali ¢ak kada bi razlika izmedu dosadasnje i
nove metode bila statistiéki znacajna samo na nivou od 20%, pa mozda ¢ak i 30%,
jer je jo§ wvijek nesto vjerojatnije da je nova metoda bolja od dosadasnje nego Sto
je vjerojutno da medu njima nema razlike!
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N a p om 2 n a. Dakako, nase "privatno” ponasanje vjerojatno bismo regulirali
po tom principu, jer — kada bi se, uzmimo, radilo o nadi u spasavanje zivota —
pristali bismo na novu metodu ¢ak kada bi bilo samo 1% vjerojatnije.da je ona
bolja od stare metode! No, naravno, u tim slu¢ajevima, kada smo nivo strogosti
spustili znaéajno iznad 5%, vise ne moZemo turditi da je nova metoda bolja, nego
samo vjerovati u to!

Ako je neka razlika statisticki znacajna, onda to, naravno, zna&i samo to da se
aritmeticke sredine populacije, iz kojih su uzorci, razlikuju, ali nikako ne i to da su

svi individualni rezultati jedne varijable u populaciji ili u uzorku veéi (ili manji) od .

svik individualnih razlika druge varijable. Prikazano graficki, statisticki znaéajna
razlika, uzmimo, izgleda kao crtez na slici 9.11, a niposto nije nuino da bude kao
na slict 9.12. i

Ytpossrenne

Slika 9.11. Ako je razlika izmedu dviju aritmetickih sredina statistiéki znagajna, to
znati da se aritmeticke sredine znacajno razlikuju. To medutim ne zna&i da se svi
individualni rezultati jedne populacije razlikuju od individualnih rezultata druge
populacije, jer — kako vidimo — ima mnogo prekrivanja izmedu njih. Zajednicka

povrsina obiju populacija je zatamnjena '

Na primjer, ako nademo izmedu dvije grupe ljudi statisticki znagajnit razliku u
visini od 3 cm, to znaéi da je u prosjeku jedna od tih grupa visa (no, naravno, ne

znamo koliko, jer nadena 3 cm mogu biti slu¢ajan rezultat variranja uzoraka), ali,
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je razumljivo da u prosjeéno visoj grupi ima pojedinaca koji su ni# od pojedinaca
iz druge grupe (vidi sliku 9.11!).

Kada bismo trazili da izmedu dvije skupine mjerenja bude tako velika razlika
da gotovo nijedan pojedinac iz vise skupine ne bude nizi ni od jednog pojedinca
iz nize skupine, onda bi.razlika medu aritmetickim sredinama populacija morala
biti veéa od zbroja izmedu 3 standardne devijacije jedne i tri standardne devijacije

- druge populacije (vidi sliku 9.12).

Y

3k, X,

Stikd 9.12. U ovom sluéaju gotovo svi rezultati jedne populacije razlikuju se od
rezultata druge populacije. Razlika izmedu obiju aritmetitkih sredina iznosi najmanje 3
“standardne devijacije jedne raspodjele plus 3 standardne devijacije druge raspodjele

9.4. NUL-HIPOTEZA

Prije nego to podemo jos malc dalje u tumagenju testiranja znagajnosti razlika,
treba spomenuti jedan izraz koji se Gesto u znanosti uopce, a osobito u statistici,
tuje. To je izraz "nul- hipoteza”. Mi ¢emo ga poslije esto u knjizi spominjati, pa
je dobro da ga veé sada rastumacimo.

U literaturi prividno postoje dva znagenja nul-hipoteze (i zbog toga dolazi do
odredene konfuzije): prema jednom znacenju (koje je mnogo vise prihvaéeno) "nul-
hopoteza” znati "nema razlike” medu pojavama koje mjerimo. Na primjer, ako
" nas zanima razlikuju li se u prosjeznom uspjehu u nekom testu muskarci od Zena,
onda "nul-hipoteza”, koju u isttaZivanju postavljamo, glasi: Medu njima nema
statisticki znacajne razlike. Upotrebom t-testa (ili kojega drugog) mi provjeravamo
postavljenu hipotezu: ako nam - test pokaZze da razlika medu aritmetickim sredi-
nama nije statisticki znacajna, time smo poterdili nul-hipotezu. Naprotiv, ako je
razlikd statisticki znatajna, oborili smo nul-hipotezu.

 Prema drugom znatenju, koje joj daje Fisher, nul-hipoteza je svaka hipoteza
koju Zelimo provijeriti ("nul” je u smislu "nulificiranja”, ponistavanja). Iako se ¢ini
da su to dvije razlicite definicije, to ipak nije tako. Na primjer, mozemo se pitati je li
neka razlika izmedu dvije aritmeticke sredine statisti¢ki zna¢ajna u tom smislu da je
statisticki znacajno-vedu od, uzmimo, 10. Sada nam nul-hipoteza ne znati da "nema
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razlike”, nego da "razlika iznosi 107, pa ako- tu hipotezu ne oborimo, takoder smq
prilhvatili nul-hipotezu koju mozemo formulirati ovako: nema statisticki 7udrame

razlike izinedu nase dobivene razlike i zamisljene razlike od 10.
TCostalom. vrlo ¢emo brzo imati upravo jedan takav primjer.

9.5. OPASNOST OD POGRESNOG ZAKLJUCKA U VEZI S
ODBACIVANJEM NUL-HIPOTEZE

U vezi s uobifajeno usvojenim razinama znacajnosti od 1 i 5% katkada se u

struénoj literaturi i u komentarima nekih istrazivanja moze naiéi na jednu zabludu, ’

koja u pojedinim slutajevima moze biti i dosta opasna. Konkretno, radi se o proc—
jeni postotka znanstvenih "otkri¢a” koja zapravo nisu otkriéa.

Kod testiranja znacajnosti razlike npr. izmedu dvije aritmeticke sredine, ako
nademo da je razlika statisticki znacajna na razini manjoj od 3% (P < 0,03), mi.’

(ispravno) rezoniramo ovako: ako medu populacijama iz kojih smo uzeli uzorke za-

pravo nema razlike, onda se razlika, kakvu smo nagim istrazivanjem dobili, mogla"'

slucajno dogoditi samo u manje od 5% slucajeva; stoga (uz rizik od 5%) odbacu-

jemo nul-hipotezu, i zakljuéujemo da razlika medu populacijama postoji. Ako se::
sada postavi npr. ovakvo pitanje: koliko'ima pogresnih zakljuéaka na 1000 is-
trazivanja, koja su sva provedena s nivoom znacajnosti od 5% (tj.- u koliko Smo..
poprilici slutajeva zakljuili da je razlika statisticki zna¢ajna, makar oha to ustvari’

nije) veoma velik broj istrazivaéa sklon'je (neispravno) ustvrditi da ih ima oko, QO

(jer to je 5% od 1000). Takav zaklju¢ak moze se npr. naéi u nekim farmakoloskim '
tekstovima o testiranju lijekova, gdje se npr. kaze poprilici ovako: buduéi da je !
efikasnost svih ispitivanih lijekova testirana na nivou znacajnosti od 1 (ili 5) % to.

mozemo stuatrati da oko 1 (ili 3) posto prihvacenih lijekova nisu efikasni.
No nazalost tej je zekljucak pogresan! Iz logike nul-hipoteze moze se izvesti

samo ovakav zakljucak: ako radimo 1000 eksperinienata na populacijama koje se'.\b

ne razlikuju, a pri tome koristimo nivo znacajnosti od 5%, onda mozemo oéekivati
da ¢emo u oko 50 takvili eksperimenata dobiti rezultat, koji bi bio "statisticki

znacajan”, tj. koji bi pokazao da nedu populacijama postoji razlika. U tih 1000
cksperimmenata mi bismo dakle prihvatili nul-hipotezu u 950 tih eksperimenata a
kod njih 30 odbacili bismo nul-hipotezu, i zakljucili (uz rizik od 5%) da je raz-.
lika statisticki znacajna. No dakako, ni ]cdan od tih 50 prihvacenih rezultata nije:

ispravan!

Iz toga proizlazi da odgovor na pitanje koliko znanstvenih otkriéa su zaista

otkrica, a koliko nisu, ovisi o tome s kakvim populacijama radimo; ako u 1000
pokusa usporedujemo po dvije populacije, koje se zaista razlikuju, onda su svi nasi
rezultati, kojima ustvrdimo da se populacije razlikuju, zaista toéni. A ako radimo s
populacijama, koje se ne razlikuju, onda nijedan nas rezultat, koji bi pokazao da se
one razlikuju (a takvih ¢e biti 1 — 5%, veé prema tome na 1\0]em nivou z.na(.amosn
radimo) nije totan. :

Na tu pogresku upozorio je svojedobno zagrebagki ll]ecmk B. SOI‘IC a detal]m;e
je opisana u radu Sori¢ i Petz, 1987. (vidi- popis literature).
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9.6. TESTIRANJE ZNACAJNOSTI RAZLIKE IZMEDU JEDNE
" ARITMETICKE SREDINE I NEKE UNAPRIJED FIKSIRANE
* VRIJEDNOSTI

Katkada se dogada da moramo ustanoviti razlikuje li se neka dobivena arit-
meticka sredina od jedne druge, unaprijed “fiksirane” vrijednosti, koja ne mora
biti dobivena mjerenjem, pa nema niti svog \'arijabilit(\ra To je cest slu¢aj onda
ako teku vrijednost iz iskustva ili tradicije smatramo "normalnom”. pa zZelimo
provjeriti odstupaju li (lol)iv'('ani rezultati statisticki znacajno od te \’ll]e(anStl.

Na primjer, pretpostavimo da smo u nekom mjerenju na 144 djece-ispitanika
dob\h ovu prosjecnu tezinu i standardnu devijaciju:

X =34,0kg
s =4,8kg.

Nds u ovom slucaju moze zanimati razlikuje li se dobivena aritmeticka sredina od

‘_ 34 kg statisticki znacajno od tezine 32 kg, koju smatramo normalnow za djecu te
dobi:

. Buduéi da broj 32 u ovom slu¢aju ne predstavlja rezultat nekog sadadnjega
konkretnog mjerenja, ve¢ jednu zamisljenu fiksnu vrijednost, ne mozemo, naravno,
testirati znagajnost razlike standardnim postupkom, jer uz broj 32 nemamo stan-

dardnu devijaciju niti standardnu pogresku.

Taj problem mozemo vrlo lako rijesiti uz pomo¢ ve¢ spomenutih "granica pouz-
danosti” aritmeticke sredine. Standardna pogreska aritmeticke sredine 34 iznosi:

s 48 48

. Iz toga proizlazi da imamo 95% vjerojatnosti da nasa dobivena aritmeticka sredina
“'ne odstupa od prave aritmeti¢ke sredine vide ili manje od 1,96-0,4 = 0,78, pa se.
.prema tome, "prava” aritmeti¢ka sredina nalazi vjerojatno u intervalu 34 & 0,78,

dakle izmedu 33,22 kg i 34,78 kg. Buduci da donja od tih vrijednosti (33,22) ne
?2ahvaéa” vrijednost od 32, mozemo, dakle, smatrati da se dobivena aritmetitka

"sredina 34 statisticki zna¢ajno (na nivou od %) razlikuje od 32.

Medutim, ako imamo izvrsena dva mjerenja, i dobivene dvije aritmeticke sre-
dine, ali zbog nekih razloga ne zanima nas je li dobivena razlika statisticki znacajna,
veé jedna manja razlika, postupak ée opet. biti nesto drukéiji (iako u nacelu slican).

Na primijer, ako neki proizvodaé.reklamira jedno prehrambeno sredstvo za bolji
razvoj pili¢a, ali je to sredstvo toliko skupo da ekonomska racunica pokaze kako bi

“'se ono isplatilo jedino kad bi tim sredstvom hranjene kokosi bile barem 500 g teze

od ostalih, problem se rjesava ovako:

Eksperimentalna skupina,
hranjena reklamiranim sredstvoin

Kontrolna skupina kokosi,
hranjena standardnom hranom

N, =400 N, =_§61
- Prosj. tezina X, = 2350g Prosj. tezina X» = 3040 g
s1=200g 53 =220g



140 9. RAZLIKA IZMEDU DVIJE ARITMETICKE SREDINE : , :
’ : "YE 97 RAZLIKA {ZMEDU ARITMETICKIH SREDINA VELIKIH ZAVISNIH UZORARA 141

Buduéi da mi gotovo nikada ne mjerimo populaciju, nego samo uzorke, to arit-
meticka stedina koju smo dobili prilikom mjerenja. sigurno nije prave aritmeticka
gredina, tj. aritmeticka sredina populacije. Dakle, svaka aritmeticka sredina uzorka
vezana je uz neku pogresku koju nazivamo ’ "standardna pogreska aritmeticke sre-
dine”. Ta je pogreika to veca 3to je uzorak manji, i 5to je varijabilitet pojave
koju mjerimo, veéi. Ista logika vrijedi i za rezlike izmedu dvije aritmeticke sredine:
dobivena razlika, s obzirom na to da je dobivena na uzorcima, nije prava razlika
izmedu obje populacije, nego 1 ona ima svoju pogredku koja se naziva "standardna
pogreska razlike izmedu dvije aritmetitke sredine”.

Da bi neka razlika bila statisticki znatajna (tj. da bismo koliko-toliko bili sigurni
da ona nije sluéajna) ona — kod velikih uzoraka — treba biti barem 1,96 (dakle oko
dva) puta veéa od vlastite pogreske. Izraz t, koji se ratuna prema principu

_ razlika

~ pogreska razlike’
pokazuje nam koliko je puta neka razlika vec¢a od svoje pogreske, pa, prema tome,
ako je t veéi od 1,96 (kod velikih uzoraka!), razliku mozemo smatrati statisticki
znaéajnom”.

2 2
Eh 53

NN,

STy -T2 =

40000 48400
00 +— 361 =/234,1=15.3.

Buduéi da nas ne zanima razlikuje li se dobivena razlika od 690 g statisticki
znacajno od nule, nego je li dobivena razlika statisti¢ki znatajno veéa od 500 g,
postavit éemo ovakav t-test:

(X, -X2)—500 690 — 500

t= = - = =12,4.
ST -T2 15,3 ’

Prema tome, prakticki smo posve sigurni da razlika u hranjenju ﬁiioktxje do-
bitak u tezini koji je veéi od 500 g. ’

U ovom opseznom poglavlju vidjeli smo da znaGajnost neke razlike mozemio
provjeravati, bilo uz pomoé “granica pouzdanosti” (vidi slike 9.5. i 9.6) ili uz
pomoé¢ "t-testa” (vidi slike 9.7. do 9.10). Rekli smo veé da su oba natina jed:
nako ispravna, iako veéina statisti¢ara koristi drugi nacin, tj. t-test. A i meni'se
¢ini da neke "finese” u zakljudivanju mozemo bolje shvatiti iz logike t-testa nego iz
logike *granica pouzdanosti”. No ima statistizara (npr. Peatman), koji misle upravo
obratno: Peatman smatra da logika "granica pouzdanosti” jasnije pokazuje da pri-
hvaéanje "nul-hipoteze” (dakle stvaranje zakljutka da neka razlika nije statisticki
znaéajna) ne znaci da medu populacijama zaista nema razlike (dakle da je razlika
medu njima nulal), ve¢ da bi mozda mogla postojati i neka stvarna razlika, ali i
njezino postojanje ne mozemo biti dovoljno sigurni. : i

Prema tome, ¢italac neka sdm odluéi koju logiku rezoniranja moze lakse usvopn'

A ako mu nije drago da usvoji nijednu od ovzh logika rezommn]u, onda neka
svakako protita ovo §to slijedi!

Iz iskustva znam da ¢e se medu Eitaocima naéi i oni koji — zbog nédovi oljne st
pliivosti, premalo vremena, ili zbog drugih razloga — nisu uspjeli razumjeti logiku
testiranja zna¢ajnosti razlika izmedu aritmetickih sredina.

Alko ste vi jedan od njih, nemojte se demoralizirati! Kao &to je u prvom poglavlju
veé bilo receno, statisticka metodologija dade se potpuno uspjesno primjenjivati i
onda ako zapravo ne razumijemo princip po kojem ona ”funkcionira”. Sjetite sé;
spomenuli smo da se automobil moze dobro voziti a da se pri tome gotovo nista ne
zna o motoru i mehanickim zakonima upravljanja vozilom.

To vrijedi i ovdje. Prema tome, ako niste svladali izneseni slijed miljenja (u
femu vjerojatno ima i moje krivnje. jer vam zacijelo nisam dovoljyno ‘jasno uspio
protumaciti ono $to sam Zelio), mozete ipak uspjesno raditi na podluc)u testiranja
razlika medu aritmetickim sredinama.

Dovoljuo je da zapamtite ovo:

1, na kraju ove rasprave o smislu pojma "statistitki znatajne razlike” treba
ponovltx neito §to je ve¢ bilo regeno u prvom poglaviju: ako prilikom nekog
mjerenja, izvrienog, pretpostavimo, na skupini muskaracai skupini Zena — nademo
u nekom svojstvu razliku u aritmeti¢koj sredini, na primjer, u korist Zenskih ispi-
-tanika, onda — ako smo posteno i savjesno mjerili — nema nikakve sumnje da su
senski-ispitanici, koje smo izmjerili, u prosjeku bolji od izmjerenih muskih ispi-
tanika. No istrazivaca to zapravo ne zanima, veé ga zanima moze li na temelju toga
- zakljugiti da su u tom svojstvu zene opéenito bolje od muskaraca.

Dakle, u svim tim sluéajevima mi iz konkretnog zakljuZujemo na opéenito —
— 1 stogd se cijeli ovaj dio statistilke, koji iz uzorka nastoji stvoriti zakljucak o
populaczyz, naziva “statistika 7al\l]uc1vanja ili "inferencijalna statistika” (za raz-
liku.od "opisne” ili " deskriptivne statistike”, koju zanimaju jedino karakteristike
* koukretnog uzorka).

9l.7., RAZLIKA IZMEDU ARITMETICKIH SREDINA VELIKIH
"ZAVISNIH UZORAKA

Alko su dvije varijable, izmedu kojih smo nasli neku odredenu razliku, u ko-
relaciji (o izratunavanju korelacije vidi 13. pogl. ), onda se formula za izratunavanje
standardne pogreske razlike nesto mijenja i glasi:

, 5%, — 21257, 55 (9.7)

2
T

ST, ~%n
pri €emu r1 2 znaéi korelacija izmedu obje varijable.

Kako se vidi, pod korijenom se od zbroja kvadrata obiju standardnih pogresaka
oduzima dvostruka korelacija izmedu obje varijable, pomnoZena s obje standardne
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pogreske. Na taj nacin standardna pogreska razlike postaje manje nego sto b1 bila

da nismo upotrijebili korekturu zbog koielacije.

Primger: Grupa od 64 bolesnika kojima snaga stiska gake na dinamometru na
zivi iznosi X, = 45,0 cum, s, = 6,0 cm, podvrgnuta je specijalnom viezbanju,
i nakon tjedan dana dobiveni su ovi rezultati snage stiska Sake Xa = 46,5 cm,
sy = 5.0 cm. Je li ta razlika statisticki znacajna, tj. je li qnaga stiska ake t1h
bolesnika znacajno porasla?

Prvo mjerenje  Drugo mjerenje

N 64 64
X 45,0 46,5
s 6,0 3,0
0,75 0,63
) — Tl) =+1,5

Korelacija r izimedu prvog i drugog mjerenja r = +0, 60.
Uvrstimo li dobivene vrijednosti u formulu (9.7) doblvamo

s,z = /0,752 +0, 63’—2 060 0,75-0,63 =0, 63

.X-"l - }&1 +1, b
t= —— ~ = = 2'38;
STo—F1 0,63 +
P < 0,05.

Prema tome, razlika je statisticki znacajna.
Napomen al. Danismo uzeli u obzir korelaciju, dobili bismo,

= 0,98, t=1,53,

8%,

iz Gega bismo izveli pogresan zakljutak da razlika nije statisticki znaajnal!

N apomen a2 Korelaciju izmedu dva niza mjerenja otekujemo uvijek kada"
ista skupina ispitanika sluzi ujedno i kao kontrolna grupa. Stoga se upravo opisani:

postupak i Cesto naziva "metoda jedne grupe”.

9.8. t~-RASPODJELA I TESTIRANJE RAZLIKA IZMEDU

Vet u potetku treba reéi da neki moderni statisticari ne diferenciraju postipke
kod velikih i kod malih uzoraka, jer i za jedne i za druge upotréblja,\l'faju osnovne
formule, koje ukljuuju u sebi sve potrebne ratunske operacije. Medutim, pojednos- Y

tavnimo li te ratunske operacije kod velikih uzoraka, uéinili smo doduse odrédeno
"nasilje” nad rezultatima, ali je pogreska u racunu tako mala da ona u krajnjem
rezultatu nema prakticki nikakvog efekta. Zato smo mi kod velikih uzoraka radili

tim jednostavnijim metodama. Ali kod ralih uzoraka (tj. kad je'N manji od 30;.

odnosno — prema nekima — od 50) potrebno je u svakom slutaju upotrijebit

izvorne formule. Prema tome, pravilo, koje u statistici vrijedi u svim sluc¢ajevima,
jest ovo: kod velikih uzoraka mozemo upotrijebiti, bilo formule za velike ili formule

za male uzorke; kod malil uzoraka moramo upotrijebiti formule za male uzorke. -

9. RAZLIKA IZAIEDU DVHE ARITMETICKE SRE‘D[.’VE

ARITMETICKIH SREDINA MALIH NEZAVISNIH UZORAKA ‘
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Kako znamo, distribucija aritmetickih sredina uzoraka oko "prave” aritmeticke
" gredine (tj. oko aritmeticke sredine populacije) jest normalne distribucija, a stan-
dardnu devijacijn takve distribucije nazvali smo standardnom pogreskom arit-
‘meticke sredine (s7). (Ako su uzorci vedi od N = 30, distribucija aritmetickih
sredina je normalna ¢ak i onda ako osnovna populacija nije normalno raspodije-
l]eud')

‘Standardna devijacija Alltmel‘l(l\lh sredina uzoraka oko prave aritmeticke sre-
dine populdcuc izrazena je formulom U/\/T ali buduéi da prakticki nikada ne
snamo standardnu devijaciju populacije (o), mi u tu formulu redovito stavljamo u
brojnik standardnu devijaciju naseg uzorka (s), i tako — kao sto smo rekli — do-
bivamo procjenu standardne pogreske aritmeticke sredine. Ako je uzoralk relativno
velik, time smo uéinili posve malu pogresku, koju mozemo zanemariti. No ako je
uzorak malen, pogreska postaje ozbiljnija, i to sve teza, to je uzorak manji.

Mi ne moZemo, naravno, radi ustanovljavanja kako se zapravo distribuiraju

aritmeticke sredine malih uzoraka oko prave aritinetitke sredine (ili kako se dis-
tribuil"'aj'u razlike medu aritmetickim sredinama malih uzoraka oko prave razlike)
~jzvoditi tisuée pokusa, kojima bismo eventualno tu distribuciju mogli ustanoviti,
* ‘nego se moramo stuziti podacima koje jedino imamo, tj. moramo se sluziti racunom
u kojemn koristimo — kao sto je receno — standardnu pogresku izratunatu na uzorku.
Na srecu, engleski sluzbenik i matemati¢ar, koji je radio u jednoj pivovari, po
imenu Gosset, suo¢en u svom svakodnevnom poslu neprestano s malim uzorcima i
testiranjem razlika medu njima, znajudi za nepreciznost racunskog postupka u tim
‘slutajevima, razradio je matematickim postupkom distribucije #- vrijednosti, koje
se dobivaju kada se radi o malim uzorcima. Buduéi da se on potpisivao pseudon-
imom ”Student”, ta je distribucija — uz naziv "t-distribucija” — dobila jo§ i ime
”Studentova dlstubum]a
- Evo'u &emu je osnovna razlika lzmedu logike rezoniranja i zakljuéivanja kod
velikih i kod malih uzoraka:
Kada kod velikih uZoraka izra¢unamo, na primjer, standardnu pogresku raz-
like izmedu dvije aritmeticke sredine, onda znamo da smo time — unatoé tome
§to smo u raéunu koristili standardnu devijaciju uzorke a ne populacije — do-
bili uglavnom toénu procjenu standardne devijacije razlika mnostva uzoraka oko
" prave™ razlike medu populacijama. Drugim rije¢ima, kada bismo pokus na ovako
velikim uzorcima ponavljali nekoliko tisuéa puta, onda bi nam se dobivene razlike
" ‘medu aritmetiékim sredinama, o takoder i izradunate t-vrijednosti, distribuirale po
; na1malnoy raspodjeli, kojoj standardna devijacija priblizno odgovara izracunatoj
~‘standardnoj pogresci razlike. (Da smo u formulu mogli ukljuciti standardnu de-
vijaciju populacije, onda bi standardna devijacija tih t-vrijednosti tocno iznosila
koliko i izracunata standardna pogreska razlike, koja bi, naravno, u svakom od tih
nekoliko tisuéa polkusa morala biti istovjetna.)

Kod malih uzoraka, naprotiv, iake se i kod njih razlike izmedu aritmetickih
sredina uzoraka distribuiraju po normalnoj raspodjeli oko “prave” razlike, izracunati
t-odnosi ne distribuiraju se po normalnoj, ve¢ po t-raspodjeli, koja je to Sira 5to je
uzorak manji.

Da bismo to, §to je receno, jos jasnije protumadéili (jer — istini za volju — treba
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priznati da se ipak radi o dosta zammrdenoj temi!), pokuSajmo to protumaéiti na A

osnovi konkretnog pokusa.
Zamislimo ponovno (jer o tom je pokusu veé bilo rijeci) da imamo jednu ve-

liku populaciju, ¢ije simo rezultate ubiljezili na zetone koji se nalaze u jednoj vreéi.

Ako lijevomn rukom vadimo jedan uzorak, a desnom drugi, sve "razlike” koje ¢emo
medu aritmeti¢kim sredinama uzoraka nalaziti, samo su sluéajne mzhl»e wzroko-
vane sluéajnim varijecijuma uzoreke.

Zamislimo sada da s ovom velikom populacijom u¢inimo ova dva (vrlo dugotraj-
na) pokusa:

1. Izvu€emo nekoliko desetaka tisuda parova velikih uzoraka (npr. svakom Lukom
od po N = 200), i kod svakog para ustanovimo razliku izmedu aritmetickih sredina,
i za svaki par izraéunamo t-odnos, tj. razliku izmedu aritmetickih sredina podije-

limo s njezinom standardnom pogreskom, koju naravno svaki put izratunamo iz

standardnih devijacija oba uzorka.

2. Izvuéemo nekoliko desetaka tisu¢a parova malih uzoraka (na primjer, svakom -
rukom po 5), i za svaki par izratunamo iste podatke kao i kod velikih uzma.ka dakle.

razlike izmedu aritmetickih sredina i t-odnose. .
Sada raspolazemo s nekoliko desetaka tisuca t-odnosa iz eksperlmenta S vehkrm

uzorcima i nekoliko desetaka tisuéa t- odnosa iz eksperimenta s malim tzorcima:
Buduéi da ih ima tako mnogo, mozemo dosta precizno izraditi distribuciju tih

t-odnosa. Ako nakon toga analiziramo dvije dobivene t-distribucije, brzo ¢emo us-

tanoviti da je kod velikih uzoraka ta distribucija prakticki sasvim normalne, tj.
t-odnosi se distribuiraju uglavnom od — 3 ¢ do + 3 t (kao §to se i normalna

raspodjela proteze od — 3 do + 3 standardne devijacije). (Treba se sjetiti da t-

vrijednosti po svom smislu odgovaraju z- vrijednostima: to su razlike, podijeljene
standardnom devijacijom tih razlika.)

Takvu sino normalnu raspodjelu dobili dakle usprkos éinjenici da smo pri:
raéunanju t-odnosa uvijek koristili standardnu devz]aczju uzorka um]esfo standar/lne»

devijacije populacije.
Naprotiv, t- odnosi malih uzoraka distribuirat ¢e se mnogo Sire, tj. todnom

kretat ée se od — 3,5 f preko nule do + 3,5 ¢t. Makar su se dakle stvarne razlike medu

uzorcima u tom pokusu distribuirale oko prave razlike (koja je 0) po normalnoj
raspodjeli, t-vrijednosti se distribuiraju $ire jer smo u formuli koristili standardnu
devijaciju uzorka, a ne standardnu devijaciju populacije.

Iz toga proizlazi da, ako se u toj distribuciji jedan odredeni ¢ nalazi, ummmo, )

na udaljenosti od 2 # (5to je kod velikih uzoraka bilo dovoljno da znamo, da veéih
od njega ima jo§ samo oko 5%), u ovoj ¢t-distribuciji naéi éemo da ih je veéih od 2
jos mozda 7 — 8%.

Drugim rije¢ima, kod malih uzorake normalna raspodjele vise ne pokazu]e sasvim
toéno vjerojotnost koliko neke izracunata vrijednost (X) odstupa od pmve ur a]edA

nosti ().

kod normalne 1aspodjele mi tocno znamo da se u interval pr
68% rezultata, u intervalu X +2 s cko 9)“/ rez Uxf, ta, ltd pa4, prema tome, |z
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da neka Iazhkd izmedu aritmetickih sredina mora biti oko dva puta (toénije: 1,96
puta) veca od svoje pogreske da je mozemo smatrati znaéajnom na razini od 5%.

. Kod t-raspodjele imamo, medutim, to Sire "krajeve” raspodjele sto je uzorak
manji, i zato ako imamo uzorak od 10 rezultata, pa ratunamo standardnu pogresku
aritmeticke sredine foga uzorka (sz), onda se 95% aritmetickih sredina uzoraka te
velitine mede nalaziti u intervalu od £1,96 sz oko prave aritmeticke sredine, vec
u Sirem intervalu, tj. u intervalu p =+ 2,26 sz Kod uzorka velitine N = 4, 95%
aritmetickih sredina uzoraka te velicine nalazit ¢e se u intervalu g2 £ 3,18 sz, itd.

Kako se vidi, ovdje se-kriterij mijenja veé prema broju rezultata, i zato pri
izratunavanju “t-vrijednosti moramo uvijek uzeti u obzir broj rezultata, odnosno
tocnije receno t- vrijednosti ovisne su o tzv. "stupnjevima slobode”. Stupnjevi slo-
bode su na odredeni nacin korigirani broj rezultata. U velikom broju ratuna, pa

“tako i ovdje, stupnjevi slobode su broj rezultata smanjen za 1, dakle N — 1.

Na slici 9.13. pokazano je kako se t-distribucija 3iri smanjivanjem broja rezultata
(tj. ”stuphjeva slobode”) u uzorku. )
Dok 5mo kod velikih uzoraka mogli i "napamet” znati da je razlika izmedu dvije

- aritmeticke sredine statisti¢ki znatajna (na razini znacajnosti od 5%) ako ¢ iznosi

barem 1,96, kod malih uzoraka moramo se bezuvjetno koristiti t-tablicom da bismo

" iz nje mogli otitati granitnu vrijednost ¢, tj. koliko puta — uz odredenu veli¢inu
" uzorka — mora razlika biti veéa od svoje pogreske da bismo je mogli smatrati

statisticki znatajnom.

stupnjevi slobode
= 00

4 3 271 0 4+l 42 43 +4

Slika 9.13. t-raspodjela je to sira, Sto je manji uzorak. Veli¢inu uzorka, smanjenu za 1,
kod t-raspodjele nazivamo "stupnjevima slobode”

'Tablica B u Dodatku je t-tablica. U tablici, na primjer, pide uz 18 stupnjeva

‘slobode na nivou znagajnosti od 1% (P = 0,01) broj 2,88. To je "granitna ¢-

vrijednost”, i znati ovo: kada izmedu dvije populacije ne bi zapravo postojala

) ml\ak\ 1azhka a mi bismo iz tih populacija uzimali uzorke, pretpostavimo, veli¢ine

N, =101 Ny =10(10~1plus 10 -1 =18) 1 izracunavali svaki put ¢- vrijednost,

onda 'Lnsmo ¢, velitine 2,88 i veée mogli sluéajno dobiti samo u jednom od 100
lzratunavanja (1%).
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Buduéi da u t-raspodjeli postoji mnogo nesigurnosti medu konzumentima sta-

tisticke metodologije, ukratko ¢emo rezimirati sto t-raspodjela nije, a 3to ona jest.

1. t-raspodjela nije distribucija rezultata u malom uzorku (sto. nek1 pocetmc1
misle).

2. t-raspodjela takoder nije distribucija aritmetiél\'ih sredina ili distribucija 'r'a.- .

zlika medu aritmetickim sredinama malih uzoraka oko prave aritmetiéke sre-

dine ili prave razlike (5to misle katkad ¢ak i neki napredniji u statistici), jer-

ta distribucija je normalna.

3. t-raspodjela jest distribucija t-izraza (izraza koji znaci odnos izmedu neke
razlike i njezine pogreske) kakva se dobiva kada se racunski odreduje stan-
dardna pogreska aritmeticke sredine, odnosno standardna pogreska razlike
izmedu aritmetickih sredina, a pri tome se u racunu koristi standardna de-
vijacija uzorka. (Kada bismo u ratunu mogli koristiti standardnu devijaciju
populacije, izratunate i-vrijednosti tvorile bi jednako normalnu raspodjeld
kao 5to ju tvore i stvarne razlike medu aritmeti¢kim sredinama, uzoraka.)

Znagajnost razlike izmedu aritmetickih sredina malih uzoraka ratuna se prema

nesto drukéijem postupku. Princip je jednak kao i kod velikih uzoraka, ali raéunska
se operacija razlikuje utoliko §to — pod pretpostavkom da oba uzorka potjetu iz
iste populacije — izratunavamo zajednicku standardnu devijaciju za oba uzorka.

Medutim, zajednicku standardnu devijaciju smijemo izratunati samo onda ako
se obje standardne devijacije zaista znacajno ne razlzku]u, pa to treba mnajprije
provjeriti.

Znatajnost razlike medu standardnim devuacuama malih uzoraka izratunava:

se pomocu tzv. F-testa, koji stavlja u omjer veéu varijancu prema manjoj varijanci
(varijanca = s?). Prema tome, F- test glasi:
veéa s°

Fam—l : - (98)

manja s2
N apomen a: U 20. poglavlju biti ¢e vise govora o F-testu.
Prvi primjer: Mjere¢i na gastroknemijusu dvue 7abe vrueme reakcije . u
tisuéinkama sekunde, dobiveni su ovi rezultati: .

1.zaba 2. zaba
160, 160, 140, 190 117, 145, 147, 120, 150, 120
N=4 N=6
X, =162,5 X, =133,2
X1 -X,=129,3.

Pitamo se je li ta razlika statisticki znagajna.
Prije nego 3to izracunamo zajedni¢ku standardnu devijaciju, treba ustanovm
da li se standardne devijacije znatajno ne razlikuju:
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Prvi uzorak Drugi uzorak
© 160 117
“160 145
140 o 147
190 120
T T =650 150
X, = 1625 120
T =799
X, = 1332
X-X (X -X)? X-X (X -X)?
-2,5 6,25 -16,2 262,44
. =25 6,25 11,8 139,24
-22,5 506,25 13,8 190,44
27,5 756,25 . -13,2 174,24
B(X - X)* =1275,00 _ 16,8 282,24
: 13,2 174,24

(X - X)? =1222,84
s = 1270 \/E
o= 1223 84 i 57

. ' ¢
Sada moZemo izracunati F-test:

_ velavarijanca 425
~ manja varijanca 244,57

=1,74.

Tablica C u Dodatku daje nam grani¢ne vrijednosti F' za pojedine stupnjeve

“ slobode vede i'manje varijance. Tablica C je za razinu znacajnosti od 2,5%, ali se F-

tabliee uvijek prikazuju samo za jednu stranu krivulje (o jednosmjernom testiranju

vidi 10. poglavlje), pa, Zelimo li znati je li razlike medu varijancama znacajna (a

ne smyjer razlike!), onda je ta tablica za nas na razini znagajnosti od 5%.
Stupnjeve slobode za veéu varijancu otitavat ¢emo s odgovarajuceg stupca, a za

" manju varijancu s odgovarajuceg reda. Kako se iz tablice C vidi, granitna vrijednost
~ F za 3 stupnja slobode (veca varijanca) i 5 stupnjeva slobode (manja varijanca)

iznosi 7,76. Buduéi da je nag F manji, mozemo smatrati da se obje varijance ne
razlikuju znatajno, te smijemo pristupiti izraunavanju zajednitke standardne de-
vijacije, koja se izratunava prema formuli:

N DX - X1)? + D(X - X»)?
—4 . 9-9
Zajednicka s \/ WDt Me-1) (9.9)

U nagem primjeru dobivamo:
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. \/10(127 + 1222, 84)
TL—=Tn = T T At o

1275 + 122 :
Zajednicka s = _’_"’_;;_2_85 /312,23 = 17,67

1li, izravno mozemo t izraunati pomocu formule:

Tl - T-) NN,
b= =/ —, 9.12
g Zajed. s Ny + Ny ( )

_ X -5
Zajed. s\/1/Ny +1/Ny

U nasem sluéaju dobivamo:

Dalje postupamo jednako kao i prije, tj. standaldnu pogresku razlike 1acunamo
prema formuli (9.3):

312,23 312,23
ST ~Ta = 1 + 6
Kada znamo zajednitku s, moZemo sz, _z, jednostavnije izratunati i ‘prema

formuli:
- Ny + N, )
sz,-z. = Zajednitka s/ m—’ (9.10)

U nagem primjeru dobivamo:

—\/804+3204_\/1301_1141 ili

(9.13)

29,3 4-6 oo
t= e/ —= =2,57.
17,67V 446
Ako ne posjedujemo individualne rezultate, nego samo aritmeticke sredine i
- standardne devijacije, mozemo, ako smo prethodno testirali F i dokazali da se vari-
jance znatajno ne razlikuju, takoder izraéunati zajednitku standardnu devijaciju,

'i to prema formuli:

. 2 2
L[S D sV - 1) 014
Zajednitka s = . DT (M-T) (9.14)

“Ova je formula dobivena ovako:

1
sz, = 17,67 %6 = 11,41

Ako u naSem primjeru izraéunamo ¢, dobivamo:

X, -X,
___)‘1__:_33_3-:257

t
STy ~T4 11 41

Broj stupnjeva slobode u ovom se slu¢aju izra¢unava prema formuli (N — 1) +
(N2 - 1), pa, prema tome, za nas primjer to iznosi 3 + 5 = 8. Ako smo unaprijed
odluéili da znatajnost razlike ratunamo na razini zna¢ajnosti od 5%, onda ¢emo:
na tablici grani¢nih ¢- vrijednosti ogitati uz odgovarajuéi broj stupnjeva slobode L L =
kolika je granicna vrijednost t. Kako se vidi iz tablice B, grani¢na vrijednost ¢ na Dakle, 52 = u Prema tome, (X — X)? = s*(N = 1).
razini znacajnosti od 5%, a uz 8 stupnjeva slobode iznosi 2,31 (5to konkretno znaéi- ; N-1.
da u tom slutaju razlika mora biti barem 2,31 puta veéa od svoje pogreske), a kako' N apomen a: Ako je standardna devijacija ratunata prema formuli:
jenad t = 2,57, to je nasa razlika statisticki znacaJna na razini znacaJnostl od 5%,

i konaan rezultat treba pisati ovako: .

X1-X,=2,3 5z,-7, = 11,41

(X - X)?
N -1

DX - X)?
N )

onda naravno u brojniku formule (9.14) dolazi s}N, + s N,.

t=2,57 P <0,05 . Drugi primjer. Na grupu od 18 bolesnika primijenjen je penicilin kod gnojenja te
© je promatrano kako je dugo gnojenje jo§ trajalo nakon prve primjene penicilina. Kod
druge grupe od 16 belesnika nije primijenjen penicilin, nego neko drugo, klasi¢no

redstvo. Dobiveni su ovi rezultati:

U razlicitim statistikama mozemo naiéi i na. razlitite formule izraunavanja :
znafajnosti razlika izmedu aritmetickih sredina malih uzoraka. Sve su one
matematicki potpuno ekvivalentne i razlikuju se samo po tome §to su u pojedinim':

situacijama neke od njih prakti¢nije i skraéuju pojedine racune. Tako, primjerice, .GI‘UPa Iijeéen_a ;lnemcllmom Grupa 11.16591}3 d—r-ulgém sredstvom
za standardnu pogresku razlike izmedu aritmetickih sredina mozemo upotmebltl i (Nl - 8), . ( 2= ) .
ovu formulu: i . Prosjetno trajanje Prosjetno trajanje
. o guojenja u danima: . gnojenja u danima: X» = 13,8
omn (M + M)[EQX — X0 + DX - T5)7] - (9.11) X, =6,3 : X,=138
1T NlN-:(Nl +No—-2) C s1=3,5 s2 =12,0

U nagem slu¢aju dobivamo: X;-X,=13,8-6,3=7,5
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Najprije ¢emo F-testom provjeriti razlike medu varijancamas:
12?2
F=_— =11,
3 76

[z F-tablice (tablica C) moZemo ustanoviti da za 15 i 17 stupnieva slol.Jo'd.e

granitna vrijednost F iznosi 2,72. Buduéi da je nas F znatno veci, znaci da -
obje standardne devijacije ne quda]u u istu populaciju, pa stoga ne sml]nmo )

izratunavati zajedni¢ku standardnu devijaciju. :
Ako se to dogodi, ne moze se na standardni naéin t-testom testirati znaca]nost

razlika izmedu dvije aritmeticke sredine, nego treba upotrijebiti neke druge, aproksi-

mativne metode, od kojil éemo izloziti metodu Cochrana i Cox-ove (1950).
Prema Cochranu i Cox-ovoj najprije treba izracunati standardnu, pogresku raz-

like izmedu dvije aritmeticke sredine, i to prema, nama veé¢ poznatoj, formuli (9.5):

U nagem slu¢aju dobivamo:

3,52 122
sm-m =\ gt 15 = V9,68 = 3,11,
X.-X, 7.5 .

— = = =941,

8% ~Fa ’11 !

Jedan uzorak vezan je na Ny — 1 stupnjeva slobode, a drugi na N5 —1 stupnjeva
slobode. Iz t-tablice treba pronaéi graniéne vrijednosti za oba stupnja slobode. U’
nagem slu¢aju stupnjevi slobode su 18 —1 = 171 16 — 1 = 15. Grani¢na vrijednost ¢ -

uz 17 stupnjeva slobode iznosi (na razini znatajnosti od 5%) 2,11, a uz 15 stupnjeva
slobode 2,13. Nazovimo te granicne vrijednosti t; i t. Prema tome, #, = 2,11, a

ty = 2,13. Aproksimativna grani¢na vrijednost ¢ na razini znacajnosti od 5%, I\OJB.

se trazi za ovaj slucaj, izratunava se prenia formuli:
s2 t, + sZ_ b, J .
t= 22 . . 5
53, + 52, : (9,'10)
Uvrstimo li poznate vrijednosti u formulu (9.15), dobivamo:
_ 0,68 2,1149.2,13

0,68+9 =213

Ako je prije izracunati ¢ jednak ili veéi od ovoga, mozemo smatrati da j je Iazhl\a :

statisticki znacajna.

Buduéi da je nas dobiveni ¢t veéi od oval\o izratunate gramcne vruednostl
(2.41 > 2,13), mozemo, dakle, zakljuéiti da se te dvije autmetlcke sredine macajno
razlikuju na razini znacajnosti od 5%.

U ovakvim slutajevima, kada se van]auce 1a4hl\u1u moze se uspjesno upotrl- '

jebiti neparametrijski ”test sume rangova” (\ idi poglavlje 21, 2.3). .
Razumljivo je da t-raspodjela vrijedi i za "granice pouzdanosti” jednog uzorka:
Dobijemo li, na primjer, X = 20, s = 3 pa uzorku velitine N = 9, standardna
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pogresl\a aritmeticke sredine (sz) iznosit ¢e s/vVN = 3/3 = 1. 95%-tne granice
pou?dallostl te aritmeticke sredine riece se naravno kretati u intervalu X = 1,96 sz
(kao to sino to racunali kod velikih uzoraka), veé u intervalu koji mozemo ocitati
s t- tablice uz 9 — 1 = 8 stupujeva slobode. Iz tablice vidimo da imamo 95% vjero-
jatnosti da naga aritmeticka sredina ne odstupa od prave aritmeticke sredine vise
od 2,31 sz, pa se vjerojatno nalazi u intervalu 17,69 — 22, 31.

I\ap §to je veé spomenuto, testiranje razlika medu aritmeti¢kim sredinama u
novije je vrijeme postalo kompliciranije nego $to je svojedobno bile, jer su suvremeni
statisti¢ari, u Zelji za §to vecom preciznoscu, postavili stroze zahtjeve za male uzorke

‘(gdje je moguénost pogresnog zakljucka veca), pa s tim u vezi i kompleksnije racune,

koje smo upravo iznijeli.

"No, ‘na sreéu, ima i nekil promjena koje predstavljaju pojednostavijenje pos-
tupka. Konkretno, u veéini se udzbenika moze naéi upozorenje da za upotrebu
t-testa moraju biti ispunjeni ovi osnovni uvjeti:

1. uzorci treba da budu slu€ajni uzorci iz normalnih populacija;

2. varijance obiju populacija trebaju biti podjednale.

Zbog toga smo i mi u primjerima koje smo obradivali, testirali postoji li razlika

" medu varijancama i savjétovali 5to da se radi ako razlika zaista postoji.

Medutim, statisticar Boneau je uz pomoé kompjutorski proizvedenih brojnih

“"uzoraka dokazao da ée t-test (i njegovi srodnici) u mnogim sluéajevima dati rela-

tivno togne rezultate unatoé tome §to je prekrien uvjet homogenosti varijance (tj.

" unato€ tome §to varijance oba uzorka nisu jednake) i unatoé tome $to uzorci nisu
- uzeti 1z normalno distribuiranih populacija.

To su ove situacije:’

1. Ako su oba uzorka jednaka, ili barem vrlo slicna, po velicini.

2. Ako maticne populacije imaju jednaku ili slicnu formu (npr. ako su obje na
jednak natin asimetri¢ne).

Ie toga proizlazi i vrlo vazno prakti¢no pravilo za onoga tko radi s ¢-testom:
eksperiment treba po moguénosti teko planirati da su oba uzorka jednako velika.

" Ako je ispunjen taj uvjet, nije ni potrebno testirati F-testom da li im se varijance
" statisticki znacajno razlikuju ili ne, jer ¢e — ako se one razlikuju — pogreska u

raéuny biti neznatna!

Ako ne uspijemo post1c1 Jedna]\u (ili slicnu) veli¢inu oba uzorka (a to se, na
zalost, u praksi, kod tzv. "prigodnih” uzoraka, testo dogada, npr. klini¢arima i
sli¢nim strukama), onda se moremo pridrzavati pravila navedenih na posljednjih
nekoliko stranica, tj. moramo prethodno testirati da li se varijance razlikuju; ako se
razlikuju, onda ne preostaje drugo nego upotreba aproksimativne metode Cochrana
i Cox-ave.

9.9. RAZLIKA IZMEDU ARITMETICKIH SREDINA MALIH
ZAVISNIH UZORAKA ("METODA DIFERENCIJE”)

Ako radimo s malim uzorcima koji su u medusobnoj korelaciji, sluzimo se tzv.
"metodom diferencije”, koja je vrlo jednostavna i prakti¢na zbog toga to iskljutuje
potrebu ratunanja korelacije izmedu obje varijable, tj. u rezultat koji dobivamo,
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ved je samim postupkom ukljugena korelacija.
Princip "metode diferencije” sastoji se u tome da se individualne razlike parova
rezultata uzmu kao uzorak koji obradujemo kao i svaki drugi uzorak, tj. nademo

njegovu aritmeticku sredinu, standardnu devijaciju i standardnu pogredku. Buduéi
da je to uzorak razlika, standardna pogreska aritmeticke sredine toga uzorka znagi, -

dakle, standardnu pogresku razlike izmedu obje aritmeticke sredine.
Primjer. Izmjeren je bazalni metabolizam osamaestorici muskih ispitanika u

normalnom bazalnom stanju (BM,) i 90 minuta nakon uzimanja 15 mg fenamina"

(BM,). Vrijednosti BM izraZene su u kilo kalorijama na sat. Dobiveno jé prosje¢no
povisenje bazalnog metabolizma od 2 kalorije. Je li ta razlika statlstlcl\l znacajna,
tj. je li fenamin znaajno promijenio BM?

Rezultati prvog i drugog mjerenja BM za svakog ispitanika, kao i postupak
izratunavanja pomod¢u "metode diferencije”, prikazani su u tablici 9.9.

TABLICA 9.9.
"METODA DIFERENCIJE”

Ispitanici BM;  BM B?\flffrf“Bc‘l{z d &
1 70 72 ) 0 )
2 86 99 +13 +11 121
3 81 84 +3 +1 1
4 78 79 +1 -1 1
5 70 71 +1 -1 1.
6 63 68 +5 +3 9
7 78 82 + 4 +2 4
8 82 98 +16 T 414 196
9 66 68 +2 . 0 0

10 72 76 . +4d +2 4
11 81 98 +17 +15 . 9225
12 108 102 -6 -8 64
13 80 86 +6 + 4 .16
14 82 78 -4 -6 36
15 74 72 -2 S} 16
16 76 80 +4 42 4
17 78 67 —11 -13 169
18 99 80 -19 —21° 441
¥ dif = +36 Td* = 1308

T = +36/18 = +2,0

>:d- /1308 .
s = =\ 7 = V76.94=8,77

5 8,77

SUN 4,24 2,07

U nagem primjeru dobivamo:
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_ razlika _ 2
~ stand. pogr. razlike ~ 2,07

Razlika. dakle, nije statisti¢ki zna¢ajna jer je ¢t manji od 2,11 (5to je grani¢na
\'rijednost t za 17 stupnjeva slobode).

Kako se vidi, najpiije treba izraéunati aritmeticku sredinu svih diferencija, a
nakon toga traziti razlike izmedu svake pojedine diferencije i aritmeticke sredine
diferencije (pritom treba narotito paziti na predznake: na primjer, kod ispitanika
br. 14 razlika izmedu diferencije i aritmetitke sredine diferencija iznosi 6, jer je

razlika izmedu —4 i +2 = 6). Kad se te razlike kvadriraju (d*), moze se izratu-
nati s.

Buduéi da prvi i drugi uzorak predstavljaju isti ispitanici, to je N = 8 (a
ne 36!), prema tome, je broj stupnjeva slobode (V — 1) = 17. Iz t-tablice v1d1 se
da je uz 17 stupnjeva slobode a uz razinu znatajnosti od 5%, graniéna vrijednost
t = 2,11. Buduéi da je dobiveni ¢ mangi, mozemo zakljuéiti da razlika nije statisticki
znatajna, pa se, prema tome, ne moze iz ovog eksperimenta ustvrditi da fenamin
djeluje na bazalni metabolizam.

Izraunavanje pomocu ”metode diferencije” moze se neSto skratiti ako ¢
izraéuniamo izravno iz dobivenih vrijednosti u tablici diferencija, i to pomo¢u for-
mule: _
' po o Xar (9.16)

% d?
N(N-1)

2

1308
306

Jog Jednostavmje to mozemo uéiniti posluzimo 1i se formulom 5.4, koja koristi

=0,97.

. bruto-rezultate za izratunavanje standardne devijacije. U tom sluaju formula glasi:

L= Xait _ (9.17)

- U nagem primjeru dobivamo:

1380 — ———

18
\ 18-17

Tom tehnikom izbjegli smo 1zxacunavamt, d (razlika izmedu svake diferencije i
prosietne dlferencqe
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Svojedobno je psiholog Sandler predlozio jedan jog kraci poétupak, koji je naz-

vao A-test, izveden iz t-odnosa, po kojem je dovoljno izratunatijedino razlike -
izmedu prvog i drugog mjerenja i kvadrate tih razlika. te u formulu uvrstiti ove -

viijednosti.
4 Edif2 : o .
A= _,_‘ ' ' glq
(Sair)? : . {- )
Dobiveni izraz A usporedi se s vrijednostima u tablici 9.10. pod odredenom vri-
Jjednosti P i uz odgovarajuéi broj stupnjeva slobode. Ako je dobivena A vrijednost

manja od grani¢ne vrijednosti (dakle obratno nego kod t!), razlika Jje statisticki.

znacajna.
TABLICA 9.10.
GRANICNE A-VRIJEDNOSTI

Stup. P Stup. P

slobode 0,05 0,01 slobode 0,05 - 0,01

(N -1) (N =1)
1 0,5031 0,50012 18 0,267 0,167
2 0,369 0,340 19 © 0267 0,166
3 0,324 0,272 20 0,266 - 0,165
4 0,304 0,238 : 21 0,266 . 0,165
5 0,293 0,218 22 0,266 0,164
6 0,286 0,205 23 0,266 0,163
7 0,281 0,196 , 24 0,265 0,163
8 0,278 0,190 25 0,265 0,162 .
9 0,276 0,185 26 0,265 0,162
10 0,274 0,181 .97 0,265 - 0,161
11 0,273 0,178 28 0,265 ' -0,161
12 0,271 0,176 . - 29 0,264 10,161
13 0,270 0,174 30 0,264 0,160
14 0,270 0,172 40 0,263 0,158
15 0,269 0,170 60, 0,262° 0,155
16 0,268 0,169 120 0,261 0,153
17 0,268 0,168 ' 00 0,260 . - 0,151

Alko ragun izvedemo na nasen primjeru, dobivamo da je suma kvadriranih dife- -

rencija (Zgie) = 2 + 13% + 3%... 4+ 197 = 1380, a (Sqi)® = 362 = 1296.

1380
A= = 1,065.
1296 ~ 1905

Budu¢i da je na3 A veci od granitne vrijednosti A na razini zna¢ajtosti 0d.0,05, ©

i uz 17 stupnjeva slobode (grani¢na vrijednost A = 0,268), zakljutujerno da razlika
nije statisti¢ki znagajna.
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9,10, KOMBINACIJA DVAJU TESTOVA ZNACAJNOSTI

U istrazivatkom radu kadikad se dogada da se neki problem ispituje nekoliko
pute: Tako, na primjer, neki nastavnik moze svake godine primijeniti neki test
znanja na svoje studente, i svaki put moze nadi da su zenski ispitanici nesto bolji
u prosjeénom rezultatu od muskih, ali ni jednom prilikom ta razlika nije statisticki
znaéajna. No, veé sama ¢injenica da je nadena razlika uvijek u istomn smjeru, suge-

- rira nam da razlika medu populacijama vjerojatno stvarno postofi, ali je nijedanput

nismo mogli statisticki dokazati, vjerojatno zbog nedovoljno velikih uzoraka.

‘Za takve slutajeve pojedini statistiarl predlazu neke tehnike izracunavanja
znatajnosti razlike za sve rezultate zajedno, no mi ¢emo prikazati samo jednu od
tih tehnika, i to najjednostavniju, tj. tehniku kombiniranja dviju razina znacajnosti
u jednu razinu znatajnosti. Radi se dakle o slu¢ajevima kada imamo dvije razlike
u istom smjeru, dobivene dvaput. Postupak potjete od P. C. Bakera, a iznosi ga
McGuigan kao rezultat osobnog saopcenja autora. Postupak je vrlo jednostavan,

- jer se radi o nomogramu s kojega vrlo jednostavno otitavamo rezultat.

Na slici 9.14. prikazan je nomogram. Na njegovu horizontalnom i vertikalnom
rubu nalaze se razine znacajnosti, dobivene separatno u svakom od dva eksperi-
menta.

Pretpostavimo da je taj nastavnik u jednom testiranju dobio razliku u korist
senskih ispitanika, kojoj razini znagajnosti iznosi P = 0,08 (dakle razlika nije
statisticki znagajna), a u drugom pokusu dobio je ponovno razliku u istom smjeru,
kojoj razina zna¢ajnosti iznosi P = 0, 10 (pa prema tome ni ta razlika nije statisticki

znatajna).

- Vjerojatnost P za oba sluaja uzeta zajedno nade se tako da se uz jedan rub
nomograma nade P koji je vezan za prvi eksperiment, a uz drugi rub nomograma P

" vezan za drugi eksperiment, te se na sjecistu tih vrijednosti u samom nomogramu

aproksimativno iz dijagonale odredi kombinirani P. U naem slu¢aju P od 0,08
i 0,10 sijeku se na razini koja je nesto nifa od P = 0,03, te na temelju toga
zakljutujemo da je razlika u oba kombinirana pokusa statisticki znacajna.

Treba, medutim, upozoriti da rezultat koji na taj nagin dobijemo, ne mora
nuno biti jednak rezultatu koji bismo dobili da smo sazeli zajedno rezultate pr-
vog i drugog eksperimenta i testirali klasiénim putem (t-testom) znatajnost raz-

. like. Drugim rije€ima, eksperimentator bi u tom slu¢aju nasao aritmetitku sredinu

muskih ‘ispitanika iz oba navrata zajedno, a isto tako aritmeticku sredinu Zenskih
ispitanika, i testirao bi razliku. Razlog Cinjenici da se time mogu dobiti i drulgiji
rezultati nego nomogramom jest u tome 5to se moze dogoditi (a to se ¢esto u praksi i

¢ dogada) da zbog razlicitih razloga u drugom eksperimentu dobijemo, dodusge sli¢nu,

razliku izmedu jedne i druge avitmeticke sredine, ali su obje aritmeticke sredine na
drugoj razini: tako je, na primjer, taj nastavnik prilikom prve primjene testa mogao
dobiti da muskarci postizu prosje¢no 30, a Zene 33 boda, a u drugom eksperimentu
iduée godine muski su ispitanici postigli prosjetno 41 bod, a Zene 43 boda. Spajanje
takvih rezultata u radunu testiranja znacajnosti razlike moglo bi vrlo lako dovesti
do toga da razlika ni sada ne bude statisticki znatajna jer se znagajno povetao

+ varijabilitet jedne i druge varijable.
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Slika 9.14. Nomogram za testiranje dvaju testova znagajnosti (prema P. C. Bakeru) : -

Cini se da je u tom slucaju opravdanije i logi¢nije dpotrijebiti nomogx:am koji-

nije osjetljiv na takve promjene u varijabilitetu. To, naravno, vrijedi samo za one
slutajeve kada su takve promjene u varijabilitetu uzrokovane drugim razlozima, a
ne stvarnim varijabilitetom mjerene pojave.

Napomena: U statistickim udzbenicima ne moze se naiéi na jedno upo-
zorenje, koje u nekim slucajevima moze biti vrlo vazno: ako mjerimo dvije popu-

lacije, pa nademo razliku medu aritmetickim sredinama, onda je ta razlika stvarna

¢injenica, i nedemo testirati je li ona statisticki znacajna. To potpuno logitki pro-
izlazi iz onoga 5to znamo o smislu testiranja znazajnosti razlika: neka nadena razlika
medu aritmetickim sredinama je razlika medu uzorcima, pa testiranjem znacajnosti
zelimo provjeriti postoji li razlika i medu populacijama. Medutim u ovom sluéaju
mi mjerimo populacije, pa nemamo visc 5to testiratil Takvi se slu¢ajevi mogu do-

goditl ako smo populaciju definicijom znatno ograniéili: na primjer, ako nas zanima

da li se uenici 5.a razreda neke skole 1990. godine razlikuju po prosjeénoj tezini od
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ucenika 5.b razreda, pa ako smo izmjerili sve u¢enike u oba razreda, onda je razlika
u aritmeti¢kim sredinama koju smo dobili (pod pretpostavkoin da nismo pogrijesili
u mjerenju) sigurno i statisticki znacajna, tj. populacije se razlikuju! (Populacije su
u naSem primjeru: svi uéenici 5.a razreda te skole u 1990. godini, i svi u€enici 5.b

razreda te Skole u 1990. godini)

Buduéi da sada vjerojatno ima podosta &italaca koji su se morali dobrano
napregnuti da shvate sve 5to je u ovom opseznom poglavlju bilo tumaceno, a vjero-
jatno ima i onih kojima ipak mnogo toga nije posve jasno (jer ova tema, tj. tema
"distribucije uzoraka” i testiranja znacajnosti razlika je tema na kojoj otpada naj-
vise onih koji su se upustili u proucavanje statistike!), to smatram potrebnim da
ne§to napomenem:,

. Mnogi su se sigurno poveselili kada su na pocetku knjige nekoliko puta proitali

"da matematika (osim 4 osnovna rafuna) nije potrebna za svladavanje gradiva

ove knjige. Da, totno je (vjerojatno ste se ve¢ do sada uvijerili), matematika nije

. potrebna. No, ako nema matematike, to ne znaci da smo zato oslobodeni svih prob-

lema! Jer, kako vidite, statistika nije ba3 posve jednostavna i posve lako shvatljiva.
Moglo bi se ¢ak reéi da su neka podruéja (na primjer ovo!) vrlo kompleksna.

No, ako vas to moze utjesiti, ¢injenica je da su gotovo svi koji su se bilo kada

‘u zivotu poceli baviti statistikom, nai3li na sli¢ne barijere, ali su ipak svladali

statisticki nacin pristupa, a to znati da teskode prvenstveno proizlaze iz neobiénosti
sadrzajg. Jer, prije nego 5to ste poCeli proucavati statistiku, sigurno se niste susretali

s problemima ove vrste. Ta neobiénost problema i nacina rezoniranja vjerojatno je

glavni razlog konfuziji koja se mozda u ponekoj glavi stvorila.

*Za utjehu Citaocima mogu pripomenuti da problema ove vrste uglavnom u knji-
zi vise neée biti. Ako ste pojam normalne raspodjele i osnovne pojmove t-testa
razumjeli i "apsorbirali”, ostali dio gradiva ne bi smio vise predstavljati tezi prob-

Clem.

ZADACI ZA VIEZBU

1. Vitalni kapacitet skupine od 80 radnika u jednom kamenolomu iznosio je
3520 ccm (s = 300), a skupine od 120 radnika jedne tvornice u istom
mjestu bio je 3615 (s = 310). Mozemo li razliku u vitalnom kapacitetu

_.smatrati statisticki znacajnom?

2. Prosjetno trajanje bolovanja od neke bolesti kod 20 necijepljenih bolesnika
iznosilo je 8,5 dana (s = 1), a-20 drugih bolesnika, koji su bili cijepljeni,
bolovali. su u prosjeku 7 dana (s = 1). Je li razlika u trajanju oboljenja
statisticki znaéajna? .

3. Jedan je istraziva¢ Zelio ustanoviti ima li neka droga utjecaja na koordi-
naciju pokreta. Devet ispitanika eksperimentalne skupine i deset ispitanika
kontrolne skupine- (koji su umjesto droge primili ”placebo”) postigli su
na-uredaju za mjerenje psihomotorike ove rezultate (veéi broj znagi bolji
rezultat):
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E grupa K grupa
12 21
14 18
10 14
8 20 . . . ST
16 11 Je li razlika u prosjeénom uspjghu
5 19 tih grupa statisticki znacajna?
3 8
9 12
11 13
15

. Pedeset djecaka i pedeset djevojéica istih godina testirani su,»jédnim

testom. DjeCaci su u prosjeku postigli 78 bodova, a djevojcice 81, sa stan-
dardnim devijacijama 7 (dJeca.m) i9 (djevojcice). Je li razlika medu njima
statisticki znacajna?

Na 25 ljudi izmjerena je sedimentacija u prvom satu. Dobiven j je prosjek od
10 mm i standardna devijacija 2 mm. Razlikuje li se ova_] prosjek statxstlck.l
znacajno od vrijednosti 12. mm?

. Na Olimpijadi u Insbrucku 1976. godine 40 skakaca postiglo je u prvom i

drugom skoku daljine prikazane u donjoj tablici. Jesu li u prvom ili drugom
skoku skakali prosjecno dalje i je li razlika statisticki znacajna?

Skakaé 1. skok 2. skok Skakaé 1. skok 2. skok
1 79 78,8 21. 92,5 89
2 84 79 : 22. 81 76
3 93,5 92,5 23. 1025 - 91
4 68 73 24, 88 86
5. 90 87,5 25. - 86,5 - 83
6. 85 81 . 2. 89,5 93
7 81 77 27. 85 82,5
8 85 80 28. 855 - 785
9, 84,5 81,5 29. 102 89,5
10. 79 76 - 30, 74 o
11. 88 85 31 88,5 . 80
12. 95 91 32. 78,5 74,5
13. 84 84 33. " 85 82,5
14. 85 78 34. 97,5 97
15. 91 97 35. 89 85
16. 88 79 36. 90 84,5
17. 81 75,5 . 3T 86 .86
18. 85 78 38. - 8l 81,5
19. 83 74 39. 89,5 84,5
20. 78,5 71 T 40, 88 - 85

U modemulm statistikama sve se Ce3fe susre¢emo s pojmom "dvosmjernog”
(”two -tailed”) i ”jednosmjernog (”one-tailed”) testiranja razlike, pa éemo razliku
izmedu oba ova nacin ukratko rastumagiti.

o U'svim ‘nasim dosadasnjim primjerima testiranja znagajnosti razlike izmedu
‘dvije aritmetitke sredine na$e je pitanje glasilo: ”Je li razlika izmedu obje arit-
‘meticke.sredine dovoljno velika da bismo je mogli smatrati statisticki znac¢ajnom?”
‘Nas je prema tome zanimala razlika "kao takva”, a ne i smjer razlike. Drugim
rije¢ima, ako odbacimo nul-hipotezu' (tj. da se obje aritmetitke sredine ne raz-
Jlikuju znagajno), dokazali smo da se one razlikuju. Statistickim simbolima izrazeno,
-dokazali smo ovo:

w1 # p2

(Citalac ée se sjetiti da simbolom p oznagujemo aritmeticku sredini populacije, a
Citav gornji izraz treba &itati ovako: py rezlikuje se od p».)

Ako nas je, na primjer, zanimalo postoji li razlika u visini djece iz dvije razlicite
pokrajine, mi smo ih izmjerili i ustanovili da su djeca u kraju A u prosjeku 5 cm
vida od djece istih godina u kraju B, i testiranjem znacajnosti ustanovili smo da je
ta razlika od 5 cm statisticki znagajna na razini od 5%. Kao 5to znamo, to znaéi da
bi se — u slu¢aju kad medu populacijama ne bi postojala razlika — takva (ili veéa)
razlika, od 5 cm mogla sluéajno pojaviti najvise u 5% slucajeva. Kao 5to pokazuje
slika 10.1, razlike koje su apsolutno veée od 5 cm (dakle veée od plus 5, kao i vede
od- minus 5), padaju veé u regiju od 2,5% na svakoj strani krivulje, 5to ukupno
iznosi 5%. Prema tome, "dvosmjerni” test pokazuje da je u ovom slucaju razlika
od 5 cm statisticki znacajna, a iz nasth je rezultata jasno da su djeca iz kraja A
statisticki znacajno visa.

Kad bi nas medutim veé unaprijed zanimala ne samo razlika, nego i smjer ra-
zlike, mogli bismo upotrijebiti ”jednosmjerni” test. Na primjer, ako na skupinu
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ispitanika primijenimo neko sredstvo, koje bi — prema poznavanju njegova kemij-
skog sastava — trebalo djelovati tako da povedava frekvenciju pulsa, pa dobijemo
zaista odredeno poveéanje Ciju statisti¢ku znacajnost Zelimo testirati, zanima nas
samo je li doslo do statisticki znatajnog peveéanja frekvencije pulsa. (Da smo dobili
smanjenje pulsa, ne bismo razliku niti testirali!) Uzmimo da smo ustanovili da se

puls prosjeéno povisio za 7 udaraca u minuti, a da je standardna pogreska te raz-

like sx, ~x, = 4; u krivulji koja nam pokazuje distribuciju razlika (pod hipotezom da

UKUPNO
5%

Slika 10.1. "Dvosmjerno” testiranje znadajnosti razlike medu aritmetitkim sredinama-

razlike medu populacijama zapravo nema), povedanje pulsa od 7 udaraca pada na
+1,75 standardne devijacije te distribucije (vidi sliku 10,2), a iz tablice normalne:
raspodjele (tablica A u Dodatku) vidimo da 5% rezultata na jednoj strani krivulje

pada izvan 1,64 standardne devijacije. Prema tome, nasa dobivena razlika (jer je

t = 1,75) veé pada u zonu od 5%, i moZemo je smatrati statisti¢ki zna¢ajnom. U:
ovom slu€aju, odbacivsi nul- hipotezu, mi smo dokazali, da je druga aritmeticka
sredina statistizki znatajno veda od prve: p» > ;. Znadajnost se u tom sluéaj
pise: P/2 < 0,05.
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. Treba, medutim, upozoriti da je potrebno unaprijed odlutiti hocemo li razliku

. . R e
- medu arttmetickim sredinama u jednom eksperimentu testirati "dvosmjernim ili

”jednosmjernim” ‘testom. Ako se 6dluéimo za "jednosmjerni” test, to treba biti na
temelju jakih ‘argumenata. Pojedini eksperimentatori tesko mogu odoljeti napasti
da neku razliku koja nije dokazana kao znatajna u "dvosmjernom” testu, r}akon
toga testiraju ”jednosmjernim” testom i tako eventualno "postignu” znaéa_)ngst.
Naime, kod dvosmjernog testiranja za statisticku znacajnost od 5% potreban je ¢
od najmanje 1,96, a kod jednosmjernog testiranja samo 1,641

UKUPNO
10%

Siika 10.2. ”Jednosmjerno” testiranje znacajnosti razlike medu
aritmetickimn sredinama

Zbog toga se trazi da se nadin testiranja odredi unaprijed, tj. prije.nego su
nam poznati rezultati mjerenja. U slu¢aju da je eksperiment takav da daje oprav-
donje jednosmjernom testiranju (kao npr. u maloprije spomenutom ekspgrime.ntu
s pulsoin), onda se unaprijed moramo za takvo testiranje odluéiti. U sluéaju neizv-

jesnosti treba bezuvjetno raditi s’ dvosmjernim testom.

Uopée, kao prakti¢an savijet moglo bi se kazati ovo: kod testiranja znacajnosti
razlika treba u pravili upotrebljavati dvosmjerni test, i samo u iznimnim, temeljito

- opravdanim sluéajevima, jednosmjerni test.
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Evo nekoliko primjera kada bi se, po miiljenju nekih statistiara, moglo upotrl- '

jebiti jednosmjerno testiranje:

1. Ako testiramo bakterije u vodi za pice, neku éemo vodu smatra‘ci n_elpriklad-‘

nom samo tada ako je broj vbakterija previsok.

2. Testirajudi jedno novo gnojivo s obzirom na prihod usjeva, odbacit ¢emo
staro gnojivo samo onda ako je novo gnojivo dalo znagajno bolje rezultate.

3. Neki gradevni materijal mozemo testirati s obzirom na cwstocu i odbaciti ga
jedino ako je on znacajno slabiji od drugih.

4. Sadrzaji konzervi s hranom, kojima je oznacena tezina, mogu se testirati s -

obzirom na tezinu i treba ih odbaciti kao nedovoljno punjene samo ako su
znatajno lakse od propisane teZine.

5. Neki ¢emo lijek protiv hipertonije smatrati bO]jll’Il od drugih ako on znacajno
vise snizuje krvni tlak od ostalih lijekova.

6. Neku novu metodu u nastavi proglasit ¢emo znacaJno boljom ad drugih ako
ona znatajno povedava uspjeh ucenika.

No neki moderni autori (npr. Langley) ne slazu se ni s tim, tj. da seniu takv1m
situacijama koristi jednosmjerno testiranje, jer to — izmedu ostaloga ~dovodiido
nepotrebne konfuzije u interpretaciji rezultata. Treba se zaista sloziti s Langleyem

koji kaze da ”... u svakom istrazivanju mora postojati makar i mala sumnja u vezi'
sa smjerom razhke pa problem zato ne treba smatrati *kompliciranim’, veé ga treba -

jednostavno rjesavati rutinskom upotrebom dvosmjernog testiranja”.

Dobru kriticku opasku dao je Rowntree: " Ako o nekoj razlici znate ¢ak i to u'

kojem smjeru ona postoji, zasto uopce trebate testirati njezinu znacamost" Razhka
koja je toliko predvidiva, mora biti statisti¢ki znacajna”.

Uostalom, kada testiramo bilo koju razliku, ako je ona statisticki znacaJna, to

ujedno znaéi da znagajno odstupa u odredenom smjeru (za koji prije nismo znali);
pa ako je testiranje radeno na razini P = 0,03, razlika u dobivenom smjeru sada je'

znacajna narazini P = 0,025. Ako se kod dvosmjernog testiranja ne zadovoljavamo-.

sa P = 0,10 (pa makar bi u tom slucaju razlika u jednom smjeru bila znatajna

na razini od P = 0,05}, ne smijemo se kod jednosmjernog testiranja zadovoljiti sa

P =0,05 — a time ujedno otpada ”prednost” jednosmjernog testiranjal

.

Vrlo se Cesto dogada da moramo obradivati podatke koji nisu rezultati kvantita-
tivnog mjerenja jer svojstvo koje registriramo ne mozemo mjeriti u kvantitativnim

‘jedinicama, veé jedino registriramo u kojoj se frekvenciji pojavljuje. U tom slucaju
“radimo s postocima odnosno proporcijama (ili pak hi-kvadrat testom /vidi pogl.

15). Na primjer; registriramo da li neki ljudi imaju ili nemaju smede o¢i, da li su

_"neki'oboljeli od neke bolesti, itd. U svim tim slu¢ajevima ne mozemo se sluziti

izratunavanjem aritmeticke sredine, nego ra¢unamo proporciju pojave. Na primjer,

‘ako od-100 ljudi oboli od neke bolesti 19, onda je proporcija oboljelih 19/100 = 0,19.

Poninozimo li proporciju sa 100, dobivamo postotke: p = 0,19 = 19%.

A

"11.1. STANDARDNA POGRESKA PROPORCLJE

Jednako kao i aritmeticka sredina uzorka tako i proporcija uzorka ima svoju
standardnu pogresku. Dok standardna pogreska aritmeticke sredine dolazi rjede u

‘prakti¢nu upotrebu, standardna pogredka proporcije moze biti korisna i praktiéna

pomo¢ u prakti¢nom radu.
Primjer. Prilikom neke epidemije u jednoj pokrajini koja obuhvaca 10000

‘'stanovnika, ekipa koja je poslana na teren pregledala je uzorak od 100 stanovnika

i nasla da ih je 12 zarazeno. Proporcija zaraZenih u uzorku iznosi dakle

‘p=12/100=0,12.

Medutim, da li 12% zaraZenih predstavlja stvarni (pravi) postotak zarazenih u

“titavom kraju? Kolikoj se pogresci izlazemo ako iz proporcije uzorka zakljuéujemo

na proporciju populacije?
-0 odgovoru na ovo pitanje moze na primjer, ovisiti odluka o tom kako veliku

: ekipu treba poslati na suzbijanje te zaraze.

Ako N uzorka nije vrlo malen, ili ako p nije vrlo nizak (npr. ispod 0,10), ili

‘vrlo visok (npr. iznad 0,90), moZemo. pretpostaviti priblizno normalnu raspodjelu
'proporcija uzoraka oko prave proporcije populacije. Standardna pogreska proporcije
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racuna se u tom slu¢aju prema formuli:

p-gq

Sp = T ' (111)
pri E¢emu g = 1~-p, tj. proporcija, u kojoj se svojstvo nije pojavilo. U naéem sluéaju
dobivamo:

0,12-0,88 " /0,1056 _
= V 100 \/ oo - %032

Ako je raspodjela normalna, vrijedi isto pravilo kao i kod standardne pogreske
aritmeticke sredine, tj. da smo 68% sigurni da nasa proporcija ne odstupaod prave
proporcije vide ili manje od %0, 03, da smo 95%. sigurni da od nje ne odstupa vise
od +0, 06, a prakticki 100% sigurni da ne odstupa vise od 0, ,09.

NOMOGRAM ZA OCITAVANIE 95- POSTOTNIH
GRANICA POUZDANOSTI PROPORCIJIE
za uzorke veli¢ine N = 10, 15, 20, 30, 50, 100, 250 i 1000
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Proporcije p u uzorku

Slika 11.1. Nomogram za otitavanje 95-postotnih granica
pouzdanosti proporcije
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. Zelimo li prema tome ratunati na najgorz moguénost, mozemo pretpostaviti da

stvarna zaraza stanovni§tva iznosi mozda p = 0,21, odnosno 21% (iz 0,12 + 0,09).

Veé prema tome hoéemo li uzeti 95%-tne ili vece granice pouzdanosti, ovisi kako
¢emo veliku ekipu poslati na teren da suzbija spomenutu zarazu.

95%-tne granice pouzdanosti za razli¢ito velike proporcije mogu se relativno
lako otitati iz nomograma na slici 11.1. Prednost je takvog ocitavanja u tome §to
mozemo uzetiu obzir i one slu¢ajeve kada distribucija nije vise normalna (tj. kada
je N vrlo mali ili p vrlo ekstreman, pa je distribucija asimetri¢na i klasi¢nim se
nacinom vige ne moze ispravno izratunati standardna pogreska proporcije).

Kako iz nomograma vidimo, na apscisi je oznaena proporcija uzorka, a na
ordinati su 95%-tne granice pouzdanosti razli¢ito velikih uzoraka. 95%-tne granice
pouzdanosti o¢itavaju se s obiju krivulja koje se odnose na zadanu veli¢inu uzorka.
Na primjer, ako u uzorku od N = 20 dobijemo proporciju p = 0, 20, onda smo 95%
sigurni da je prava proporcija izmedu 0,05 i 0,45.

11.2. RAZLIKA IZMEDU VELIKIH NEZAVISNIH UZORAKA

" Kao sto kod proporcija nismo mogli izracunavati standardnu pogresku onako
kako smo to radili kod aritmeticke sredine, jednako tako ne mozemo ni na do
‘sada opisane naéine testirati zna¢ajnost razlika izmedu dvije proporcije, nego ovdje
upotrebljavamo jedan drugi nagin ratunanja koji se, medutim, u svojim princip-
" ima ne razlikuje od natina ratunanja znacajnosti razlika izmedu dvije aritmeticke
sredine.

Primger. U grupi od 230 muskaraca; 90 su oboljeli od neke bolesti, a u grupi
0d 260 zena, 170 ih je oboljelo od teé iste holesti. Postoji li znatajna razlika izmedu
uskaraca i zena u frekvenciji oboljenja od te bolesti?

Najprije ¢emo izratunati postotak odnosno proporciju oboljenja kod muskaraca
i Zena:

Ny =230, p; =90/230=0,391
N> =260, p»=170/260= 0,654
q =1-p =0,609

g =1—ps =0,346.

.Muskarci:
Zene:

d Ako su N; i N doveljno veliki (npr. 100 ili vise), i ako proporcije nisu ekstremne

‘(npr. veée od 0,90 ili manje od 0,10), mozemo za standardnu pogresku razlike pro-
porcija upotrijebiti formulu koja je analogna (po smislu) formuli za izratunavanje
standardne pogreske razlike izmedu dvije aritmeticke sredine, tj. drugi korijen iz
sume kvadriranih standardnih pogresaka svake proporcije:

— . /q2 2
sPl"D: - spl +spg'

- 'Buduéi da se standardna pogreéka proporcija ratuna prema formuli (11.1), to se
formula (11.2) moze svesti na:

(11.2)

(11.3)

Sp1—p2 =
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Uvrstimo li vrijednosti iz naSeg primjera u gornju formulu, dobivamo:- ‘N apomena O tom kako se u ovom slucaju izracunava korelacija vidi pogl.
' 13.13. 0 izratunavanju ¢ koeficijenta korelacije.

‘Medutim, predlozen je-jedan jednostavniji postupak koji se sastoji u tome da
rezultate iz obje varijable unesemo u tablicu, odakle mozemo standardnu pogresku
razlike izratunati bez izra¢unavanja korelacije (tj. racun korelacije ve¢ je ukljucen!).
Kod tog je ratuna potrebno poznavati za svakog ispitanika njegove individualne
rezultate u prvoj i u drugoj varijabli.

Primjer. 150 mladi¢a podvrgnemo testu ti¢anja na 100 m, u kojem je "norma”
12,0 sek. 75 mladiéa postiglo je "normu” (p; = 0,500). Tada ih sve podvrgnemo
treningu tréanja na kratke pruge i ponovno ih testiramo te ustanovimo da su sada
100 mladiéa postiglo "normu” (p, = 0,666).

Tablicu postavljamo tako da vertikalno unosimo lezultate jednog, a horizontalno
drugog trcanJa

_ [0.391-0.609 _0,654-0,3%6
BAE A R AT

0,238 0 226
’ \/‘ o
—230 0,0010 + 0, 000

= +/0,0019 = 0,0436.

Razlika medu proporcijama je 0,654 - 0,391 = 0, 263 .a ako tu 1azhku poduellmo
njezinom standardnom pogreskon, dobwamo

0,263

= 0,0436 = 6,03.

Drugo tréanje

Bududi da se razlike medu proporcijama ne rasporeduju potpuno jednako kao Nisu Postigli
razlike medu aritmetickim sredinama (distribucija proporcija i distribucija razlika - ,,posng&ln "normu” Ukupno
medu proporcijama odstupaju to vise od normalne distribucije sto je N manji; i for
Sto je p blizi 0 ili 1), neki statisticari preporucuju da treba — za svaku sigurnost : P OStlgh,, 10 65 75
— postaviti kriterij da je razlika medu proporcijama statisti¢ki znagajna, ako je < Prvo tréanje "normu :
tri puta veca od svoje pogreske. U nasem prlmjeru uocena razlika j Je prema tome v Nisu
statisticki znacajna. Qostigli” - 40 35 75
Medutim, ako su uzorci veliki, a p ili ¢ nije ekstremno mali ili vehk moZe se normu
pretpostaviti normalna raspodjela, pa je prema tome razlika medu proporcuama Ui{upno 50 100 150
znadajna na razini od 5%, ako je t veéi od 1,96.

Kao pojednostavnjeno pravilo moze nam posluziti ovaj princip: ako Np i Nq
kod oba uzorka iznose vise od 5, moZe se pretpostaviti normalna: taspodjela

Napomena. Neki autori (Guilford) smatraju da normalnu raspodjelu
mozemo pretpostaviti samo ako Np ili N¢ nisu manji od 10. Neki (Siegel) ¢ak
traze da izraz N p ¢ bude najmanje 9. To je mozda razlog za3to se u praksi znatno

Sada ¢emo svaku vrijednost u tablici pretvoriti u proporcije ukupnog broja
+ (N =150) i ujedno éemo pojedine éelije u tablici oznatiti slovima a, b, ci d:

Drugo tréanje

vide upotrebljava hi-kvadrat test nego raun proporcija, iako bismo i uz pomoé¢ ; Nisu Postigli
proporcija neke probleme mogli lako rijesiti. Osim toga toje i prilika da vidite da . ”DOStlgh” nom%ul” Ukupno
se ni profesionalni statisticari (iako su oni u svojoj osnovi matematicari) e slazu normu
uvijek u svom misljenju! . : Postigli 0,067, 0,433, 0,500

) . Prvo tréanje normu ' ’ e
11.3. RAZLIKA IZMEDU VELIKIH ZAVISNIH UZORAKA ’ Nisu :

postigli 0,267, 0,233q 0, 500
Ako su varijable u korelacifi (na primjer, ako su obje proporcije dobivene na "normu” i

istim ispitanicima), treba provesti korekturu pri izratunavanju zna¢ajnosti razlike
medu proporcijama. U nacelu ta je korektura potpuno analogna korekturi koju Ukupno 0,334 0,666, 1,000

obavljamo pri testiranju znagajnosti razlika medu aritmetickim sredinama, ako su- .
varijable u korelaciji (vidi formulu 9.7!). Prema tome, u tom slugaju radunamo

Standardnu pogresku razlike proporcija izracunat éemo prema formuli:
prema formuli: oo i .
Spu=p2 = /551 T 55; T 2125p15p2 L Ly

(d+a)— (d—a)?
Sem =\ Ty

(11.5)
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Treba imati na umu da ta formula vrijedi samo za ovako postavljenu tablicu u kojoj formula svodi na ovaj oblik:
se u ¢elijama "a” i "d” nalaze oni koji su promijenili svoj uspjeh u kriteriju. Ako '
margine tabhce postavljamo na drugi nacin, naravno da i formula u tom slutaju
treba imati drugi oblik.

U nasem sluéaju, sluzeéi se vrijednostima iz tablice, dobivamo:

_[(0,233+0,067) - (0,233 - 0,067)?
PP = 150 -

Spy—pa = (11.7)

1,1
PNt )
Prema tome dobivamo:

Spy1—ps = \/0 38 062(1 610>

- =4/0,2356-0,03667 = /0,00864 = 0,093.

0,300 - 0,028

150 = /0,0018

Kako iz na3e tablice vidimo, razlika u propor ciji (p2 — p1) iznosi 0,666~ 0,500
= 0,166. Prema tome,

=0,043.

—py =0,48-0,30=0,18.

0,18 _
t= 503 = b9

Razlika u proporcijama je p;

0,166
t= 0.03 ~ 3, 86.
Kako se vidi, razlika ipak nije statisticki znacajna, jer nije 1,96 puta veta od
svoje pogreﬁke
U novije vrijeme (1957) predlozio je Brayer jedan jednostavniji postupak za
“izratunavanje znafajnosti razlika medu proporcijama. Taj se postupak, primijenjen
na na$ primjer, sastoji u ovim operacijama:

Razlika je statisticki znacajna.
Vazna napomena. Formula (11.5) ima jedno ogranicenje: izraz (d + a)
u tablici frekvencija (izvorna tablica) mora biti najmanje 10!

11.4. RAZLIKA IZMEDU MALIH NEZAVISNIH UZORAKA :

Ako su N; i N, mali (manji od 100), a pogotovu ako su proporcije prilicno’ Grupa 1. Grupa 2. Obje grupe
ekstremne (veée od 0,9 ili manje od 0,1), moramo upotrijebiti jednu drugu formuluy;: y — ——
u kojoj éemo kombinirati proporcije obiju grupa (sli¢no kao §to smo kod malih’ Totalni broj opazanja 50 60 110
uzoraka kombinirali standardnu devijaciju, tj. izratunavali zajednicku standardnu: Totalna frekvencija karakteristike 24 18 42
devijaciju). (1) - (2) = 110 - 42 — 68

IS o

Primjer. U skupini od 50 dje¢aka, 24 su visine preko 122 ¢m, dok su u skupin (2).(3) =42.68 2856
od 60 djevojtica njih 18 vise od 122 cm. Moze li se ta razlika u proporcul v1soke : e I =
djece smatrati statisti¢ki znaéajnom? ('4) : (1) = 2856: 110 - 25,963
(5) podijeljeno s produktom totalnog broja opazanja
Djeéaci: Ny = 50; py =24/50=0,48 " u svakoj grupi = 25,963 : (50 . 60) 0,008654
Djevojéice: Na = 60; p; = 18/60 = 0,30 T spi-pa = V(6 = 0,093

Kako se vidi, rezultat je potpuno Jednak rezultatu dobivenom pomoéu stan-
dardnog postupka.

Vazno je, medutim, zapamtiti da se formule (11.2) i (11.7) mogu upotrijebiti
samo onda ako obje proporcije dolaze od dva nezavisna uzorka. Ako, medutim,
proporcije potjecu od istog uzorka (ovdje se ne misli na iste ispitanike kao kod
proporcije u korelaciji!), te se formule ne mogu upotrijebiti. Tako, na primjer, ako

piN1 + paNs

Zajednicka proporcija =
jedni¢ka proporcija N T

(11.6)

U naSem primjeru dobivamo:

Zajednicka p = (0,48 5?) +(0,30-60) = 24+18 =0,38 u'skupini od 100 djece nademo da je 10% djece prelagano, a 12% djece pretesko po
50 +60 110 tezini, ne mozemo opisanim postupcima testirati razliku izmedu te dvije proporcije,
¢g=1-p=1-0,38=0,62. jer obje potjecu od istog uzorka od 100 djece. {Osim toga ovdje ne usporedujemo

isto s istim, veé prelaku djecu s preteskom.)
U novije je vrijeme jedan statisticar (Rosenbaum) izradio relativno jednostavan
nomogram za rjesavanje upravo takvih problema.

Standardna pogreska razlike racuna se dalje

tj. prema formuli (11.2) ili (11.3), ali, kako su

prema vaé poznatom postupku,
' p 1 ¢ sada isti za obje grupe, ta se :-




15

P

U

300
25.0

200
200

250
150 £ 200
140
13.0
120 150
noe o
100 4 434
9.0 < 120
g0 110

100
701 g9
80 *; 80
so4 70
45 1 60
40

59
354 s
W+ 40
25 38

30
20

25
15+ 20

15
10
09
03

1.0
07" o9
06 T o8
as of &7

08
0.4

05
§%—1%

Slika 11.2. Nomogram

t180 124081 s

11. TESTIRANJE RAZLIKE IZMEDU PROPORCIIA"

mn
W u
za otitavanje granica pouzdanosti i testiranje
znacajnosti razlika medu proporcijama (vidi tekst!)

- 4000

$%p—qt%

§%p, p,1%

‘W

P
100

1S = ss
125F 75
135 &5
140 )
s 55
150 50
155 -1 45
160 40
185 F 35
170 20
15 25
120 20
181 4+ 19
182 4 18
1+ 17
184 18
185 15
188 14
187 1= 13
188 12
189 1"
10 10
1M

152

1R

184 ]
195

198 4
(14 E]

URRELERELASEREEL)

B RREBBEUREES

Trvrrrri

T

-8

-
> o

2

12

114 RAZLIKA IZMEDU MALIH NEZAVISNIH UZORAKA 171

Buduéi da se tim nomdgramom mogu testirati i problemi koje smo upravo
opisali (standardna pogreska proporcije i znacajnost razlike izmedu dvije propor-
cije). dat ¢emo opis svili tih postupaka.

Nomogram (slika 11.2) sluzi, kako rekosmo, za tri vrste problema i sastoji se od
tri grupe skala: U, Vi W. Svaka giupa ima 3 skale: dvije vanjske i jednu srednju.
U svim slu¢ajevima jedna vanjska skala pokazuje veli¢inu uzorka, druga vanjska
skala pokazuje postotak (dakle proporciju - 100), dok linija koja spaja vrijednosti
vanjskih skala, daje rjeSenje na sjecistu sa srednjom skalom.

U-skala sluzi za dobivanje "granica pouzdanosti” nckog postotka. Desna skala
"m” oznaéuje veli¢inu uzorka; lijeva skala ”p” daje postotak koji smo nasli u uzorku;
centralna skala daje 95 i 99%- tue granice pouzdanosti.

Primjer. U uzorku od N = 350 grattana ustanovljeno je da ih 63 posjeduje
motorno vozilo. To je ¥8%. Koje su granice pouzdanosti toga postotka? Polozeno
ravnalo koje spaja m = 350 na desnoj skali U sa 18% na lijevoj U skali sije¢e srednju
U skalu otprilike na priblizno 4 za razinu od 5%, a priblizno na 3.5 za razinu od
1%, iz tega slijedi da su 95%-tne granice pouzdanosti 18% + 4%, a 99%-tne granice
“pouzdanosti 18% % 5,5%. (Da smo stanardnu pogresku ratunali pomocu formule
: [11.1], dobili bismo da ona iznosi 0,0202, dakle 2- standardna pogreska odgovara
nagem dobivenom postotku 4.)

V-skala sluzi za testiranje znacajnosti razlike medu postocima. Veli¢inu obiju
skupina (N7 + N2) otitavamo na lijevom V stupcu, zbrojene postotke obiju skupina
““otitavamo na desnom V stupcu (autor te postotke zove p i ¢, ali ¢ u ovom slutaju
Zapravo znaél ps, dok p = p;), a srednja V skala daje potrebnu razliku postotka
(p = g), koja je znaajna na razini od 3 ili 1%. ‘

Primjer. Posluzimo se nasim prvim primjerom iz poglavlja 11.2. i testirajmo ga
~pomocu nomograma:

Mugkarci  N; = 230 p1 =90/230=10,39 = 39%

Zene Ny =260 py = 170/260 = 0,65 = 65%
Je li razlika od 26% (65% — 39%) statisticki znacajna?

Spojimo i ravnalom 490 (230 + 260) na lijevoj V skali sa 104 (39 + 65) na
““desnoj V skali, dobivamo da bi ispod 9% razlike bilo znagajno na razini od 5%, a
nesto ispod 12% na razini od 1%. '

W-:s'kala je novost koju nam pruZza ova tehnika testiranja, za razliku od standard-
nih tehnika: lijeva W skala ("m”) daje veli¢inu uzorka, desna W skala daje zbrojene
postotlke oba svojstva, a na srednoj W skali oznac¢ene su razlike u postocima koje
su znagajne na razini od 5 ili 1%.

Vazna mnapomena: Nitko ne smije posjedovati oba svojstva!

Primijer. Posluzimo se primjerom koji smo malo prije spomenuli: ako u skupini
od-100 djece nademo da je 10% djece prelagano, a 12% pretesko za svoje godine,
mozemo li tvrditi da ima vise preteskih nego prelaganih?

Povuzemo'li liniju s vrijednosti 100 na lijevoj W skali prema 22% (10 + 12) na
“desnoj W skali, mozemo na sredujoj W skali ustanoviti da bi razlika morala biti
veta od 9% (za razinu znagajnosti.od 3%), a kako nasa razlika iznosi samo 2%, nju
" nikako ne moZemo smatrati statisti¢ki zna¢ajnom.

. Drugi primjer. Na skupini od 1700 djece nademo da ili 800 ima modre oti
(47%), a 700 smede (41%). Je li ta vazlika od 6% statisti¢ki znacajna?

- - Nomogram pokazuje da bi oko 4,5% bilo dovoljno za razinu znagajnosti od 5%,
a da je razlika od 6% jos znadajna i na razini od 1%.
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W-skala moze se naravno koristiti i u slu¢ajevima ako obje klase iscrpljuju sve
moguénosti, tj. daju sumu postotka 100, ali je u tom sluéaju bolje raditi sa skalom
U i testirati granice pouzdanosti jednog (bilo kojeg) od postotaka: ako granice
pouzdanosti prelaze granicu od 50%, razlika se — razumljivo — ne moze smatrati
statisticki znacajnom. ’ .

Primjer. Od 200 studenata na prvom ispitu palo ih je 90 (45%), a proslo 110
(55%). Je li razlika od 10% statisticki znacajna?

U nasem sluéaju dobivamo:

~ [0,15+0.05 }
Spy—pa = 0 = /0,002 = 0,0447.

~Raczlika u proporcijama (p» —pr) =0,70 - 0,60 = 0,10, pa je prema tome

Testirat éemo na U-skali znac¢ajnost jednog postotka, uzmimo postk;tka palih ri_a t= 0, 10_ =2,24
ispitu (45%). Spojimo li N = 200's vrijednosti 90 na lijevoj U skali, vidimo da su . . 0,0447
95%-tne granice pouzdanosti 45%z cca 4,2% — dakle razlika je jos uvijek znatajna Prema kriteriju koji smo' usvojili, zakljutit ¢emo da je razlika statisticki

na razini od 5% (ali ne na razini od 1%). snatajna. .

Vazna napomena. Ogranitenje formule (11.8) sastoji se u tome &to frekvencija
(d + a) u tablici frekvencija mora biti najmanje 10!

Kako se vidi, kod proporcija i postotaka uvijek je vazno da navedemo i apsoluine
brojeve na kojima smo izvrsili mjerenje, a ne€ samo proporcije, jer ako apsolutni bro-
' jevi nisu navedeni ne mozemo uopce primijeniti racune koji su malo prije spomenuti.
Koliku ulogu imaju apsolutni brojevi u konagénom rezultatu (iako proporcija ostaje
jednaka!), najbolje moze ilustrirati primjer, ako u naem ispitivanju visine djeCaka
i djevojéica (vidi str. 168) brojeve opaZanja povecamo deset puta:
Djetaci: N; = 500; 240 visokih djetaka; p1 = 240/500 = 0,48;
Djevojéice: Np = 600; 180 visokih djevojeica: pa = 180/600 = 0, 30;

11.5. RAZLIKA IZMEDU MALiH ZAVISNIH UZORAKA

Ako su mali uzorci proporcija u korelaciji (kad eksperimentalnu i kontrolnu
skupinu sadinjavaju isti ispitanici), treba, kao i kod velikih uzoraka, unijeti najprije’
rezultate u tablicu. :

Primger. 100 ispitanika podvrgnuli smo ispitivanju psihomotorike pomocu dvs
testa, koji su takve prirode da daju samo alternativne rezultate: ”zadovoljava”
"ne zadovoljava”. U prvom testu 60 ispitanika zadovoljava, u drugom 70. Je li ta
razlika statisticki znagajna tj. je li drugi test stvarno laksi od prvoga? '

Drugi test Zajednitka p= 2———4(1:;);80 =0,38;
Nisu Zadovoljili | Ukupno '
zadovoljili ] P q=0,62.

(Nap.o ‘m e n a. Citalac ée se sjetiti da je kod velikih uzoraka svejedno upotri-

Proi test Zadovoljii ° 55 60 ‘jebimo li formulu za velike ili formulu za male uzorke!)
TUL Les
sadonglil % 15 40 o 11 11
J Sor-s = p'q(z\—r’fm): 0’38'0’62(%+%>=
Ukupno 30 70 100 1 2/ .

, . ) = /0, 2356 - 0,00367 = /0, 000865 = 0, 029.
Ako sve vrijednosti u tablici pretvorimo u proporcije ukupnog broja N, dobi- :

vamo: - Diférencija proporcija = 0,18.

Drugi test £ = 018 =6,21.
Nisu - . 0,029
zadovoljili Zadovoljili | Ukupno . . .. . . ..
Prema tome, iako je proporcija ostala jednake kao i u prijadnjem primjeru,
Zadovoljili 0,05, 0,55, 0,60, razlikau proporciji sada je statisti¢ki znacajna, dok prije nije bilal ‘
Prui test - - Kako se vidi, znaajnost razlike medu proporcijama (jednako kao i medu ari-
leu._. 0.25 0,154 0.40 tmetickim sredinama) raste ako je broj opazanja veéi. To je i logicki potpuno
zadovoljili . ' - razumljivo, jer nije svejedno da li smo npr. od 10 bacanja jednog komada novca
e ' ' dobili osam puta ”glavu” (a dva puta "pismo”), ili smo od 100 bacanja osamde-
Ukupno 0,30 0, 70p, | 1,00 set puta dobili ”glivu” (a dvadeset puta "pismo”). Proporcija je u oba slutaja

jednaka (p = 0,80), ali dok u prvom slu€aju tu proporciju mozemo jo§ smatrati
"— s obzirom na mali broj mjerenja — sluéajnom, dotle u drugom primjeru ne
mozemo pretpostaviti da bi &isti slutaj mogao uvjetovati takvu razliku, nego je
‘ona vjerojatno uzrokovana nekim drugim sistematskim faktorom (npr. neispravnim

Kod malih ¢emo uzoraka standardnu pogresku razlike izratunati prema formuli:

d+a
Spy—pz = [; v . (11~.8)
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komadom novca ili "pristranim” bacanjem novca). Zato je u tom sluéaju ta pro-
porcija od 0,80 mnogo "znacajnija”. O tom vidi zavidetak 3. poglavlja, gdje smo
opisali kako poveéanjem broja pokusaja proporcija nekog ishoda postaje sve bliza -
ocekivanoj. n '
Na kraju ovog poglavlja treba reéi ovo: rad s proporcijama prvenstveno je ko-
ristan pri odredivanju standardne pogreske proporcije (sjetite se primjera s pro-
porcijom zarazenih, gdje je trebalo odrediti velizinu ekipe). Sto se tice testiranja
razlike medu proporcijama, vedinom se test ra¢unanja standardne pogreske razlike
malo primjenjuje, jer — kako smo vidjeli — statisti¢ari nisu bag posve slozni-u tome
kada mozemo smatrati da je distribucija uzoraka normalna, a kada nije. Stoga nisu
potpuno jednakog misljenja niti o graniénoj vrijednosti ¢: neki misle’da je dovéljno
(kao i kod aritmetickih sredina) da ¢t bude najmanje 1,96, dok .drugi smatraju da -
bi trebao biti — za svaki slu¢aj — ¢ak i do 3. Citalac ée se uskoro uvjeriti da za tu
svthu postoji mnogo prakticniji, jednostavniji i "elegantniji” test, tj. hi- kvadrat
test. : : C

ZADACI ZA VJEZBU -
. : U statistickom racunanju treba, koliko se najvise moze, izbjegavati ratune s
postocima jer se u tome lako pogrijesi. Navest ¢emo nekoliko tipi¢nih izvora kon-
fuzije:
1. Kod prevelikih postotaka Gesto imamo teskoéa da kazemo koliko je puta nesto
veée od drugoga.
: Primjer. Populacija X je za 5000% veca od populacije ¥, koja broji 20 000
ljudi. Kolika je populacija X7
Odgovor:  5000% od 20000 = 5020000
: X =1000000.
* 2. Postoci od premalih uzoraka ne daju nam nikakvu pouzdanu predodzbu
situacije. Ako pregledamo 10 ljudi, i kod'8 nademo odredeno oboljenje, ne valja taj
rezultat ‘pretvoriti u 80%.
- Poznat je slu¢aj iz Drugoga svjetskog rata kada je jedan zapovjednik radarske
stanice na Mediteranu, koji je imao 7 radarista, uzaludno neprestano trazio da
mu se broj radarista poveca na 40-50. Jednog dana jedan od sedmorice radarista

1. Pregledom uzorka veli¢gine N' = 100 dje.ce utvrdeno je da ih 60 ima
karijes. U kojim se granicama sa 99,7% sigurnosti moze smatrati da
se nalazi prava proporcija djece s karijesom?

2. Za neki narod je poznato da njegovi pripadnici imaju u 70% slucajeva
svijetlu kosu. Jedan autobus sa 111 izletnika iz te zemlje stigao je u-
vas grad. Ustanovili ste da 69 putnika ima svijetlu kosu. To je 62%.
Mozete li na temelju te Cinjenice utvrditi da uzorak nije reprezenta-
tivan §to se tice boje kose? : ’ .

3. Od 300 studenata, 200 ih je polozilo neki ispit, a od 500. studen-
tica polozilo ih je 300. Je li razlika u proporciji onih koji su polozili
statisticki znacajna? ’

4. Ocitajte s nomograma na slici 11.1. kolike su 95%-tne granice pouz-
danosti proporcije 0,70 kod uzoraka veligine: . S

a. Ny =10 dozivio je slom Zivaca zbog napornog rada. U svom iduéem mjeseénom izvjestaju
b. Ny =350 zapovjednik je javio u bazu "da je proslog mjeseca dusevno oboljelo preko 14%
¢. N3 =100 ‘radarista zbog prenapornog rada”. Kada je izvjestaj stigao u Washington, hitno je

poslano jos 35 radarista! _

Godine 1976. javljeno je iz kneZevine Lichtenstein da je nezaposlenost u 4
mjeseca narasla gotovo 20%. No kad se pogledaju stvarni brojevi, onda je situacija
ovakva; broj nezaposlenih poveéao se s 51 na 61!

Pogregno je da se navode samo postoci, a ne i apsolutni broj, iz kojeg je taj
“'postotak dobiven. Mnogi autori smatraju da u uzorku treba biti najmanje 100
. slutajeva pa da se neka proporcija izrazi u postotku.

3, Ako smo neki broj poveéali (ili smanjili) za odredeni postotak i tako ga
pretvorili u novi broj, ne¢emo ponovno dobiti po€etni broj ako novi broj smanjimo
(ili poveéamo) za isti postotak.
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Primjer a): Plaéa od 3000 kn poveéana je za 50%. Buduéi da su sada troskovi -
postali preveliki, nakon nekog vremena nova je plaéa smanjena za 50%. N

Je li konat¢na plaéa jednaka prvoj plaéi? Odgovor. Ako smo plaéu od 5000 kn-
povisili za 50%, nova je placa iznosila 7500 kn. Ako sata tu novu plaéu smanjimo
za 50%, konaéna ée plaéa biti 3 750 kn. )

Primgjer b): Ako cijenu nekoj namirnici, koja je stajala 30 kn jedan kilogram,
snizimo za 10%, pa se pokaze da dolazi do gubitka, te cijenu ponovno povisimo za
10%, hoée li sadainja cijena biti jednaka prvoj cijeni? .

Odgovor: 10% od 50 kn = 5 kn. Snizena cijena bila je, dakle, 45 kn. 10% od 45
kn = 4,5 kn. Poskupljenje za 10% dovelo je, dakle, do konacne cijene od 45 + 4,5
= 49,5 kn. : .

U vezi s ovim primjerima treba spomenuti da sniZavanje postotka ne moze biti

suma korigiranih postotaka
suma N

. Prosjecni postotak = (12.1)

Prosjecni postotak =E‘-59€?—’l =27,8%"

"Dakako, jo§ je jednostavnije (i logicki razumljivije), ako prosjeéni postotak
izracunamo tako da ustanovimo koliko je ukupno ljudi umrlo od ukupnog broja
bolesnika. ‘ :

* 5) Na najvece teskoce pri izratunavanju u postocima nailazimo kad promatramo
postotne promjene dvaju ili vise brojeva u toku vremena.

* Primjer. Cijene za 1/2 1 mlijeka i 1 komad peciva bile su u nekom gradu:

veée od 100%. Primjer: Cijena nekog materijalu, koji je stajao 10 kn, poviSena je . 1990. god. 1991. god.
za 200%. Prema tome, sadasnja je cijena 10 + 20 = 30 kn. Zeleéi vratiti cijenu mlijeko 50 bodova 10 bodova
na prijanju cijenu, odredimo pojeftinjenje za 200%. 200 posto od 30 = 60; 30 pecivo 5 bodova 10 bodova

60 = -30! Izlazi prema tome da bi trgovac morao svakom kupcu tog materijala uz
materijal jo§ — isplatiti 30 kn! : .
4. Prosjeéni postotek je vijerojatno najée3ci izvor pogreske, jer se obi¢no ne vod
ra¢una o broju sluéajeva kod svakog postotka.
Primger: Ispitujuéi letalitet od neke bolesti (letalitet = broj umrlih na 10
oboljelih od neke bolesti), dobili smo ovu sliku: '

Kako sevidi, mlijeko je pojeftinilo za 50%, a pecivo je poskupjelo za 100%. Jesu
li cijene za mlijeko i pecivo zajedno pale, porasle ili ostale iste?

Odgovor: Ako kao osnovu uzmemo 1990. godinu, dobivamo situaciju, prikazanu
a slici 12.1. A. Ta slika pokazuje da su cijene porasle. Ako, medutim, uzmemo kao
snovu 1991. godinu, dobivamo situaciju prikazanu na slici 12.1. B, a to je, kako se

Starost Postotak umrlih | Broj bolesnika ' vidi, potpuno obratni rezultat! Naime, prema toj slici, cije_ne .SL.I pale. .
’ ' ", Prema tome, ovaj nacin prikazivanja ne smijemo upotrijebiti. J ednako tako bilo
Ispod 20 godina 475 40 ‘bi pogresno uzeti u ratun fiksirane koli¢ine namirnica, tj. rezonirati ovako: ako je
20-39 godina 15,0 120 '1/2 1 mlijeka i 1 komad peciva 1990. stajalo ukupno 25 jedinica, a 1991. ukugno 20
40-59 godina 22,4 250 jedinica, cijene su pale. Medutim, ako je netko 1990. kupovao 3 komada peciva uz
60 i vie godina 51,1 01 ;15 litre mlijela, on je pla¢do 20 + 15 = 35 jedinica, a 1991. je za iste artikle pla¢ao

10 + 30 = 40 jedinica, pa je prema tome 1991. placao vige!
Jedini ispravan nagin, koji se ovdje smije primijeniti, je izracunavanje geometrij-

“ske sredine (vidi formulu 4.7). _
Buduéi da mi imamo u naem primjeru dva podatka (cijena mlijeka i cijena
peciva), to ée nada formula biti drugi korijen iz umnoéka oba postotka.

Raéin éemo izvesti tako da uzmemo kao bazu bilo koju od godina. Ako uzmemo
azu godinu 1990., postupak je ovaj:,

1990. godina = baza = 100 |

Cijena mlijeka = 20 = 100%

‘Koji je opéi (prosjetni) letalitet od te bolesti?

Odgovor. Vrlo se ¢esto dogada da pojedini ispitivaéi jednostavno zbroje sve.
postotke i podijele ih njihovim brojem (136%:4 = 34%), no taj je postupak neis+
praven, a dopuiten je samo onda ako je svaki od postotaka dobiven iz jednog broja
opazanja (vidi diskusiju o zajedni¢koj aritmeti¢koj sredini, stranica 52.). )

Ispravan se postupak sastoji u tom da nademo za svaku grupu kotigirane pos-
totke s obzirom na N (postotak puta N): : '

Starost Postotak umrlih | Broj bolesnika | Korigirani postotak Cijena peciva = 5 = 100%
Ispod 20 godina 47,5 40 1900,0 ' Geometrijska sredina = /100 - 100 = }00
20-39 godina 15,0 120 1800,0. 1991. godina: . 1080
- T Cijena mlijeka = 10-= 50% prema cijeni u .
40-59 godina 224 250 | 5600,0 Ci.jeha peciva = 10 = 200% prema cijeni u 1990.
_60 i vise godina 51,1 91 [ 46501 Geometrijska sredina =/50 - 200 = 100
Suma 501 13950.1 Prema tome, cijene su u cjelin: ostale iste.
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200 4

150 4

100 1

50 1

1990 A S 1991

- 200

- 150

- 100

1990 B 1991 -

Slika 12.1. "Poskupljenje” ili "pojeftinjénje” Cesto je prividh’o i ovisi o
natinu na koji izratunavamo promjenu..Oba natina, prikazana na slici,
su pogresna (vidi tekst!)

Evo, ovih nekoliko primjera bilo je dovoljno da upozori ¢itaoca na opasnosti
u radu s postocima. Zbog toga razloga vjerojatno najvise pogresaka (a katkad i
namjernih falsificiranja!) ima u podru¢ju postotaka. Na neke od njih ¢itaoci ée jos
biti upozoreni na drugom mjestu u ovoj knjizi, tj. u poglaviju ”Zakljucivanje u- -
statistici”. . Co

ZADACI ZA VJEZBU

1. Na 5 razlicitih skupina 3portasa ispitano je koliko je medu njima pro-
fesionalaca te je nadeno:

‘

Skupina Velic. Postotak

: skupine  profesionalaca
Nogometasi 150 75
Kosarkasi 200 50
Boksati 40 80
Lakoatleticari ' 80 20
Vozaéi trk. automobila 20 90

Koliki je prosjegni postotak profesionalaca?
2. Ako je televizijska pretplata poskupjela 40%, a tarife za tramvaj-
ski prijevoz poskupjele za 20%, koliko posto iznosi prosjeéno posku-
_pljenje?
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~ Cesto u zivotu opazamo da dvije pojave pokazuju neku medusobnu zavisnost,
‘povezanost, odnosno- asocijaciju: znamo da postoji odredena povezanost izmedu
‘visine i tezine (visi ljudi u prosjeku su tezi od nizih), povezanost izmedu ekonomskog
:statusa 1 zdravstvenog stanja, izmedu starosti i krvnog tlaka, izmedu rezultata na
nekim ispitima i uspjeha na radnom mjestu, izmedu koli¢ine oborina i gustoce
_vegetacije, izmedu koli¢ine konzumirane hrane i tjelesne teZine, itd.

Engleski matematicar Karl Pearson (1857-1936) razradio je racunski postupak
za, izracuvanje stupnja povezanosti, i izrazio stupanj povezanosti brojem, koji je
nazvao koeficijentomn korelacije. No ve¢ prije njega, jedan drugi Englez, tj. sir Fran-
cis Galton (spominjali smo ”Galtonovu ozivu”!) (1822-1911), inaée brati¢ Charlesa
Darwina, razradio je osnovnu logiku takvog ratunanja. Galton se naime mnogo
zanimao pitanjem u kakvom su odnosu visina ogeva i njihovih sinova, inteligencija
.oteva 1 sinova, itd. Pri tome je nasao da u visini postoji vrlo visoka povezanost (tj.
da su sinovi vrlo Zesto sliéne visiné kao njihovi ogevi), dok je ta povezanost znatno
riza Sto se tice inteligencije.

- Pokusajmo najprije grafiéki, uz pomoé uglavnom poznatih primjera, pro-
tumaditi smisao korelacije.

1.-Ako linearnom porastu jedne varijable odgovara takoder linearni porast druge
varijable, i to tako da'je jedna odredena vrijednost jedne varijable uvijek povezana
s jednom Lorespondentnem vrijednodéu druge varijable (npr. odnos izmedu polum-
jera i opsega kruga), onda je korelacija a) pozitivna (jer porastu jedne odgovara
“porast druge varijable), i b) potpuna, tj. maksimalna (jer vece slaganje od toga ne
moze postojati), i biljezi se izrazom r = +1 (vidi sliku 13.1).

"2. Ako linearnom porastu jedne varijable uglavnom odgovara linearni porast
druge varijable, i to tako da je jedna odredena vrijednost jedne varijable povezana
- s vie vrijednosti druge varijable (npr. odnos izmedu visine i tezine ljudi: visi ljudi
-u prosjeku su i tezi, ali jedna odredena visina nije vezana upravo za jednu odredenu
tezinu), onda je korelacija pozitivna, ali nije maksimalna, i biljeZi se izrazom koji
pokazuje je li povezanost manja ili veéa, tj. izrazom koji je veéi od 0, ali manji od
41 (vidi sliku 13.2).
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varijabla Y
.9

e
-l

0 — e —
0 1 2 3 4 5 6 7
varijabla X

Slika 13.1. Pri maksimalnoj pozitivnoj korelaciji linearnom porastu
jedne varijable odgovara linearni porast druge varijable i, osim toga,
jednom rezultatu jedne varijable odgovara samo jedan rezultat

druge varijable ' " :

3. Ako iz odredene vrijednosti jedne varijable ne mozemo nista zakljugiti na vri
jednost druge varijable, tj. ako jednoj odredenoj vrijednosti jedne varijable odgo-:
vara bilo koje (od mogudéih) vrijednosti druge varijable (npr. odnos izmedu duljine:
nosa i krvnog tlaka), onda nema korelacije izmedu dvije pojave, i to se biljez
izrazom 1 = 0 (vidi sliku 13.3). :

4. Ako linearnom porastu jedne varijable odgovara linearno opadanje druge vari-
jable, ali je povezanost takva da je jedna vrijednost jedne varijable povezana s vige;
vrijednosti druge varijable (npr. odnos izmedu stupnja treniranosti i frekvencije:
pulsa u prvoj minuti oporavka: §to je stupanj treniranosti veéi, to je u prosjeku.
puls oporavka nizi), onda je korelacija negativna i nepotpuna, i biljezi se izrazom
koji je manji od 0, a veéi od —1 (slika 13.4).

13.1. SMISAQ [ PRINCIP KORELACIJE

A

Yy

r je vede od 0,
a manje od +1

[
Lt

X

Slika 13.2. Porastom jedne varijable raste u prosjeku i druga, ali
" jednom rezultatu jedne varijable odgovara vige rezultata druge
varijable. Korelacija je pozitivna, ali je manja od +1

[
1=

x
Slika 13.3. Ne postoji nikakva povezanost izmedu obiyu varijabli. Nekom
rezultatu u jednoj varijabli odgovara bilo koji rezultat u drugoj
varijabli. Korelacija iznosi 0
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do toga da utinak — zbog zaslijepljenosti radnika — pocinje sve vise i vise padati.
U svim takvim i sli¢nim slucajevima povezenost izmedu dvije varijable moze biti
i vrlo visoka. ali ta povezanost nije linearna. Na slici 13.6. prikazano je nekoliko
tipova takve nelinearne povezanosti.

v A

I je manje od 0, °
a veée od -1

a — Ny

1 2 3 4 5 ¢ 1 X

Slika 13.5. Linearnom porastu jedne varijable odgovara linearno opadanje
druge varijable. Jednom rezultatu jedne varijable odgovara samo jedan razultat
druge varijable. Korelacija je negativna i maksimalna, tj. iznosi ~1

Slika 13.4. Porastom jedne varijable druga varijabla u prosjeku opada.’
Jednom rezultatu jedne varijable odgovara vise rezultata druge -
varijable. Korelacija je negativna, ali ne maksimalno negativna '

5. Ako linearnom porastu jedne varijable odgovara linearni pad druge varijable;
i to tako da je jedna odredena vrijednost jedne varijable povezana s jednom kore-
spondentnom vrijednosti druge varijable (npr. odnos izmedu vremena proteklog od
ispaljivanja metka vertikalno uvis i brzine tog metka), onda je korelacija a) nega-:
tivna (jer porastu jedne varijable odgovara pad druge, i obratno) i b) potpuna, tj:
maksimalna (jer ne moze biti veca, tj. ne moze biti potpunije povezanosti), i biljezi
se izrazom r = —1 (slika 13.5). :
Napomena. U svim dosadadnjim primjerima govoreno je samo o linearnoj
povezanosti izmedu dvije varijable, a to znati o takvoj povezanosti koja se — kada
je prikazemo graficki — moze prikazati ravnom crtom, tj. pravcem. Naravno da
postoje i takve povezanosti koje se ne daju prikazati pravcem, nego zekrivljenom;
linijom: na primjer, kada bismo promatrali odnos izmedu broja ponavljanja nekog
materijala, koji u€imo, i koli¢ine upaméenog gradiva, onda bismo dobili zakrivljeni
odnos. tj. u pocetku, s prvim ponavljanjima, kcli¢ina naucenog materijala raglo
bi rasla, a kasnije bi porast bio sve sporiji. Ili, ako bismo istrazivali povezanos
izmedu intenziteta rasvjete i radnog utinka u nekom preciznom poslu, najli bismo
da u potetku radni u¢inak raste s porastom intenziteta rasviete, da kasnije (kod’
vec jakih intenziteta) promjene u intenzitetu rasvjete nemaju prakticki nikakvog
efelcta na radni uéinak, ali kada bismo rasvijetu i dalje poveéavali, doslo bi kona¢no

Mi' éemo se kod r koeficijenta korelacije baviti samo linearnom povezanosti,
i to zbog dva razloga: prvo, linearna povezanost vrlo je Gesta i, drugo, precizno
-izratunavanje drugih oblika povezanosti mnogo je sloZenije od izracunavanja line-
‘arne povezanosti.

Zbog toga jedan praktican savjet: kada vas zanima povezanost izmedu dvije
arijable, onda — prije nego §to se odlutite za izra¢unavange korelacije, prikazite
“grafiéki dobivene rezultate (taj graficki prikaz naziva se "scatter-diagram”), pa tek
onda, ako je povezanost 1 cjelini manje-vise linearna, mozete provesti izratunavanje
-7 koeficijenta.

U biologiji, medicini, psihologiji, sociologiji, i uopée u znanostima koje se bave
Zivim bidima, praktitki je nemoguce dobiti potpunu povezanost (bilo linearnu, bilo
zakrivljenu). Tome je razlog jaki varijabilitet unutar mjerenih pojava. Prema tome,
‘mjereci na zivom materijalu obiéno dobivamo povezanosti koje se nizu od jedinice.
Na primjer, traze¢i zavisnost izmedu brzine rada osmorice radnika na jednoj
“predii koli¢ine otpadaka, dobiveni su rezultati prikazani u tablici 13.1.

’
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Prikazemo li rezultate s te tablice graficki, dobivamo situaciju prikazanu na slici
13.7. ' '

‘.

Slika 13.6. Razliciti oblici nelinearne povezanosti izmedu dvije varijable

ODNOS IZMEDU BRZINE RADA I KOLICINE OTPADA

A
U d
""
5,0 T X "
'/
’
v x xo
s
-} /t'
g 40 x x
£ ~
= X »*
° -~ RADNIK 1
Cd
30+ L xx -
o’
2,0 } } { } >
80 90 100 110 120
BRZINA RADA U BODOVIMA
Slika 13.7. Postoji izvjesna pozitivna korelacija izmedu brzine rada i

TABLICA 13.1. .

KA ZA 8 RADNIKA

koli¢ine otpadaka: u prosjeku, brzi radnici imaju vise otpadaka

Kako se iz slike vidi, porastom brzine rada (koja je izrazena bodovima: veéi broj
bodova znaéi i veéu brzinu) u prosjeku raste i koli¢ina otpadaka, ali povezanost nije
tako besprijekorna da bismo iz neéije brzine rada posve to€no mogli znati kolika je
njegova koli¢ina otpadaka. Tako se, na primjer, iz tablice i iz slike vidi da radnici
br. 4 1 7 imaju jednaku koliéginu otpadaka, a brzina rada im se razlikuje. Korelacija
je, dakle, pozitivna (veéa od 0), ali nije maksimalna (manja je od +1).

N a.pom en a Kada se korelacija prikazuje graficki, odnosno u koordinatnom
sustavu, obi¢no se na apscisu unose vrijednosti tzv. "nezavisne” varijable, a na or-

. Brzina rada Otpaci
Radnik (u bodovima) .(uligg)
1 95 3,0
2 . 103 4,5
3 88 3,5
4 98 4,0
3 93 3,0
6 107 4,5
7 114 4,0
8 106 5,0

- dinatu rezultati "zavisne” varijable. Nezavisna varijabla je ono 8to moZzemo samo-
voljno mijenjati (ako se radi o eksperimentu) ili birati vrijednosti koje nas zanimaju
(na primjer, broj ponavljanja kod ucenja, broj popusenih cigareta, koli¢ina davanja
nekog sredstva, brzina rada, itd.), a zavisna varijabla je ono 8to istrazivanjem zelimo
ustanoviti (na primjer, koli¢ina,naugenog gradiva, stupanj nekoga zdravstvenog
poremeéaja, jakost djelovanja nekog sredstva, koli¢ina otpadaka, itd.). Naravno,
katkada je tesko reéi §to je mezavisna, a §to zavisna varijabla: ako nas, primjerice,
. zanima odnos izmedu koli¢ine konzumiranog alkohola i brzine reagiranja, onda je
jasno da koliGina alkohola predstavlja nezavisnu, a brzina reagiranja zavisnu vari-

- jably; ali ako nas zanima odnos izmedu visine i teZine, i jedna i druga varijabla
mogu biti i nezavisne i zavisne, §to ovisi o tome od koje varijable polazimo, tj. o
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tome §to nas zapravo zanima: ako nas zanima kakvu visinu mozemo otekivati uz
neku odredenu tezinu, onda je visina zavisna, a tezina nezavisna varijabla. '

Smisao i osnovne principe izraunavanja koeficijenta korelacije prikazat ¢emo
postupno i pomoc¢u primjera. :

Iz poglavlja "Polozaj pojedinog rezultata u grupi” sje¢amo se da je us-
poredivanje rezultata razliéitih vrsta mjerenja moguée uz pomo¢ .z-vrijednosti.
Ako je, na primjer, neki ispitanik u testu A, u kojem je aritmeticka. sredina 100,
a standardna devijacija 10, postigao 110 bodova. on se u tom testu nalazi na
(110 — 100)/10 = 10/10 = 1 z iznad prosjeka. Ako je u testu B, kome je arit-
meticka sredina 15, a standardna devijacija 2, isti ispitanik postigao 19 bodova, on
je u tom testu 2 standardne devi ijacije 1znad prOSJeI\a ([17-15]/2 = 2), pa je prema
tome relativno bolji u testu B.

Kada bi povezanost izmedu dvue varijable bila besprijekorna, tj. maksimalno
mogucéa, svaki ispitanik bio bi u obje varijable na jednakim mjestima, tj. koliko je
u jednoj varijabli iznad (ili ispod) prosjeka, upravo toliko morao bi biti i u drugoj
varijabli iznad (ili ispod) prosjeka: dakle, ako se on u jednoj varijabli nalazi na +
1,75 z, onda bi i u drugoj varijabli morao biti toéno na + 1,75 z. Za maksimalnu,
ali negativnu korelaciju vrijedilo bi isto, samo 5to bi z-vrijednosti tog ispitanika
morale biti protivnog predznaka: upravo toliko koliko je u jednoj varuabh 1znad1
prosjeka, u drugoj varijabli morao bi biti ispod prosjeka.

Kako se vidi, veli¢ina rezlika izmedu sparenih z-vrijednosti ovisi o visini:
povezanosti izmedu obje varijable: kad je stupanj povezanost: maksimalan, razlike:
nema, §to je povezanost slabija, razlike medu z-vrijednostima su veée. Prema tom
neka prosjeéna razlika medu svim korespondentnim z-vrijednostima u grupi isp:
tanika trebala bi nam pruziti neku mjeru o tome koliko su obje varijable povezane
Bududéi da je aritmeticka sredina razlika medu z-vrijednostima nuzno 0 (nula), t
moramo razlike kvadrirati. Prema tome, prosjek sume svih kvadriranih razlika med
z-vrijednostima bit ¢e nam neki mdeks koji ée pokazivati na v1smu povezanos
izmedu obje varijable:

1_4(21 - Zy)_
N-1

(Napomena. N-1unazivniku potreban je zato 5to smo i s ratunalis N —1:
u nazivniku!) Mali rezultat znatit ¢e visoku povezanost (jer su male razlike med
pripadnim z-vrijednostima), veéi rezultat slabiju povezanost (razlike medu pripad
nim 2- vrijednostima su veée), i, konaéno, vrlo velik rezultat znacit ¢e negativn
povezanost (jer su razlike 1zmedu npr. +2 z i —2 z velike).

No prosjek, dobiven ovom formulom, nije spretan za mterpxetacuu jer se krece’
od nule (besprijekorna povezanost) do 4 (besprijekorna negativna ‘povezanost
Mnogo je lak3e interpretirati stupanj i smjer povezanosti ako polovicu tog pros
jeka oduzmemo od jedinice: :

Taj koeficijent ima ove karakteristike:
1. Vrijednost 0 (nula) oznatuje da nema nikakve linearne povezanostl 1zmed §
obje varijable.

2. Veli¢ina koeﬁcuenta upuéuje na koli¢inu povezanosti: apsolutno. vem bI‘OJ
znaéi i vetu povezanost, a mali broj slabu povezanost. . ‘
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3. Predznak koeficijenta oznatuje smjer povezanosti: + (plus) znati pozitivnu
povezanost (tj. porast varijable X povezan je s porastom varijable }); — (mi-
- nus) znaci negativnu povezanost (tj. porast varijable X povezan je s padom
varijable Y i obratno).
. Najveda moguca pozitivna vrijednost tog koeficijenta iznosi + 1, a najvecéa
negativna vrijednost —1.
Evo jednog primjera. Pretpostavimo da su osmorica ispitanika testirana uz

pomo¢ testova X i1, i da su postigli rezultate prikazane u tablici 13.2.

TABLICA 13.2.
HIPOTETICKI REZULTATI OSMORI(,E ISPITANIKA U TESTOVIMA X i Y

. Ispitanici X Y 2z 2y 2z — 2z

1 7 19 1,5 1,5 0
2 6 17 1 1 0
3 5 15 0,5 05 0
4 4 13 0 0 0
5 4 13 0 0 0
6 3 11 -0,5 -0,5 0
7 2 9 -1 -1 0
8 1 7 -1,5 -1,5 0

£X =32 SY = 104 D(zg — 24) = 0

X=32/8=4 Y =104/8=13

s=2 s=4

Uvrstimo li dobivene vrijednosti u prethodnu formulu, dobivamo:

0

N-1

‘Matematicki se dosta jednostavno moze izvesti (onaj koga to zanima, neka

r=1-1/2 1-0=1

pogleda knjigu J. Welkowitza, R. Ewena, J. Cohena, Introductory Statistics for

the Behavioral Sciences, Academic Press, 1971, str. 171 — 172) da je izraz

o T(zz ~ 2,)°
7 —41 1/2 N1
identican izrazu: 5( )
. Zz - Zy
=—N_-1" (13.1)

‘Ovom je."naime formulom lakse pratiti raéunski postupak pri izratunavanju ko-

relacije,-kao i logiku pozitivne ili negativne korelacije: kako se iz formule moze

zakljuéiti, visina korelacije je prosjecan umnozak izmedu z-vrijednosti obiju vari-
jabli. ("Prosjeéni” u smislu da je suma podijeljena s N — 1, a ne s N.) Stoga

¢emo rezultate iznesene u tablici 13.2. ponovno obraditi, samo ovaj puta uz pomo¢
formule 13.1. Rezultati te obrade prikazani su u tablici 13.3.
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TABLICA 13.3. TABLICA 13.4.
REZULTATI 1Z TABLICE 13.2. OBRADENI NA DRUGI ’\I—\.CI\I _
Ispitanici X ) Zy 2y 2z 2y
Ispitanici X ¥ Zg 2y Zp - 2y 1 7 7 1,5 -1,5 -2,25
1 7 19 1,5 1,5 2,25 . 2 6 9 1.0 -1,0 —L0
. 3 5 11 0,5 -0,5 —-0,25
2 6 17 1,0 1,0 . 1,00 - i 1 0 0 0
3 5 15 0,5 0,5 0,25
5 4 13 0 0 0
4 . 13 0 0 0,00, 6 3 15 0,5 0,5 ~0.25
5 4 13 0. 0 0,00 7 2 17 -1,0 10 ~1.00
6 3 1 —0.5 —05 025 8 1 19 -15 15 ~2.25
7 2 9 -1,0 -1,0 1,00
8 1 7 -1,5 —1,::' 2,25 %&;,.:4113 51:2 T=—77____1 T2,2, = 7,00
X =32 LY =104 i Sz -2, = 7,00 Ay Sy =
X, = 32/8 =4 ,Ty = 104/8 =13 . 7~ = E’:’_z_y_ U torﬁ ¢e slu¢aju produkt z,z, biti uvijek negativan (jer mnozimo plus s minu-
N -1 om i minus s plusom), i to maksimalno negativan (jer su korespondentne vrijednosti
) 7 i %, i z, jednakih numeri¢kih vrijednosti), a korelacija ¢e iznositi r = —1.
5z =12 sy =4 . r= 7= +1,0. Ako su korespondentne z-vrijednosti pretezno protivnog predznaka, ali ne jed-

Ako je neki rezultat X veéi od aritmetitke sredine X , a korespondentni rezul

tat ¥ veéi od X, , onda éei z; i z, biti pozitivnog predznaka, pa prema tome. ) Brz.rada Otpéci
njihov produkt (z; - z,) takoder pozitivnpg predznaka. Ako je neki X ispod X Radnik ' 2z Zy 222y
korespondentni Y ispod X, onda éei 2, i 2, biti negativnog predznaka, ali njiho (z) )
produkt ¢e biti pozitivan. Osim toga, suma z; - 2y bit ée maksimalna ako su 1 95 30 —0.65 | —1.29 +0.8385
parovi (z.i z,) numericki jednaki (tj. ako, na primjer, jednom rezultatu od + 2 103 4’5' +0’29 +O’77 +0’2233
z u varijabli X odgovara rezultat od upravo + 2 z u varijabli V). Prema tome 3 88 35 —1.47 | —0.60 +0.8820
suma zyz, bit ée maksimaino pozztwna ako su oba ¢lana para z;z, (1) numericki 4 98 40 _0’29 +0:08 _0’0232
jednaki, i (2) istog predznaka. U tom ée sludaju koeﬂcuent korelacue biti najvedi ( 5 93 3’0 ' _0’ 88 | —1,29 +1:1352
pozitivan), i iznosit ée + 1,0. Izraunamo li za na§ prlmJe1 korelacuu prema formu 6 107 4:5 +0,,76 +0,77 +0,5852
13.1, dobivamo: 7 114 40 | +1,59 | 40,08 | 40,1272
) 8 106 5,0 +0,65 | +1,45 +0,9425
T(2z-2y) 7
"Tyor tiTt 4
= 804 r=31,5 T = +4,7107
: - _ Tz, 44,7107
Ako su korespondentne z vrijednosti z; i z pretezno istog predznaka ali ne X =100,5 X =3,94 “N-1_ 7
uvijek jednake numericke vrijednosti, r ¢e biti pozitivan, ali ne vize maksmalan
tj. bit ¢e manji od + 1. . s=8,5 §=0,73 r = +0,67 :

Ako medu varijablama postoji potpuno negativni odnos, to znaéi da ée n9k0_1

vrijednost X, koja je iznad X., odgovarati kmespondentna a vrijednost 17, koja je
ispod X, i to upravo toliko ispod X kohko je X iznad X,. To Je pnkazano u
tablici 13.4.

nake numericke vrijednosti, r ¢e biti negativan, ali ne viSe maksimalno negativan,
niego ée se kretati izmedu 0 i —1.
- Ako prema tom postupku izraéunamo korelaciju izmedu brzine rada i kolicine
otpadalka iz prije spomenutog primjera, dobit éemo ove rezultate:
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o NEXY - (EX)(ZY)
o /INEX? - EXPNEY? - (5Y))

13.2. IZRACUNAVANJE KOEFICIJENTA KORELACIJE r

Takvo izratunavanje koeficijenta korelacije, iako je logicki shvatljivo, bilo bi vrlo
naporno i dugotrajno u svim slu¢ajevima kada bi N bio vedi, i kada aritmeti¢ke sre-
dine i standardne devijacije ne bi bile cijeli brojevi, pa bi trebalo mnogo strpljenja
i paznje da se ispravno izracunaju sve z-vrijednosti. Zato se' koeficijent korelacije
izratunava razlicitim drugim postupcima koji su racunski jednostavniji i kraéi. Ti
se postupci naoko dosta medusobno razlikuju (tj. formule su razliéite), ali se oni —
naravno — matematicki svi mogu svesti na veé opisanu logiku ratunanja. -

Prikazat ¢emo tzv. "skraceni postupak” za izratunavanje koeficijenta r iz ne-

B 20-93095,3 — 2814 - 638,8
~./[20 - 396462, 5 — 2814%][20 - 22112, 34 — 638,87

grupiranih rezultata (tj. rezultata koji nisu grupirani u razrede). 8042,8
Formula za izra¢unavanje = glasi: = 93635 =
NZXY - (ZX)(ZY :
= — ( JET) (13.2)
JINEX? - (EX)NSY? ~ (21?)] . 086

XY = suma umnozaka pojedinih parova rezultata
N = broj parova . .
£X? i £Y? = suma kvadriranih rezultata varijable X i varijable Y.
Primjer. Mjereéi visinu i tezinu 12-godisnjih djecaka u jednoj zagrebackoj skoli
dobili smo rezultate prikazane u tablici 13.5. (X = visina, ¥ = teZina); kolika je
korelacija izmedu visine i tezine kod ove grupe djece? Izratunavanje je provedeno

Kako se vidi, korélacija izmedu visine i tezine prilicno je visoka. Ona je u mladip
Jjudi visa nego kod starijih, jer su mladi ljudi (relativno) proporcionalnije gradeni,
* tj. medu njima jo§ nema mnogo debelih ljudi.

" Zbog relativno velikih brojeva ratunanje ovog primjera dosta je muko‘t.rpnq. No
“koeficijent korelatije 7 neée se nidta promijeniti ako varijabli X ili YV, ili objema

u tablici. . Co . varijablama-dodamo ili od njih oduzmemo neku konstantu. (To slijedi na temelju
) TABLICA 13.5. 'toga 5to se ni standardna devijacija nekih rezultata neée promijeniti ako rezultatima
IZRACUNAVANJE KOEFICIJENTA KORELACIJE r dodamo neku konstantu; a vidjeli smo da se osnovna logika koeficijenta korelacije
Ispitanik X v ) Y2 y? ' Yy zasniva na standardnoj devijaciji, tj, na z-vrijednostima_.) U_naéem Rri.mjeru mogli
- - = "bismo varijabli X (visini) oduzeti konstantu 135, a varijabli ¥ (tezini) konstantu
1 139,5 28,4 19 460,25 806,56 3961,80 “30. U tom sluzaju dobili bismo rezultate prikazane u tablici 13.6.
g %gg:g gg:g fg 82238 ! giggg g;gg:gg . Ako iz 1-ezu1tataAtablivce izratunamo r, dobit ¢emo:
4 142,0 39,4 20 164,00 1552,36 5594,80 \ < ,
5 141,5 31,8 20 022,25 1011,24 4499,70 . NIXY - (EX)(ZY) _
6 137,0 32,7 18 769,00 1 069,29 4 479,90 - = - 2 o
7 1340 2.5 17 956,00 70225 | . 3551,00 \/[NEA 2 - (BX)NEY? - (2Y))
8 137,0 30,2 | 18769,00 912,04 '4137,40
9 143,0 34,4 20 449,00 1183,36 .4919,20
10 135,5 29,6 18 360,25 876,16 . 4010,80 8042.8
11 142,0 34,0 20 164,00 1156,00 4828,00 = 2 = 40, 86.
12 137.0 20,0 18 769,00 841,00 .3973,00 9363,5
13 147,5 35,8 21 756,25 1 281,64 5 280,50 '
14 134,0 28,8 17 956,00 829,44 - 3859,20 : »
15 144,5 36,2 20 880,25 1310,44 5230,90 Kako se vidi, dobili smo potpuno jednaki rezultat kao i prije.
1? iég’g ggg fé ggg’gg ! ?;Eég gz;g’ég N apomen a Kada radimo razlicite statisticke ratune, pa makar ih 1'ad_il§
18 | 1428 302 20 306 25 918 09 4775 mozda i nz pomo¢ dzepnog elektronskog »raéun'ala., znadu se .((':est.o!) dogoditi
19 1485 42:5 | 1806.25 631125 " pugieske u ratunu, nastale bilo oma§kom pri mnozenju ili dljelgenjp, bilo pri prepi-
20 1455 | 368 | 1354.94 5354.40 sivanju-brojeva ili drugih razloga. Stoga ratune valja kontrolirati. To predst;wl;a
B ' e Py —— — P prakeicki dvostruki posao — naravno pod pretpostavkom da kontrolom dobijemo
X =2814,0 TX? = 396462,5 ) XY =93095.3 ists rezultat. A ako debijemo razliéit rezultat (3to se takoder Zesto dogadal), treba
N =20 LY =638,8 : LY” =122112,34 racun obaviti ponovno, tj. dotle dok ne dobijemo dva puta jednaki rezultat.
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TABLICA 13.6. TABLICA 13.7.

Kontrolu raéunanja korelacije r provodite tako da se stupcima tablice 13.3.

. . . . . . : ju jos dva stupca.
Nesto skradeno izratunavanje koeficijenta korelacije r na osnovi podataka iz (lO(l‘aJU Jos dva stupc

tablice 13.5. Skracenje se sastoji u tome da smo od varijable .\ Odblll 135, a od -
varijable ¥ 30. Ispitanik Y ¥ X% 1?2 XV N-Y (¥-Y)
* O ovom dijelu tablice vidi 1 1679 28190,41
. podatke u tablici 13.5! 2 186,1. 34633,21
Ispitanik X Y X7 & Y 3 1665 27722,25
1 -0,5 -16 0,25 2,56 - 038 4 1814 32905,96
2 8,5 7.6 72,25 57,76 . 64,6 5 1733 30032,89
3 -2 -1,5 4 . 2,25 3 6 169,7 28 798,09
4 2 9.4 -4 88,36 | 188 7 160,58 25760,25
5 1,5 1,8 2,25 3,24 2,7 8 167,2 27 955,84
6 -3 2,7 9 . 7,29 -8,1 9 1774  31470,76
7 —6 -3,5 36 12,25 21 10 165,1 27 258,01
8 -3 0,2 9 0,04 [ -06 11 176 30976
9 3 4,4 9 19,36 13,2 . 12 166 27 556
10 -4,5 -0,4 20,25 0,16 1,8 13 183,3  33598,89
11 2 4 .4 16 . 8 14 162,8 26 503,84
12 -3 -1 9 -1 .3 15 180,7 32652,49
13 7,5 5,8 56,25 33,64 43,5 16 1859  34558,81
14 -6 -1,2 . 36 1,44 | 7.2 17 156,9 24 617,61
15 4,5 6,2 20,25 38,44 27,9 ° 18 1728 29 859,84
16 6,5 9,4 T 42,25 88,36 61,1 19 191 36 481
17 -10 -3,1 100 9,61 . 31 20 1823 33233,29
18 2,5 0,3 6,25 0,09 0,75 -
19 8,5 12,5 72,25 156,25 - :| 106,25 3472,8 604 765,44
20 5.5 6,8 30,25 46,24. 374
b)) 14 58,8 542,5 584,34 4433 .

13.3. TESTIRANJE ZNACAJNOSTI KOEFICIJENTA
: : ‘ KORELACIJE r

Stoga je korisno znati za neke postupke koji olaek$avaju kontrolu racuna. O

nekim kontrolama (pri racunanju aritmetic¢ke sredine skraéenim postupkom) bilo

je veé govora. Pri racunanju korelacije taj se postupak kontrole sastoji u tome da se

tablici, uz pomoé ko;e izratunavamo korelaciju, dodaju jos dva stupca, i to stupci

‘Da bismo ustanovili je li dobiveni koeficijent korelacije r znacajan (tj. razlikuje
" li se zna¢ajno od nule bez obzira na predznak), mozemo izraunati ¢, i to prema
formuli:

(X +Y) i (X +Y)> — Dakle, za one koji zele kontrolu obaviti na ovaj naéin, . (N-—2)
evo §to treba uéiniti: u tablici 13.7. prikazana su dva dodatna stupca, 1zvedena na t= T"'ﬁ (13.3)
osnovi podataka tablice 13.5. S o -
Kontrola se sastoji u tome da stupcn X + XY (vidi tabhcu 13.5) moraju - U nasem primjeru, dakle, dobivamo:
odgovarati stupcu £(X — V), aizraz £X? + LY +25 XY, mora odgovarati stupcu VI8 4,24
: . t=0,86- =0,86 —= =7,15.

(X + V)% A0 090
Evo toga racuna: 2 814,0 + 658,8 = 3472, 8. . 0,74 _ '

U ovom sluéaju (kod koeficijenta korelacije r) broj stupnjeva slobode ra¢una
- se: stupnjevi slobode = N — 2, pri ¢emu N znaéi broj parova. Prema tome, na
© tablici t-vrijednosti otitamo grani¢nu vrijednost ¢ na Zzeljenoj razini znacajnosti.
* Ako smo odabrali razinu znacajnosti od 5%, grani¢na vrijednost ¢ uz 18 stupnjeva

396 462, 5 + 22 112,34 + 2(93 095, 3) = 604 765, 44. S

Dakle, nas je ratun bio totan.
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slobode iznosi 2,101. Buduéi da je na3 dobiveni ¢ znatno veéi, zaliuCUJemo da je
ta korelacija statisticki znacajna.

Testiranje znacajnosti korelacije moze se plovestl i dzurraclje tj. otitavanjem
s tablice koja nam pokazuje koliko mora najmanje iznositi » uz odredeni broj
stupnjeva slobode (N — 2) da bi bio znatajan na odredenoj razini zna¢ajnosti. To

je tablica D u Dodatku. Tablica je "dvosmjerna”. tj. pokazuje graniénu vrijednost

r bez obzira na predznak.
Kako se iz tablice vidi, na razini znacajnosti od 5%, a uz 18 stupnjeva slobode

(20-2), koeficijent korelacije » mora iznositi najmanje 0,444, a na razini znacajnosti-

od 1% najmanje 0,561. Premna tome, nad r je ¢ak znatajan na razini koja je manja
od 1% (P < 0,01).

Postanak te tablice moze se protumaéiti virlo jednostavno, a om c1ta001 l\op
su proudili pojmove distribucije aritmetickih sredina uzoraka, ne bi tu vise smjeli
imati teskoc¢a u razumijevanju: kada izmedu neke dvije populacije podataka ne bi
postojala nikakva povezanost (na primjer visina ljudi i njihovi rezultati na nekom
testu inteligencije), pa kada bismo iz tih dviju populacija po slu¢aju izvlagili parove
rezultata (za svakog Covjeka njegov podatak o visini i o njegovoj inteligenciji), i to
uzorke veli¢ine 8 (dakle uvijek po 8 parova), i svaki put nakon izvlaéenja za svaki

uzorak veli¢ine 8 izracunali koeficijent r, dobili bismo — nakon vrlo velikog broja '
takvih izvladenja — simetriénu distribuciju, prikazanu lijevom krivuljom na slici

13.8.

] L
-10 -08 -06 -04 -02 00 +02 +0,4 +0,6 +0,8 +1,0

Slika 13.8. Distribucija 7 koeficijenta korelacije uzoraka velicine 8
parova, kada medu populacijama nema korelacije (lijeva krivulja), i
kada medu populacijama postoji korelacija od + 0,80 '
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Ta bi distribucija imala naravno svoju aritmeticku sredinu, koja bi odgovara-
la pravoj korelaciji izimedu obje varijable, dakle 0 (nula). Kako se iz slike vidi, i
sluc¢ajno bismo mogli dobiti korelacije koje idu sve do gotovo + 1ili —1. Zato iz
tablice D 1 ¢itamo da kod 6 stupujeva slobode (8 parova —2) koeficijent » treba
biti najmanje 0,707 (plus ili minus, svejedno), pa da bi bio statisticki znatajan na
razini od 3%.

Sto bi veli¢ina uzorka bila veéa, ta distribucija korelacija medu uzorcima bivala
bi naravno sve uzom i uzom. Kada bi medu populacijama postojela korelacija,
distribucija korelacija uzoraka veli¢ine 8 parova bila bi drugatija, i to drugacija
za svaku veli¢inu korelacije medu populacijama. Na slici 13.8. prikazana je desno
distribucija korelacija kod uzoraka veli¢ine 8 parova, ako stvarna korelacija medu
populacijama iznosi 0,80.

13.4. IZRACUNAVANJE KORELACIJE r NA VELIKIM UZORCIMA

Ako je N vedi od 80, iztatunavanje koeficijenta korelacije » prema ovom pos-
tupku postaje dugotrajno i naporno, te u tom sluéaju treba rezultate sazeti u
‘razrede, kao §to smo to radili pri skradenom izratunavanju aritmeti¢ke sredine i
“standardne devijacije. Tako sazeti rezultati unose se u tzv. "tablicu s dva ulaza”,
koja sluzi kao osnova daljnjeg ratunanja.

Postoji nekoliko razlicitih natina izratunavanja korelacije grupiranih rezultata,
-ali oni naravno matemati¢ki predstavljaju potpuno ekvivalentne postupke. Mi ¢emo
. protumaiti jedan mozda nesto manje uobic¢ajen nagin, ali je on relativno jednos-
avan i ukljuéuje veé poznate ra¢unske operacije.

Primjer. Kod 9941 Zene izmjerena je teZina (u funtama) i opseg kukova (u
néima) te je dobiveno 9941 tezina i isto toliko podataka o opsegu kukova. Kad
zinu i opseg kukova podijelimo u razrede, te u "tablicu s dvostrukim ulazom”
inesemo rezultate, dobivamo situaciju prikazanu na tablici 13.8.

Kad je tablica ispunjena, registriramo flekvenciju varijable X i varijable Y'(f; i
- fy) 1 dalje izvrsimo iste operacije koje smo radili pri skraéenom izraéunavanju arit-
‘metitke sredine i standardne devijacije: unesemo intervalne udaljenosti sval\oga
‘pojedinog razreda od provizorne aritmetitke sredine (dakle izratunavamo z’ i
-y}, pomnoZimo te udaljenosti s frekvencijama (fx' i fy') i dobivene rezultate
pomnozimo s z’ i y' (fz2 1 fy'?).

Na jednak naéin konstruiramo frekvencije dijagonalnih Celija, i to uvijek tako
“da nam je smjer dijagonale od kuta gdje obje varijable imaju niske vrijednosti u
“kut gdje abje varijable imaju visoke vrijednosti (kada bi smjer bio suprotan, dobili
-bismo koeficijent korelacije pogresnog predznaka!). Tako, na primjer, u dijagonali
oja ide od razreda 170 u varijabli ¥ do razreda 42 — 43 u varijabli X imamo
samo 1 rezultat, u dijagonali 160 — 44 — 45 imamo frekvencije 1, 3, 3, 9, dakle 16
rezultata, itd. Tako dobivamo frekvencije po dijagonali (f4), koje dalje obradimo
a jednak nacin kao i frekvencije varijabli X i Y, tj. izraunamo d', fd' i fd".
‘(Napomen a.Kod d je svejedno u kojem éemo smjeru bl]Jezltl pozitivne, a u
- kojem negativne brojeve.)

Nakon toga izratunamo ove izraze (vidi tablicu!):
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TABLICA 13.8
IZRACUNAVANJE KOEFICIJENATA KORELACLJE r
IZ GRUPIRANIH REZULTATA '

Opseg kukova X

P S| 8|5 F] 2IF|9]3 , , /2
S 3| )82 2| 3|2 8] || | o
220 1f 9l13|20f{10| s3] 8]  424] 3.392
210 3| 15(30|18] 6| 72| 7| ‘504 3.528
200 3| 13| 36(33]20] 2| 107] 6] 642 3.852
190 8| 51| 74|55]14] 1| 203] 5| 1.015] 5.075
180 1| 1] 20f112|126|37] 7| 1] 314] 4| 1.256| 5.024
170 1| 11]111]204] 8110 418| 3| 1.254| 3.762
160 2] 63|286|257] 61] 6 675 2| 1.350| 2.700
150 1| 21]242]450(135| 16| 865 1| 865| -865
140 5| 134]683[434] 48] 1 1.305| 0

130 29| 565(936]156] 9 , 1.695 | —1[-1.695| 1.695
120] 16]252]1.225 390 14 ‘ 1.801 | -2 | -3.782| 7.564
110 30]786] 636| 70| 2 1.524 [ —3| 4572 [13.716
100|169 |445| 63| 2 679 | —4|—2.716 | 10.864
90|102| 38 140 | ~5| —700] 3.500
S E|E| Z12|8|8]2 28R | 5= =
222 —6.155 .65.537

‘H 9'13 l\ll T f=} - o ™M | | © fd dl fdl fdl'l

1 -6 -6 36

w82 2| |g|g|5lglg|s|g| w0 w

RS - = 'ﬁ 51 -4 -204 816

o1 | 180 =3 —540 1.620

::i gl 3| % § 8| 5|3 g 8 § 447 -2 —894 1.788

o | @6 o~ I A o 3 1.112 -1 ~-1.112 1.112

l[ 2.471 0

s , “ 13764 1 3.764 3.764

f1==z(fy”)-§i£§l- _ 1.800 2. 3.600 7.200

d — 195 3 585 1.755

B=z(fz"l)—% . 4 4 16 o4

— T=5120

C=x(fd? - @%L : T = 18.555
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oy (Efy)?
4= 2y _\=JS T
A=3(fy") &
i ) .'L" 2
B =52 - ¢ f\,)
 _ (Zfd)?
=Y 2y
€ = (fa?) - =2
do.bivene rezultate uvrstimo u formulu
' A+B-C
= 13.4
W V) (13.4)
- Prema tome, u nagem primjeru dobili bismo ove vrijednosti:
37884025
A=65537— Ty R 61726,11
1052676
B =25906 — —oodl - 25800,11
26 306 641
= —_—— = 72
C =18555 994l 15908
_A+B-C
~ 2/(4B)

_ 61726, 11+ 25800, 11 — 15908, 72
=T 2. /61796,11-25800,11

71617,50 _ 71617,5

= 5 /T503500 553~ 7osis 089

13.5. IZRACUNAVANJE RANG KORELACIJE "Ro” (o)

Ako su jedna ili obje varijable dane u rangu, tj. rezultati nisu mjerene vrijed-
nosti, ve¢ su dani samo u redoslijedu, ratuna se tzv. "rang-korelacija”, tj. korelacija
meduy rangovima. Kod rangova ne znamo stvarne rezlike medu pojedinim rezulta-

~ tima, nego jedino razlike u rangu. Ako, na primjer, znamo da je trka¢ A stigao na

cilj prvi, trka€ B drugi i trka€ C treéi, oni se medusobno razlikuju za jedan rang (A
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TABLICA 13.9.

prema B i B prema C) ili dva ranga (A prema C), no stvarna razlika izmeduy, . i
' ' IZRACUNAVANIE RANG KORELACLIE p

primieri(e prvog i drugog moze biti mnogo veéa nego izmedu drugog i treéeg, jer

su drugi i treéi mozda na cilj stigli gotovo zajedno. dol\ je prvi trka¢ stigao mnogo
prije 11]111 Cim dakle ne znaino stvarne razlike mecu pojedinim rozultatlmd nikalv- u Diecak Rang prijamn. Rang D D?
preciznu korelaciju ne moZemo izradunati, a takvu preciznu korelaciju pxedqta\ lja aec ispita . u testu
npr. koeficijent r. Citalac ée se sjetiti da se koeficijent r temelji na wmnosku z-
vrijednosti, dakle upravo na udaljenosti pojedinog rezultata od aritmeticke sredine, A l) :13 (1J (1)
Kao 3to rekosmo. kod rang-korelacije uzimamo u ra¢un samo 1411&,0\9 i m7111\e C :_5 15 12 144
medu njima, a te su razlike podjednake: razlika izmedu ranga 2 i 3 jednaka je D 4 4 0 0
razlici izmedu rangova 6 1 7, makar su stvarne razlike medu rezultatima mozda ' E 5 2 -3 9
veoma razlicite. Za razliku od Pearsonova r koeficijenta, kod rang-korelacija nije F 6 5 -1 1
potrebno da varijable budu u linearnom odnosu. i ) G 7 10 3 9
Najpoznatija rang-korelacija je korelacija p (€itaj: ro), koja se izraéunava prema H 8 12 4 16
formuli: -2 e L 9 6 -3 9 .
Ro—1_ S D7 (135 o 10 8,5 1.5 2,25
N(N2-1) & K 11 11 0 0
L 12 14 2 4
' By 13 - 7 -6 36
pri cemu D znadi diferenciju izmedu rangova prve i druge varijable. N 1‘_1 .85 —9.5 32’25
Rang-korelacija daje samo pribliznu indikaciju asocijacije izmedu dvije varijable Q 1 13 2
i opravdano ju je upotrijebiti samo onda ako se ne moze izratunati r-korelacija. ©D?* = 265,50

Primjer. 15 djetaka testirano je jednim testom inteligencije, a njihov, nastavni
poredao ih je po rangu uspjeha, na prijamnom ispitu. Kolika je l\orelacua izmed
uspjeha u testu i uspjeha na prijamnom ispitu?

© Uvrstimo li .dobivene vrijednosti u formulu (13.5), dobivamo:
6-265,5
=1-———=1-0,474 = +0,526.
Ro=1-15"m e
Zbog Jednosta\ nijeg i kra¢eg ratunanja moZe se pri izratunavanju kmelacue
koristiti tablica 13.10. u kojoj se nalaze reciprotne vrijednosti izraza 6/N (N2 —1).

Na ispitu i u testu dje¢aci su postigli ove rezultate:

Djecak: ABCDEFGHIJKLMNDO “Da bi se dobio p, potrebno je izraz ED poduelmbrOJemutabhm i rezultat odbiti
Rang na - . od 1. U nasem primjeru vrijednost u tablici iznosi 560 (N = 15), pa, prema tome,
prijamnomispitu 1 2 3 4 5 6 7 § 9 10 11 12 13 14 15 dobivamo: s 5
Bodovi . 3, . -
. =1- =1-0,474 =0, 526.
u testu 22 19 6 18 20.16 11 9 15 12 10 7 13 12 8 Ro=1- ~55 =1-0,474=0,520

Ako postoji relativno velik broj zajednigkih rangova (tzv. ”vezanih” rangova),
tj.'ako ima mnogo slucajeva da dva ili vise ispitanika zauzimaju isti rang, potrebno
je izvriti odredenu korekturu u ra¢unu. (Neki statisticari tvrde da je to potrebno
‘uéiniti ako je vise od 1/4 svih rezultata vezano u zajednitke rangove. No i to se
¢ini prestrogim zahtjevom). .
. Ne izvrdimo li korekturu, to moze dovesti u krajnjim sluajevima do besmis-
" lenog rezultata. Evo dokaza: pretpostavimo da jedna varijabla daje rezultate u ran-
govima, koji idu od 1 do N, au dlugoy su varijabli svi rezultati jednaki, pa prema
tome svi zauzimaju isti rang. Ako su svi rezultati jednaki, njihov srednji rang iznosi
{N +1)/2. Oznacimo li rezultate tim prosjetnim rangom, i izratunamo li koeﬁcuent
. dobit ¢emo korela aciju od +0,5. 3to je ofito besmislica, jer je korelacija zapravo 0.
, u tom sludaju izratunamo », dobit éemo r = 0.) Taj slu¢aj ocito pokazuje da
vezani” rangovi umjetno povu:vam rang- -korelaciju: 5to je vezanih rangova vide,
to je distorzija rezultata veca.

Treba, dakle, poredati dje¢ake po rangu i u testu inteligencije. Ispitarici koj
su postigli jednaki rezultat, dobivaju i jednaki. rang, koji se izratunava tako da se:
zbroje rangovi koje bi oni zauzimali, i podijele brojem tih rangova. Na primjer;
ako ispitanik X treba da dode u 7..rang, ali i ispitanik ¥ ima jednaki rezultat,
onda ¢e svaki od njih zauzeti (7 + 8)/2 = 7,5-i rang. Ako npr. iza 9 ranga slijede
3 ispitanika s jednakim rezultatom, svaki od njih ée zauzeti (10 + 11 + 12)/3 =
11-i rang. (Pazi, idudi ispitanik iza ove trojice zauzeti ¢e trincesti rang!)

Najbolju kontrolu, da u rangiranju nismo preskocili neki rang, odnosno koji =
rang ratunali dva ili vise puta, postizemo tako da zbrojimo sve rangove. Nijithova~
N(N +1)

2

suma mora biti:

Postupak izracunavanja rang-korelacije prikazan je u tablici 13.9.
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Napomen a Ako neme zajednickih rangova, 4; i Ay su nule, i formula

TABLICA 13.10.
(13.7) se svodi na izvornu formulu 13.5:

Da bi se dobic p, dobiveni izvaz £D? treba podijeliti odgov: aram(xm brojém u
tablici i dobiveni rezultat oduzetiod 1 -

M_—___) —YD*-0-0 N(N? 1 2
_ N(N?-1)-6ZD"

N N . N NV = - N(N2_7)
10 165 30 4495 ‘ 50 20825 \/{ 5 } { -2:0
11 220 31 4960 51 22100 R
12 286 32 5456 - . 52 - 23436 _N@E-1)  6TD? 6D~
13 364 33 5984 - 33 24 802 TON(N? - ) N2 1) - N(N2-1)
14 455 34 6545 | 54 26235 . . e . . . . ..
15 560 35 7140 55 27.790 Nize je na.veden jedan izmisljeni primjer u kojem svi rezultati jedne varijable
16 680 36 7770 56 29260 zauzimaju isti rang:
17 816 37 8436 57 30856 - - o v - 2
18 969 38 9139 58 32509 3 110 Ranlg X Rar;g ¥ ? D4
19 1140 39 9880 . .59 34220 8 10 9 3 1 1
20 1330 : 40 10660 60 35990 710 .3 3 0 0
21 1540 41 11480 61 37820 6 10 4 3 1 1
22 1771 42 12341 62 39711 5 10 5 3 2 4
23 2024 43 13244 63 41664 >
24 2300 44 14190 64 43680 ED° =10
25 2600 45 15180 65 - 45760 .
26 2925 46 16215 66 47905 Ro=1-329 1 _05=05
27 3276 47 17296 67 50116 . 5.24
28 3654 48 18424 58 52394 = Kal\o se vidi, Ro bez korektuxe iznosi 0,50, 3to — kako je veé upozoreno — nije
29 4060 49 19600 69 54740 logiéno. Provedemo li korekturu prema opisanom postupku, dobit éemo:

" P AN za varijablu X' =0

Stoga, kao §to je veé reteno, u takvim sluajevima primjenjujemo korekturu u 5. 24

ratunu. Postoji nekoliko predlozenih natina korekture, no neki od njih u pojédinim
slu¢ajevima dovode do apsurdnih rezultata, te sam odlutio prikazati jedan od tih'
natina koji se ¢ini relativno najboljim (sli¢an je nalin u nas predlozio i Krkovié u.:
¥ Alternativna formula za izratunavanje koeficijenta korelacije medu rangov1ma”,-
"Revija za psihologiju”, Vol 3, br. 1 — 2, 1973, str. 31)..

Da bi se korektura mogla provesti, potlebno je najprije’ izvesti neka
preracunavanja za zajednicke rangove. Preratunavanje se sastoji u tome da se za:
sve zajednicke (”"vezane”) rangove izratuna izraz " A”, koji je ratunski definiran:

ovako: ey
k(2 ~1)

4" za varijablu ¥ = =10.

Prema tome, veé u brojniku formule 13. 7. dobivamo: 20 - 10 — 0 — 10 = 0,
“dakle lang-korelam]a je 0.

Ako situacija nije toliko ekstlemna kao u iznesenom primjeru, upotrebom for-
‘mule s korekturom za zajednitke (vezane) rangove koeficijent rang-korelacije samo
nesto malo se smanjuje, pa se primjena korekture zapravo — nije isplatile (jer male
razlike u koeficijentu, koji je ionako dosta gruba aproksimacija stupnja povezanosti,
nemaju prakti¢ne vrijednosti.

Evo nekoliko primjera Ro koeficijenta korelacija s dosta vezanih rangova. Nave-

A= 12 (13.6) - deni su i\oeﬁcqentl bez korekture i s korekturom
pri ¢emu k = broj rezultata vezanih u'isti rang. "N Broj vez. langova Ro bez kor. Ro sa korekt.

Ako su npr. 2 rezultata vezana u isti rang, 4 = 2(4—1)/12 = 0, 5; ako su vezana - 4 2-2 0,95 0,949

3 rezultata, 4 = 3(9 — 1)/12 = 2, itd. Po3to smo izratunali sve 4 za jednu i.drugu - 8 2-4 0,88 0,87

varijablu, zbrojimo sve A vrijednosti jedne varijable (X.4,) i sve A vrijednosti druge : 8 2-4 0,31 0,22
varijable ( £.4,), i rang-korelaciju izratunamo prema formuh 16 2-7 0,876 0,868
N(N?-1) . 16 2-7 0,218 0,108
_ — 5 " EDT-IA-T4 Co 20 5-3 0,984 0,983
Korig. Ro = : = — (13.7) 20 2.3 0,678 0,668
NNZ-1) oo, TN -1) ey ' 20 2-10 0,876 0,867
6 - 6 =52 20 210 0,199 0,087
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Kako vidimo, promjene su vrlo male, pogotovo kod visokih koeficijenata. - Kao
osnovno pravilo vrijedi ovo: razlika izmedu korigiranog i nekorigiranog koeficijenta
postaje to veca §to su razlike medu rangovima jedne i druge varijable vece, dakle
5to je korelacija niza. v

Rang-korelacija p nije zapravo nista drugo nego korelacija r primijenjena na
rangove! Evo dokaza: '
Uzmimo da su dva nastavnika ovako rangivali svojih 10 ucenika:

Rang Rang
Ucenik 1. nastavnika 2. nastavnika D D?

A 3 3 0 0
B 5 7 2 4
C 7 4 3 9
D 8 10 2 4
E 6 b) 1 21
F 1 2 1 1
G 10 8 2 4
H 4 6 2 4
I 2 1 1 1
J 9 .9 0 0

LD? =28,

6D? 168
Ro=1 NV =) =1 990 = 1-0,17=0,83.

Kada bismo na tim istim rezultatima jzracunali koeficijent kore]ac:ije'.r, dobili
bismo ovo (tko ne vjeruje, neka provjeri!): .
TX =55 TY =53 IX2=2385 IY2=385 SXY =371
Unesemo li te podatke u formulu 13.2, dobivamo:
. (10-371) ~ (55 - 55) _ 685 _ 0 as
VI(10-385) — 552][(10 - 385) — 552] 825

Kako se vidi, rezultat je jednak.

Ako imamo * vezanih™ (zajednickih) rangova, do¢i ée do odredene razlike izmedu
rezultata izraéunatog uz pomo¢ formule za r i formule za p, tj. dobiveni 7 to¢no ce. -

odgovarati rezultatu samo ako za izratunavanje p upotrijebimo formulu (13.7),
tj. formulu za korigiranu rang-korelaciju. (Iz toga proizlazi koristan praktiéni
zakljutak: ako raspolazete dzepnim kalkulatorom, koji izra¢unava r, raéunajte
pomoéu njega i p korelaciju, jer éete dobiti p koji je veé¢ korigiran s obzirom na
vezane rangove.) : ‘

No, razumljivo je da tako izra¢unani r nema ono isto znaéenje kao r izradunan
na mjerenim vrijednostima neke intervalne ili omjerne skale (o intervalnim i om-

jernim skalama bit ¢e rijeci u posebnom poglavlju!). Drugim rije¢ima, takav 7 je

znatno.manje precizan, pa ga zato i ne nazivamo r-koeficijentom, nego je dobio
drugo ime, tj. rang-korelacija. Dobio je ujedno i mnogo jednostavniju formulu,
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koja, naravno, vise ne mora voditi ratuna o relativnom polozaju pojedinog rezul-

~tata medu drugim rezultatima (dakle o z- vrijednosti nekog rezultata), nego vodi
ratuna jedino o razlikama medu rangovima.

Upotreba formule za  na rangovnim rezultatima odgovarala bi donekle situaciji
u.kojoj biste se nasli da kao iskusan vozat automobila sjednete za volan nekoga
djetjeg automobila na “autodromun” te se u voznji ponasate vrlo precizno: pre-
bacujete mjenjaé.brzina (a on je u vozilu samo ukras i ne sluzi nicemu), precizno
okredete volan (a on mozda samo reagira na velike pokrete), dodajete i oduzimate
»gas” (iako on mozda radi samo po principu "sve ili nista”) itd., dakle ponasate
se kao da ozbiljno vozite. Tako i koeficijent korelacije r uzima u obzir finese koje
u rezultatima ne postoje, i stoga, naravno, u tom sluaju niti ne moze biti nista
preciznija mjera povezanosti od jednostavne mjere koeficijenta rang-korelacije.

Pearsonov koeficijent korelacije 7 — osim §to pretpostavlja mjerene vrijednosti,
a ne rangove — pretpostavlja i simetriénost raspodjele obiju varijabli (¢ak, prema
nekim statistizarima, pretpostavlja normalnu raspodjelu varijabli). Ako je neka od
raspodjela asimetri¢na, koeficijent r (koji vodi ratuna o z- vrijednostima, a one
imaju smisla samo kod manje-vise normalne raspodjele!) dao bi nam iskrivljene
rezultate i U tim sluéajevima valja upotrijebiti koeficijent rang-korelacije. Ako tako
uéinimo, onda, dakako, treba prethodno rangirati postojece rezultate, i tek na ran-
govima izvrsiti ratunanje. Rangiranje se mozZe provesti u bilo kojem smjeru, ali

1ora biti provedeno na isti naéin u obje varijable: ako najvifem rezultatu u va-
rijabli X damo rang 1, motamo i u varijabli ¥ rang 1 dati najviSem rezultatu.

' Ako, naprotiv, rang 1 dajemo najnizem: rezultatu, moramo to uéiniti jednako u
‘obje varijable. Nepridrzavanje tih pravila neée doduse djelovati na wisinu koefici-

jenta rang-korelacije, ali ¢e izmijeniti predznak, Sto nas moze navesti na potpuno

‘pogresan zakljucak!

N a p om e n a: Treba ipak upozoriti da ima (doduse rijetkih) situacija, u ko-

‘jima Ro koeficijent korelacije ima prednost pred r koeficijentom! To je slucaj onda,

ko kod mjerenih rezultata postoji neki veoma ekstreman rezultat. U jednom dija-

“gramu rasprienja (skater-dijagramu), rezultati dviju varij abli mogu tvoriti povrsinu

koja oéito upuéuje na negativnu korelaciju, ali ako se jedan izrigito ekstreman rezul-

“tat nalazi na visokim vrijednostima varijable X i varijable Y, on moze "pretvoriti”
‘1 koeficijent korelacije u — pozitivnu povezanost!

13.6. TESTIRANJE ZNACAJNOSTI RANG KORELACIJE Ro

Buduéi da rang-korelacija predstavlja samo aproksimaciju koeficijenta poveza-
nosti izmedu dvije varijable, to neki statisticari smatraju da nema pravog smisla
izratunavati znatajnost rang-korelacije p. Ipak, ako N nije vrlo mali (N < 10),
znatajnost rang-korelacije moze se izratunati prema formuli:

t=Ro (13.8)

U nasem primjeru iz tablice 13.9, dakle, dobivamo:

. [ 13
t—0,526. 0’—723—322—2,24.

Buduéi da kod p korelacije broj stupnjeva slobode iznosi N — 2, iz t-tablice uz
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13 stupnjeva slobode vidimo da na razini znacajnosti od 5% grani¢na vrijednost ¢
iznosi 2,16, pa, prema tome, zaklju¢ujemo da je na$ p statisticki znacajan.

Kao i kod r korelacije, i kod rang-korelacije mozemo takoder iz tablice ogitati.
koliko najmanji mora biti p (uz odredeni V) da bi bio-statisticki znacajan (tj. da bi
se znatajno razlikovao od nule). Najmanje vrijednosti koeficijenta rang-korelacije,
potrebne da bi, uz odredeni IV, p bio znatajan, oznatene su u tablici E1 u Dodatku,
Znacajnost je navedena na razini znacajnosti od. 3% i 1%. .

Nastanak tablice E1 relativno je lako protumaciti. Zamislimo da je N = 2: Ako
u osnovi (u populaciji) nema nikakve korelacije izmedu dvije var lJablc ipak kod
N = 2 mozemo pukim sluc¢ajem dobiti ove kombinacije: .

‘RangX: 1 2 3
RangY: 1 4 3

Ot
B Ot

Da bismo izracunali rang korelaciju, potrebno je prethodno izra¢unati izraz S,
aon se racuna tako daseu 1’ \an]abll svaki rang usporedi s ostalima, koji su desno
od njega, pa ako je onaJ drugi veci, onda se upise +1, a ako je manji, oznadci se sa
—1.-Konkretno, nas prvi rang u varijabli ¥ je 1. Idudi rang je 4, pa stoga upisemo
oznaku +1.-Iza toga je rang 3, dakle opet +1, pa 5 (takoder +1), i konaéno rang 2
(+1). Nakon 3to smo tako broj 1 usporedili sa svima ostalima, prelazimo na iduci
rang, tj-na broj 4. Kad ga usporedimo s iduéim, tj. s brojem 3, stavljamo znak —1
(jer 3 je.manje od 4), kod usporedbe s 5 oznalka je +1, i kod usporedbe s 2 oznaka je

Rang varijable X Mogudi rangovi —1. Na redu je rang 3, itd, te konacno imamo sve podatke za izratunavanje izraza
’ varijable 1 S
: . ;s +1 +1 +1 41 -1 +1 -1 41 -1 -1 =2
1 1 2 (N a pomen a: buduéi da imamo usporedivanje svakog ranga sa svakim, pos-
9 . 2 1 .'toji N(IN —1)/2 usporedbi, §to u nasem slucaju iznosi 10.) Kada bi rang u varijabli
‘ =Y bio potpuno pravilan, i kretao se (kao i u varijabli X) od 1 do 5, onda bismo
Ro korelacija = +1 -1 imali 10 puta oznaku +1, 3to znagi da maksimalna vrijednost S iznosi N(N —1)/2.

Koeficijent Teu je odnos izmedu nadene vrijednosti S i maksimalne vrijednosti
S, dakle: . s

Tau = W(N.—_l—) (139)

Kako se vidi, kod N = 2 uopée ne mozemo dobiti p = 0, nego imamo 50
vjerojatnosti da ¢emo slucajno dobiti p = +1, i takoder 50% vjerojatnosti da ée g
biti —1. Iz toga proizlazi da p korelacija kod-N = 2 nipos§to ne moZze biti statistic
znacajna. Ako je N = 3, onda imamo 6 mogucih slu¢ajnih kombmacua rangova,
prema "zakonu permutacije”, tj. 3-2-1 = 6. To se, kako znamo (vidi 3. poglavlje);:
biljezi izrazom 3! (a tita se "tri faktorijel”). Evo tih 6 moguénosti: L

U @aéem slu¢aju Tau dakle iznosi 2/10 = 0,2 '
Tau moze poprimiti sve vrijednosti od —1 do +1, $to je potpuno logi¢no: kod
1izracunati S je maksimalan, dakle N (NN —1)/2, ali negativan, a kod +1, tj. kada

Rang varijable X Moguéi rangovi varijable ¥ e i rang u varijabli Y identican rangu u varijabli X, S je maksimalan i pozitivan.
- - Kod wezanih (zajednickih) rangova postupa se na jednak naéin kao §to smo
1 1 1 2 2 3 3. radili i kod Ro koeficijenta korelacije, tj. svi elementi istog ranga dobivaju jedan
2 2. 3 1. 3 1 2 prosjeéni rang. Usporedba dvaju jednakih rangova u Y varijabli donosi rezultat 0,
3 3. 2 3 1 2 1 4 ako postqje vezani rangovi u X varijabli, to povlagi za sobom vrijednost 0 za
Ro= +10 405 +055 -0,5.-05 -10 korespondentne usporedbe rangova u varijabli ¥
Evo dvaju primjera:

Kako se vidi, vjerojatnost da ¢ée rang-korelacija (ako medu populacijama nema’
korelacije) sluéajno biti + 1, iznosi 1/6, odnosno oko 16,7%. No kako mi radimo:
s "dvosmjernim” tablicama, vjerojatnost da ée p koeficijent slucajno biti +1 ili’
—1 (dakle po velicini 1) je 2/6 ili oko 33,3%. Tek kod N = 5 imamo 5! = 120:
moguéih kombinacija, od kojih dvije sacinjavaju korelaciju visine 1, pa mozemo:
tada korelaciju od 1 smatrati statisticki zna¢ajnom na razini P < 0, 05.

@ X 1 2 3 4
Y 2 3 45 45

— o

6
6

S= 41 +1 41 =1 +1 41 +1 -1 1 0 -1 41 -1 +1 +1 =6

—
o
~
>~

—

[$1%

-

o

w

(<}

— Ut

‘ 5
13.7. KENDALLOV KOEFICIJENT RANG KORELACIJE "Tau” (7) ) 6
Danas se mnogo upotrebljava jos jedan koeficijent rang korelacije, tj. Kendallov' S§=0 +1 +1 -1 +1 +1 +1 -1 +1 0 -1 41 0 0 0 =4
Tau (7). Njegovo izratunavanje nesto je kompleksnue od izratunavanja Ro koefim-'
jenta, a najjednostavnije se provodi na nacin koji ¢emo oplsatl

Ako rangove varijable X i ¥ xspxsemo jedne ispod drugih, i to tako da vauJablu
X poredamo pravilno po rangu, dobit ¢emo (pod pretpostavkom da se radl $amo 0
pet rangova) recimo, ovakav rezultat:

' Formula za izratunavanje Tau kod vezanih rangova nesto je drugatija, i ona

- S
Tau = VO2ZNIN-1)-TLJ1/2 N(N -1) - T, (13.10)
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pri temu Ty = 1/2 sume t.(tx — 1), a Ty, = 1/2 sume #, (¢, — 1), a &y, i t oznaduju
broj rezultata vezanih u jedan rang. (N apomen a: ako nema vezanih langova

o¢ito je da se formula /13.10 / svodi na formulu /13.9/).
U primjeru (b) za varijablu X' imamo najprije 2 rezultata u vezanom ran5u (1
i 1,3) , nakon toga 3 rezultata u vezanom rangu (5, 5, 5).
Dakle:
T,=1/2 2(2-1)+3@3-1)=1/2 8§=4

U varijabli Y imamo: .
T,=1/2 2(2-1)=1

Dakle Tau iznosi:
4

- /2 6(6—1) “qi26(6-1) -1
= 4 =0,32
\/(15—4) M5-1 154

13.8. TESTIRANJE ZNACAJNOSTI KOEFICIJENTA
KORELACLIE Tau

Testiranje znaéajnosti koeficijenta Tau lako se provodi kod ratuna bez vezanlh

rangova, a znatno je komphmranue kod vezanih rangova.

Ako Je N veéi od 10, i ako nema vezanih rangova testiranje se provod1 tako
da se najprije testira statlshcka znatajnost izraza S. To se izvodi pomoéu donje

formule (kojom se procjenjuje varijanca distribucije uzoraka izraza S):
N(N -1) (2N +5)
18

Varijanca S =

Nakon toga se apsolutna vrijednost prethodno dobivenog S smanji'za 1, i pbdif

jeli standardnom devijacijom S (dakle korijenom formule 13.11):
IS ~ 1]
T /N(N-1) 2N + 5) /18

Kao sto iz naziva formule vidimo, radi se o JeanJ z-vruednostl pa prema tome i
o normalnoj raspodjeli. Iz toga slijedi, ake je z veéi od 1,96, smatramo da’'je Tau
statisticki znacajan na nivou znagajnosti nizem od 5%, a ako je z veéi od 2,58;
onda je Tau znacajan na nivou nizem od 1%. U nagem primjeru (S = 2) imamo

dakle ovu situaciju:
_ 2 -1 _ 1 1
V5(B-1) (10+5)/18 20-0,83 4,07

Korelacija mJe dakle statisti¢ki znagajna (5to je i logi¢no, jer na tako malom N

korelacija iznosi samo 0,2).

Kada bi kod ovih 5 rezultata postojala maksimalna korelacija (Tau = +1
onda bi — kako znamo — izraz S bio maksimalan, tj. N(N —1)/2, dakle 10. U tom

sluaju znacajnost bi bila:
z=19/4,08 = 2,20

pa bi takva korelacija bila statisticki znatajna na nivou od 5%. Ako pogledamo
Tablicu E u Dodatku, koja nam pokazuje grani¢ne vrijednosti Ro koef. korelacije,

' (13.12)
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vidjet ¢emo da kod N = 5 Ro mora iznositi 1, da bi bio statisti¢ki zna¢ajan. Kod
Tau imamo dakle jednaku situaciju, 5to je i logi¢no.
AMedutim, opisani postupalk provodi se kada je N veéi od 10, a nas prvi primjer

- sastoji se samo od 3 rangova. Ako je N manji od 10, koriste se tablice, koje su
*u razli¢itim knjigama razlicitog oblika. Izmedu njih izabrali smo jednu koja spada

medu najjednostavnije’i najrazumljivije, i to samo za slutajeve kada nema vezanih
rangova. Lo je tablica E2. (Za sluéajeve vezanih rangova tablice su velike po opsegu,

{ nismo ih ovdje navodili; ¢italac, koji je posebno zainteresiran za te tablice, moze

ih naéi u knjizi Harsbarger, T.R: Introductory statistics: A decision map /vidi liter-
aturu). U tablici E2 u Dodatku navedene su grani¢ne (kriti¢ne) vrijednosti S (dakle
brojnika formule Tau koeficijenta)za uzorke veli¢ine 3 do 10. Ako je nas dobiveni S
jednak ili veéi od onoga navedenog u tablici, Tau je statisticki znacajan (na nivou
navedenom na vrhu tablice) Primijenimo li ovu tablicu na nas prvi primjer sa pet
rangova (u kojem smo dobili Tau = 0,2), vidimo da kod N =5 S za jednosmjerni
test mora biti najmanje 8 (a za dvosmjerni test 10), pa iz toga proizlazi da nas Teu
nije statisti¢ki znacajan.

Uostalom, veé iz iskustva s Ro koeficijentom znamo da tako niska korelacija
na tako malom uzorku ne moze biti statisti¢ki znatajna. — Ako medutim postoje
vezani rangovi, izratunavanje zna¢ajnosti Taeu koeficijenta znatno je kompliciranije.
U dilemi da li u ovaj udzbenik unijeti i taj postupak, ili ga izostaviti,sama formula
za testiranje znacajnosti kod vezanih rangova nametnula je odluku: formula je
dugatka Cetiri puna reda! Stoga je odlu¢eno da to podruéje ne ude u tekst, a ako je

nekom Eitaocu upotreba te formule posebno vazna, onda moze podatke o njoj naéi

" u knjizi: Ferguson: Statistical analaysm in psychology and education, McGraw-Hill,

1966, str. 223.

'13.9. USPOREDBA IZMEDU Taz I Ro KOEFICIJENATA

Ako se upitamo koja je razlika izmedu rang korelacije Ro i rang korelacije
Tau, mozemo reéi ovo: §to se tice krajnjeg rezultata ratuna na istom materijalu,

-razlike prakticki uvijek postoje i gotovo uvijek je izraz Tau ni% od izraza Ro.

Statistizari smatraju Tau boljim. od Ro, jer je aproksimacija normalne raspodjele
(kod testiranja statisticke znagajnosti koeficijenta korelacije) mnogo bolja kod Teu
koeficijenta. No, s druge strane; kod Ro l\oeﬁcuenta posjedujemo tablzce koje nam
pokazuju gTamcnu \ujednost koeficijenta, znaca_]nu na nekom odredenom nivou
znafajnosti, pa nam aproksimacija normalnosti nije niti potrebnal!

Ako je zbog posebnih razloga vaZno naglasiti velike razlike medu rangovima,
onda je Ro koeficijent pogodniji, jér on kvadrire razlike, ¢ime se vise naglasavaju
veée nego manje razlike. .

Inacée, Tau ima jo§ i ove prednosti:

(a) Kendall je razradio postupak kopm se uz pomoc Tau koeficijenta moze
izratunatati i parcijalna korelacija, a to nije mogude racunati uz koeficijent Ro.
(Tzratunavanje parcijalne korelacije uz Tau bit ée opisano u poglavlju o parcijalnoj
korelaciji.)

(b) Tau koeficijent korelacije moze se koristiti i za koreliranje jedne orclinalne
vau]able (rangow) s jednom (lzhofomnom nommalnom \anjablom (npr.”’ proéao

"pao”, "ziv" — "mrtav”, "mudkarac” — "zena”). (To ¢e takoder biti opisano, i
to u posebnom poglavlju.)
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X +1 +1 41 +1 -1 +1 -1
Y O +1 +1 +1 +1 +1 +1 -1
Umnozak +1 +1 +1 +1 -1 +1 +1 =35

(¢) Ako se Tau ratuna na nedto drugaciji nacin, nego §to je opisano, moguée
je veé¢ dobivenom rezultatu korelacije dodati jedan ili vise novih rezultata, a dg -
pri tome nije potrebno éitav racunski postupak ponavljati, veé jedino treba nesto
dodatno izracunati.Taj éemo postupak sada rastumagiti.

Taj se postupak moze primijeniti kada ne unosimo rangove u racun, veé.ori-
ginalne myjerene rezultate. Osim toga, varijabla X' se ne rangira, veé se rezultati
upisuju bhilo kojim redom. Evo primjera:

Recimo da u jednom ispitivanju dobijemo ove rezultate u dvue varijable za
sedam ispitanika:

Taj dobiveni broj treba pribrojiti prethodno dobivenom S, pa dobivamo S =
12 + 5 = 17. Druge karakteristike, osim §to se poveéao N, nisu se promijenile, pa
stoga zavrsni racun glasi:
: Tau 17 17
¢ = =
VI(56/2) - 0][(56/2) = 1] V750

=0,62

ISPITANICT | , 13.10. INTERPRETACIJA KOEFICIJENTA KORELACILJIE
VARIJABLE A B C D E F G . . .. . .
X 45 51 59 47 60 48 61 -Jedna od ¢estih pogresaka u interpretaciji koeficijenta korelacije sastoji se u
Vv 13 15 12 10 16 13 18 tome da se visina koeficijenta korelacije interpretira kao postotak zajednickih fak-

tora; drugim rije¢ima, ako korelacija iznosi, pretpostavimo, 0,70, smatra se da to
znadi da u obje varijable postoji 70% zajednickih faktora. To nije toéno. Postotak
zajednickih faktora je manji od broja izrazenog u korelaciji, i to sve manji §to je
korelacija niZa. Priblizno mozemo odrediti koli¢inu zajednickih faktora uz pomoé
. tzv. "koeficijenta determinacije”, tj. kvadriranjem koeficijenta korelacije. Dakle,
ako korelacija iznosi, na primjer, 0,70, postoji samo oko 0, 70%, dakle 0,49, tj. 49%

U ovom postupku moramo za obje varijable izratunati sve razlike medu rezul-
tatima (pri cemu nista ne smeta 3to ti rezultati nisu ranglram)
Evo tih razlika (vidi o tome u prijasnjem ratunu) :

A prema ostalima B prema ostalima - C prema ostalima zajednickih faktora, kod korelacije 0,90 postoji oko 81% zajednickih faktora, itd.
X +1 41 +1 41 +1 +1 41 -1 +1 -1 +1 -1 +1 -1 +1 Jedino kod korelacije 1,0, sto posto faktora su zajednicki faktori.
Y +1 -1 -1 41 0 +1 -1 -1 41 -1 +1 - -1 +1 +1 '+1 ~ Iz'ovog primjera vidimo da npr. dva puta veca korelacija zna&i znatno vise od
D cali E pre ialima  F tali dva puta veée povezanosti. Naprimjer, r = 0,30 i r = 0,60 znace u prvom slucaju
, prema ostauma prerlna o]s' ima prema ostalima 9% zajednickih faktora, a u drugom 36% zajednickih faktora. Dakle, dvostruko veéi
i&, Ii i} Ii ‘ :1 :::1 Ii koeficijent korelacije znagi Cetiri puta veu povezanost, trostruko veéi koeficijent
korelacije znati devet puta vecu povezanost.

Hoéemo li neku korelaciju proglasiti.” visokom” ili *niskom”, ovisi o nizu faktora,
kao, primjerice, koje varijable mjerimo, kolika je znacajnost toga koeficijenta, koliki
je varijabilitet grupe, itd.,a najvise zavisi o "kontekstu”, tj. o konkretnoj situaciji.
Kad bi npr. u razmaku od jednog sata dva puta mjerili tezinu istim ljudima, pa
kad bi izmedu prvog i drugog mjerenja dobili korelaciju +0,70, zakljucili bismo da
je to vrlo niska korelacija, jer u ovom slu¢aju opravdano otekujemo da bi slaganje
moralo biti znatno vele. Naprotiv, kad bismo traZili povezanost izmedu krvnog
tlaka i velicine podlaktice, i kad bismo dobili korelaciju +0,40, zakljuéili bismo da
je to visoke korelacija, jer u ovom sluaju ne ocekujemo (veé iz iskustva) slaganje
izmedu te dvije varijable. (Eventualno bismo mogli ocekivati vrlo nisku negativnu
korelaciju, jer je veli¢ina podlaktice u pozitivnoj korelaciji s tjelesnom visinom, a
tjelesna visina u niskoj negativnoj korelaciji s krvnim tlakom.)

Sada treba medusobno pomnoZiti korespondentne vruednostl zaXiY van_]able,j
pa ¢emo dobiti:
+1-1-1+10+1/ - 1+1+1+1+1/+1+1—1+1/+1+1+1/+1+1f
/+1=12=S8.
(N apom en a: sada italac moze vidjeti prednost u pocetku opisanog pos-
tupka kada se rangovi varijable X poredaju po rastyem rangu: tada se u toj’
varijabli sve razlike rangova biljeze sa +1, pa ih zbog toga ne treba niti racunati,
jer ukupni rezultat ovisi samo o sumi jedinica u varijabli Y1) _
Buduéi da u varijabli X" nema vezanih rangova Tz = 0. U varljabh Y imamo 2'
vezana ranga, pa Ty iznosi 1/2-2(2-1) =1
Primjenom formule (13.10) doblva.mo

Tau = S . » Ako je mjerenje provedeno na velikom broju slucajeva, onda kao grubae aproksi-
T MRN(NSD-Tl2N (N=-1 =T macija visine povezanosti izmedu dvije varijable moze posluziti donja tablica za
vIt/2 N ( ) x][ / ( )= T koeficijent korelacije 7:

12 _
T VI(42/2) - 0)[(42/2) - 1]

Ako se sada pojavi neki novi rezultat za novog ispitanika H, koji, recimo, glasi 57
u varijabli X, i 17 u varijabli Y, potrebno je izragunati’ Jedlmce jedino izmedu-
svih ostalih 1sp1tamka i 1sp1tamka H: u varijabli X izmedu A i H je +1, izmedu B
i H +1, izmedu C i H +1, itd. Za obje varijable to _|e dolje navedeno: )

T od 0,00 do % 0,20 znaéi nikakvu ili neznatnu povezanost

T od * 0,20 do * 0,40 znaéi laku povezanost

T od + 0,40 do + 0,70 znadi stvarnu znacajnu povezanost

7 od % 0,70 do £ 1,00 znaéi visoku ili vrlo visoku povezanost.

Pitanje interpretacije koeficijenta korelacije ne mora se, medutim, svoditi samo
- na pitanje §to medusobno koreliramo, i kakav rezultat o¢ekujemo, nego ono moze
biti i kompliciranije. Visina korelacije. nije naime samo odraz stupnja povezanosti

0,59 -
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‘a zajedno daju pozitivnu i visoku korelaciju. U primjeru D svaka skupina daje
" negativnu korelaciju, ali zajednicka korelacua je oko nule'
Zelimo'li u takvim slucajevima dobiti "prosje¢ni” koeﬁcuent korelacije koji
~ odrazava odnose izmedu obje varijable u svim podskupinama, i nije pod utjecajem
razlika medu skupinama, moramo se posluziti ovom formulom za izracunavanje ko-
relacije r (formula je za dvije podskupine, ali ju je posve jednostavno transformirati
na veéi broj podskupina):

‘ (EX1)(EY))  (EX5)(ZYL)

izmedu dvije varijable, nego moze biti i posljedica razli¢itih drugih utjecaja, od
kojih ¢emo neke spomenuti:

a) Grupiranje rezultata. Ako grupiramo rezultate u razrede, to neée znacajno
wijenjati koeficijent korelacije samo onda ako broj razreda nije mali. Ako tom.
uvjetu ne mozemo udovoljiti, to moze imati za posljedicu iskriv lgcnc l\oeﬁ(uente .
korelacije, to veée sto je broj razreda manji.

b) Zakrivljeni odnos. Ako odnos izmedu dvije varijable mJe linearan nego za- .
krivljen, koeficijent korelacije r moze biti toliko iskrivljen da njegovo izratunavanje .

nema nikakvog smisla. Tako, na primjer, dobivamo vrlo zakrivljen odnos izmedu o X1+ EXY - N N

starosti i ostrine vida: otprilike do dvadesete godine ostrina vida raste, nakon toga r=— ! 2

neko vrijeme stagnira, a onda najprije sporo, a kasnije (otprilike od 45. godine) o L (BX)? (BX,)? N 5 (EZN)? (EYL)
lo opada. Kad b d li koeficijent korelacije , dobil EXTHEX -~ L, (P A E -

naglo opada. Kad bismo za taj odnos ratunali koeficijent korelacije r, dobili bismo 1 2 N N 1 2 N A

vrijednost koja je vrlo blizu nuli!

U takvim sluéqeﬂma upotrebljava se tzv. "odnos korelacija”, o kojem se mogu
naéi podaci u opsirnijim statistickim udzbenicima.

¢) Eliminiranje vrijednosti oko aritmeticke sredine. Pojedini istraziva¢i, zele¢i
dobiti podatke o odnosu izmedu dvije varijable, katkad iz obrade rezultata iskljuce
"srednju” skupinu. Tako, na primjer, nekoga moze zanimati da li stav radnika
prema poduzeéu postaje sve pozitivniji 5to su radnici stariji, ali ako mjerenu.:
skupinu radnika podijeli u dvije kategorije starosne dobi tako da uzme natprosje¢ne:
i ispodprosjeéne po godinama, razlike u stavu sada mogu biti maskirane, jer i jedna
i druga kategorija obuhvaéaju znatan broj ”prosjetno” starih ispitanika. Zbog toga
se u obradu uzmu samo “ekstremne” grupe, tj. samo skupina mladih i skupina
starih. Na taj naéin moze se pokazati da sc te dvije skupine statisticki znacajno
razlikuju u stavu. Racunati pak korelaciju (npr. r ili koeficijent kontingencije C)
izmedu stava i starosti kod ovako okrnjene grupe, znacilo bi umjetno je povedavati,
jer ée korelacija sigurno biti niza ako ne-eliminiramo vrijednosti oko prosjeka.

d) Podskupine s razli¢itim aritmetickim sredinama. Jednom prilikom jedan je
istraziva¢ ispitao profesore i studente jednog sveuilista (skupina A) pomoéu 3
testa, i to: 1. testa sludnog paméenja rijeci, 2. testa slusnog pamcenja povezanih
poglavlja, i 3. testa vidnog prepoznavanja oblika. Te iste testove primijenio je i
na skupinu nekvalificiranih radnika (skupina B) te je dobio ove korelacqe izmedu.
uspjeha u pojedinim testovima: .

Skupina A Skupina B Obje skupine zajedno

12 0,23 0,73 0,82
13 0,37 0,15 - 0,71
ra3 0,14 0,06 0,66

Kako se vidi, rezultat je na prvi pogled vrlo ¢udan, tj. korelacije za obje skupine
zajedno u svim su sluéajevima veée, nego za svaku skupinu posebno, §to je narotito
markantno u korelaciji izmedu testa 2. i 3. Kako je to mogucée?

Uzrok toj pojavi je u &injenici §to se te skupine u jednoj ili u obje varijable
razlikuge w prosjeku. Ako se ponovno posluzimo grafickim prikazom, vrlo je lako
razjasniti tu pojavu. Na slici 13.9. prikazano je nekoliko takvih moguénosti: u-prim-
jeru A svaka od 3 podskupine ne pokazuje nikakvu korelaciju izmedu varijable X i
varijable Y, ali uzete zajedno, sve tri skupine daju pozitivnu korelaciju, U primjeru
B svaka od 3 podskupine daje pozitivnu korelaciju, ali uzete zajedno daju nega-
tivnu korelaciju. U primjeru C svaka skupina daje pozitivnu ali nisku korelaciju,

Slika 13.9. Utjecaj razlika u aritmeti¢kim sredinama podgrupa na
visinu korelacije. Vidi objasnjenje u tekstu

e) Utjecaj raspona. Ako je raspon ogranigen u jednoj varijabli, on je zbog toga
nuzno ogmmcen i u drugoj varijabli, §to znatajno smanjuje visinu korelacije. Naj-
poznatiji primjeri ovoga tipa su slucajevi korelacije izmedu uspjeha prilikom se-
lekcije kandidata (npr. na jednom prijamnom ispitu) i njihovoga kasnijeg uspjeha
u zvanju. ili 3kolovanju: ako su prilikom selekcije primljeni samo najbolji, time je
raspon varijable uspjeha na ispitu umjetno smanjen, a posljedica toga je ta da je
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korelacija izmedu uspjeha na ispitu i uspjeha na studiju znatno niZa nego sto bi

zvanje.

Ipak postoji moguénost da se aproksimativno odledx stvarna korelacija umedu
uspjeha na prijamnom ispitu i uspjeha na studiju. U tu svrliu potrebno je poznavati
standardnu devijaciju rezultata ispita (npr. testa znanja) za selekcioniranu grupy
(sx), kovelaciju te grupe s kriterijem (npr. s uspjehom na studiju) (r«y) i standardnu
de\ ijaciju u testu svih kandidata koji su polagali ispit (Sy).

skupinu moze se nakon toga izratunati ovako:
rrySJ:

e (13.14)
7';y55 +s3(1-12,)

R.y =

¢emo mu posvetiti posebno potpoglavlje 13.11.
13.11. KORELACIJA I UZROCNA VEZA

ok Kod pojedinih ljudi koji dolaze u priliku da istrazuju korelaciju izmedu‘poje-
i dinih pojava, opaza se kadsto tendencija da se korelacija interpretira kauzalno, tj.

vezom.
Statistiar Freund kaze da koeficijent korelacije nije samo najceice upotreblja—

navodi upravo spomenutu kauzalnu interpretaciju korelacije.

da je jedan od tih toplomjera djelovao na onaj drugi — jer nam je jasno da su vri-
M jednosti na oba toplomjera uzrokovane tre¢im faktorom, tj. temperaturom tijela.

g brojem djece u tim istim domacinstvima, obi¢no nalazimo dosta visoku korelaciju,

— vedi broj djece.
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bila da su svi kandidati (bez obzira na uspjeh na ispitu) primljeni na studij 111 u -

Procijenjena korelacija izmedu uspjeha na ispitu i uspjeha na studuu 2a cuelu

f) Kauzalno intepretiranje korelacije. Taj je problem, medutlm toliko vazan dam

b interpretira se kao da je jedna od varijabli uzrok drugoj. Katkada je zaista tako da
su dvije pojave koje su u medusobnoj korelaciji, ujedno i u uzro¢noj: vezi: koli¢ina
oborina i bujnost vegetacije su u visokoj korelaciji, a ujedno je sigurno i to da
oborine wuzrokuju rast biljnog svijeta. No sama ¢injenica da izmedu dvije pojave
=5y postoji korelacija jos nam ne daje nikekvo pravo da te pojave povezemo uzracnom_

van, nego i najtesce zloupotrebljavan statisticki postupak, a kao jedan od razloga

Kada bismo jednom bolesniku istodobno mijerili temperaturu pomo¢u dva:.
B toplomjera, jasno je da bismo dobili visoku korelaciju izmedu niza rezultata jednog
iz i niza rezultata drugog toplomjera, ali ni na pamet nam ne bi palo da smatramo

Jednako tako na osnovi éinjenice da se nas ru¢ni sat redovito dobro slaze s nekim::
javnim satom u gradu ne zakljutujemo da bi bilo koji od tih satova utjecao na’
drugi. Ako u nekim zemljama usporedimo broj elektri¢nih aparata u kuéanstvu s

ali ne zato &to bi, recimo, broj djece djelovao na broj elektri¢nih aparata (ili jo3-
manje, §to bi broj elektri¢nih aparata utjecao na broj djece u obitelji!), veé zato to.
i su obje te varijable uzro¢no povezane s ekonomskim standardom: 5to je ekonomski
standard obitelji visi, ta obitelj moze sebi " dopustiti” veéi tehnicki standard,‘kao i

Poznata je 3ala medu statisticarima (neki ¢ak tvrde da se to negdje zalsta f
dogodilo) koja glasi ovako: glavni dokaz da rode donose djecu je taj §to postoji
I visoka pozitivna korelacija izmedu broja roda u selima i broja novorodene djece.
No uzrok povezanosti je i opet tre¢i faktor: veéa sela imaju i vise dimnjaka, pa
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prema ‘tome i vide roda koje Zive na tim dimnjacima, a imaju — zato 5to su veéa
— 1 vige djece od malih scla. Zbog istih razloga mozemo, primjerice, u europskim
gradovima nadi pozitivnu korelaciju izmedu broja sveé ‘enika i broja prostitutki,
izmedu broja l\mematogmfdx broja takora, itd., itd.

Zanimljiv primjer daje statisticar Ingram, 1\0.11 navodi jedno istrazivanje na 25
igraca koSarke, i povezanost izmedu postignutih koSeva i uéinjenih prekrsaja tih
igraca. Rezultati su prikazani na slici 13.10.

broj koseva

0 I 1 1 Lo
10 . 20 30 40
»osobne greske«

Slika 13.10. Odnos izmedu broja ”osobnih pogresaka” i postignutih
koseva u jednoj kofarkaskoj momcadi

I\al\o se vidi, povezanost je vrlo visoka, a koeficijent korelacije » za tih 25

igraca iznosi (.ak + 0,93. No, Ingram ispravno upozorava da &injenica §to neki
igrat ima mnogo prekrsaja, o¢ito nije razlog 5to on postize i vise koseva, nego su
' vijerojatno i koli¢ina prekr3aja i koliina koseva uvjetovani nekim tre¢im faktorom,
npr. yremenom, Sto ga neki igra¢ provede u igri ili agresivnoséu tog igraca i sl.

Upravo §kolski primjer vrlo ploblematlcnoga kauzalnog tumacenja korelacije je

historijat odnosa izinedu pusenja majke i nedovoljne tezine novorodenéeta. Godine
. 1957. "American Journal of Obstetrics and Gynecologv” objavio je podatak da
Zene koje u toku graviditeta puse, radaju u veéem postotku djecu premalene tezine

(ispod 2500 g). U 15 godina koje su slijedile, vise od 30 istrazivanja te pojave

poturdilo je povezanost izmedu pudenja majke i premale tezine djeteta u porodu. Ti
su nalazi zabrinuli istrazivate, jer djeca rodena s premalom tezinom imaju vise od
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dvadeset puta veéirizik da ée umrijeti u prvom mjesecu zivota nego djeca normalne

tezine. Uzrotna veza izmedu puenja i nedonos¢adi smatrana je posve razumljivom,
jer se drzalo da pudenje interfelira s intrauterinim razvojem éeda. Autor \cmshalml
odlutio je da ozbiljno ispita tu povezanost te je u tu svrhu ispitao 5 466 graviditeta
kod 3422 Zene, koje su sve rodile do najkasnije 25. godine Zivota. Neke su od tih
Zena pudile, a neke nisu. No radi detaljnije kauzalne analize \erushalml je Zene
podijelio u 4 I\ateaouje

a) zene-nepusaéi koje nikada nisu pusile;

b) Zene stalni puaci, tj. one koje su pusile u toku graviditeta, a'i kasnije, u
doba kada su mtenjuuane

¢) Zene "buduéi” pusadi, tj. one koje su pocele pusiti tek nakon poroda i

d) zene "bivsi” pusadi, tj. one koje su nakon poroda prestale pusiti. -

Postotak poroda djece premalene tezine za svaku od ovih skupina zeria prikazan
je u tablici 13.11.

TABLICA 13.11.

POSTOTAK DJECE S PREMALOM TEZINOM U PORODU
U RAZLICITIM SKUPINAMA MAJKI (vidi tekst)

Postotak djece s

Broj a i
roj porod premalom tezinom

Nepusaci 2529 5,3
Stalni pusaéi 2076 8,9
"Buduéi” pusaéi 210 9,5
"Bivsi" pusaci 651 6,0

Ako pazljivo analiziramo ovu tablicu, vidjet éemo da usporedba nepusata sa-

stalnim pusatima daje oekivanu povezanost: majke-pusaéi imaju vise poroda
nedonoi¢adi nego majke-nepusaci. Ali, usporedba "buduéih” i "bivsih” pu3ata

pokazuje da su majke koje su pocele pusiti tek nakon poroda imale visok pos- :
totak djece s premalom tezinom. I, napokon, majke "bivsi” pusaci, u'razdoblju -

prije nego §to su napustlle pusenje, rodile'su znatno manje nedonos¢adi nego stalni
pusaéi, i manje od "bududih” pusaca.

Na temelju tih rezultata Yerushalmi zakljucuje da ”&injenice zapravo
podrzavaju hipotezu da je poveéani postotak nedonoséadi uvietovan pusadem @ ne
pusenjem”. On, naime, smatra da Zene-"puSaéi” kao skupina predstavljaju takvu
skupinu, koja — bilo zbog odredenog nacina zivota ili kojega drugog razloga — ima
tendenciju da rodi nedonoice bez obzird na to da li stvarno pudi ili ne! Puenje
— prema njemu — dakle ne uzrokuje defektni porod, nego su i puSenje i defektni
porod pod utjecajem treceg fuktore (ili tredih faktora). Yerushalmi je to donekle i
dokazao jednim svojim drugim istrazivanjem na vie od 4 000 Zena-pusaca. [zmedu

zena-pudata i Zena-nepusaca nasao je dosta razlike u nainu zivota i ponaSanja: |

pusacice su manje koristile kontraceptivna sredstva, u manjem postotku su plani-
rale rodenje djeteta, u veéem su postotku pile alkohol i kavu, i u znatno su veéem

-2
—
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postotku pretjerano pile alkohol; dakle, u cjelini su — kako kaze Yerushalmi —
zene-pusaci ekstremnije u uzicima i slobodnije u naginu zivota od Zena-nepusaca.
Slican oyom problemu je jo§ poznatiji problem odnosa izmedu pusenja i karci-

_ noma pluéa. Ono 5to je vec¢ odavno nedvojbeno dokazano, to je prilicno visok stupanj
povezanosti izmedu prosje¢ne koli¢ine dnevno popusenih cigareta i ucestalosti kar-

cinoma pluéa: najmanji postotak karcinoma pluc¢a nalazimo kod nepusaca, a kod

-pusaca je ucestalost karcinoma-pluéa to veéa, sto veéu koli¢inu cigareta dnevno

popuse; kod jakih pusaca smrtuost od karcinoma pluéa dvadest cetiri puta je veca

-nego kod nepusaca. (Za utjehu pusatima: to jos uvijek ne znaci da jako mnogo

pudaca umire od raka pluéa; kod teskih pusaca 1,66 ljudi na 1000, a kod nepusaca

0,07 na tisu¢u ljudi umire od raka pluca.) Na osnovi te ¢injenice naravno da je

vrlo plauzibilno zakljuéiti da pusenje uzrokuje rak pluca. Ve¢ je Fisher sv ojedobno
oprav dano upozorio da se treba ¢uvati takvih kauzalnih interpretacija, jer bi se

_ kazao je on — korelacija izmedu pusenja i karcinoma pluéa mogla obJasmtl i
djelovanjem nekoga treceg faktora (mozda bioloskoga), koji ima utjecaja kako na
razvoj karcinoma pluéa, tako i na potrebu za pudenjem.

. Neka suvremena istrazivanja na jednojajéanim blizancima, od kojih je jedan
¢lan para bio pusag, a drugi nepusaé, pokazuju dosta velik postotak oboljenja od
raka pluéa kod obe blizanca, i to ¢esto u priblizno jednako vrijeme. To kao da ide
u prilog Fisherovoj tezi, a donekle bi bilo u skladu i s istrazivanjima Yerushalmija.

Kao §to je poznato, uzrotna veza izmedu dvije pojave moZe se definitivno
dokazati jedino eksperimentom. Eysenck je svojedobno u jednoj svojoj publikaciji o
pudenju i raku pluéa naveo kako bi teoretski trebao izgledati eksperimentalni nacrt
jednog takvog istrazivanja: valjalo bi uzeti vrlo velik uzorak (npr. nekoliko tisuéa)
novorodene djece, te bi svu djecu toga uzorka trebalo u toku puberteta nauditi da
pude, i tu naviku morali bi odrzavati cijelog zivota. Kod druge, kontrolne, takoder
velike skupine, morali bismo imati djecu, kojoj smo potpuno onemogudéili da u
zivotu ikada puSe. Sve ¢lanove ovih obaju uzoraka trebalo bi pratiti kroz cijeli
njihov Zivot, i registrirati koliko je pojedinaca u svakoj skupini dobilo rak plué¢a.

No dakako, zbog posve razumljivilk eti¢kih razloga takav eksperiment nije
moguée provesti na ljudima. Stoga su godinama radeni sli¢ni eksperimenti na lab-
oratorijskim zivotinjama (pretezno misevima), te je tako konatno i dokazano da
postoji uzroéna veze izmedu puSenja i raka pluéa, iako se istovremeno sve ¢ece u
modernoj medicinskoj literaturi nailazi i na tvrdnje, da i genetski faktori kod nekih
vrsta karcinoma — pa i kod karcinoma pluéa — igraju ulogu.

- Kao §to se iz ovih primjera vidi, problemi su vrlo kompleksni i teski, i zaista
smo katkada naprosto izgubljeni u rezultatima koje daju istrazivanja. Mozda pri
tome kao mala utjeha moze posluziti tzv. » Andersonov zakon” (Anderson je pisac
znanstveno-fantastiénih romana), koji je rekao: “Nema problema, pe ma koliko on
bio kompleksan, koji ne bi nukon saujesne analize postao jos kompleksniji.”

13.12. PARCIJALNA KORELACIJA

Maloprije u diskusiji o interpretaciji koeficijenta korelacije upozorili smo na
to kako stvarna korelacija moZe biti iskrivljena ako u jednoj ili u obje varijable
skupljamo zajedno skupine koje imaju razli¢ite aritmeticke sredine.

Kako upravo iz toga problema proistjee potreba za tzv. parcijalnom ko-
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relacijom, posluzit ¢éemo se ponovno jednim primjerom:

Pretpostavimo da smo uzeli nzorak skolske djece dobi-od 7 do .15 godina i u
svakom razredu izmjerili kod te djece duljinu njihovih stopala i sposobnost pisanja.
\1lo je malo vijerojatno da su u biti ta dva svojstva povezana, tj. korelacije medu
njima vjerojatno nema. No u oba ta svojstva prosjecni rezultat raste s godinama
djeteta, pa ée prema tome prosjeéna duljina stopala.starije djece biti veca’nego

mlade djece, a prosjecna sposobnost pisanja bit ¢e takoder bolja sto su djeca starija. .

Ako koreliramo te dvije varijable za svu djecu zajedno, dobit ¢emo rezultat 1\0_]1
graficki mozemo prikazati slikom 13.11.
A

sposobnost
pisanja

Y

duljina stopala

Slika 13.11. Iako u svakom razredu posebno nema korelacije izmedu duljine stopala :
djece i sposobnosti pisanja, za svih 8 razreda zajedno korelacija je vrlo visoka!

Brojevi u krugovima oznatuju pojedine skolske razrede, a krugovi (dakle ne

elipse!) pokazuju da nema korelacije izmedu te dvije varijable. ali buduéi da i jedna

i druga varijabla rastu s porastom djetetovih godina, zejednicka slika nuzno dovodi-

do toga da za svu d)ecu zajedno nademo relativno visoku korelaciju izmeédu dulJme
stopala i sposobnosti pisanja — §to je o¢ita besmislica!

U ovom slucaju trebalo bi dakle izracunati stvarnu korelaciju 1zmedu varijable
"duljina stopala” i varijable "sposobnost pisanja” — iskljucivsi utjecaj starenjo
(odnosno — §to je isto — drzeéi ga konstantnim). Takvu korelaciju izmedu dvuu
varijabli, kod koje isklju¢imo utjecaj jednog (ili vise) faktora koji nam smeta]u,
nazivamo parcijalnom korelacijom. Ona se ra¢una prema formuli:

712.3 = _T.E:ML ) ' (1315)
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pritom simboli znace:

Ti2.3 = korelacija izmedu varijable 11 2, iskljucivsi utjecaj varijable 3 (u nasem
sluéaju varijabla 1 = duljina stopala varijabla 2 = sposobnost pisanja, varijabla 3
= starost).

Uzmimo da smo u prvom pustupu tom problemu nasli korelaciju od + 0,69
izmedu duljine stopala i sposobnosti pisanja (r2) (sve naravno u rasponu 7 — 13
godina), ali da nam naknadna provjeravanja pokazu da korelacija izmedu duljine
stopala i stavosti (r13) iznosi + 0,90, a izmedu sposobnosti pisanja i starosti (i3)
iznosi + 0,75, onda u nasem slu¢aju dobivamo da je parcijalna (dakle stvarna)
korelacija izmedu duljine stopala i sposobnosti pisanja:

0,69-0,90-0,75 0,015

T = TGSl T 0,56~ 0,280 ~ 0%

Kako, dakle, vidimo, korelacije izmedu te dvije varijable zapravo nema.

- Ispustanje iz vida ¢injenice da je mozda neka treda varijabla dovela do ”privi-
dne” korelacije izmedu druge dvije varijable, moze dovesti jo§ i do veée zablude
nego 3to je ova, prikazana primjerom s duljinom stopala i sposobnosti pisanja.

Uzmimo, na primjer, da je jedan industrijski psiholog u svom poduzeéu na
ukupno 450 radnika izractunao korelaciju izmedu broja izostanaka, §to ih je svaki
radnik do sada ukupno u poduzeéu imao, i visine prosjeéne sadasnje plaée tih
radnika, te je dobio korelaciju od '+ 0,40. Vrlo bi tesko bilo interpretirati takvu
pozitivnu, i ¢ak relativno visoku korelaciju izmedu broja izostanaka i visine plaée,
no odmah nam se nameée misao da vjerojatno ukupno vise izostanaka imaju oni
koji se dulje nalaze u poduzecu. Izvrsimo li ispitivanje odnosa izmedu radnog staza
i ukupnog broja izostanaka, dobijemo, na primjer, korelaciju od + 0,80, a izmedu
radnog staza i visine placée korelaciju od + 0,70.

Prema tome, parcijalna korelacija izmedu broja izostanaka i visine plaée,
iskljutujuéi utjecaj radnog staza, iznosi:

- 0,40-0,80:0,70 = 0,37,
v/1-0,802,/1 - 0,702

Dakle, korelacija je zapravo negativna, 5to je i razumljivo (jer se moze smatrati
da u cjelini vi3e izostaju "slabiji” radnici, a ti su i manje plaéeni od onih boljih).

Na temelju ovih primjera mozda bi bilo opravdano zakljuéiti da je parcijalna ko-
relacija postupak kojim smo se prisiljeni posluziti kada smo pogresno, neznanstveno
i bez iskustva planirali neke eksperimente ili istrazivanje!

Znatajnost parcijalne korelacije moze se-testirati ¢-testom, i to uz pomoé for-
mule: rios

13.16
\/(1“7'1>3)/(N‘1 ( )

‘Znacajuost se ocitava iz t-tablice, uz stupnjeve slobode N — 3.

Testiramo li ovom formulom znatajnost korelacije u nasem drugom primjeru:
_ -0,37
V(1 =0,37%)/449

Dobivena se parcijalna korelacija, dakle, statisticki znatajno razlikuje od nule:

= -§,41.
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Kao 3to je to veé u poglaviju o Kendallovu koeficijentu Tau lcoreiacije bilo
spomenuto, za razliku od Ro koeficijenta korelacije , Tau koeficijent moze se koristiti
i za izra¢unavanje parcijalne korelacije.

Formula je po smislu identi¢na formuli za parcijalnu r korelaciju (13.15 ) no —

kako tvrdi sam Kendall — radi se o slu¢ajnoj sli¢nosti, i ona glasi:

Tauys — Tauyz — Tauss

Tou = :
V1=Tau}; /1 -Taui,

(13.17)

Nazalost, jo§ nisu izradeni postupci za testiranje znaCajnosti parcijalne Tau’

korelacije.

13.13. KOEFICIJENT MULTIPLE KORELACIJE

Najcesce je u psiholoskoj praksi, a kadikad i u praksi drugih struka (medici-
na, sociologija i dr.), potrebno znati kakva je korelacija izmedu nekoliko " predik-

tora” (npr. nekoliko psiholoskih ili medicinskih testova) i jednog “kriterija” (npr. :
uspjeha na radnom mjestu ili uspjesnosti dijagnoze zdravstvenog stanja). Ako,

na primjer, psiholog prilikom selekcije personala za neko radno mjesto upotrijebi

nekoliko testova, ili lijeénik prilikom odredivanja statusa u nekom podruéju koristi:

nekoliko podataka — a pod pretpostavkom da svaki od podataka ima odredenu

"dijagnosticku” ili "prognostiku” valjanost — postavlja se pitanje kolika je ko-'

relacija izmedu ukupnog rezultata u prediktorima, i rezultata u kriteriju. Pri tome

se ujedno trazi onakva "kombinacija” zbrojenih rezultata svih ”prediktora” koja-
¢e dati najveéu mogudu korelaciju s kriterijem. Na primjer, ako psiholog prilikom.

selekcije primijeni jedan test inteligencije i jedan test psihomotorike, on zeli znati

da li su te dvije sposobnosti jednako vazne za uspjeh, ili je mozda jedna od njih’
vaznija — pa ¢e u tom slutaju rezultatu te vaznije sposobnosti dati veée znacenje

u ukupnom rezultatu iz oba testa.

Prije nego §to nastavimo raspravu o tom problemu, treba ¢itaoca pbdsjetiti na.

poglavlje 8.1, u kojem smo govorili o polozaju pojedinog rezultata u grupi ostalih
rezultata. U tom poglavlju pokazali smo kako uz pomo¢ z-vrijednosti taj polozaj (u
normalnoj raspodjeli) mozemo toéno odrediti. Ujedno smo tom prilikom spomenuli

da skupnu ocjenu iz nekoliko razli¢itih mjerenja treba dobiti ne na temelju zbra- -

janja bruto-rezultata, nego na temelju zbrajanja z-vrijednosti, 5to ih je pojedinacu

svakom mjerenju postigao. Pritom smo upozorili da bi pri jednostavnom zbrajanju’
bruto-rezultata u ukupnoj sumi najveéu ulogu imao test s najveéim varijabilitetom. .

Iz toga slijedi da pri zbrajanju bruto-rezultata mi veé (nehotice!) ”otezavamo”
("ponderiramo”) rezultate, tj. dajemo veéu “tefinu” rezultatima s veéim varija-

bilitetom, a za to nemamo nikakvog opravdanja. Zbog toga je potrebno bruto- -

rezultate pretvoriti u z-vrijednosti i tek tako dobivene rezultate zbrajati: sada smo
svakom rezultatu dali jednaku "tezinu” ("ponder”).

No maloprije smo spomenuli da &esto upravo Zelimo dati veéu vaznost nekim
rezultatima nego drugima, jer su neki rezultati vazniji od nekih drugih.

Da bismo to mogli postiéi, tj. da bismo uspjeli doznati koji su rezultati vazniji,
moramo se posluziti posebnim oblikom korelacije, poznatim pod nazivom multipla
korelacijo. Prema manje-vise slobodnoj definiciji multipla korelacija je maksimalno

mogudi koeficijent korelacije izmedu dva ili vise prediktora i jednog kriterija. Tu
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" maksimalno visoku korelaciju moZemo posti¢i samo onda ako veéu "tezinu” damo

vaznijim, a manju "tezinu” manje vaznim prediktorima. Posao izra¢unavanja mul-
tiple korelacije sastoji se u tome da sc nade koja je maksimalna korelacija izmedu
grupe prediktora’i jednog kriterija, a posebnim se ratunom ustanovi u kojim se

uvjetima ta maksimalna korelacija moze postiéi, tj. koliko treba povecati ili sma-

njiti vaznost pojedinog prediktora. (Taj isti posao dao bi se teoretski obaviti i bez

- postupka 1nultiple korelacije, a sastojao bi se u tome da zbrajamo rezultate poje-

dinih prediktora, i zbroj — uz pomo¢ r-korelacije — koreliramo s kriterijem. Pritom
bi trebalo davati razlicite "tezine” rezultatima pojedinih prediktora, zbrajati tako
"otezane” rezultate i uvijek ponovno korelirati s kriterijem, trazeéi onu kombinaciju
koja ¢e dati najvigu korelaciju. Broj takvih kombinacija prakticki je neizmjeran!

'_ ‘Multipla korelacija omoguéuje da bez trazenju nademo optimalnu "tezinu” svakoga
pojedinog prediktora.) .

Prikazat ¢emo postupak multiple korelacije samo za slucaj s 3 varijable, tj. za
sluéaj dva prediktora i jednog kiiterija. Iako je u natelu postupak za veli broj
varijabli jednak, tehnika raéunanja je toliko komplicirana (i dugotrajna) da prelazi
okvire ovoga elementarnog udzbenika. .

Pretpostavimo da je psihologu. koji obavlja selekciju za jedno radno mjesto, a
pri tome primijeni na uzorku od N = 80 jedan test inteligencije i jedan test psiho-
motorike, poznato da njegov test inteligencije ima korelaciju + 0,40 s uspjehom u
zvanju, a test psihomotorike ima korelaciju + 0,28. Medusobna korelacija izmedu
ta dva testa, recimo, iznosi + 0,13. Buduéi da Zzeli koristiti oba testa, on postavlja
pitanje kolika je multipla Lorelacija izmedu ta dva testa, s jedne, i uspjeha na rad-
nom mjestu, s druge strane. Drugim rije¢ima, uz pomoé¢ multiple korelacije on ce
dobiti odgovor na pitanje koju "tezinu” treba dati rezultatima svakog od ova dva
testa da bi ukupni rezultat iz oba testa bio relativno najbolji prediktor uspjeha na
radnom mjestu. (Unaprijed je jasno da ée trebati dati vecu teZinu testu inteligen-
cije, jer on ima veéu korelaciju s kriterijem nego test psihomotorike. Medutim, samo
iz.tih podataka ne bismo jo§ mogli odrediti preciznije "tezine”, jer one ovise i o
interkorelaciji izmedu oba prediktora.)

Ako varijablu "kriterij” ozna¢imo s ”0” (nula), a s 1 2 oba prediktora (recimo
da 1 = test inteligencije, a 2 = test psihomotorike), onda formula multiple korelacije
glasi: ) < :

[.2 P
Ro1a = 701 +T021 271.021 o2 712’ (13.18)
— T2

pri éemu Ro.12 znadi: mﬁltipla. korelacija izmedu kriterija (0) i dva prediktora (1 i
2).

- Uvrstimo li nase podatke u tu formulu, dobivamo:

Ros o [0:402+0,28? ~2:0,40-0,28-0,13
o1 = 1-0,13

0,2093
= =,/0,2129 = +0, 46.
0,9831- ’
Dakle, s ‘oba testa zajedno korelacija se povisila na 0,46 (test inteligencije ima
korelaciju 0,40), ali, naravno, uz uviet da dademo optimalnu "tezinu” rezulta-
tima svakog testa. Ti optimalni "ponderi” nazivaju se obi¢no "beta-koeficijenti”
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i ratunaju se, za svaki od dva prediktora, ovako:
7oy — 02712 !
beta; = —————=, . (13.19)
1—ri, } S

g2 — T'o1T12

beta,y (13.20)

2
=17y

Buduéi da su nam svi elementi poznati, mozemo beta-koeficijente lako
izracunati: ’

0,40-0,28-0,13

beta; = 1-0, 132 = 0137:"
0,28 -0, 40 O 13
bet W = O, 23.-

Pomnozimo li beta-koeficijent testa 1 (0,37) sa z-vrijednostima rezultata i testu

1, a beta-koeficijent testa 2 (0,23) sa z- vrijednostima rezultata u testu 2 i tako
dobwene rezultate zbrojimo, dobit éemo rezultate koji ¢e s kriterijem imati maksi-
malno mogucéu korelaciju, tj. korelaciju od + 0,46. (Zelimo li izbj jeéi preratunavanje
svakoga individualnog rezultata u z- vrijednost, mozemo beta-koeficijente za svaki
test podijeliti standardnom devuacuom toga testa, i tako dobivene ” relatwne” beta-
koeficijente mnoziti bruto-rezultatima u svakom testu.)

N apomen a. Izratunavanje beta-koeficijenata moze u praksi biti korisno

i bez izracunavanja koeficijenta multiple korelacije R. Pretpostavimo da neki
lije¢nik ili psiholog Zzeli rangirati grupu ispitanika koriste¢i dva prediktora koji
su u odredenoj korelaciji s kriterijem, onda ¢e mu poznavanje beta-koeficijenata
omogu¢iti dobivanje ”najispravnije” sume rezultata iz oba prediktora koje ¢e sume
rangirati.

Ako su nam poznati beta-koeficijenti, multlpla korelacija moze se izradunati i

prema formuli:
R0~1'2 =V beta;ro; + betagrog.

U nasem slucaju dobivamo:

Ro.12 =/0,37-0,40 + 0,23 - 0,28 = 0, 46.
Znacajnost koeficijenta multiple korelacije nioze se testirati uz pomo¢ F-testa.
(Vidi tablicu L. Ta ce tablica biti protumacena tek u. poglavlju 20.)
R? N-k-1
1-R2 k ’
gdje je R = koeficijent multiple korelacue
N = broj opazanja
k = broj prediktora (broj nezavisnih varijabli).

F= (13.22)

Tablica se &ita tako da se kao stupnjevi slobode; uzme k, a stupnjévi slobodes =
=N-k-1 .

U naSem primjeru dobili bismo: '
0,46> 80-2-1"

Feiae —2 ~10%.
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Kako 'je 10,32 znatno veci od 3,10 (aproksimacija iz tablice, stupnjevi slobode,
ocitani izmedu 60 i 120), dobivena multipla korelacija statisticki se znacajno raz-

- likuje od nule.

13.14. ”POINT-BISERIJALNI” KOEFICIJENT KORELACIJE

Cesto se dogada da nas zanima korelacija izmedu jedne kontinuirane varijable
(upr. visine, tezine, bodova u testu, itd.) i jedne dihotomne varijable, tj. takve koja
se dijeli u dvue jasno odvojene l\ategome (npr. zivi-mrtvi, musko-zensko, prosao-
pao, itd.).

" Poslije ¢emo vidjeti da se taj problem moze rjesavati i nekim drugim postupcxma
(hi-kvadrat test, i pomoc¢u njega izracunati jedan koeficijent korelacue), no, izravno
izratunavanje korelacije vrlo je jednostavno pa éemo ga stoga opisati. Koeficijent
korelacije ove vrste zove se "point-biserijalni 7, i pise se rps.

Prije nego §to prijedemo na ratunanje, potrebno je "numerirati” dihotomnu
varijablu i to tako da se jednoj karakteristici dade jedan, a drugoj karakteristici
drugi broj. Svejedno je koji su to brojevi, no najvide je uobi¢ajeno da se daju
brojevi 0 i 1.

Posto smo to utinili, treba jednostavno izracunati Pearsonov koeficijent ko-
relacije 7, 1 svakome tko ima racunalo koje moze izracunavati koeficijent korelacije
r, treba preporuciti da tako radi jer je to najjednostavnije i najbrze.

No, kao 3to znamo, bez elektronskog ratunala izratunavanje r- koeficijenta
priliéno je dugotrajno i naporno, pa u tom slucéaju za ovu vrstu korelacije treba
koristiti drugl postupak, izrazen ovom formulom:

NZY; — N, ZY

. (13.23)
\/NLJ\ [NTY? - (3Y)Y]
Simboli formule.znage ovo:
X . = dihotomizirana varijabla (koju biljezimo s 0i 1)
Y = kontinuirana varijabla
~ZY:7 =sumaY vrijednosti vezanih uz vrijednost X" varijable, oznacene sa 1
YY = suma svih Y vrijednosti
‘£Y? = suma svih kvadriranih ¥ vrijednosti
N, . = broj svih opservacija kod kojih je- X =1
No = broj svih opservacija kod kojih je X =0
"N = totalni broj svih sluéajeva (gpservacija) = N; + Ny .

Za primjer uzmimo rezultate skupine studenata u jednom testu aritmetike.

. Rezultati su prikazani u tablici 13.12. U tablici su muski ispitanici u varijabli " Spol”
oznaceni s 1, a zenski s 0.
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TABLICA 13.12. |

BODOVI U TESTU ARITMETIKE ZA 20 STUDENATA I STUDENTICA .

Spol (X) Bodovi u testu (1)
10
15
30
20
25
15
20
25
30
20
5
5
10
10
20
10
30
35
5
10

X =8 LY = 350
T¥? = 7800

OHOOFOOHORMHOOOHOOC —

TY; =104+154+154+204+5+10+10+5=90
LY =350
N =8
Ny =12
£Y? =7800
(ZY)? = 3502 = 122500
- (20- 90) (8-350)
" /8-12[(20 - 7800) — (122 500)]

_ 1800-2800
+/96(156 000 — 122 500)

= -0, 56.

Prema tome, postoji prilitno visoka negativna korelacija izmedu spola i usp]eha :
u ovom testu, tj. mudkarci imaju slabiji uspjeh od Zena. No, u ovom momentu:
treba biti pazljiv! S obzirom na to da smo muskarcima dali oznaku 1, a zenama
0, neganvnd l\oxelacua znati da postoji negativan odnos izmedu uémka u testu

N5

arltmetll\e i spola "muskarac”, a pozitivan izmedu rezultata testa i spola

Zena”

Ut
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Da smo zenama dali oznaku 1, a muskarcima 0, korelacija bi naravno bila jednaka.
samo pozitivna.

} Kao §to je refeno, da smo na rezultatima tablice 13.12. raéunali koeficijent 7.
- dlobili bismo istovietan rezultat.

" Znacajnost koeficijenta 1, testira se tablicama na isti na¢in kao i znacajnost
koeficijenta.r. Dakle. u nasem slucaju to je tablica D u Dodatku, gdje uz 18 stup-
njeva slobode ¢ithmo da graniéna vrijednost na razini zna¢ajnosti od 3% iznosi
0.444. Nag koeficijent je.-dakle, znacajan.

" Upozorenje Ako zelimo racunati korelaciju izmedu jedne kontinuirane var-
ijable i jedue wmgjetno dihotomizirane varijable, ne smijemo koristiti opisani pos-
tupak. Pod umjetno diliotomiziranom varijablom mozemo, na primjer, zamisliti
radni uspjeh skupine Iludx (l\ou manje-vise daje normalnu distribuciju), pa smo
ga dihotomizirali, na primjer, uz pomoé¢ Centralne vrijednosti u rezultate ispod i
iznad Centralne \u,)ednom U takvim slu¢ajevima koristi se takozvani biserijalni
‘1, a kako je njega kompliciranije radunati, neé¢emo ga obraditi u ovoj knjizi.

13.15. KOEFICIJENT KONKORDANCIJE W

Rang-korelacija Ro pokazuje korelaciju (aproksimativnu) izmedu dva niza ran-
gova. No, u zivotu se katkad dogadaju situacije u kojima nas zanima slaganje
izmedu vise nizova rangova: mnoze se npr. dogoditi da nekoliko ocjenjivata dade
svaki svoj rang za nekoliko uéenika, pa nas zanima koliko se ocjenjivaci medusobno
slazu — a to se ra¢una pomocu koeficijenta konkordancije .

Pretpostavimo da su ¢etvorica ocjenjivaca (mm = 4) rangirali Sestoricu utenika
(V= 6), 1 da su dobiveni ovi rezultati:

Kandidati (N)

Ocjenjivadi (m) a b ¢ d e f
A 6 4 1 2 3 5

B 5 3 1 2 4 6

C 6 4 2 1 3 5

D 3 1 4 5 2 6

Totali rangova (T;) 20 12 8 10 12 22

-Kada bi postojalo potpuno slaganje medu ocjenjivatima, onda bi kandidati
morali davati ove sume rangova (u bilo kojem redoslijedu); 4, 8, 12, 16, 20 i 24.
Naprotiv, kada bi suci kandidate rangirali ”bilo kako”, tj. kada medu njima ne bi
bilo. nikakvog slaganja, sume rangova za sve kandidate tendirale bi sliénoj vrijed-
nosti, tj. ukupnoj sumi rangova svih ocjenjivaca, podijeljenoj brojem kandidata
koji se rangiraju.

- Po svom logickom smislu, koeficijent konkoxdancije W testira odnos izmedu
stvarnog slag'm)a ocjenjivata i maksimalno mogudeg slaganja.

Kao sto. Jc re¢eno, pod nul-hipotezom (koja ghsl suci su po slucaju dali oc-
jene, medu njima nema nikakva slaganja) svaki rangirani pojedinac morao bi imati
jednaku sumu rangova, koja se racuna prema formuli:
' m(N + 1)

> (13.24)
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U nadem primjeru to iznosi il =14 " gadovoljavajuce za signifikantnost od 0,05. Vrijednost 1 treba da bude najinanje
: prim; 4 5 .

kao vrijednost u tablici da bismo ga mogli proglasiti statisticki znacajnim. U nasem
primjeru u tablici pod N = 61 m = { ¢itamo 0,51, a kako je nag dobiveni TV vedi,
smatramo ga statisticki znacajnim.
Ako je N veéi od 7, znacajnost 117 moZe se izratunati i pomoéu hi-kvadrat testa
(o tom testu vidi poglavlje "Hi-kvadrat test”), i to prema formuli: hi-kvadrat =
= m(N = )W, s N — 1 stupnjeva slobode. Ako je hi-kvadrat znagajan, i TV je
znadajan. '

Da bi se izraéunao TV treba naéi razlike izmedu svake sume rangova i oekivane
sume pod nul-hipotezom. Dakle, u nasem primjeru treba naéi razlike izmedu svake
sume rangova (totala rangova T) i 14. Te razlike treba kvadrirati i zbrojiti, a suma
tih kvadriranih razlika obiéno se naziva S. Ona dakle zna¢i ovo:

prosudivanih  —- rangova pod

- . 2
suma rangova ocekivana suma \ "~ -
S=Y "l
elemenata -nul-hipotezom

13.16. JOS NEKI KOEFICIJENTI KORELACIJE

*Fi (@) koeficijent. — Ako radimo s varijablama koje se rasporeduju u dvije oéito
odijeljene karakteristike (npr. zivi-umrli, muskarci- Zene, i sl.), ili je karakteristike
nemoguce izmjeriti, pa ih podijelimo u dvije skupine (dobri-logi), sluzimo se tzv. ¢
* (titaj: fi) koeficijentom korelacije, koji je u &vrstoj vezi s izratunavanjem hi-kvadrat
testa, pa ¢emo ga zato samo ukratko spomenuti, jer se koeficijent ¢ moze izravno
izragunati iz x* prema formuli:

2

-x(5-3) -

Buduéi da S predstavlja mjeru stvarnog slaganja medu sucima, osnovna formu la
za 1V glasi:
S

Sn\'\x

Ono 3to nam jos nije poznato, to je podatak koliko iznosi maksimalno slaganje
(Smax)- Ako postoji potpuno slaganje medu sucima, onda:

m3(N3 - N)

W=

3
X
A
Pretpostavimo da ispitujemo problem, postoji li i kolika je zavisnost izmedu
bracnog stanja i intelektualne defektnosti kod muskaraca i da dobijemo ove rezul-

Fi= (13.26)

Smax '= 12 [ t.ate:
pa prema tome W' = —S——-— " Inteligencija
m*(V® - N)
12 , Normalni | Intel. defektni | Ukupno
Sredimo li tu formulu, dobivamo kona;':rr)u; formulu za W:. Bracno  OfZenjeni 111, 84, (al-gi |

V= __‘____ (13.25)° stanje .

" "(J\’3 N) (13 5)- Neozenjeni 95, 1224 ((:2_*1_31)
Iz toga slijedi da kod potpunog slaganja sudaca (kada je dal\le S = Smax) — 206 206
IV iznosi 1. Ukupno (a-+¢) (b+d) 412

U nasem primjeru "srednji rang”, oéekivan pod nul-hipotezom, iznosi 14 (taj se’
broj moze dobiti i tako da se suma rangova podijeli brolem 1anv1ran1h elemenata,
dakle 84/6 = 14).

S=(20-14)% + (12— 14)* + (8 — 14)* + (10 —-14)? (12 — 14)%+
+(22 — 14)* = 160.

f) R Y & .

W= — 125 _ ')12‘ 160 _ 1920 _ 0)571' i

m2(N3 - N)  4%(6°-6) 3360 .

Koeficijent 7 ne moze biti negativnog predznaka, 3to je logicki i Iazumljlvo

za dvojicy sudaca moguce je zamisliti da su u negamvnOJ korelaciji (ako imaju;

suprotne rangove), ali ve¢ za trojicu ili vise to nije moguée, nego se oni ”vise ili:

manje slazu”; ako se nikako ne slazu, W iznosi 0, a ako se potpuno slazu, W je 1.

Znagajnost koeficijenta 1V moZe se ocitati iz tablice F u Dodatku. U toj tablici
vrijednosti lijevo od crte sasvim su tone, a desno su aproksimativne, ali sasvim

Primjenom formule (13.21), pri éemu izratunati x* (bez korekture) iznosi 7,1,

dobili bismo:
: i 7,1
Fi=\/—% 5T =10, 1313.

Koeficijent korelacije Fi 1nbiemo iz ove tablice izratunati i prema formuli:
_ ad — be
T e+ dat+tobrdictd)
Uvrstimo li vrijednosti iz tablice u formulu (13.27), dobivamo:
13542 — 7980 5562 5562

Fi= = =0,1313.
J/105.206-206.217 /1795679340 42375

(13.27)
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Znacajnost koeficijenta ¢ moZe se ustanoviti iz znacajnosti x~: ako je x>’

. R TR . A o e 2 . . . LY
znacajan (vidi y° test. pogl. 14). znacajan je i ¢. 7, se iz koeficijenta ¢ moze .

izracunati prema formuli: , )
Yy =No.

U nagem sluéaju \* = 412-0,0172 = 7, 086. ‘
Fi koeficijent izveden je zapravo iz formule za 7 koeficijent korelacije, samo to

u tom sluéaju rezultati varijable X i varijable ¥ mogu popriniti samo dvije vrijed- -

nosti, u nasen primjeru “ozenjeni” — "neozenjeni” ili “pormalni” — "intelektualno
defekeni™; a tim vrijednostima daju se numericke oznake, npr. 0i 1.
Fi koeficijent moze posti¢i vrijednost +1 ili —1 samo u nekim slutajevima: +1

moze posti¢i samo ako totali (a+Dh) odgovaraju totalima (a+c), a —1 samo ako je

(a+b) jednako kao i (b-+d).

Koeficijent kontingencije. Ako u jednoj ili u obje varijable imamo vije razreda,

mmozemo korelaciju izradunati s pomoc¢u tzv. keeficijenta kontingencije C, koji se,
jednako kao i ¢ . dade izratunati iz A2, 1 to prema formuli: . :

(13.29)

Primjer. Zanima nas u kakvoj je korelaciji boja oiju muske djece s bojom oéiju
njihovih oceva i na 1000 mjerenja dobijemo ove rezultate: :

Boja otiju oteva

Modra Siva Masli- Smeda Ukupno '

nasta .

Boja Modra 194 70 41 30 335
otiju Siva 83 124 41 T 36 284
sinova Maslinasta 25 34 35 23 137
Smeda 56 36 43 109 . 244
Ukupno 358 264 180 198" 1000

Buduéi da y? izracunat iz ovog primjera (vidi str. 263) iznosi 265,554
to nad kocficijent kontingencije C' iznosi — prema formulu (13.29) — C =
265,554/1265, 554 = 0,46. Ako je x? znatajan, znagajan je i koeficijent kontin
gencije C. ‘ o

Prednost koeficijenta C je u tome §to on ne zahtijeva simetriénu raspodjelu
varijabli, koje su u medusobnoj korelaciji. Njegov je nedostatak sto mak%imaln’
vrijednost C ovisi o broju kategorija (¢elija) u tablici i §to ne moZe prakti¢ki dosec
visinu od 1, pa zato ne samo da se ne mo7e izravno usporediti s koeﬁcijen’corp
korelacije », nego se tesko usporedujun i pojedine vrijednosti C, ako su dobivene i
razlicéitog broja kategorija. . :

Zbog toga su svojedobno statisticari izradili metode, kojima se mogac korig_z'.rati '}
C, tj. pribliziti smislu 7 koeficijenta, no ta je korektura vrijedila samo za kvadretiéne

tablice (dakle 2-2, 3-3isl.) . o
No danas se koeficijent C uglavnom napusta i umjeste njega statisticari sve
vise upotrebljavaju Cramerov koeficijent, koji je u literaturi poznat pod nazivom
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(13.28),

" 13.7. KORELACIJA IZMEDU NOMINALNE 1 ORDINALNE VARIJABLE 229

Cramerov Fi. Taj se koeficijent takoder izratunava iz hi-kvadrata, i to pomoéu
formule:

Cramerov Fi (¢) = (13.30)

" pri éemu s znati mangi broj stupaca ili redova: ako se radi o 3.2 tablici kontingencije,

's =2, kod 4 - 6 tablice s = 4, itd. (Ako je tablica simetri¢na , tj. "kvadrati¢na”,
npr. 3-3, 4 je naravino 3.)
Nas§ prijasnji primjer boje otiju otaca i sinova rijesili bismo dakle ovako:

- 265, 55
Cramerov Fi = %0—3—? = /0088518 = 0,30
" Dakle, dosta je nizi od koeficijenta C.
Ako radimo s 2 - 2 tablicama Cramerov Fi svodi se na klasi¢ni Fi (jer s —1 u
nazivniku formule iznosi 1).
Za razliku od Fi, Cramerov Fi ne moze se u potpunosti svesti na r-koeficijent,

_pa se zbog toga ne moZe niti interpretirati jednako kao r. No zbog &injenice da

moze imati sve vrijednosti izmedu 0 i 1 (ali ne moze biti negativan), lakse ga je

" interpretiiati od koeficijenta C.

13.17. KORELACIJA IZMEDU NOMINALNE I ORDINALNE
VARIJABLE

" Postoji vrlo malo statistickih postupaka kojima se moze izra¢unavati povezanost
zmedu jedne dihotomne nominalne varijable (npr. "muskarci” — "zene”) i jedne
ordinalne varijable (npr. nekog ranga).

Tako bi, na primjer, mogli nekim testiranjem muskaraca i Zena proucavati pos-

“toji li u uspjehu u testu razlika medu spolovima. Pretpostavimo li da smo neku
‘razliku nasli, i t-test ili neki drugi test nam je pokazao da je razlika statisticki
‘znatajna, sada .nas dakako moze zanimati kolika je povezanost izmedu te dvije
‘varijable: "spol” i "uspjeh u testu”. Drugim rije¢ima, ¢im nademo da je razlika

izmedu obje skupine ispitanika statisticki zna¢ajna, znaci da nije svejedno pripada

.li -neka testirana osoba jednoj ili drugoj skupini; a ako to nije svejedno, znaéi da
postoji povezanost izmedu spola i uspjeha u testu.

Tu korelaciju mozemo izratunati uglavnom samo na dva nadina, i to
Kendallovim Tau koeficijentom i Freemanovim Teta koeficijentom.
Kendellov Tau. Za ovu svrhu koristi se formula za vezane rangove (13.10).
‘Evo primjera: Pretpostavimo da skupina od ukupno 25 muskaraca i Zena (10 m
i 15 2) postigne u nekom testu ovaj rang uspjesnosti:

Ramg (X) 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

Spol () z &z z 2z & i

Z

Z Z m Z Z

Nt

5 16 7 18 19 20 21 22 23 24 25
m Z m.-m m m m m m m

Nt =
oy

"Prosjeéni” rang u varijabli "spol” ra¢una se tako da se zbroje prvi i zadnji

rang, §to bi ta kategorija zauzimala kada bi rezultati obiju kategorija bili potpuno
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Sada ¢emo usporediti rang svakog pripadnika jedne od grupa (recimo Zena) s
rangovima svih pripadnika druge grupe. Ako zaponemo s prvom zenom (rang 1)
vidimo da je 10 muskaraca po rangu- ispod nje (rang 12, 16, i 18-25), a nijedan
muskarac nema visi rang. Rezultat za tu Zenu je dakle 10 "ispod”, 0 "iznad”. Taj
postupak nastavit ¢emo s iducom Zenom (10 "ispod”, 0 "iznad”), treom zenom
(10 "ispod” 0 ”iznad”) itd.,sve do ranga 11. Zene u rangu 12 nemamo, te prelazimo
na rang 13, i tu imamo 9 ispod”, 1 "iznad?”, itd.

Kada zbrojimo sve rezultate "ispod” i sve "iznad”, dobivamo: Ukupno "iznad”:
10+10+10+10+ 10+ 10+ 10 + 10 + 10 + 10

+ 10+ 94+ 9+ 9+ 8 = 145.

Ukupno "ispod™: 14+ 1+4+1+2=35

Budu¢i da nam brojnik formule (13.31) govori da treba uzeti apsolutnu razliku
medu brojevima (ne vodedi ratuna o predznaku), razlika izmedu 145 i 5 je 140.

Kao §to vidimo, dobili smo nama poznati izraz S iz Kendallova koeficijenta Tau
(samo ponesto drugatijom logikom obrade rezultata).

Ako tu razliku podijelimo ukupnim brojem usporedbi, dobivamo formulu koefi-
cijenta Teta:

odvojeni i rezultat podijeli sa 2. Budu¢i da imamo 15 Zena, kod Zena bi to dakle
bilo (1 + 15)/2 = 8, a kod muskaraca (16. + 25/2) = 20,5. (Napomena: potpuno
je svejedno koju grupu ¢emo rangirati prvu: mogli smo muskarcima dati prosje¢ni
rang (1 + 10)/2, a zenama (11 + 25)/2; korelacija bi bila jednaka, samo obrnutog
predznakal).
Prema tome, sada — ako postupamo kao §to se postupa kod Thau korelacije —°
imamo ovu situaciju: e o :
X1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 ‘13 14
Yy 8 8 8 8 8 8 8 8 8 8 8 205 8 8

15 16 17 18 19 20 21 .22 23 24 25
8 20,5 8 20,5205 20,5 20,5 20,5 20,5 20,5 20,5

Nakon toga ¢emo prema veé opisanom postupku izra¢unati S: .
S=10+10+10+10+10+104+104+10+ 10+ 10+ 10 — 4 + 9+
+9+9—-1+8+4+0=140. : ) S
Upotrijebit éemo formulu (13.10) za izratunavanje Tau:
140

VII/225(25-1) - T][1/225 (25 - 1) ~Ty]
Nas Ty = 0 (jer u varijabli X nemamo vezanih rangova), a Ty je 1/2(15- 14)+.
+1/2 (10-9) = 105+45 = 150. Uvrstimo li te vrijednosti u formuly, dobivamo:
_ 140 _ 140 _ 0,66
/300 (300 — 150) 212,13
Evo sada kontrole toga ratuna, a ujedno i dokaza da je svejedno kojim redosli-
jedom grupe rangiramo: prosjetni rang muskaraca je (1 + 10)/2 = 5,5; prosjetn
rang 7ena je (11 + 25)/2 = 18. : :

_ |ukupno "ispod” — ukupno "iznad”|

Tet
eta ukupni broj usporedbi

(13.31)

Tau =

To iznosi # =0,93.
Napomena: rezultat bi naravno bio jednak da smo zapogeli od druge
skupine, tj. od skupine muskaraca.

Kako taj rezultat interpretirati? Ne mozemo ga interpretirati analogno koefici-
jentu korelacije, ve¢ ovako: u 93 posto usporedbi zenski ispitanici postigli su bolji
uspjel od musgkih ispitanika.

Vazno je konstatirati da se rezultati, dobiveni metodom Kendallova Tau i Free-
manova Teta znacajno razlikuju: dok smu u prvom sluéaju dobili koef. korelacije
- 0,66, sada imamo 0,93 (pa ga stoga i nesto drugadije interpretiramo).

Razlika je velika, a i neki drugi ra¢uni, 5to ih je autor ovog teksta izveo, pokazuju
da ta dva postupka daju brojéano i znatno razli¢ite rezultate, cas u korist jednog,
a Cas u Korist drugog izraza! Ta Cinjenica, koliko god bila zbunjujuéa, donekle je
za neprofesionalnog statisticara mozda i utjesna: ona pokazuje da ¢ak i u podrudju
koje laiku izgleda izvanredno egzaktno, postoje joi uvijek postupci, koji — iako
je logika obrade kod svakog od njih prihvatljiva i opravdana — ipak mogu dati
1 znatajno razlicite rezultate.(Ima jo§ i vaznijih teorijskih podruéja statistike u
kojima Se statistiari ne slazu, i dosta se razlikuju u predlozenim postupcima.)

Ako su nam rezultati grupirani u razrede, tj. ako u varijabli ranga imamo
. nekoliko vezanih rangova, dakle po, nekoliko slugajeva u istom rangu, formula je

. drugatija (ali ona vrijedi i za slu¢ajeve kada nema vezanih rangova), i glasi:
' Jukupno "ispod” — ukupno "iznad”|
Teta = N, v (13.32)
Primjer: 8 utenika i 8 ugenica napisali su zadacu iz matematike, i distribucija
ocjena izgledala je ovako:

Tau

X 1 2 3 4 5 6 7 & 9 10 11 12 13 14 15
¥ 18 18 18 18 18 18 18 18 18 18 18" 5,518 18 18

16 17 18 19 20 21 22 23 24 25
5518 55 55 55 55 55 55 55 55 )
§=-10-10-10-10-10-10-10-10-10-10-10+4-9-9-9 -
+1-8+0=-140. ' .
Kako vidimo S je jednak, samo je protivnog predznaka. A predznaku ovom
ratunu ionako nema nikakvog znacenja. : :
Korelacija je dakle dosta visoka. . . .
Freemanov koeficijent Teta (©). Posluzimo se istim primjerom od malo prije,:
tj. rezultatima 10 muskaraca i 15 Zena u jednom testu. Postupak Freemanova testa -
relativno je jednostavan, i izgleda ovako: : ‘

X1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 .11 12 13 14 15 16 OCJENE

Y 2 %z %2 % % & % 2z % % . Z m 2z Z Z m. 5 4 3 9 1
17 18 19 20 21 22 23 24 25 U(':enici 01 1 2 4
7 Ucertice 2 1 2 0 3

Z m m m m m m m m
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" (0,82).postignuta je kod N ='4. A kod nikakve povezanosti oba su nacina jednako
losa: kod malih uzoraka rezultat je vilo iskrivljen, i tek kod velikih uzoraka rezultat
se priblizava nuli (koliko bi zapravo moralo biti).

Postupak trazenja ukupno "ispod” i ukupno "iznad” bit ce jednak kao i
proslom p11m]mu samo ¢emo dobivene podatke morati jo§ mnoziti s flel«vencuom
u svakom "razredu”, tj. kod svake ocjene. Utinimo to s podacima naseg primjera,
polazedi, recimo, od uéenika:

Ukupno ispod 13.18. RAZLIKA IZMEDU DVA KOEFICIJENTA KORELACIJE r

Za ocjenu 5 0 (nema ucenika s ocJenom 3) - . e e .. . N
za ocjenu 4 2+ 3) 1 =5 (5 ucenica je slabije od jednog ucemka) !\a}tka(lir nas moze zanimati I“AZI‘I!{UJ‘U li se dva !:oeﬁcueP.m korelacije statisticki
za ocjenu 3 -1 =3 (3 uenice su slabije od 1 uenika s ocjenor 3) . znacajno. Na primjer, ako korelacija izmedu visine i teZine kod 20 dvanaesto-

" . godisnjih - djecaka (vidi primjer na str. 192 iznosi 4 0,86, a kod 40 odraslih

3.1=
za ocjenu 2 3 -2 =6 (3 ucenice su slabije od 2 ufenika s ocjenoin?2)
muskaraca korelacija izmedu visine i tezine = + 0,51, moze nas zanimati je li

ta razlika statisti¢ki zna€ajna, jer tek ako ona to jest, mozemo pokusati analizirati
uzroke toj razlici.

Testiranje znacajnosti lazlll\e izmedu dva koeficijenta korelacije r relativno je
jednostavno i izvodi se ovako:

Ukupno "ispod” = 14

Ukupno iznad

za ocjenu 4 2.1=2 1. Najprije treba oba koeficijenta korelacije pretvoriti u korespondentne vrijed-
za ocjenu 3 (1+2)-1=3 nosti z, , koje — po njihovu autoru R. A. Fisheru — nazivamo i Fisherove z, vrijed-
za ocjenu 2 2+1+2)-2=10 . nosti. Distribucija uzoraka koeficijenta r nije, naime, normalna nego asimetri¢na
za ocjenu 1 (2+1+4+2)-4=20 distribucija, a pretvaranjem u z, vrijednosti, ona postaje priblizno normalna. Iz
o - tablice G u Dodatku mozemo o€itati da koeficijentu korelacije 7; = 0,86 odgovara

Ukupno “iznad” = 35 z, = 1,293, a koeficijentu r» = 0,51 odgovara 2,, = 0,563.
. , ) 2. Standardna pogreska z; vrijednosti je, kako rekosmo, priblizno normalno

Teta = [ukupno ”ispod” — ukupno "iznad”| - |14 — 35| - distribuirana i ona se ratuna prema formuli:

Ny N, 8-8 ' 8, = —— 13.33
= — (13.33)

Teta = 21/64 = 0,33. . K
Prema tome, standardnu pogresku razlike izmedu obje z; vrijednosti izraéunat

¢emo prema ve¢ dobro poznatom principu, tj. ona je drugi korijen iz zbroja obiju
+ kvadriranih standardnih pogresaka:

Sepy—n = (/5% + 52, (13.34)

(13.35)

Inspekcija tablice pokazuje da ucenice tendiraju boljim ocjenama u toj zada
od ucenika, tj. da su one u 33% slu€ajeva imale bolju ocjenu, nego 3to su imale
logiju ocjenu.

Primijenimo li formulu 13.32 na na$ prvi primjer, dobivamo:

145-5
Teta = 1510 =0,93.

Napomen a: Ako je nekom ¢itaocu mozda upalo u o¢i da smo kod druge
formule (13.32) postupili prividno drugagije, nego kod prve (13.31) tj. dok je brojnik
u maloprijasnjem primjeru bio 14 — 35, nazivnik nije glasio 14 + 35 (=49) kao
u prvom primjeru, onda valja kazati ovo: u formuli (13.32) brojnik se u svakom -
slu¢aju moze izraéunati kao i kod formule (13.31), jer to je stvarno frekvencija
rezultata koji su "iznad” i "ispod”; ali u nazivniku u kojem treba uzeti ukupan bro

U naSem slucaju dobivamo:

1 1
Sen—ug = [ 75 + 37 = 0,203,

3. Podijelimo li razliku izmedu z, 1 zr, sa standardnom pogreskom te razlike,

. dobwamo

usporedbi, jednostavnim zbrajanjem "iznad” i "ispod” mi smo izostavili odredeni o - 1,293 -0,563
broj usporedbi, tj. sve one, gdje u obje skupine ispitanika rezultati padaju u istu f S . =92,49.
kategoriju: to su jedna usporedba kod ocjene 4 (jedan uéenik s jednom ugenicom), . \/1/(1\71 —3)+1/(N>~ 3) 0,293

" Taj rezultat interpretiramo jednako kao $to smo interpretirali i razlike medu
aritmetickim sredinama: buduéi‘da je t veéi od 1,96, mozemo smatrati da je razlika
izmedu oba koeficijenta korelacije statisticki znacajna. Tek kad smo to dokazali,
mozemo pokusatj tu razliku interpretirati. Znagajno ve¢u korelaciju izmedu tezine
i visine mozemo kod djece — za razliku od odraslih — naéi zato 5to su djeca ve¢inom
gradena proporcionalnije, pa je u velikom broju slu¢ajeva dijete koje je vise, ujedno
i teze. Naprotiv, kod odraslih je proporcionalnost tijela znatno rjeda (jer nalazimo
veti broj debelih ljudi), pa je zbog toga i korelacija manja.

dvije usporedbe kod ocjene 3 ( jedan uZenik s dvije ulenice), i dvanaest usporedbi .
kod ocjene 5 (4 utenika s 3 uCenice), dakle ukupno 15 usporedbi. A 49 + 15 = 64,
dakle to€no toliko koliko smo dobili i mnoZenjem broja uéenika s brojem uéenica:
8-8=064.

Ako se radi o izboru izmedu Tau i Tete, ¢ini se da ipak treba preferirati upotrebu
Freemanova Teta. Usporedbe izmedu ta' dva postupka pokazuju ovo: kod potpune
povezanosti Teta daje otekivani rezultat, tj. 1, bez obzira na veli¢inu uzoraka.
Naprotiv, Tau se smanjuje to je uzorak veéi (¢ak do oko 0,70) , a najvisa vrijednost
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Medutim, ako mjerimo dstu grupu ispitanika i dobijemo dvije razlicite korelacije,
pa zelimo testirati razlikuju li se one znacajno, postupak je drugaciji.
Na primjer, ustanovili smo na skupini od 100 ispitanika da je korelacija izmedu .
uspjeha u jednom dugackom i tedko primjenjivom testu X i uspjeha u zvanju Z r,
= + 0,56, dok je kod tih istih 100 ispitanika korelacija izmedu uspjeha u jednom
kratkom i jednostavnom testu 1" i uspjeha u'istom zvanju Z ry, = + 0,43. Kad |
bi testovi bili jednako lako primjenjivi, naravno da bi se odluéili za prvi test, bez
obzira na to je li razlika u korelaciji znacajna. Ali u ovoj situaciji skloni smo da se
odlu¢imo za prvi kompli 1cuam]1 test jedino ako je njegova korelacija s usp;ehom u
zvanju statisticki znacajno ve¢a od korelacije drugog testa.
Za ovaj racun potrebno je znati i korelaciju izmedu oba testa. Uzmuno da ona
iznosi vy, = +,52. .
Testiranje znacajnosti razlike medu l\orelacuama u ovim se slucaJe\'lma :
izratunava ovako:

t= (7'xz - Tyz)\/z(l _ T (N —-) 3)(1)+ Txy) . . (1336) _.

~Txz " Tyz + 2"'x_v7'xzr_yz)

Uzvrstimo li nade vrijednosti u ovu formulu, dobivamo:

' 971,52 '
t= (0’56"0’43)\/ 2(1-0,2704—0,3136—0, 1849+ 1,04 - 0,56 - 0, 43)

=0,13./153, 10—1 61.

Ovaj t ima t-raspodjelu s N — 3 stupnja slobode. Grani¢na vrijednost ¢ za 97
stupnjeva slobode iznosi oko 1,99. Buduéi da je nas dobiveni ¢ manji, zakljuéujemo
da ne mozemo razliku izmedu l\orelacua testova X 1Y iuspjeha uzvanju Z smatrati
statisticki znacajnom.

ZADACI ZA VJEZBU
1. Izratunajte = koeficijent korelacije za rezultate iz tablice 13. 1
Provedite kontrolu ratuna stupcima (X —Y) i (X — ¥)2. :

2. 20 studenata testirano je jednim testom znanja i jednim testom ver-
balnog faktora; dobiveni su ovi rezultati:

Test  Verb. Test  Verb
Stud. znanja test | Stud. znanja  test

Xy () (X) (Y)
A 52 49 K 64 53
B 49 49 L 28 17
C 26 17 M., 49 40
D 28 34 N 43 . 41
E 63 52 0 30 15
F 44 41 P 65 50
G 70 45 R 35 28
H 32 32 S 60 55
I 49 29 T 49 37
J 51 49 U 66 50

Izracunajte r korelaciju izmedu ova dva niza podataka.

13.18. RAZLIKA IZMEDU DVA KOEFICIJENTA KORELACIE R

3. Kod 25 kosarkasa usporeden je broj koseva koje su dali, s brojem
prekrsaja ("osobnih gresaka”}, koje je svaki od njih imao.

Igrat Broj  Broj |Igra¢ Broj Broj |Igrat Broj Broj
koSeva prekrs. koseva prekrs. koseva prekrs.
! 0 0 9 2 4 17 37 16
2 0 0 10 3 0 18 42 24
3 0 1 11 6 6 19 46 20
4 0 1 12 7 3 20 48 17
3 1 0 13 9 9 21 57 22
6 2 0 14 18 9 22 39 18
7 2 1 15 21 7 23 60 15
8 2 3 16 35 5 24 75 24
25 75 31

Prikazite ove rezultate graficki (na apscisu stavite broj kogeva) i
izratunajte r koeficijent.

4. U jednoj skupini od 10 radnika ispitano je upitnikom njihovo zado-

voljstvo na poslu i stupanj informiranosti. Dobiveni su ovi rezultati:

. Radnik Zadovoljstvo Informiranost
1 45 46
2 41 37
3 40 45
4 36 21
5 34 37

6 33 32
7 25 ° 30
8 21 19
9 18 26
10 17 17

Iztatunajte za ove podatke r koeficijent i p koeficijent.

5. lziatunajte rang-korelaciju iz podataka iz tablice 13.5.

6. . Na jednoj skupini skolske djece korelacija izmedu dobi i tezine iznosila

jer = 0,80, izmedu dobi i rezultata u jednom aritmetickom testu 0,60,
i izimedu teZine i rezultata u testu 0,50. Kolika je korelacija izmedu
tezine i rezultata u testu ako iskljué¢imo utjecaj godina?

7. U jednom turistickom mjestu r-korelacija izmedu broja turista i
“koli¢ine prodanih vruéih ¢okoladnih napitaka iznosila je — 0,30. Ko-
relacija izmedu prodanih koli¢ina gokoladnih napitaka i okolne tem-
perature iznosila je — 0,70, a izmedu broja turista i temperature +
0,80. Kolika je stvarna korelacija izmedu broja turista i koli¢ine pro-
danih vruéih éokoladnih napitaka, pod uvjetom konstantne tempera-
‘ture?
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Na jednom ispitu korelacija izmedu bodova i nekog testa 1znosnla je

0,50. Korelacija izmedu bodova i jednoga dxugog testa bila je 0,60.
Medusobna korelacija izmedu oba testa bila je 0,40. Kolika je multipla
korelacija izmedu oba testa zajedno i bodova na ispitu?

Deset radnika rangirano je prema ovim kriterijima: marljivost (M),

produktivnost (P), tocnost u radu (T), discipliniranost (D) i odnos
prema drugovima (O). Dobiveni su ovi rangovi:

Radnicic M P T D O
A 2 1 2 3 4
B 1 3 1 2 2 _
C 3 4 4 1 3
D 5 5 5 5§ 1
E 4 2 6 7 6
F 7 8 3 4 7
G 6 6 8 6 5
H 8 7.7 8 9
I 9 10 10 9 8
J 10 9 9 10 10

Koliko je slaganje izmedu ovih 5 kriterija?

Skupina od 20 studenata rjesavala je najprije test znanja iz statistike,
a nakon toga je svaki polagao usmeni ispit. Na tom ispitu mnogl su
pali. Dolje su navedeni za svakog studenta rezultati u testu i rezultat

ispita: 1 = proSao, 0 = pao. Izratunajte point-biserijalnu korelaciju

izmedu ove dvije varijable.

Stud. Test Ispit |Stud. Test Ispit|Stud. Test Ispit
1 50 1 8 43 0 15 44 1
2 46 0 9 42 0 16 42 0
3 37 0 10 46 1 17 41, 0
4 48 1 11 42 0 18 45 0
3 47 1 12 41 0 19 46 0
6 40 0 13 43 0 20 43 0
7 39 0 14 43 0

U poglavlju 9.9. rastumagena je "metoda diferencije”, tj. testiranje
znacajnosti razlike izmedu dvije aritmetitke sredine kod malih Zavis-
nih uzoraka. Kao primjer uzeti su rezultati za bazalni metabolizam
18 1sp1tamka prije i nakon uzimanja fenamina. K\ orelacz]a izmedu pr-
voga i drugoga m]eren]a bazalnog metabolizina iznosi r = +0, 69.
Izratunajte uz pomoé standardne metode, tj. uz pomo¢ formule 9.7,
vodedi brigu o tome da su to mali uzorci (zaJedmcl\a standardna de-
vijacijal), znacajnost razlike uz pomoé t-testa.

14.1. PRAVAC REGRESLJE

Kada jednom znamo da izmedu dviju pojava postoji korelacija, to u praksi
moze vrlo mnogo koristiti. Na primjer, kada je jednom ustanovljeno da postoji
(negativna) povezanost izmedu koli¢ine fluora u pitkoj vodi i "pokvarenih” zubi
kod djece, tj. da je broj karijesa to manji, §to je veca koncentracija fluora u vodi,
to je dovelo (kad je provjereno da medu varijablama stvarno postoji uzrocna veza!)
©do doclavdnja floura pitkoj vodi u gradskim vodovodima.

No, ¢esto nije dovoljno znati samo to da korelacija postoji, i kolika je, veé zelimo
iz podataka jedne varijable zakljuéiti koji joj rezultat najvjerojatnije odgovara u
.drugoj varijabli; tj. zelimo da iz podataka jedne varijable prognoziramno rezultat u
drugoj varijabli. Na primjer, ako znamo da izmedu visine i tezine postoji korelacija
odredenog stupnja, zanima nas koja je najvjerojatnija tezina ¢ovjeka, koji je, prim-
jerice, visok 180 cm; ili, ako znamo stupanj povezanosti izmedu koli¢ine proljetnih
kisa i kolicine jesenske Zctve, moZe nas zanimati prognoza o tome kakva ée biti
zetva neke godine s obzirom na tegistriranu koli¢inu oborina u proljece.

‘Ako je povezanost maksimalna ( + 1 ili - 1), onda nema problema, tj. kore-
spondentau vrijednost zavisne varijable (1) izratunat éemo bez teskola iz neke
~vrijednosti nezavisne varijable (X).

Primger. Znamo dei je opseg kruga 27 7. Dakle, opseg kruga, kojemu polumjer
iznosi 5 cr, bit ée 2-5- 3,14 = 31,4. Ako jé odnos ujedno i linearan (a u opsegu
kruga je tako), onda se - kako z_namo - sve vrijednosti obiju varijabla nalaze na
praven od kojeg nema nikakvih odstupania.

Na primjer, u spomenutom primjeru s opsegom kruga za ovih 5 polumjera
imamo ove opsege:

Polumjer Opseg Porast
1 2-1-3,14= 6,28
2 2~2-3,l4=12,56% g;g
3 2-3-3,14=18,84 i7l'.d
4 2.4.3,14 = 25,12 :
5 9.5.3,14 = 31,40
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Kako se vidi, linearnom porastu polumjera odgovara lmeaml porasr opsega koji
neprestano raste za jstu vrijednost, tj. za 2, 111 6,28. .
Evo jo3 jednog primjera:
Mjeseéne zarade petorice ljudi prikazane su u varijabli '\. a gochsn]e zalade u
varijabli ¥

Mjesecna zarada

Sluzbenik (u nekim arbitrar- Godisnja
nim jedinicama) zarada.i
A 2 24
B 2,25 27
C 2,50 30
D 3 36
B 4 : 48

Ako odnos izmedu obiju varijabli prikazemo g;raﬁckl dobivamo rezultat prikazan -
na slici 14.1.

GODISNJA
ZARADA

A

60
50
40 -

30

20 -

10

Y

1 1 1
l, 1 2 "3 4 5
MIESECNA ZARADA

Slika 14.1. Odnos izmedu mjesecne i godisnje zarade petorice sluzbenika
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Buduéi da godisnja zarada iznosi dvanaest puta iznos mjesenih zarada,
godisnju zaradu mozemo jednostavno izraziti kao

) Y =12X.
Prema tome, ueki novi sluzbenik, s mjese¢nom zaradom od 2,75, imao bi godisnje
Y =12-2,75 = 33.

I nas prvi primjer s opsegom l\mga takoder bismo mogli prikazati analognom jed-

nadzbom, koja bi glasila:
¥ =6,28.X.

Ovi izneseni rezultati dadu se - kako smo vidjeli na slici 14.1. — graficki prikazati
praveem, kome je ishodiste u X' = 01 Y = 0 (jer ako je mnjeseéna zarada 0 i godisnja
je zarada 0 ili ako je polumjer 0 i opseg kruga je 0).

Medutim, ako svaki od spomenutih 5 sluzbenika dobiva godisnje nagradu, koja
je za sve njih jednaka, i iznosi 3 jedinice, onda tu vrijednost od 3 treba pribrojiti
svakoj godisnjoj placdi, pa ¢emo tako dobiti formulu:

Y =3+ 12X, ili u simbolima:
V=a+bX, (14.1)

a to je ujedno i "jednadzba pravca regresije”, u kojoj su a i b konstante: a oznatuje
odsjec¢ak na osi Y, a b oznacuje nagib pravca. Nagib pravca je porast (ili pad) u
varijabli ¥ za promjenu varijable X za jednu jedinicu. Ili, nesto egzaktnije, nagib
je '
vertikalna udaljenost 1% -1}
horizontalna udaljenost ~ X, — X}

U naSem primjeru s pla¢om nagib pravca je 12, tj. za porast mjesecne place za 1
(horizontalna udaljenost) godidnja pla¢a poraste 12 tih istih jedinica, prema tome,
imamo izraz 12/1 = 12. A u slucaju s opsegom kruga, nagib je 6,28, jer za porast
polumjera od 1 opseg raste za 6,28.

Pocetnike (pa i naprednije!) u statistici obi¢no zbunjuje naziv ovog pravca, tj.

" nije ba§ posve jasno zasto se taj pravac esto tajanstveno naziva pravac regresije.

Uzrok tome je medutim vrlo banalan: ve¢ smo spomenuli da se Galton bavio pi-
tanjem odnosa izmedu visine otaca i sinova, i da je time postao zapravo zacetnik
raéuna korelacije. Prilikom svojih istrazivanja Galton je ustanovio — §to se i moglo
otekivati — da visoki ogevi imaju (u prosjeku) i visoke sinove; no istodobno on je
primijetio i ne§to neobiéno: sinovi visokih oCeva bili su manje visoki nego sto bi se
to moglo ocekivati, a isto tako sinovi niskih o€eva bili su manje niski od oekivanog.
Drugim rije¢ima, oCevi koji su, na primjer, bili 15 cm vidi od prosjeka oceva, imali
su sinove koji su (u prosjeku) bili samo 8 cm visi od prosje¢ne visine sinova, a otevi

_koji su'bili oko 10 cm niZ od prosjeéne visine oteva, imali su sinove Loji su (u

prosjeku) bili oko 5 cmn nizi od prosjeéne visine sinova.
Na osnovi tih rezultata Galton je pretpostavio postojanje “zakona o regresiji
(vraéanju) prema prosjecnosti”: s ekstremnim vrijednostima varijable X povezane
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su manje ekstremne vrijednosti varijable 17; dakle, kao da ¥ —vu]ednostl tenchra]u
vracanju (regresiji) prema svom pws]('lm : .

Eto. i tako je nastao naziv pravea "regresije”, koji se - bez obzira na toé nost ili '

netoénost tyrdnje o “vracanju prema prosjeku” - zadrzao u statistici.

No vratimo se nasem nagibu krivulje! On moze naravno biti i negativan (u
slucaju negativne korelacije), tj. ako porastu vrijednosti X odgovara pa(l\u]e(lnostx
1". Na primjer, ako u jednomn kolektivu broj opomena donosi sa sobom smanjenje
mjesecne place, uzmimo, za 10 jedinica, a mjeseéna placéa iznosi 100 jedinica, onda
¢e sluzbenik koji u toku mjeseca nije imao ni jednu opomenu dobiti naknadu od
100, a netko tko je imao 10 opomena, nec¢e dobiti nikakvu nakuadu.. Taj odnos
graficki izgleda kao na slici 14.2. :

) 1 1 4 1 T J 1 ) T

0o 1 2 3 4 5 6 1 8 9 10
BROJ OPOMENA

Slika 14.2. Odnos izmedu broja opomena i mjesecne 'nagrade

Jednadzba pravca regresije za ovaj ¢e slutaj iznositi:

Y =a+bX =100+ (-10)X = 100 - 10X. ; :
80 - 90

Dakle, nagib iznosi - 10. To proizlazi iz prije spomenute formule: STg = -10.:

2
Iz jednadzbe, dakle, slijedi da ée netko, tko je imao 4 opomene, dobiti nagradu o
visini od 60: '
Y =100~ 10- 4 = 60.

Odsjetak na ordinati moze biti i negativan. Na primjer, ako se u nekoj igri postizanje

iznad 1 poena nagraduje s 2 boda za svaki poen, 1 poen ne donosi nagrade, a nula

poena se kaZnjava s 2 negativna boda, onda imamo situaciju prikazanu na slici 14.3.
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BODOVI

I 4

Slika 14.3. Odnos izmedu postignutih poena i nagrade odnosno kazne

Ovu situaciju odrazava donja formula pravca regresije:
X =-2+2X.

Sve ovo do sada bilo je lako izratunati jer su svi rezultati bili toéno na pravcu.
No u praksi nikada nije tako (osim naravno kod matematitkih zakona). Stoga se
moZemo zapitati kako éemo postaviti prognozu iz neke vrijednosti varijable X za
varijablu Y.

Pretpostavxmo da 8 1sp1taml\a u testu X itestu Y postignu ove rezultate:

Ispitanici X Y

A 1 3

B 2 3

c 3 4

D 4 5

E 5 9

‘ F 6 6
G 7 9

H 8 9
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Prikazemo li te rezultate graficki, dobit éemo rezultat prikazan na slici 14.4.

A
BODOVI
U TESTU

y

10

Y

2 4 6 8 10 X!
BODOVI U TESTU

Slika 14.4. Graficki prikaz rezultata osmorice ispitanika u testovima X i Y.

Kako svi rezultati nisu na pravcu, sada je tesko reéi koji je rezultat u varijab
Y najvjerojatniji za vrijednost X od, recimo, 3. U ovom konkretnom' slu¢aju vri

jednosti X = 3 odgovara rezultat ¥ = 4, ali te su vrijednosti dobivene na malom ;
uzorku, i logicki slijedi ve¢ iz slike 14.4. da bismo uz X' = 3 mogli imati i koji drugl :

rezultat u varijabli Y.

Kako dakle nacrtati pravac koji bi ”po3teno” rcprezentlrao odnos izmedu obj Je :
varijable? Ako bismo to uéinili "odoka”, to bi moglo biti i prili¢no pogresno, jer bi

neka druga osoba vjerojatno ucrtala neki drugi pravac, treéa osoba opet neki drug
itd. ‘

regresije je onaj koji ima najmanju sumu kvadrata odstupenje pOJedmacmh Y rezul

tata od tog pravca. Ako vrijednosti na tom praycu nazovemo Y (zovu ga "procijen-:
jeni”, ili "predvideni”, ili "regresijski” 1), onda ¢emo za svaki individualni rezultat

(tj. za svaku togku u scatter dijagramu) dobiti neku razliku (Y —¥). Suma kvadr ata

tih razlika (tj. udaljenosti od pravca) treba biti najmanja od svih mogucxh Stoga’f

se metoda kojom se to postize naziva "metoda najmanjih kvadrata”.

Jasno je da takav pravac neéemo traziti metodom ” pokusaja i pogresaka”, jer.
bismo na to mogli utrositi dobar dio zivota, ve¢ postoje mnogo ‘jednostavniji i kraéi:

No matematicari su naravno nasli rjedenje ovog problema: "najposteniji” pravac”
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nacini za i'zraéunava_nje konstanti @ i b.u jednadzbi pravca ¥ = a + 6.\ (odnosno,
sada je bolje pisati ¥ = a + bX).
Matematicki je nadeno da se konstanta b mozZe izracunati uz pomoé formule:
_ NIXY - (ZX)(ZY)
T NDX? - (ZX)?
a lonstanta a izracunava se uz pomo¢ formule:
a=Y-b-X (14.3)
(Y = aritmeti¢ka sredina varijable 1", a X = aritmeticka sredina varijable .Y).
Alko nasih 8 rezultata unesemo u tablicu za izratunavanje potrebnih vrijednosti
(to su dste vrijednosti koje smo ratunali i kod koeficijenta korelacije r!), dobit ¢emo
podatke prikazane na lijevoj strani tablice 14.1.

(14.2)

) TABLICA 14.1.
POSTUPAK ZA IZRACUNAVANJE PODATAKA ZA PRAVAC REGRESIJE I
STANDARDNU POGRESKU PROGNOZE

Ispitanik X Y X2 ¥? XY Y Y-V . (Y-7)?
A 1 3 1 9 3|32 —0,25 0,06
B 2 5 4 25 10 | 4,11 0,89 0,79
o] 3 4 9 16 - 12 | 4,96 —0,96 0,92
D . 4 5 16 25 20 | 582 -0,82 0,67
E- 5 9 25 81 45 | 6,68 2,32 5,38
F 6 6 36 36 36 | 7,54 -1,54 2,37
G- 7 9 49 8l 63 | 839 0,61 0,37
H 8 9 64 81 72 | 9,25 -0,25 0,06
Y 36 50 204 354 261 | 50,0 0,0 10,62
X =36/8=14,5 '
Y =50/8=6,25
r=0,862

Unesemo li dobivene vrijednosti u formulu (14.2), dobivamo:

(8-261) — (36-50) _ 288

b= L =
(8-204) — (36-36) 336

= 0,857.

Kons'tan.tu a izratunat ¢emo prema formuli (14.3):
' a=6,25-(0,857-4,5) =2,39.

Nasa 1ednadzba pravca regresije, prema tome, glasi:

T '=2,39+0,857 X.

Sziglai mozemo izracunati nekoliko vrijednosti ¥ (dovoljno bi bilo dvije, dosta
1daljene) da bismo mogli nacrtati pravac:
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XY . prognozirati u obratnom smjeru, ti. iz ¥ u X. To nisu dva jednaka pravce (osim u

1 0 239 (}2 2,39 +0) slugaju korelacije +1), i oni se sijeku pod to veéim kutom, 5to je korelacija izmedu
2 4,}1 (12 2,39 +0, 85_7‘ 2) - . obje varijable niza. (Kod korelacije 0, pravei su jedan na drugom okomiti.)

6 7,54 (iz 2,39 + 0,857-6) . Na ovom mjestu mozda je umjesno postaviti pitanje: zadto za prognozu vrijed-

Rl

10,11 (iz 2,39 + 0,857 -9). nasti Y iz neke vrijednosti X koristimo pravac regresije, a ne prosje¢an rezultat,
5to ga uz odredeni .\ imaju sve vrijednosti varijable "7 Tomu je nekoliko razloga:
prvo, cesto se uz neki konkretni rezultat .Y ne nalazi niti jedan rezultat ¥, pa u

" tom slucaju ne bismo mogli proghozirati najvjerojatniji . Drugo, i mnogo vaznije:

'salstauoviéta stabilnosti uzorka pravac regresije je ninogo stabilnija mjera od bilo

koje druge vrijednosti, koja oznacuje odnos izmedu obje varijable, i to zato sto

se pravac regresije zasniva na swvim rezultatima scatter dijagrama. Prema tome,
prognoza, osnovana na praveu regresije, neée biti toliko pod utjecajem slu¢ajnih
fluktuacija u uzorku koliko bi to bila prosje¢na vrijednost svih rezultata ¥ uz neki

odredeni .. i

N apomen a. Da smo imali na raspolaganju cijelu populaciju, onda bi bilo
opravdano da neki odredeni ¥ racunamo iz prosjeéne vrijednosti svih ¥ uz neku

odredenu vrijednost X.

Jos nekolikorijéci o tome kako izratunavamo pravac regresije ako imamo mnogo
rezultata, kao i onda ako imamo rezultate grupirane u razrede.

" U.tom'je sluéaju znatno jednostavnije koristiti jednu drugu formulu, koja se

koristi podacima o korelaciji izmedu obje varijable, kao i podacima o aritmetickim

sredinama i standardnim devijacijama. Ta formula glasi:
¥ —;s-(\ -X)+7¥. (14.4)

X

Ako kroz dobivene totke povucemo pravac, dobit ¢emo pravac legl esue  prikazan.
na slici 14.5.

' Na primjer, kada bi u nekom istrazivanju povezanosti izmedu dvije varijable imali
ove rezultate:

T T T T T > _ —
2 4 6 8 10 X : X =119 Y=1,30
sx =10 sy = 0,55
Slika 14.5. Pravac regresije za rezultate iz tablice 14.1. =0.70
Sve izrafunate vrijednosti ¥ za svaki pojedini X su dakako na tome pravcy‘, : N =100,

i te su vrijednosti u tablici 14.1, prikazane na desnoj strani tablice, u stupcu ¥
Na slici 14.5. i u tablici 14.1. nacrtane su, tj. u stupcu ¥ — Y izracunate, razlike.
izmedu stvarnih rezultata varijable ¥ i ”prognoziranog” Y. Iz tablice se ujedno
vidi da suma ¥ vrijednosti odgovara sumi Y, a takoder i da je suma razlika ravna
nuli. (N a p o m e n a. Zbog decimalnog zaokruzivanja to ne mora uvijek biti toc’no
nulal)

Uz bilo koji drugi pravac, zadnji stupac (tj. suma kvadriranih razlika, dakle
LY — ¥)?) bio bi veéi od dobivene sume 10,62, jer 10,62 je naJman_]a moguéa
suma kvadrata razlika.

Buduéi da se ratuna s istim podacima kao i koeficijent korelacije r, pravac
regresije mozemo izratunati uvijek kada ratunamo i korelaciju. a

N a p o m e n a. Jednako tako kao 5to smo ratunali pravac regresije za varijablu
Y, jer zelimo iz nezavisne varijable X prognozirati vrijednosti varijable Y, mozemo
dakako, na analogan nacin izratunati i pravac regresije za varijablu X, ako zelimo

onda bi prognoziranu vrijednost V" za, primjerice, X = 130 izra¢unali primjenom
formule (14.4) ovako:

¥ =0, 7238 J"(130— 119) + 1,30
:(o,osss-u) +1,30
=0,42+1,30

=1,72.

14.2. POGRESKA PROGNOZE

Pasve je razumljivo da prognoza ko ju smo izveli uz pomo¢ pravca regresije, ne
moZe bitl sasvim to¢na; naprotiv, ona ¢e biti to manje tocna, §to je niza korelacija

——
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izmedu obje pojave, pa su, prema tome, individualni 1ezultat1 jako rasp1scm oko
pravca regresije. Iz toga sluedl da pri ratunanju pogreske prognoze moramo uzeti u
obzir rasprienje rezultata oko pravea regresije. Pri tome moramo pretpostaviti (a to
ne mora uvijek biti tako!) da je rasprsenje rezultata oko pravca regresije manje-vige -
podjednako uz citavu duljinu pravea (to se naziva "homoscedascitet?).

Kako se i u ovom slu¢aju radi o sli¢cnom fenomenu kao kod standardne devijacije,
to je i formula za izraCunavanje pogreske prognoze (koja se naziva ”standardna
pogreska prognoze™) sli¢na formuli za standardnu devijaciju. Ona glasi:

[(8-261) — (36 - 50))?
(8-204) — 362

(Y —))~_1/s{s 354) - 50° — }:10,64.

(U raéunu "pjesice” dobili smo 1(),6'2.)

Na kraju treba jo3 jednom posebno upozoriti da prognoziranje nekog rezultata
1" iz jednog odredenog rezultata .\ (jednako kao i raunanje koeficijenta korelacije
7). ima svoje opravdanje jedino ako su obje varijable n linearnom odnosu, a donekle
" i onda ako postoji "homoscedascitet” (tj. ako je varijabilitet rezultata " oko pravca
regresije podjednak duz cijelog pravea.)

Zato je koristan savjet (ako nemamo odveé mnogo rezultata) da kako pri
racunanju korelacije, tako i pri raunanju pravca regresije radi prognoze nacrtamo
i scatter dijagram rezultata: na toj ¢emo slici zaista vidjeti ”vise nego na 1000
brojeva”, tj. vidjet éemo: 1. je li odnos linearan i 2. nije li ozbiljno deformiran
homoscedascitet (a on se moze ozbiljno poremetiti ako bilo jedna, bilo druga, bilo
obje varijable nisu normalno distribuirane ili barem simetri¢no distribuirane).

D

Standardna pogreska prognoze = N 3
N

(14.5) |

Napomena Ako znamo korelaciju izmedu obje varijable, pogresku mozemo ,
izrac¢unati i uz pomo¢ ove formule: .

N-1
N-2
U naSem primjeru iz tablice 14.1. mozemo se npr. zapitati koji je naJVJelOJatllljl v ’:
za X = 4, pa ¢emo iz jednadzbe pravca dobiti:

Standardna pogreska prognoze = sy /(1 — 72)

(14.6).
ZADACI ZA VIEZBU

1. Nadite jednadzbu pravca regresije za ove rezultate:
X 1 2 3 4 5
Y 5 4 3 2 1
2. 15 studenata bilo je upitano koliko su se sati pripremali za jedan
kolokvij iz statistike. Njihovi odgovori na to pitanje usporedeni su s
bodovima §to su ih dobili na kolokviju (maks. broj bodova = 100).

V= 2,394 0,857 -4 =5, 818;

a standardna pogreska te prognoze je:

106 \/ 77=1,33.

Vidjeli smo da ova "standardna pogreska” po svom smislu odgovara zapravo
standardnoj devijaciji i ne treba je mijesati s izrazom ”standardna pogreska” kod
aritmeticke sredine, jer se tamo radi o variranju aritmetickih sredina uzeraka oko -
prave aritmeticke sredine, a kod standardne devijacije radi se o variranju original-
nih rezultata oko njihove aritmeti¢ke sredine. Upravo ovd]e imamo istu stvar: nas:
zanima variranje konkretnih rezultata oko pravca regresije. o

Kako ¢emo, dakle, interpretirati standardnu pogresku prognoze, za kOJu SmMo
izratunali da iznosi 1,337 Jednako kao i standardnu devijaciju, a to znaéi da 68%
rezultata 1* varijable varira za 1,33 oko vrijednosti ¥, 95% rezultata varira za
+2-1,33 = £2,66 oko pravca, itd. Dakle, najujerojatniji rezultat varijable ¥ uz
rezultat X = 4 je rezultat 5,818, ali je 95% vjerojatno da se on nalazi u intervalu
izmedu 3,16 1 8,48 (5to je 5,818 +2-1,33). ;

Pogresku prognoze bilo bi naporno racunati kod velikog broja rezultata kada
bismo morali racunati svaku razliku izmedu ¥ i Y, pa se izraz T(¥ — Y) u tom
slu¢aju izracunava pomoéu formule: : '

Dobiveni su ovi rezultati:
(X) Satiugenja 0,50 0,75 1,00 125 1,50 1,75 2,00
(Y) Bodovi | 57 ' 64 59 68 74 76 79.
(X) 2,25 2,50 2,75 3,00 325 3,50 3,75 4,00
(Y) 83 85 86 88 89 90 94 96.
a. Nadite jednadzbu pravca regresije za ove rezultate.
*b..Ako se neki student pripremao 0,25 sati, koji je njegov najvjero-
Jatniji rezultat na kolokviju?
c. Izratunajte standardnu pogresku prognoze.

3. Pretpostavimo da smo u ]ednom istrazivanju varijabli X' i Y dobili
_ove rezultate:

X =600 " =48 r=0,58
sx =100 © sy =0,4 N =200.

a. Koliko iznosi prognozirani ¥ ako je X = 70?

NEXY ~ (SX)(EY)P )
NIX? - (ZX)? }
Primijenimo li tu formulu na na$ primjer iz tablice 14.1 (za koji smo veé

izracunali pogresku prognoze), dobivamo:

DY -V =1/N {Nzy‘z - (ZY)? - [ '(14.‘7') .
’ : ‘b. Koliko iznosi prognozirani ¥ ako je' X = 3507

-¢. Kolika je pogreska prognoze u oba slucaja?



Razlike izmedu aritmetickih sredina, neki ra¢uni korelacije itd., mogu se primije-
niti samo na kvantitetivne brojéane podatke, koji su ili normalno rasporedeni ili bar
. simétriéno rasporedeni. Medutim, ako su podaci kvalitativni ili ako im distribucija

znacajno odstupa od narmalne; onda se velik broj do sada opisanih postupaka
(osim ratuna proporcija, nekih koeficijenata korelacije ne mogu upotrijebiti, nego
se veéinom upotrebljava postupak nazvan y>-test (&itaj: hi-kvadrat). Veé u pocetku
treba naglasiti da se hi-kvadrat test raguna samo s frekvencijama, pa, prema tome,

_nije dopusteno u ratun unositi nikakve mjerne jedinice! Osnovni podaci istrazivanja

dakako mogu biti i mjerene vrijednosti, ali u hi-kvadrat unose se samo njihove
frekvencije.

Hi-kvadrat test je vrlo praktiéan test, koji moze osobito posluziti onda kad
zelimo utvrditi da li neke dobivene (opaZene) frekvencije odstupaju od frekvencija
koje bismo ocekivali pod odredenom hipotezom. On je Gesto utoliko sli¢an raéunu
korelacije, sto i kod hi-kvadrat testa katkada trazimo postoji li povezanost izmedu

‘dvije varijable, ali i u tim slu¢ajevima postoji bitna razlika izmedu rac¢una korelacije

i hi-kvadrat testa, jer nam raéun korelacije pokazuje stupanj povezanosti izmedu

“dvije varijable, dok nam hi-kvadrat test pokazuje vjerojatnost povezanosti. O tome
- ée jo§ biti rijedi na kraju ovog poglavlia.

Gotovo se u svim sluajevima hi-kvadrat izra¢unava na jednak nacin (uz
ogranitenje da katkada treba unijeti neke dodatne korekeije, ili je pak prakticnije
upotrijebiti neku drugu formulu koja skraéuje ragunanje), i to prema formuli:

. X-2 _ Z (fo ;tft)-. (151)

pri ¢emu f, znali opazene frekvencije, a f; otekivane (teoretske) frekvencije, tj.
frekvencije koje bismo oéekivali pod nekom odredenom hipotezom.
Najesce upotrebljavamo hi-kvadrat test u ovim sluéajevima:

1. Kad imamo frekvencije jednog uzorka pa Zelimo ustanoviti odstupaju li te
frekvencije od frekvencija koje otekujemo uz neku hipotezu.
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2. Kad imamo frekvencije dvaju ili vise nezawsmh uzoraka te zehmo ustanoviti
razlikuju li se uzorci u opazenini svojstvima.

3. Kad imamo frekvenciju dvaju zdvisnih uzoraka, koji imaju dihetomna svoj-
stva, te zelimo ustanoviti razlikuju li se uzorci u mjerenim svojstvima, tj. je
li doslo do promgene.

15.1. JEDAN UZORAK

Prui primjer. 48 lijecnika iznijelo je misljenje o tome treba li Zeni u porodu dati
analgeziju. Dobiveni su ovi odgovori: 26 odgovora "da”, 12 odgovora "ne znam” i
10 odgovora "ne”. Da li ti odgovori pokazuju neko znatajno odstupanje od onoga -
sto bismo ocekivali kad bi odgovori bili dani "nasumce”, tj. posve sluéajno?

Postavit éemo "nul-hipotezu”: nema razlike izmedu dobivenih odgovora i
slucajno rasporedenih odgovora. Kad bi odgovori bili dani potpuno sluéajno, svaki
bi od njih imao jednaku vjerojatnost, pa bismo prema tome svaki odgovor ocekivali
48/3 = 16 puta. Dakle, o¢ekivana frekvenuja za svaki odgovor blla bi 16.

Najprije éemo rezultate tabelirati:

"Da” | "Ne znam” | "Ne” | Ukupno
fo| 28 12 10 48
fe 16 16 16 48

Kad smo dobili oéekivane frekvencije, mozemo izrafunavati podatke potrebne :
za formulu (15.1): ;

fo fo fo-fo (omf)? g%#i
. t

26 16 10 100 100/16 = 6,25

12 16 4 16 16/16 = 1,00

10 16 -6 36 36/16 = 2,25
¥ =9,50

Z (fo - ft)' _ Xz =9,50
fe

Prije nego sto interpretiramo dobiveni x* = 9, 50, rastumagit ¢emo princip njegove.
interpretacije: kad ne bi nasli nikakve razlike izmedu opazanih i otekivanih frekven-
cija, izraz x? bi bio 0. Sto su razlike izmedu opazenih i oéekivanih frekvencija veée,
to je vedi i definitivni izraz x*. Prema tome, §to je hi-kvadrat manji (blizi nuli) (do
neke odredene granice, vidi o tome zavrietak poglavlja o hi-kvadrat testu), to je :
vierojatnije da treba prihvatiti postavljenu hipotezu, a sto je hi-kvadrat veéi, to je
vjerojatnije da postavljenu hipotezu treba odbaciti, jer se opazeni rezultati znatno

- mada, pa registrirali ishode "pismo” i’
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razlikuju od onih koje bismo pod odredenom hipotezom o¢ekivali. Tablica graniénih
vrijednosti x? (tablica H u Dodatku) pokazuje nam do koje vrijednosti (uz odredeni
broj stupnjeva slobode) moramo smatrati da je hi-kvadrat jo§ uvijek dovoljno vi-
sok, a da bismo mogli odbaciti hipotezu, odnoesno, drugim rije¢ima, koliko mora
najmanje iznositi vrijednost hi-kvadrat pa da odbacimo hipotezu. Naravno da i
ovdje (kao i kod svil dosada3njih testiranja znacajnosti) mozemo postaviti blaze
ili stroze zahtjeve, tj. mozemo traziti znacajnost na razini od 5%. od 1%, itd.

Kao praktitno pravilo moze posluziti ¢injenica da centralna vrijednost hi-
kvadrata uz neki stupanj slobode iznosi po prilici toliko koliko imamo stupnjeva
slobode. Prema tome, nul-hipotezu sigurno mozemo prihvatiti (bez uvida u tablicu
hi-kvadrata) ako je dobiveni hi-kvadrat manji ili jednak broju stupnjeva slobode.

Postanak tablice H moZemo relativno jednostavno protumaditi: Zamislimo da
smo 100 ispravnih komada novca bacili u zrak (ili 1 novgié 100 puta), i da smo
dobili 46 "glava” i 54 "pisma”. Kao §to znamo, o€ekivane su frekvencije: 50 "glava”
i 50 "pisama”. Izratunamo li hi-kvadrat, dobit ¢emo:

_ 2
fof fomf (fompyr Yoo HS
7.
Glava 46 50 -4 16 0,32
Pismo 54 50 4 16 0,32
X2 = 0,64.

Nastavimo li bacanjem tih 100 komada novaca i dalje, dobit éemo i dalje gesto
odredene razlike izmedu broja "glava” i "pisma”, a ako su novci potpuno ispravni
(tj. nemaju pojedini komadi novca tendenciju da pretezno padaju na jednu stranu),
sigurno je da su sva takva odstupanje potpuno slu¢ajna. Buduéi da je dovoljno znati
koliko je palo "glava” pa da time odmah znamo koliko je palo ”pisama” (jer su
obje ¢élije zavisne jedna od druge), to je broj stupnjeva slobode = 1. Na slici 15.1.
prikazana je distribucija hi-kvadrata uz razli¢ite stupnjeve slobode. Medu njima je

" idistribucija hi-kvadrata uz 1 stupanj slobode, tj. distribucija rezultata koje bismo

dobili kad bismo zaista bacali 100 komada novca mnogo puta. Prema tome, sve su

te i 11Jednost1 hi-kvadrata slucejne.

(Napomen a: Dasmo umjesto 100 komada novéiéa bacali recimo 20 ko-
"glava”, i usporedivali ih s ogekivanim
ishodima, te izratunavali velik broj hi-kvadrata, dobili bismo jednaku distribuciju
hi-kvadrata).

Medutim, one vrijednosti hi-kvadrata koje. toliko jako odstupaju od oéekivanog
da je njihovo sluéajno pojavljivanje moguée samo u 1% ili u 5% sluajeva, mozemo
veé smatrati tolikim odstupanjem da s pravom mozemo pretpostaviti da vjerojatno
nisuslu¢ajne. Na slici 15.1. uz krivulju distribucije hi-kvadrata uz 1 stupanj slobode
oznatena je na apscisi 5%-tna granica, iza koje povrina krivulje nadesno iznosi 5%.
Kako se vidi iz slike (i &itamo iz tablice H), ta je vrijednost 3,84.
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‘ ' d.f. = stupnjevi slobode
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Slika 15.1. Distribucija uzoraka hi-kvadrata uz razlicite stupnjeve slobode

Ako umjesto 100 komada novca bacimo 100 igraéih kocaka, takoder mozemo "

promatrati koliko odstupanje imamo kod svakog broja od 1 do 6, prema o&ekivanim

frelvencijama (1/6 kocaka morala bi pasti na broj 1, 1/6 na broj 2, itd.). U tom.

slu¢aju imamo 6 — 1 = 5 stupnjeva slobode. Velikim brojem bacanja dobili bismo

distribuciju hi-kvadrata, prikazanu na slici 15.1, uz 5 stupnjeva slobode. Granitna
vrijednost hi-kvadrata (na razini znacajnosti od 5%) ovdje iznosi 11,07.. Na slici su:

jo§ prikazane i distribucije uzoraka hi-kvadrata za 3 i 10 stupnjeva slobode.
Kad imamo samo jednu varijablu s jednim nizom rezultata, broj stuphjeva

slobode ratuna se prema formuli V —1, pri Eemu NV znaéi ukupan broj éelija (a ne.

ukupan broj frekvencija). Kako u nasem primjeru imamo sano 3 éelije ("da”, "ne
znam”, "ne"), broj stupnjeva slobode = 3 — 1 = 2. Zelimo li testirati znagajnost na
razini od 5%, ogitat éemo u tablici graniZnu vrijednost x? uz 2 stupnja ‘slobode, a
na razini znagajnosti P = 0,05 (= 5%).-Kako se iz tablice vidi, graniéna vrijednost
x? uz 2 stupnja slobode na razini od %5 = 5,991. Kako je nas hi-kvadrat veéi od
5,991, zaklju¢ujemo da treba odbaciti postavljenu hipotezu, tj. dobiveni se odgovori

statisti¢ki znatajno razlikuju od odgovora koje bismo ocekivali kad bi oni bili dani-

posve slutajno.

Razumljivo je da postavljena hipoteza ne mora uvijek biti takva kao u proslom

primjeru. U tome i jest prednost hi-kvadrat testa da moZemo postaviti hipotezu

kakvu zelimo. Na primjer, moZzemo postaviti hipotezu da bismo u nekom sluzaju

morali ogekivati "normalnu raspodijelu”, 3to ¢emo pokazati v iducem primjeru

Drugi primjer. S pomoéu jednog testa psihomotorike testiramo 200 ljudi. Test -

je talve prirode da daje samo tri kategorije rezultata: A = slab, B = prosjecan, C
= dobar.
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. Kao rezultat mjerenja dobijemo ove frekvencije:

A B C
fo 40 110 30.

Odstupa li taj rezultat znalajno od rezultata koji bismo oéekivali da je svojstvo

normalno rasporedeno medu ispitanicima?

Buduéi da imamo 3 kategorije, najopravdanije je pretpostaviti da bi — po toj

. hipdtezi — trebalo biti 50% prosjecnih, a po 25% losih i dobrih:

A B C
_fe- 50 100 50.

Prema tome, ratun ¢e izgledati ovako:

fo fo fo—f (fo—F) (L;T”—
40 50 -10 100 2
110 100 .10 100 1
50 50 0 0 0
‘ x2 = 3,00.

. Taj je broj mangi od 5,991, ‘pa éemo, prema tome, prihvatiti hipotezu i za-
kljutiti da se dobiveni rezultati ne razlikuju statisti¢ki znagajno od onih koje
bismo otekivali pod pretpostavkom da je mjereno svojstvo normalno distribuirano

u skupini. ° .

Tredi primjer. Medutim, postoji moguénost da mi neku otekivanu frekvenciju
veé unaprijed znamo jer je ona poznate u populaciji. Tako, na primjer, moZemo

ispitati da li se uzorak u kojem imamo 50 ljudi, i to 40 s tamnom kosom (80%) i

10 sa svjetlom kosom (20%), znadajno razlikuje od omjera koji je poznat u nekoj

. populaciji, tj. da 75% ljudi imaju tamnu, a 25% svjetlu kosu.

Prema tome, moZemo postaviti ovu tablicu:

Tamna Svjetla

) kosa kosa Ukupno
fo 40 10 50
fi 37,5 12,5 50
i izraGunati x*: ‘
) . _£2
boh e h (fmgr B2ID
40 37,5 2.5 6,25 0,17
10 12,5 -2,5 " 6,25 0,50
x> =0,67.
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Broj stupnjeva slobode = 2—1 = 1. Dobiveni x* znatno je manji od- gramcnexu- 3. (- (1)_: broj ljudi s 3 nesrede;
jednosti 3,84, pa stoga zakljuéujemo da nas uzorak ne odstupa statisticki znacajno 3 ,
od stvarne proporcije tamne i svijetle kose u populaciji.

N apomen a Kadaimamo vise od 2 éelije, ako je vise od 20% ocekiv amh 9. ®-{1) = broj ljudi s 4 nesrece;
frekvencija manje od 3, treba spajati susjedne éelije zajedno. Kad radimo samo s . ] 4 *

2 celije, vedina statisticara smatra (ali neki nisu tako strogi) da ne smiie ni jedna itd.

otekivana frekvencija biti manja od 3.
Cetvrti primjer. Uzmimo da smo analizirali nesreée kod 398 l]uch u ]ednom po-
slu i nadli da su one medu tim ljudima rasporedene kao sto ]e prlkazano u tablici -

15.1.
> TABLICA 15.1.
FREKVENCIJA LIJUDI S RAZLICITIM BROJEM NESRECA

Jednostavnije i brze mozemo izrac¢unati oéekivanu Poissonovu distribuciju uz
pomo¢ Poissonovih tablica (vidi tablicu J u Dodatku). Ta tablica daje o¢ekivanu
proporciju u razredu 0 (nula) kod Poissonovih raspodjela s razli¢itom aritmetickom
sredinom. U nasem primjeru aritmeticka sredina iznosi 1549/398 = 3,89. U tablici
- mozemo oéitati da proporcija u razredu 0 (tj. otekivana proporcija ljudi bez

Broj nesre¢a . Broj ljudi nesre¢a) iznosi 0,0204. Pomnozimo li tu proporciju s brojem ljudi, dobivamo
0 14 0,0204 - 398 = 8, 12..0d tog momenta dalje radimo prema ve¢ opisanom postupku,
1 37 tj. otekivan broj ljudi s 1 nesre¢om dobivamo tako da otekivan broj s 0 nesreca
9 76 pomnoZimo s aritmetitkom sredinom, itd.
3 70 Ako ovako izraéunamo Poissonovu raspodjelu, dobit éemo oéekivane frekvencije,
4 64 prikazane u tablici 15.2:
5 53 ‘
: g :1351) TABLICA 15.2.
8 14 OCEKIVANA FREKVENCIJA LJUDI S RAZLICITIM BROJEM NESRECA
u 190 g - Broj nesreca Broj ljudi
’ 11 5 0 8,12
1 31,59
12 ,1 2 61,44
)i N =398 3 79,67
A - : 4 77,48
! Zanima nas da li su nesrece medu tim ljudima rasporedene prema ”sluéaju” tj: 5 60,28
prema zakonu "rijetkih dogadaja” (to je tzv. Poissonova raspodjela). _‘; g%gg
’ Poissonova se raspodjela moze izracunati ovako: 8 10.56
1. Ukupan broj nesre¢a podijelimo brojem ljudi te tako dobijemo ”ploslecan 9 4,§5
’ broj nesreéa; : 1(1) (1), (’5 ;
2. izratunamo logaritam iz broja ljudi; 12 . 020
! 3. prosjecan broj nesreca (1) pomnozimo izrazom 0,4343; B g'gg
{ 4. izvrdimo operaciju (2) — (3); ) 15 0:01
5. izratunamo antilogaritam izraza pod (4). Tako dobivamo frekvenciju lJud1 s ¥ = 397,19
0 nesreca. Ovaj i daljnje ra¢une treba racunati na nekoliko decimala, a kad:
! smo sve izracunali, mozemo u tablicu o¢ekivanih frekvencija unositi xezultate .
i s manje (npr. 1 — 2) decimala; : I\'Qr}tr_ola rezultata sastoji se u tomne da suma oc¢ekivanih (teoretskih) frekvencija
6. izvedemo operaciju (5) - (1), i tako dobivamo flek‘,encuu ljudi s 1 nesreéom; (uz dopustene manje razlike zbog zaokruzivanja decimalnih brojeva) mora odgo-
©)- (1) T varati sumi opazenih frekvencija.
L= broj ljudi s 2 nesrede; ' Izracunavanje ée nakon toga imati tok prikazan u tablici 15.3.
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TABLICA 15.3.
1IZRACUNAVANJE HI-K'VADR-\T-X ZA PODATKE IZ TABLICA 15.1.1 15.2.

15. HI-KVADRAT TEST

Brojnesteéa fo  fi fo—fi (fo— £i)? (e ftf )
0 14 8,12 5,88 34,57 4,26 -
1 37 31,59 5,41 29,27 0,93
2 76 61,44 14,56 211,99 3,45
3 70 7967 -9,67 9351 117
4 64 77,48 -—13,48 181,71 2,35
5 53 60,28 -7,28 53,00 0,88
6 31 39,08 -8,08 65,29 ' 1,67'
7 19 21,72 —-2,72 7,40 0,'34'
8 14 10,56 3,44 11,83 1,12°
91 vise 20 7,25 12,75 162,56 -22,42.
' » = x* = 38,59

Vidljivo je da su u tablici spojeni rezultati od razreda 9. nadalje. To je uéinjgﬁo.
zato &to kod te vrste hi-kvadrat racuna statistiéari zahtijevaju da ni jedna ocekivana-

frekvencija ne bude manja od 5.
U testiranju Poissonove raspodjele broj stupnjeva slobode rafuna se po principu

broj razreda —2. (Jedan "stupanj slobode” izgubljen je na zajednitki N kod opaZene
i teoretske krivulje, a drugi na zajednitku aritmetitku sredinu. Kod Poissonove:
raspodjele aritmeticka sredina jednaka je varijanci, pa stoga na zajednicku varijancu: ;
ne gubimo daljnji, treéi stupanj slobode.) Dakle, u nafem slu¢aju imamo 10-2 =8
stupnjeva slobode. Iz tablice hi-kvadrata mozemo o€itati da uz 8 stupnjeva slobode:
granitna vrijednost hi-kvadrat iznosi (na razini zna€ajnosti od 5%) 15,507. Kako,
je na§ dobiveni hi-kvadrat veéi, odbacujemo, nul-hipotezu i zakljutujemo da vrlo

vjerojatno (tj. uz rizik od 5%) nasa distribucija nestece nije Poissonova distribucija.:

(Taj zakljucak ima dakako vrlo dalekosezno znacenje, jer on govori da u distribuciji.
nesreéa nije sluéej onaj jedini faktor koji je odgovoran za to da razliciti Ljudi imaju
razli¢it broj nesreéa! No da bismo taj zakljuéak smjeli izvesti, mora biti manje-vise:
ispunjen uvjet da ljudi kojima smo registrirali nesrece, na svojim radnim mjestima

budu uglavnom podjednako eksponirani.)

Napomena Za one titaoce, koji posjeduju bolje dzepno ‘elektronsko :

racunalo evo metode da se bez tablica izratunaju sve ofekivane proporcije Pois

sonove raspodjele: treba, naime, primijeniti originalnu matemati¢ku formulu za
Poissonovu raspodjelu, koja glasi: .

pri éemu P, znaéi vjerojatnost da e se f)OJavm z, tj. neka odredenag frekven-
cija nesreéa (npr. 4 nesreée), A = aritmeticka sredina, tj. prosje¢an broj nesreta,
e = baza prirodnih logaritama = 2,7182818. Na primjer, \'JerOJatnost da e seu:

/\x -A

x =

na$em primjeru dogoditi 8 nesreca je:

Pg=

3,808 - ¢=389

8!

T

=0,027.
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. 0,027 je proporcija. Ako Zelimo dobiti frekvenciju, treba taj broj pomnoziti s N,
" dakle s 398, i dobivamo 10,73. (U tablici 15.3. otekivana frekvencija u razredu

8. iznosi- 10,56, no razlika je posljedica razlicitog nagina ractunanja i efekta
zaokruzivanja na dvije decimale.)

Peti primger. Mjereéi visinu 135 20-godisnjih zagrebackih mladica (vidi tablicu
6.2, str. 74), dobiveni su rezultati prikazani ponovno u tablici 15.4. u stupcima 1 i
9

" Zelimo li testirati odstupa li dobivena distribucija znaéajno od normalne dis-

‘tribucije, treba izvesti ove operacije:

. 1. Izratunati aritmeti¢ku sredinu i standardnu devijaciju rezultata.

2. Izratunati koliko su prava donja i gornja granica svakog razreda udaljene od
. aritmeticke sredine, i to izraziti u z- vrijednostima (stupci 4 i 5). Pritom ¢emo
iéi 1-2 razreda i vise i nize od razreda u kojima se nalaze opazene frekvencije.
‘Buduéi da je prava donja granica nekog razreda ujedno i gornja granica nizeg

. razreda, to je dovoljno izratunati udaljenost samo do jedne od njih; u tablici

" 15.4. u-stupcu 4 prikazana je udaljenost do donje granice svakog razreda.

3. Iz tablice normalne raspodjele (vidi tablicu A u Dodatku) izracunati povréinu

" izmedu z-vrijednosti, koje predstavljaju donju i gornju granicu svakog
razreda (stupac 6 u tablici 15.4).

TABLICA 15.4.
TESTIRANJE NORMALNQSTI RASPODJELE

1 2 A 4 5 6 7
s | 54
2 |38
:—:g’ % : ué'g =3 ::D 2.5
P P o a8 8% TS HEa g2
2 S5 « 835 =2 8 5% |88 z8
g 5.2 ZE g 283 | 5% |22%g 2z
3 v SE8 Zg o B | F2508 e
m & Qs Con Os ([aRT & C&
ispod 153,5 0,0001
154-156 - 133,56 -19,97 -3,72 0,0002 0,2
157-159 1 156,5 -16,97 -3,16 0,0039 0.4 8.9
160-162 25 12 159,5 -13,97 -2,60 0,0160 2,0 !
163-165 - 9 : 162,5 -10,97 -2,04 0,0487 6,3
'166-168 .| 15 165,5 -7,97 -1,48 0,1068 14,7
169-171 | 25 168,5 -4,97- | -0,93 0,1795 24,3
. 172-174 28 . 1715 -1,97 -0,37 0,2197 29,6
175-177 20 174,5 1,03 0,19 0,1980 26,7
+178-180 16 177,5 4,03 0,75 0,1315 17,6
181-183 13 180,5 7,03 1,31 0,0644 9,0
184-186 3 19 183,5 10,03 1,87 0, 0232 3,0 13.1
187-189 1] 186,5 13,03 2,43 0,0061 0,9 ?
190-192 189,5 16,03 2,98 0,0012 0.2
193-195 . 192,5 19,03 3,54 0, 10002
T =135 . T =134,9
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4. Buduéi da povrsina ispod normalne krivulje predstavlja frekvenciju, to éemo Stav prema lijeéniku

otekivane frekvencije (stupac 7) dobiti tako da proporciju povrsine (stupac - —

6) pomnozimo s V. , Negativan | Pozitivan | Ukupno
5. Buduéi da pri krajevima raspodjele ofekivanih frelivencija imamo male bro- 'Spol Muskarci " 9a 14, 23.4b

jeve, spojit ¢emo krajnje razrede tako da ukupna frekvencija iznosi najmanje . —

5. Iste éemo razrede spojiti i u opazenim frekvencijama. Zene 17, 9 26cta
6. Izratunat éemo hi-kvadrat uz broj stupnjeva slobode koji se racuna: broj Ukupno 262+c 23b+d 49

elija —3 Pod pretpostavkom da nema znacajne razlike izmedu muskaraca i zena, propor-
cija negativnog (ili pozitivhog) stava morala bi biti jednaka kod muskaraca i kod
zena. Bududi da u'¢itavoj grupi imamo 26 ljudi s negativnim stavom, znati da je
proporcija tih ljudi u uzorku 26/49, pa stoga frekvencija muskaraca s negativnim

Ako izvedemo hi-kvadrat racun, dobivamo:

fo fe fo=fo | (fo—Fo)? M - stavom ‘treba biti: 23 - 26/49 (jer imamo ukupno 23 muskarca), a frekvencija zena
, fe s negativnim stavom treba da bude: 26 - 26/49. Kako se vidi, oéekivane frekven-
12 8.9 3,1 9,61 1,080 ‘cije u svakoj ¢eliji dobivamo jednostavno tako da pomnoZimo sumu reda sa sumom
15 14:7 0,3 0,09 0,006 stupca i rezultat podijelimo totalnom sumom frekvencija. Na taj éemo naéin dobiti
25 24,3 0,7 0,49 0,020 - otekivane frekvencije:
28 29,6 -1,6 2,56 0,086 Stav prema lijeCniku
20 26,7 -6,7 44,89 1,681, —
16 17,6 -1,6 2,56 0,145 Negativan Pozitivan Ukupno
19 13,1 5,9 34,81° 2,657
— " - * Spol Muskarci | 23-26/49=12,2 | 23-23/49=10,8 || 23,0
Stupnjevi slobode =7 -3 =4 x* = 5,675 -
) , Zene 26-26/49 =13,8 | 26-23/49 = 12,2 26,0
Buduéi da je nas hi-kvadrat manji od grani¢ne vrijednosti hi- kvadrata uz 4-- Ukupno 26,0 23,0 49,0

stupnja slobode (5,675 < 9,488), prihvadamo postavljenu nul-hipotezu da se do_'-\

bivena distribucija visine ne razlikuje od normalne distribucije. Vecdina'statisticara preporucuje da uvijek kad radimo s 2-2 tablicama (a takoder

i onda kad radimo s drugim tablicama, npr. 2 - 3, itd., a u bilo kojoj éeliji imamo
" ocekivanuy frekvenciju manju od 5), upotrijebimo tzv. Yates-ovu korekciju, koja
se sastoji u tome da se za 0,5 smanji svaka opazena frekvencija, koja je veda od
otekivane, a za 0,5 poveda svaka opazena frekvencija, koja je manja od oéekivane.
Drugim rijetima, svaka se razlika izmedu oéekivane i opazene frekvencije smaniji za
05..

. Primijenimo li, dakle, tu korekciju na nad primjer (jer radimo s 2 - 2 tablicom),
raunat ¢emo ovako:
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Pruvi primjer. U jednoj tvornici provedena je anketa medu 23 radnika i 26 rad--
nica te je ispitivan stav radnika prema lije¢niku u ambulanti. Iz dobivenih odgovora,”
moglo se zakljutiti je li stav prema lije€niku u cjelini ”pozitivan” ili "negativan”
Buduéi da je lije¢nik u toj ambulanti bila zena, postavljeno je pitanje razlikuju li
se muskarci od Zena u $tavu prema toj lije¢nici. Dobiveni su ovi rezultati:

' 2 (fo - ft).7
Muskarci (I = 23) Zene (N =26) o e fomfo (o= 1) 7.
Pozitivan stav 14 Pozitivan stav 9 9,5 12,2 -2,7 7,29 0,598
Negativan stav 9 Negativan stav 17. 13,5 10,8 2,7 7,29 0,675
: ‘ 16,5 13,8 2,7 7,29 0,528
Najprije ¢emo unijeti rezultate u tzv. 2-2 tablicu u kojoj ¢e apscisa predstavljati 9,5 12,2 —2,7 7,29 0,598
jednu varijablu (stav), a ordinata drugu varijablu (spol): " x2 = 2,399
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U tablicama koje imaju redove i stupce, broj stupnjeva slobode izratunava se;
(broj redova—1)-{broj stupaca— 1). Buduéi da mi inramo 2-2 tablicu (]el imamo 2
reda i 2 stupca), broj stupnjeva slobodr. =(2-1)-(2—1).= 1. Iz tablice Y’ mozemo
otitati da je grani¢na vrijednost x? uz 1 stupanj slobode na razini znatajnosti od -

5%, x> = 3,841. Bududi da je na hi-kvadrat manji, prihvatit ¢emo hipotezu, tj.
zakljucit ¢emo da se muskarci ne razlikuju statisticki znacajno od Zena u stavu
prema konkretnom lije¢niku. :

Ovo je gotovo ”skolski primjer” kako statlstlclu postupci ”Lazn]ava]u méli broj
mjerenja. To je i potpuno opravdano, jer na 23 mugka i 26 zenskih ispitanika zaista
bi se i potpuno sluéajno moglo dogoditi to, to se dogodilo tj. da Zene u relativno
veéem postotku imaju negativan stav prema lijecnici, nego muskarci, No .buduéi .
da za takav rezultat postoje i izviesna moguéa psihologka ili socioloska opravdanja - |
(tj. mozda je lije¢nica bila atraktivna osoba,.pa se vise svidala muskaicima), bilo
bi zanimljivo znati radi li se mozda zaista o jednom takvom fenomenu. Pod pret-
postavkom da bi odnosi izmedu pozitivnog i negativnog stava kod vehkog broja
ispitanika ostali jednaki (tj. da preko 65% Zena ima negativan stav, a samo- 39%
muskaraca takoder negativan stav prema toj lije¢nici), uz 10 puta veée uzroke imali -
bismo 230 muskaraca i 260 zena. Muskaraca bi bilo 90, a Zena 170 s. negativnim
stavom. Kada bismo sada racunali hi-kvadrat, dobili bismo da je on deset puta’
veci, tj. da iznosi gotovo 40, sto je dakako (jer i sada imamo 1 stupanj slobode) .
statisticki potpuno znagajno. Iz toga bi u praksi bilo potpuno neopravdano, pa ¢ak
i nedozvoljeno izvesti zakljucak: "dakle, kada bi uzorak bio 10 puta vedi, razlika bi:
bila statisticki znacajna”. Za svakoga, tko je do sada nauéio "statisticki misliti”‘,;
bit ée jasno, da bi taj zakljuéak bio totan samo pod pretpostavkom da odnosi os
tanu jednaki. A to nikad ne moZemo znati, jer mozda bi se kod velikih uzoraka
promijenio postotak zadovoljnih ili nezadovoljnih ispitanika razlizitih spolova. . ’

Postoji medutim jedan jednostavniji postupak za izraéunavanje hi- kvadrata:
kod 2 - 2 tablice, a jednostavniji je u ‘tome 5to pomocu tog postupka nije uopée
potrebno izraunavati razlike izmedu opaienih i otekivanih frekvencija. Ako, naime,
éelije oznadimo slovima a, b, ¢, d, onda se x (ukljuéujudi i Yatesovu korekciju):

moze izraunati prema formuli:
2

N (Iad —be| — —]\—r>
2 2
X = larob+dcrdard)
N apomen a. Znak | | oko izraza |ad — bc| znati da treba uvijek uzeti pozitivnu
razliku izmedu ad i be, tj. uvijek treba oduzeti manji izraz od vedega.
U nagem primjeru dobivamo ove rezultate (vidi prvu tablicu):

(15.2) -

o 49(]238 - 81| — 24, 5)2 _49-132, 52 _ 860256,25 9 406
X =TT 262326 23 357604 357604
Kako se vidi, rezultat je prakti¢ki jednak rezultatu koji smo dobili prije.
(fo = f)*

(Malu razliku treba pripisati tome §to smo izraze sveli na samo 3

decimale.)
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Drugi primger. Medicinski centar u Osijeku izviio je 1967. godine analizu obo-

' ljenja.ad epidemije influence A-2 u poduzeéima, od kojih su kolektivi nekih bili

necijepljeni, kolektivi nekih cijepljeni 11 mjeseci prije epidemije, a kolektivi nekih
neposredno prije epidemije. Dobiveni su ovi rezultati:

Oboljeli | Nisu oboljeli
Necijepljeni 402 2497 2899
Cijepljeni 11 mjeseci 378 3789 | 4167
_ ‘prije epidemije
Cijepljeni neposredno 131 2009 2140
prije epidemije
911 8295 9206

‘ . Izratuhamo li ve¢ spomenutim postupkom otekivane frekvencije (suma stupca
puta suma reda, podijeljeno ukupnom sumom), moZemo postaviti donju tablicu

izratunavanja hi-kvadrata:

; _ 2

fo £ fomfi | (o= i) (f—ft’l
402 286,9 115,1 13248,01 46,176
2497 - 2612,1 -115,1 13248,01 5,072
378 412,3 -34,3 1176,49 2,853
3789 3754.7 34,3 1176,49 0,313
.. 131 211,8 . —80,8 6 528,64 30,825
- 2009, 19282 80,8 6 528,64 3,386
x? = 88,625

Broj stupnjeva slobode je 1 -2 = 2. Dobiveni hi-kvadrat je znatno veéi od

" 5,991, pa zakljuZujemo da postoji statisticki znacajna razlika u frekvenciji oboljenja

izmedu te tri grupe.
No, kao §to se vidi iz formulacije gornjeg zakljucka, tekva informacija jos nije
dovoljria, jer treba znati u emu se sastoji razlika: jesu li cijepljeni obolijeva li mange

‘ili wise od necijepljenih? Buduéi da su veligine skupina u svakoj kategoriji dosta

‘razlicite, to je interpretaciju rezultata najlakse provesti ako vrijednosti u tablici
pretvorimo u postotke. Pretvaranje u postotke treba obaviti u onom ”smjeru” koji
ispitujemo: buduéi da nas zanima da li vise obolijevaju necijepljeni od cijepljenih,
pretvorit ¢emo nase frekvencije u tablici u postotke tako da ée nam ukupne kate-
gorije ”necijepljenih”, " cijepljenih prije 11 mjeseci” i ”cijepljenih neposredno prije”
iznositi 100%. Prema tome, nova tablica izgledat ¢e ovako:
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. Oboljeli |-Nisu oboljeli
Necijepljeni - 139 86,1 . |.100
Cijepljeni 11 mjeseci prije epidemije ‘ 9,1 90,9 100
Cijepljeni neposredno prije epidemije 6,1 93,9 ‘ 100

Sada se iz tablice lijepo vidi da je najmanji postotak oboljelih medu cijepljenim
neposredno prije epidemije (6,1%), a najve¢} medu necijepljenima (13,9%), pa

prema tome zakljuak iz prethodnog ratuna treba glasiti otprilike ovako: Postoji -

statisticki zna€ajna razlika u frekvenciji oboljenja izmedu cijepljenih i necgepljemh
s tim da medu cijepljenima ima najmanje oboljelih.
Napomena.Ovanam tablica, dakle, govori da postoje statisticki znatajne

razlike u frekvencijama medu pojedinim grupama. Medutim, hi-kvadrat ne govo- -

ri nista o tome medu kojim grupama je razlika signifikantna. U nadem sluéaju

znatajnost razlike mogla bi se odnositi samo na grupe "necijepljeni” i "cijepljeni "
neposredno prije”. Ako nas izritito zanima postoji li statisticki znaéajna razlika .
izmedu grupe ”cijepljeni prije 11 mjeseci” i grupe "cijepljeni neposredno prije”,

morali bismo izratunati poseban hi-kvadrat samo za te dvije skupine. (Da smo-
to izragunali dobili bismo hi-kvadrat veéi od 16, §to znaéi da bi i ta razlika bila’
statisticki znacajna, tj. da najmanje obol;eva.Ju oni, koji su cijepljeni neposredno'

prije epidemije).

U vezi s pretvaranjem rezultata tablice u postotke treba posebne naglasiti da;
se to radi samo radi lakse interpretacije rezultata, a iz te postotne tablice nikako:

ne smijemo re¢unati hi-kvadrat, nego se on ratuna jedino iz tablice s originalnim
frekvencijama.

Treéi primjer. Uzmimo primjer koji smo spomenuli kod koeficijenta kontingen- :

cije C (str. 228), tj. postoji li zavisnost izmedu boje otiju sinova i o¢eva. Ako
rezultate unesemo u tzv. tablicu kontingencije, i ujedno u svaku éeliju prema veé
spomenutom principu (suma reda puta suma stupca podijeljena ukupnom surnom)
unesemo otekivane frekvencije (pod pretpostavkom da nema asocijacije izmedu

boje otiju sinova i otaca), dobivamo ove rezultate (oekivane frekvencije navedene

su u zagradama):
Boja otiju oteva

Modra | Siva | Maslinasta | Smeda | Ukupno

Modra (1;;4‘(;3) (887,(4)14) (6(4)1,;0)' (632”3) ey

033313 Siva (10??67) (7}1?;18) (5{%2) (5323) el
sinova nMaZil;- (492:?)5) (3gi7) ‘(245,566) . (272?13) v
Smeda (8?,?35) | (6:,6:12)" (4;32). (413?3?1) 2

Ukupno 358 264 180 198 1000
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" Izrafunavanje:
2
fomfi omgy ez AX
fu
74,07 5 486,36 45,746
~18,44 340,03 3,845
-19,30 372,49 6,177
-36,33 ~  1319,87 19,899
—-18,67 348,57 3,428
49,02 2402,96 32,048
-10,12 102,41 2,003
-20,23 409,25 7,278
-24,05 578,40 11,792
-2,17 4,71 0,130 .
30,34 920,52 37,328
—4,13 17,06 0,629
-31,35 982,82 11,252
-28,42 . 807,70 12,538
-0,92 0,85 0,019
60, 69 3683,28 76,243
x? = 270,355 .

Broj, stupn}eva slobode = (4~1)-(4—1) = 9. Iz tablice se vidi da grani¢na vri-
jednost x?uz9 stupnjeva slobode, a na ragzini znacajnostz od 5%, iznosi 16,919. Nag
je hi-kvadrat znatno veéi ak i od granitne vrijednosti x? na razini znacajnosti od
1%, pa zato odbacujemo hipotezu (tj. da nema asocijacije izmedu boje ociju sinova
iotaca) i i postavljamo zaklju¢ak da su te dvije varijable posve sigurno povezane.

VazZna napomena. Hi kvadrat kod 2 -2 tablica, kao i formula (15.2),
smije se upotrijebiti uvijek ako je N veéi od 40. Kad je N manji od 40, ali veéi
od 20, smijemo ratunati samo, ako ni jedna otekivana frekvencija nije manja od
5. U tablicama kontingencije, kad je broj stupnjeva slobode veéi od 1, hi-kvadrat
test moZe se jo§ ratunati ako manje od 20% delija imaju oéekivanu frekvenciju
manju od 5, a ako ni jedna éelija nema oéekivanu frekvenciju manju od 1. Ako taj
uvjet nije postignut, moramo neke kategorije (¢elije) spajati zajedno da bismo tako
povecali.otekivanu frekvenciju. No veé¢ smo-kazali da neki statisticari smatraju da

"nije neophodno pridrZavati se tih pravila.

Za slucaJeve vrlo malog NV postoji tzv. Fisherov "egzaktni test” (koji ukljutuje
dosta opsezno ratunanje), no mi éemo ovdje izloZiti jednu sasvim jednostavnu

-+ metodu, i to samo za one sluajeve kada se radi o dvije jednako velike skupine.

Uzrmmo da imamo dvije skupine od po 15 ispitanika; eksperimentalna skupina
prlmlla je jedno sredstvo protiv morske bolesti, a kontrolna skupina primila
"placebo”, tj. nedjelotvorne pilule (to je potrebno uciniti zato da bi se iz-
Jednacﬂo eventualno djelovanje sugestije na rezultate). Svi su ispitanici podvrgnuti
vestibularnim stresovima vrtnje, i nakon’ toga 2 ispitanika eksperimentalne skupine
pokazala su znakove “morske bolesti”, a iz kontrolne skupine 8 ispitanika ih je
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pokazalo jednake znakove. Rezultate eksperimenta mogli bismo, dakle, prlkazat1 u
tablici ovako:

Imaju simptome Nemaju simptome

Eksp‘erlmentalna 5 T 5
skupina .

I\ont'rolna g - s
skupina .

Moze li se razlika izmedu eksperimentalne i kontrolne skupine smatratx Zna-

tajnom?
Tablica I u Dodatku daje odgovor na to pitanje. Da bi se tablica mogla konstm

treba naéi najmangu frekvenciju u rezultatima (to je u nasem primjeru frekvencua :

2), kao i frekvenciju koja u drugoj grupi njoj korespondira (u nasem primjeru

to je frekvencija 8). U glavi tablice I nalaze se brojevi koji oznauju najmanju

frekvenciju u rezultatima, a uz lijevi rub tablice nalazi se veli¢ina jednog od uzoraka.

(N1 = N,). Rjesavajuéinag primjer, treba u glavi tablice naéi broj 2 (nasa najmanja.
frekvencija), a na lijevom rubu broj 15 (veli¢ina uzorka): u sjecistu stupca 2 i reda
15 u tablici gitamo brojeve 9 i 10. To su najmangje frekvencije koje bi morala imati:
korespondentna ¢elija, i to za razine znaZajnosti od 5% (9) i 1% (10). Bududi da

nada korespondentna Celija ima frekvenciju 8, zakljucmemo da razhku ‘ne moZemo
smatrati statisti¢ki znacajnom. . :
Ali da smo na primjer dobili rezultat:

Imaju simptome Nemaju simptome .

Eksp‘erlmentalna 0 15 .15
skupina

Kontrolna 5 10 15
skupina o

prema podacima iz tablice I ta bi razlika bila znaajna na razini od 5% (ali ne

i na razini od 1%).

15.3. DVA ZAVISNA UZORKA (McNemarov test)

Ako usporedujemo rezultate jedne te' iste grupe "prije” i "poslije”, ili us-

poredujemo istu grupu u dvije razlicite aktivnosti, onda vjerojatno postop ko-

relacija izmedu prvih i drugih rezultata. .

Primjer. Uzmimo isti primjer koji smo upotuijebili pri izraéunavanju ;naca}nostl
razlike u proporcijama koje su u korelaciji (vidi str. 172): 100 ispitanika ispitani‘su
testom 1 i testom 2. Dobili smo ove rezultate:

Test 2

Nisu zadovoljili | Zadovoljili

Test 1 Zadovoljili 5a 558

Nisu zadovoljili 25¢ 15p
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Postoji li znacajna razlika izmedu rezultata u 1. i 2. testu?
" Kako se iz tablice vidi, razlike izmedu 1. i 2. testa nalaze se u éelijama A i D,

" dok su u Celijama B 1 C navedeni samo oni koji su ili uspjeli ili nisu uspjeli u oba
testa. Prema tome, A 4+ D predstavlja totalni broj onih kod kojih se ne slaze uspjeh

prvog i drugog mjerenja.

Buduéi da A + D predstavljaju ukupan broj ispitanika koji su promijenili svoj
uspjeh; otekivali bismo pod nul-hipotezom da bi se 1/2 (A + D) slucajeva promi-
jenilo u .jednom, a 1/2 (A + D) u drugom smjeru. Drugim rije¢ima, pod nul-

. hipotezom otekivane frekvencije u éeliji A iznose 1/2 (A + D), a jednako toliko

u ¢eliji D. Zanimaju nas samo Celije A i D (jer B i C pokazuju poklapanje), pa
su, prema tome, -opazene frekvencije one koje se nalaze u A i D, a otekivane su
frekvencije: 1/2 (A + D).

Dakle,
f - A+D)2 A+D)?
, [(a-2X2 D-
2 _gfo=F)? _ ( 2/ < 2 ) , (15.3)

X EETET ST AxD YT AFD

Izvrsimo li potrebne ratunske operacije u gornjoj formuli, dobivamo na kraju:

L, (4-D)?
: X ="y (154)
a uz Yatesovu korekeiju (ako je (A + D) < 20) konaéna fromula glasi:
2 _(A-D|-1)? .
= D (15.5)

" U nasem primjeru dobivamo:
= !102—01) 81 4,05,

Broj stupnjeva slobode (2 - 2 tablica!) = 1. Grani¢na vrijednost X2 za 1 stupanj
slobode je 3,841, a kako je nas hi-kvadrat vedi, odbacit ¢emo nul-hipotezu (tj. da
nema razlike u tezini testova) i-zaklju€iti da razlika postoji, tj. da je drugi test

"laksi.

N apomen a U ovom se ratunu zapravo radi o testiranju znacajnosti razlike

“izmedu dviju proporcija p; = (4 + B)/N; pa-= (B + D)/N, dakle jednako kao i u

primjeru na strani 172, samo ga sada izracunavamo drugadije.
N apomen a Treba paziti nd smisao ¢elija A i D. To su éelije koje pred-

- stavljaju one ispitanike koji su se promijenili. Ako je tablica formirana drukeije

treba analogno tome preurediti i formule 15.3. do 15.5.
(N-apomen a. Ako su ofekivane frekvencije u éelijama 4 i D manje od 5,

taj se ratun ne moze upotrijebiti.)

Valja uoéiti da bi primjena standardnog postupka za izratunavanje oekivanih
frekvencija , koji inage koristimo' kod kontingencijskih tablica hi-kvadrata (suma
reda puta suma stupca, podijeljeno s ukupnom sumom) dale potpuno nelogicne
i neupotrebljive rezultate. Evo primjera, koji ¢e to dokazati: pretpostavimo da u
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nadem prijadnjem primjeru nije do3lo ni do kakvih promjena izmedu prvog i drugog . T . X
mjerenja, i da je rezultat recimo bio ovakav:. Reglmenta pokrajine ist. Lancashire 2,04
Britanske trupe u Cownporeu 1,83
Britanske trupe u Dinaporeu 1,60
Test 2 Gya Jail 5,90
Nisu zadovoljili Zadovoljili Durbhanga Jail 3,18.
- o Svi ti rezultati bili su vezani svaki za 1 stupanj slobode. Kako se vidi, samo jedan
Test 1 Zadovoljili 0 A .70 B 70 | od njih bio je statisti¢ki znagajan. No, ako sve te rezultate zbrojimo, dobivamo
Nisu zadovoljili 30 C 0 D-|.30° = 1fl, 55, a iz tablice ustanovljujemo da je uz 5 stupnjeva slobode taj rezultat
— statisticki znacajan (P < 0,03).
30 70 “ | 100 Pri takvim situacijama zbrajanja rezultata hi-kvadrata treba paziti da se zbroje

svi raspolozivi rezultati (a ne samo pozitivni!). Osim toga, potpuno je razumljivo
da smijemo zbrajati samo one hi-kvadrate koji svi pokazuju devijaciju u "istom
smjeru”. Buduéi da je "smjer” devijacije kod hi-kvadrata vidljiv samo iz inspekcije
tablice (a ne iz samog broja, jer je broj uvijek pozitivan!), pri tom poslu treba biti
_ vrlo oprezan.

Evo na kraju sazetih glavmh uvjeta, koji moraju biti ispunjeni da bi se smio
ratunati hi-kvadrat test:

Kako vidimo, od ukupno 100 ispitanika isti ispitanici koji nisu zadovoljili u pr-
vom testiranju (njih 30), nisu zadovoljili ni u drugom, a takoder istih’ 70 ispitanika
oba je puta zadovoljilo. Izra¢unamo li standardnim postupkom oéekivane frekven-
cije, dobili bi ove frekvencije: 21, 49, 9, 21. Izracunati hi-kvadrat (uz Yatesovu ko-
rekciju) iznosio bi 95,29, no taj bl rezultat bio potpuno besmislen, jer nista se nije
promijenilo. McNemarov test (ovaj puta bez Yatesove korekture, jer je u brojniku
nula) dao bi naprotiv potpuno totan rezultat: hi-kvadrat = 0, tj. nema promjene..

Za neke (rijetke) situacije moze McNemarov test ipak biti izriGito nepogo-
dan: ako neki postupak, primijenjen na grupu ispitanika, moze kod njih proizvesti
suprotne ulinke (npr. neki ispitanici se od nekog sredstva uzbude, a neki umire;
ili pak neki postupak kod jednih ispitanika dovodi do povecanja, a kod drugih do
smanjenja agresivnosti), onda se dakako moze dogoditi da ih bude podjednako ili
slian broj u éelijama A i D, i McNemarov test ée dati malu vrijednost (3to bi’
trebalo znatiti da nije doslo do promjene), a do znacajnih promjena je doélo!

1. hi-kvedrat test moZe se racunati samo s frekvencijama. Prema tome, u Celije
hi-kvadrat testa ne smijemo unositi aritmeticke sredine, kao ni postotke, ni
‘proporcije. Ako u éelije unesemo postotke, sveli smo na taj nacin N svake
grupe na 100, §to, naravno, nije dopusteno.

2. Suma oéekivanih frekvencija mora biti jedneke sumi opaZenih frekvencija.
Toleriraju se minirhalne razlike u vezi sa zaokruZivanjem decimalnih brojeva.

3. Kad god u hi-kvadrat testu radimo s nekim svojstvom koje se pojavilo ili se
nije pojavilo, treba u radunu staviti i frekvencije u kojima se to svojstvo nije
pOJaVIIO Ako to ne uginimo, moZe nam se u nekim slutajevima dogoditi da

15.4. NEKI OSNOVNI UVJETI ZA UPOTREBU HI-KVADRAT '
suma opazenih frekvencua ne odgovara sumi oekivanih frekvencija.

TESTA
I kad suma oéekivanih frekvencija potpuno odgovara sumi opazenih frekvencija,

treba se pridrzavati pravila da u ratunu navedemo i frekvencije u kojima se svojstvo
+ nije pojavilo.

~ Primjer. Zanima nas postoje li razlike u frekvenciji ozljedivanja medu radnicima
razligite starosti, 1 izvr§imo registraciju nesre¢a u jednom poduzeéu te dobijemo ove
rezultate:

Kao §to smo vidjeli, hi-kvadrat test je stvarno vrlo jednostavan test, jer je
njegova logika jasna, a izratunavanje vrlo jednostavno. No upravo se u tome vjero-
jatno i krije opasnost da se njegova jednostavnost precijeni, pa se tako u struénoj i
nau¢noj literaturi najvise pogrefaka u primjeni statistickih postupaka nalazi upravo
kod primjene hi-kvadrat testa. Dok se mnogi drugi statisticki postupci dadu eesto .
Starost radnika 20-29 god. 30-49 god. 50 i vise god.

primijeniti dosta mehanicki i bez posebnog opreza, kod hi-kvadrat testa uvuek je

potrebno dobro promisliti kako ¢emo rezultate prikazati u tablici. Broj radnika . 200 500 300
Prije nego sto iznesemo neke osnovne uvjete, koji moraju biti ispunjeni da bi Broj radnika sa dvije

se smio raéunati hi-kvadrat test, navest éemo jednu praktiénu stranu hi-kvadrata: ili vie nesrea . 70 100 30

To je test koji posjeduje tzv. aditivna svojstva, a to znaéi da imamo pravo zbro:
jiti nekoliko hi-kvadrata iz istih istraZivanja, i na znaajnost dobivenog rezultata
zakljutivati iz tablice, s tim da zbrojimo i stupnjeve slobode. Tako je, na primjer;
poznato da su svojedobno, u doba ispitivanja cjepiva protiv kolere, izvréena hrojna
istraZivanja djelovanja cjepiva. Iz Indije je bilo poznato 5 izvjestaja o 5 manjih
ispitivanja, koja, ako se rezultati izraze hi-kvadrat testom, daju ovakvu situaciju:

Ako nema razlike u frekvenciji ozljedivanja medu radnicima razlitite starosne
dobj (nul-hipoteza), moZemo uzeti sve radnike zajedno, pa tako dobivamo da je od
ukupno 1 000 radnika njih 200 imalo nesreée. To iznosi 20%, pa bismo stoga morali
. otekivati jednak postotak u svim dobnim skupinama; to su ove ocekivane frekven-
cije: 40, 100, 60. Kako se. vidi, suma oCekivanih frekvencija iznosi 200, jednako
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kao i suma opaZenih frekvencija. Medutim, izratunarho li samo iz tih rezultata
hi-kvadrat, dobit éemo x> = 37,5. Naprotiv, unesemo li u tablicu hi-kvadrata i
frekvencije radnika bez nesreéa (tj. s manje od dvije nesreée), hi-kvadrat ée iznositi
46,9. U granicnim slu¢ajevima, tj. kada je hi-kvadrat upravo u blizini grani¢ne -
vrijednosti prema tablici, upotreba ispravnog postupka moze irati odlucujuée’
znalenje za krajnji rezultat.

Jog bi, naravno, teza pogreska bila da se uopce ne osvréemo na stvarm b[O_]
slutajeva u svakoj kategoriji, nego da otekivane frekvencije izratunamo samo na
temelju prosjeka opaZenih frekvencija. Ako su opazene frekvencije: 70,.100, 30
(ukupno 200), onda bi ocekivane frekvencije trebale biti 200/3 = 66,7, 66,7, 66,7.

I takvi su sluéajevi mogu katkada u praksi nac1, ali to veé prestavlja potpuno
nerazumijevanje hi-kvadrat postupka. .

4. Frekvencije u pojedinim delijama moraju biti v tom smislu nezavisne da svaka
frekvencija u pojedinoj éeliji mora pripadati drugom individuumu. Na prim-
jer, ne smijemo u tablicu unositi nekoliko odgovora jednog ispitanika; takoder .
se N ne smije poveéati tako da se na svakom ispitaniku uéini nekollko pokusa
pa se svaki pokus unese u tablicu. .

5. Nijedna oéekivana frekuvencija ne smije biti odveé mala. U tom se treba R
pridrzavati ovih pravila:

a) Kad imamo vise od dvije éelije, ako je vise od 20% o&ekivanih frekven- -
cija manje od 5, treba spajati susjedne éelije. Kad radimo samo s dvue
delije, ne smije ni jedna ofekivana frekvencija biti manja od 5.

E:

Kod 2-2 tablica hi-kvadrat smije se upotrijebiti uvijek ako je'N veéi-od
40. Ako je N manji od 40, ali veéi od 20 ne smije ni jedna ocekivana
frekvencija biti manja od 5.

U tablicama kontingencije kad je broj stupnjeva slobode veéi od 1',
hi-kvadrat se smije racunati ako manje od 20% ¢éelija ima.ogekivanu
frekvenciju manju od 5, a ni jedna delija manju od 1. Ako to nije
postignuto, treba spajati éelije u kojima su oéekivane frekvencije odve¢;
. malene. (Naravno da raditi takvo spajanje ima smisla samo onda ako se

time ne upropasti svrha samog ispitivanja, t_] ako fenomen koji ispitu-:
jemo, ostaje i dalje vidljiv.) .

O
~

Vazina napomen a: Unovijevrijeme pojavile su se medutim rasprave
koje dokazuju da nije narodito vazno pridrzavati se pravila 5.

6. Kada postoji samo 1 stupanj slobode, potrebno je provesti koreléciju za kon-
tinuitet (Yatesova korekcija). Ako su razlike izmedu opazenih i o¢ekivanih*
frekvencija vrlo male, tako da primjenom Yatesove korekcije dobijemo razliku
koja je numeri¢ki veéa (bez obzira na predznak), onda upotreba te korekcije
nema opravdanje! No i ovdje valja primijetiti da ta korekcija ima smisla samo "
kod malih frekvencija u éelijama, jer ¢e kod velikih frekvencija s korekcuom
dodi samo do malih razlika u zavrénom rezultatu.
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Na kraju rasprave o hi-kvadrat testu dodajemo jos tri napomene, od kojih smo
prvu spomenuli veé¢ na potetku ovog poglavlja, druga je manje poznata, ali je vrlo
zanimljiva, a treéa je posebno vazna za one koji nedovoljno razmisljeju prilikom

- koritenja toga testa.

1."Prva se napomena odnosi na spomenuto svojstvo hi-kvadrat testa da uz
njegovu pomo¢ mozemno ustanoviti 1 vjerojatnost povezanosti izmedu dvije varijable
(ne dakle visinu povezanosti koju nam daje koeficijent korelacije).

Buduci da.u tom pogledu kadsto vlada kod pocetnika odredena konfuzija, raz-

- jasnit éemo na jednom jednostavnom primjeru o temu se zapravo radi.

Uzmimo da nas zanima razlikuju li se mugkarci od Zena u svom stavu prema
boksagkim borbama i da anketom dobijemo podatke da od 200 anketiranih Zena

_samo njih 50 izjavljuje da odobrava boksacka natjecanja, a od 300 anketiranih

muskaraca njih 200 izjasnilo se u prilog boksu. U donjoj tablici prikazani su dobiveni
rezultati:

_Stav
‘za protiv
zene 50 150 200
Spol
' . muskarci .200 100 300
250 250 500

Tznacunamo li na osnovi tih podataka hi-kvadrat, dobit ¢emo da on iznosi 83,4, i

prema tome visoko je statisti¢ki znatajan, pa smo, dakle, dokazali da se muskarci
od Zena statisticki znagajno razlikuju u stavu prema tom pitanju, tj. da muskarci
imaju znatno povoljniji stav prema boksu. No istodobno mi smo time dokazali i
postojanje povezanosti izmedu varijable “stav prema boksackim natjecanjima” i var-

" ijable "spol”. Drugim rijetima, nije svejedno anketiramo li o tom pitanju muskarce

ili zene, a.ako nije svejedno, onda znaéi da postoii korelaciju izmedu stava i spolal
To, naravno, ne mora znaéiti da je korelacija visoka, ve¢ samo to da ona postojiida
je StatlsthI\I znadajna. A kolika je aproksimativno éemo ustanoviti ako uz pomo¢

hi-kvadrata izraéunam ‘Cramerov Fi koeficijent (formula 13.28):

x> _ [84
. N(s—1)  V 583,4
(Kao 3to se moze lako ustanoviti, jednak rezultat dobili bismo da smo ratunali i
kritizirani koeficijent kontingencije C. Razlog tome je ¢injenica da kod 2- 2 kontin-
gencijskih tablica nema razlike izmedu C i Cramerova Fi.).

(\I apomen a. 'Hi kvadrat ima za korelaciju otprilike ono isto znagenje &to
‘ga ima T testiranje znacajnosti korelacije: ako je hi- kvadrat znaajan, i korelacija -

Cramerov Fi = =0,38

- bila ona niska ili visola - statisticki je znacajna.)

2. Druga napomena o hi-kvadrat testu pripada medu rijetko poznate, a radi se
o malim vrijednostima hi-kvadrata. Evo u ¢emu se ta napomena sastoji:
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Iz t-testa nauceni smo da neku razliku smatramo statisticki zna¢ajnom ako je
dobiveni t veéi od granine t-vrijednosti u tablici. Jednako postupamo i kod hi-

kvadrat testa, tj. smatramo da je razlika izmedu opazenih i teoretskih frekvencija -

statisticki znatajna ako je dobiveni hi-kvadrat veéi od grani¢ne vrijednosti u tablici

hi-kvadrata, uz odredeni broj stupnjeva slobode. U tumatenju logike hi- kvadrat:

testa na strani 250, zato smo i rekli: "Sto je hi-kvadrat manji (blizi nuli), to je
vijerojatnije da treba prihvatiti postavljenu hipotezu...”. Medutim, malo pazljiviji
uvid u distribuciju uzoraka hi-kvadrata (vidi sliku 15.1) pokazat ¢e da to ne mora
biti doslovno teko. o

Uzmimo primjer s bacanjem igraée kocke. Ako je kocka ispravna, vierojatnost
pojavljivanja svakog ishoda je jednaka i iznosi P = 1/6. Pretpostavimo da u jednom
izvjestaju iz jedne igracnice ¢itamo da je izvrdeno testiranje igrace kocke tako da je
kocka bacena Sesto puta, te je zabiljeZeno koliko je puta dobiven rezultat 1, koliko
puta 2, 3, 4, itd., te je nakon toga izrafunat h1 kvadrat test. Uzmimo da obJavljem
rezultati 1zg1eda]u ovako: :

Ishod fo fi

1 98 . 100
2 99 7100
3 101 100
4 102 100
5 99 . 100
6 101 100
Ukupno 600 600

Izratunamo li na temelju tih podataka hi-kvadrat, dobivamo x* :_0,'12 B'uduéi"

da je grani¢na vrijednost hi-kvadrata uz 5 stupnjeva slobode 11,070, u prvi.mah
bez ikakve sumnje prihvadamo nul-hipotezu, tj. zaklju¢ujemo da je kocka potpuno
ispravna, jer se rezultati tek minimalno razlikuju od ogekivanih frekvencija.

No je li to zaista tako? Pogledajmo distribuciju uzoraka hi-kvadrata uz 5 stup-

njeva slobode na slici 15.1. Tu mozemo vidjeti da bi se — i kod najispravnije kocke
— hi-kvadrati distribuirali tako da im se dominantna vrijednost kreée negdje oko
4, a vrijednosti koje od dominantne znagajno odstupaju rijetke su na obje strane
krivulje. Drugim rijecima, iz krivulje jasno vidimo da u ovom slu¢aju i izricito mali
hi-kvadrat ne mozemo smatrati sigurno slucajnim, jer bi se on slué¢ajne mogao

pojaviti samo izvanredno rijetko. Vjerojatnost slucajnog pojavljivanja hi-kvadrata’:

vedeg od 15,086 je jednaka (P = 0,01) kao i vjerojatnost sluéajnog pojavljivanjav

hi-kvadrata manjeg od 0,554 (P = 0,99, $to znati da je vjerojatnost. 99% da ce» :

slucajni hi-kvadrat biti veéi od 0,554).

Dakle, u t-testu — §to je ¢ manji, to smo sigurniji da nema razhke izmedu dvue'

populacije; a kod hi-kvadrat testa i suvise mali hi-kvadrat mozemo smatrati da n1Je
slucajno nastao! .

Sto u ovom sluéaju treba zakljuciti? Samo jedno: rezultati IZVJeStaJa vrloisu

vijerojatno izmisljeni (jer su "predobri” da bi mogli biti istiniti!), a izmislio ih
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je ne_tk'o tko zna racunati hi-kvadrat i poznaje njegovu osnovnu logiku, ali ga ne
razumije dokraja. .

Neka usputno bude spomenuto i to da su naknadna provjeravanja eksperimenata
osnivaca genetike Gregora Mendela (prvi je te podatke provjeravao R. A. Fisher,
jedan od najveéih statisticara do sada) pokazala da se stvarno dobivene frekvencije
nekih nasljednih karakteristika u njegovim pokusiina toliko dobro slazu s teoretski
otekivanim frekvencijama Mendelovih zakona da su svi hi-kvadrati (koje Mendel,
naravio, u ono vrijeme nije znao ragunati) " previse visoki da bi izgledali istiniti”!

‘Stru¢njaci danas na razli¢ite nacine tumace tu pojavu (jer Mendelovi zakoni su

to¢ni i nitko u njih ne sumnja), pa se izmedu ostaloga spominje i moguénost da su
njegovi mladi suradnici, zeleéi mu ugoditi, ponesto "frizirali” rezultate eksperime-
nata kako bi se oni jos bolje slagali s o¢ekivanim frekvencijama. No, bilo kako bilo,
Mendelovo otkriée — kako kazu Hodges, Krech i Crutchfield — koje mnogi smatraju

- jednim od najvedih trijumfa ljudskog uma, bilo je dovoljno snazno da odoli éak i

kritici "odveé dobrih rezultata”.

N apomen a. Spomenutu moguénost o€itavanja hi-kvadrat distribucije i s
lijevog kraja (tj. za one hi-kvadrat vrijednosti koje su "suvie male da bi iz-
gledale istinite”) ne treba mije3ati s ” jednosmjernim™ ili ” dvosmjernim” testiranjem

- znacajnosti razlike kod t-testa!” Dvosmjerno” testiranje — kao §to smo rekli — znaéi

testirati je li neka razlika — bez obzira na smjer te razlike — statisticki znaéajna ili
nije. Drugim rije¢ima, ako nademo da je npr. grupa djece A via od grupe djece B,
onda dvosmjernim testiranjem znacajnosti razlike mi samo odgovaramo na pitanje

. je i mogucée da se razlika, koju smo medu uzorcima dobili, dogodila slucajno ili ne.

Pri tome je potpuno svejedno je li ta razlika u korist grupe A ili grupe B, jer zanima
nas samo veliina razlike, bez obzira na predznak, tj. na njezin smjer. (A ako nas
opravdano zanima samo jedan smjer razlike, onda — eventualno — moZemo koris-
titi samo jednu stranu normalne odnosno ¢-distribucije, i provesti ”jednosmjerno”
testiranje.)

Graniéne vrijednosti hi-kvadrat dlstnbucue koje se nalaze u hi-kvadrat tablici,
makar se odnose na "desnu stranu” hi-kvadrat distribucije, jesu vrijednosti dvosm-
‘jernog testiranja, jer pomocu njih testiramo znacajnost razlike bez obzira na njezin
smjer! (Kao sto znamo, prilikom racunanja hi-kvadrata smjer razlike u raéunu nema
nikakvu ulogu, jer se razlike izmedu opazenih i otekivanih frekvencija kvadriraju!)

Prema tome, upozorenje da i suvide mali hi-kvadrat moze biti sumnjiv (tj. da
mozda nije nastao potpuno slu¢ajno), i da se to moze provjeriti s lijeve strane
lmvulje distribucije hi-kvadrata — problem je sasvim druge vrste od problema

"jednosmjernog” ili ”dvosm)ernog testiranja znacajnosti razlike.

3. Iskustvo pokazuje, da pojedini korisnici hi-kvadrat testa katkada nedovoljno
razmisljaju o tome, $to ih zapravo zanimae u njihovu istraZivanju. To éemo najbolje
objasniti jednim primjerom, koji se katkada dogada.

. Recimo da je neki istraziva¢ sakupio podatke o broju samoubojstava u toku svih
12 mjeseci neke godine u jednom velikom gradu, i da ga zanima postoje li razlike
izmedu mugkaraca i Zena u smislu frekvencije samoubojstava, tj. da li muskarci ili
Zene Cine ve§e samoubojstava. Pretpostavimo da je dobio ove rezultate:
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Sijec. Velj. Oz. Trav. Svib. Lip. Srp. Kol. Ruj. List. Stud. Pros. Tkupuo
AMusk. 3 7 8 4 12 10 12 9 10 6 10 -9 02
Zene 4 7 10 8 7 10 9 8§ 4 5 8 12 .92

Ako on sada na sve te rezultate primijeni pravila izracunavanja oekivanih

frekvencija (tj. uéini i sume stupaca, pa mnozi sume reda sa sumom stupca i di-
jeli ukupnom sumom), on je zapravo racunao razlikuju li se muskarci od Zena po

broju samouhojstava u toku pojedinih mjeseci, a nije dobio odgovor na svoje pi-

tanje da li muskarci ili Zene imaju vise samoubojstava. Ako je to problem, koji on
zeli rijesiti uz pomo¢ hi-kvadrat testa, onda ga uopée ne zanima stanje samoubo-
jstava po mjesecima, veé jedino ukupni broj samoubojstava kod zena i muskaraca

u toku godine dana. Buduéi da u populaciji postoji uglavnom jednaki broj zena i

muslkaraca, on bi mogao postaviti jednostavnu tablicu:

fo S
Muskarci 102 97
Zene 84 97

pa sada upotrijebiti hi-kvadrat.

Kao sto vidimo, glavna opasnost od hi-kvadrat testa je u tome Sto se on’

lagano izracunava, ali treba prethodno dobro promisliti $to nas zapravé- zanima,
pa tek tada iéi na izratunavanje teoretskih (ocel\wamh) frekvencija, JeI .one ovige o
hipotezi, koju smo postavili.

ZADACI ZA VJEZBU

1. Jedan je nastavnik tvrdio da medu njegovih 50 studenata trldesetorlca '
moraju pasti, da su 15 prosjecni, a 5 vrlo dobri. Odstupa Ii- takva
raspodjela statisticki zna¢ajno od onoga-sto bismo mogli oekivati
pod vidom normalne raspodjele, tj. da je 50% uéenika u SLednJOJ
kategoriji?

2. Cetvorica nastavnika istog predmeta imali su ovaJ rezultat 1sp1ta na

kraju godine:
A B C D

Broj ”palih” uéenika 8§ 5 4 7

Broj "proslih” uéenika 48 40 35 43.
Razlikuje li se proporcija proslih (ili palih) u¢enika kod ove &etvorice
nastavnika? :

3. Na jednom tetaju statistike, na kojem je bilo 40 muskaraca i 30 Zena,
na zavrdnom ispitu postignuti su ovi rezultati:

nedovoljan | dovoljan i dobar | v. dobar i odli¢an

oz

Muskarci 8 A4

Zene b} 16 9

Je li razlika izmedu muskaraca i zena statisticlki znacajna?
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4. Jedan je sociolog ispitivao postoje li razlike u vrsti kriminalnih ¢ina
-izmedu 3 grada i dobio je ove rezultate:

Krada Krade i

) Silovanje automob. dzepar. Ostalo
Grad A 76 112 37 102
Grad B 64 - 184 77 98
Grad C = 39 131 48 82

" Postoji li statisti¢ki zna¢ajna razlika medu gradovima?
5. U jednoj zemlji anketirano je nekoliko desetaka pripadnika razlicitih
politickih stranka pitanjem: odobravaju li smrtnu kaznu. Rezultati su
ptikazani u donoj tablici:

Republikanci Demokrati Nezavisni
Da 19 26 13
Ne = | 7 27 8

_a. Je li razlika medu grupama statisticki znagajna?
b. Poveéajte sve brojeve deset puta, izratunajte hi-kvadrat test te
* prokomentirajte rezultat.

6. .U toku 8-godisnjeg razciobija 17952 americka pilota imala su distribu-
ciju nesreéa u sluzbi kao §to je prikazano dolje:

Broj nesreéa Broj pilota

12475
4117
1016

269
33
14

6
2

o w e —o

17 952

Je li ta distribucija nesrveéa slu¢ajna (Poissonova) distribucija?
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Citalac se mozda zapitao zasto problem standardne pogreske standardne de-
vijacije nismo spominjali odmah nakon standardne pogreske aritmeticke sredine i
standardne pogreske razlike izmedu aritmeti¢kih sredina. No ubrzo ée biti jasno

. zasto je to tek sada uginjeno.

Kao ito je poznato, uzimajuéi velik broj uzoraka iste veli¢ine iz neke popu-
lacije, dobit éemo niz aritmeti¢kih sredina uzoraka, koje e se distribuirati po nor-
malnoj raspodjeli, kojoj se stanidardna devijacija (nazvana ”standardna pogreska
aritmetitke sredine”) ratuna prema formuli: s = s/v/N. Jednako tako i uzorci
razlike izmedu dvije aritmeticke sredine uglavnom se distribuiraju po normalnoj
raspodjeli. Ako se pak radilo o vrlo malin uzorcima, izratunata raspodjela uzoraka
davala je tzv.t-raspodjelu. Prema tome, logika rezoniranja pri izratunavanju stan-
dardne pogreske aritmeticlke sredine ili standardne pogreske razlike bila je vezana
uz simetricnost normalne raspodjele, ili simetri¢nost ¢-raspodjele.

‘Kada bismo radili s velikizn uzorcima (statisti¢ari se potpuno ne slazu u tome

koliko veliki, neki misle veé¢ od 30, a drugi izri¢ito tvrde da moraju biti veéi od 100),

distribucija varijanci odnosno standardnih devijacija uzoraka (oko standardne devi-
jacije populacije), uglavnom je normalna, dakle simetri¢na, pa se mozemo posluziti
nama veé poznatom logikom rezoniranja, tj. da je oko 68% slucajeva u intervalu
s+ jedna standardna pogreska, 95% u intervalu 2 standardne pogreske, itd.

U tim sluéajevima, dakle kod velikih uzoraka, nema problema sa standardnom
pogreskom standardne devijacije, i ona se izracunava prema formuli:

/s
§s = '21—\, (161)

Uzmimo da na 450 uenika, primijenivsi jedan test znanja, dobijemo neki prosje¢an
rezultat (koji u ovoj raspravi nije vazan) i standardnu devijaciju s = 30 bodova.
Standardna pogreska te standardne devijacije bila bi:

) : s 30




(]
=1

Buduéi da u ovom sluéaju, kako rekosmo, moZemo smatrati da se star}dardne
devijacije tako velikih uzoraka distribuiraju po aproksimativio normalnoj raspod-
jeli. upotrijebit ¢emo istu logiku zakljucivanja kao i kod standardne pogreske arit-
meticke sredine. Postoji oko 68% vijerojatnosti da nasa izra¢unata standardna de-
vijacija ne odstupa od "prave” standardne devijacije (¢) vise od jedne standardne
pogreske, dakle vise od 1, postoji oko 95% vierojatnosti da od nje ne odstupa vize
od 2:1 = 2, i gotovo smo potpuno sigurni da ne odstupa vise od 3 -1 = 3. Ilj,
drugim rijecima, 95%-tne granice pouzdanosti za nadu standardnu deu]aulu iznose
30+2=28-32.

AMedutim, radimo li s malim uzorcima, distribucija standardnih devijacija nije
vide normalna distribucija, pa makar uzorke uzimali iz posve normalne-populacije!
Ta je distribucija asimetriéna (nesto manje za standardnu devijaciju nego za vari-
jancu), pa stoga nije moguée granice pouzdanosti ratunati na ovaj naéin, jer bismo

tim naginom dodavali i oduzimali jednako na lijevoj i desnoj strani od nase stan-

dardne devijacije, a to nije ispravno ‘ako je distribucija asimetri¢na. (Slicno se o
tome raspravljalo kod testiranja standardne poglesl\e malih proporcua v1d1 nomo-
gram na sl. 11.1, str. 164).

Stoga u takv1m slu¢ajevima i ne mozemo drugo, nego jedino izratunati — i to na

nov nagin — granice pouzdanosti nase standardne devijacije. (Standardnu pogreska

nema smisla racunati, jer treba razli¢ite vrijednosti dodati lijevo i desno.)
Kad bismo iz velikog broja jednako velikih uzoraka izratunavali varijance, i kad
bi nam ujedno bila poznata prava standardna devijacija populacije (o), onda bi se

izraz
(X -X)?
o? .
distribuirao po — hi-kvadrat dzstrzbuczyz (1) s (N = 1) stupnjeva slobode (Sada
je jasno za§to tu temu tumadimo tek sada: Iazlog je taj 3to su 01ta0c1 sada ved

upoznati s hi-kvadrat raspodjelom.)

Kako se vidi, navedeni izraz sadrzi u brojniku sumu kvadriranih razlika 1zmedu :

svakog rezultata i aritmeticke sredine uzorka, a u nazivniku pravu varijancu popu-

lacije. (To &to je ta prava varijanca nepoznata, kako ¢e se brzo vidjeti, za samo :
ratunanje nije smetnja.) Kao sto znamo, izraz £(X — X )2 moze se pisati i (N —1)s?;

a stoga taj razlomak moze glasiti i:
pa stoga & (N = 1)s?

o2
Na jednom primjeru pokazat ¢emo izratunavanje granica pouzdanosti stan-

dardne devijacije. Uzmimo da imamo uzorak velitine N = 16, s varijancom
s2 = 20392 grama (radi se o jedinicama tezine grupe djece). Iz toga slijedi da

je standardna devijacija s = V20392 = 142, 8.

Za ustanovljivanje granica pouzdanosti potrebna je hi-kvadrat tablica, sada veé
poznata ¢itaocima. Pretpostavimo da nas zanimaju 95%-tne granice pouzdanosti

dobivene standardne devijacije. U tablici H u Dodatku oéitavat éemo uz NV ~ 1

stupnjeva slobode, dakle u nagem slucaju uz 16 — 1 = 15 stupnjeva sloboede. Zz oo
svrhu treba otitavati s oba kraja, tj. 95%-tne granice pouzdanosti ocitat cemo.
u stupcu P = 0,975 i u stupcu P = 0,025 (2,5% sa svake strane hi-kvadrat

6 16. STANDARDNA POGRESKA STANDARDNE DEVIJACIE [ GRANICE POUZDANOSTIL.. .

16. STANDARDNA POGRESKA STANDARDNE DEVIJACHE | GRANICE POUZDANOSTL... 277

disttibucije). Te vrijednosti su 6,26 i 27.5. To znaci da bi — medu svim moguéim
uzorcima iz nade populacije — izraz 15 s*/o” u 2,5% slucajeva pao ispod 6,26, a u
2,5% slu¢ajeva iznad 27,5. Dlu"llll rijecima, u 95% uzoraka taj bi izraz bio izmedu
6,261 27,5. :

Imamo dalkle ovu situaciju: 15

6.26 < <27.5

Takav je izraz u matematici poznat pod nazivom "nejednakost™ (ili "nejed-
nadzbe”). Da bismo ga mogli racunski 11]0%1(‘1 potrebno je spomenuti dva od vise

_pravila u vezi s "nejednakostima”:

1. Ako uzmemo reciproéne vrijednosti ¢lanova nejednakosti, nejednakosti mi-
jenjaju smjer. Na primjer:
3<5<T.
Reciprotne vmednostl 1/3>1/5 > 1/7, ili, &to je isto,
1/7 <1/5<1/3.

"2. Nejednakosti ne mijenjaju smjer ako sve Glanove pomnozimo istim pozitivnim

brojem. Na primjer:
: 3 < 5 < 5/putall.

30<50<70

"Postupimo li tako u nasem primjeru, primijenit ¢emo najprije pravilo (1), tj.
uzet ¢emo reciprocne vrijednosti ¢lanova nejednakosti. Time ée se promijeniti smjer
nejednakosti:

1 > 02 > ! ili 5to je ist
— > —— > ——li
6,26~ 1552 ~ 27,5’ | Sl isto,
1 o2 1

m=< = <.
: 27,5 " 15s% 6,26
Zeleéi se rijesiti nazivnika u srednjem izrazu, pomnozit éemo nejednakosti s 15 s2,
a time — u skladu s pravilom (2) — smjer nejednakosti ostaje jednak:
15 s* col< 1552
27,5 6,26

- Uvrstimo li u taj izraz vrijednost nage varijance s%(s> = 20 392), dobivamo:

+15-20392 © , 15-20392
775 - ° 6,26
, 11123 < 0% < 48 863.
To su 95%-tne granice pbuzdandsti varijance, a drugi korijen iz tih vrijednosti su
95%-tne granice pouzdanosti standardne devijacije:
‘ 105,5 < o < 221,0.
Dakle, 95%-tne granice pouzdanosti za nadu standardnu devijaciju 142,8 su

105,5 1 221,0. Kako se vidi, granice nisu (zbog asimetri¢nosti) jednako udaljene od
nase standardne devijacije: donja granica udaljena je 37,3, a gornja 78,2.
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Evo jos jednog primjera:
Ako na 30 djece dobijemo neki prosjecni kvocijent mtehgencue (IQ) od recimo
X =118, sa standardnom devijacijom s = 15, koje su 99% tne granice pomdanostl
dobivene standardne devijacije?
RjeSenje: u hi-kvadrat tablici otitamo vrijednosti uz 29 stupnjeva slobode pod
P=0,9951 P =0,005(1/2% + 1/2% = 1%), a to su vrijednosti: 13, 1152,3.
Dakle imamo ovu situaciju:
29 - 152
a2

13,1 < < 52,3.

Reciproéne vrijednosti: :
1 o? 1 .

52,3 <6525 ~ 3,1
Pomnozimo li nejednakost sa 6 525, dobivamo:

6525 < U'.l < 6525

52,3 13,1

124,8 < % < 498, 1.
Dakle, 99%-tne granice pouzdanosti za standardnu devijaciju su:

11,2 < 0% < 22.3.
Jos je teza situacija ako uzorci nisu iz normalnih populacija. Citalac ¢e se prjsjetiti

da smo u pog]av]ju "Razlika izmedu dvije aritmeticke sredine” spominjali ”teorem:
centralnih granica”, koji kaZe da ¢e — pod pretpostavkom da su uzorci dovoljno

veliki — aritmeticke sredine uzoraka formirati normalnu raspodjely, £ak i onda ako
populacija nije distribuirana prema normalnoj raspodjeli. Taj teorem, na Zalost;:

ne vrijedi kod varijance odnosno standardne devijacije: ako matiéna populacija -

nije normalno distribuirana, onda ni kod wvelikih uzoraka distribucija standardnili
devijacija uzoraka neée dati normalnu raspodjelu (a vidjeli smo, ako su uzorci
mali, a mati¢na populacija normalno distribuirana, standardna devijacija.dat ¢e
hi-kvadrat raspodjelu).

Raspodjela standardnih devijacija uzoraka kod velikih uzoraka ummamh iz

ne-normalne populacije dala bi se za svaki [)Ojedlnl slu¢aj doduse matematicki
izratunati, medutim ti postupci naravno ne dolaze u obzir za nékoga tko nije
matematicar i profesionalni statisti¢ar, veé samo ”konzument” statistike.

Stoga se moramo pomiriti s ¢injenicom da-nam racunanje " granica pouzdanosti”
standardne devijacije — ako nam nije poznato da li se populacija distribuira po
normalnoj raspodjeli — moze dati i dosta pogresne rezultate! Statisticari ]os nisu
pronasli postupak kojim bi doskodili toj tesko(i..

Sto se tie testiranja znatajnosti rezlika izmedu dvije standardne’ devuacue
(odnosno dvije varijance), Citalac ée se sjetiti da smo taj postupak veé obradili, 1 to ..
u poglavlju o testiranju razlika izmedu aritmetitkih sredina malih uzoraka, kada je -

trebalo racunati zajednicku standardnu devijaciju, ali se ona smjela ratunati samo

ako ne postoji statisticki znatajna razlika izmedu obje varijance (vidi poglavlje -
9.7). To testiranje izvodi se pomocu tzv. F-testa, 5to je znatno jednostavnije nego -
testiranje granica pouzdanosti jedne standardne devijacije i upuCUJemo gitaoca da. -

taj postupak prouti u poglavlju 9.7..

Prl razhcmm istraZivanjima, a narogito kod takozvanih ” terenskih istrazivanja”,
struénjaci razli¢itih struka dolaze u situaciju da iz jedne relativno velike populacije

" odaberu uzorak na kojem dée izvrditi mjerenje. Tako npr. antropolog zeli ispitati

neke biemetrijske karakteristike ljudi u nekom kraju, epidemiolog Zeli ustanoviti

"postotak neke zaraze medu stanovnistvom, psiholog zeli ispitati stav industrijskih

radnika prema nekom faktoru radne okoline, inZenjer zeli ispitati karakteristike
nekog proizvoda, itd.

Iako je u principu vazno da uzorak bude §to je moguée vedi, u mnogim
slutajevima uzorak se ipak ogranituje po velicini, i to uglavnom zato §to a)
povecavanjem uzorka istraZivanje postaje sve skulee i b) §to se katkada uzorci
(samim tim 5to su uzorci) unidtavaju: npr. ispitivanje ¢vrstode materijala, kemijska
analiza nekih prehrambenih artikala, itd.

Slu¢ajni uzorak. Medu veéim brojem razlicitih uzoraka, najpoznatiji je tzv.
slucajni-uzorak, tj. onaj u kojem svaki individuum populacije ima jednaku vjero-
jatnost da bude izabran u wzorak. Ako neki lanovi populacije imaju veéu sansu
od drugih da budu izabrani, uzorak vige nije slucajan, nego se naziva pristranim
uzorkom (biased sample). Tako bi npr. bio pristrani uzorak kad bi — ispitujui
frekvenciju neke zaraze u jednoj pokrajini — uzeli u obzir samo stanovnistvo iz
gradova, a ne i seosko stanovnistvo; ili, kad bi za ispitivanje neke nove metode
lije€enja uzeli samo dobrovoljce (tj., one ljude koji imaju povjerenje u tu metodu);
ili, kad bi sociolog — Zeleéi dobiti misljenje.jedne populacije o nekom problemu
— odabrao svoj uzorak iz telefonskog imenika (a u telefonskom imeniku nema —
kako je poznato — ljudi iz nekih-drustvenih grupa), itd. Drugim rije¢ima, uzorak
ne smije biti selekcioniran, nego mora biti reprezentativan. Jedan od nagina, koji
doduse ne garantira, ali ipak daje veliku vjerojatnost reprezentativnog uzorka, jest
uzimanje.”slu¢ajnog uzorka”.

S]uéajnom se uzorku daje u statistici vrlo velika vaznost, jer — kako smo vidjeli
— mi iz uzoika zakljuéujemo na populaciju, a to je moguce jedino onda ako je
uzorak zaista sluZajan. Drugim rijetima, gotovo sve vrste uzoraka imaju neku svoju

"raspodjelu uzoraka”, ali "slugajni uzorci” su jedini koji i imaju poznaty raspodjelu
(vecmom normalnu).
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Poznati zakoni u vezi s normalnom raspodjelom i vjerojatnoséu (npr. pravila

u standardnoj pogresci aritineticke sredine i standardnoj pogresci razlike) vrijede -

samo onda ako jeuzorak zaista slutajan — i to je zapravo glavni razlog zbog l\o)cga
je "sluéajni uzorak” tako vazan u statistici.

Slika 17.1. Deseterostrana prizma za izradu tablice slu¢ajnih brojeva .

U vezi s pojmom ”sluéajni uzorak” postoji katkad nesporazum, kao da se tu radi

o0 "bilo kako izabranom” sluéajnom uzorku. To bi npr. bio slucaj kad bismo zeljeli-
"bez sistema” ispisati, recimo, stotinu ”bilo kojih” brojeva izmedu 1i 1 000, 1na taj;
naéin oznaciti one individuume koji ée uéi u uzorak. Zbog razlicitih — nama éesto -
nesvijesnih — preferiranja pojedinih brojeva (npr. onih koji sadrze cifru 3 ili 7ili
koju drugu), dolazi do toga da ipak svi brojevi od 1 do 1000 nemaju jednaku §ansu,’

a to je — kako znamo — uviet za slutajni uzorak. Ili, ne bi odgovaralo slu¢ajnom

uzorku kad bismo odluéili da iz jednog popisa ljudi u uzorak uzmemo one koji nam:
u letimiénom pregledu ”padnu u oko”, jer i tu djeluju mnogi, vjerojatno sistematski,f

faktori (npr. duzina imena, poznatost imena, itd.).
Sluéajni uzorak sastavlja se zapravo prema odredenim principima (dakle ne
"bilo kako”), a ti principi odgovaraju zakonu slutaja. Najbolji natin sastavljanja

sluéajnog uzorka je upotreba "tablice slutajnih brojeva”. Njezin postanak je lakd:
opisati: bacanjem jedne igraée "kocke”, koja zapravo predstavlja deseterostranu.

prizmu s brojevima od 0 do 9 (vidi sliku 17.1) dobivaju se brojevi koji se redom

zapisuju (i to obi¢no u skupinama od po 2 do 5 brojeva), prema tome, kako su slu-

tajno padali. Na primjer, prilikom 40 bacanja jedne takve deseterostrane prizme,

dobiveno je ovih 40 brojeva (koji su zbog preglednosti skupljeni u skupine od po:

4):
7766 7520 1607 6048 2771 4733 8558 8681 5204 3806.
Brojevi dobiveni na ovaj naéin zovu se slu€ajni brojevi, a dobiveni su iz popu=

lacije brojeva 0 do 9, u kojoj svaki broj ima jednaku vrijednost da ¢e se pojaviti, i o

top=0,1.
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Zelimo li odabrati uzorak od, recimo, 350 ljudi (na primijer, prilikom nekog in-

- tervjuiranja ili sistematskog pregleda u jednoj manjoj tvornici), oznatit éemo bro-

jevima ime svakog radnika (uzmimo da ih ima 780), a onda éemo pomoéu “tablice

" slu¢ajnili brojeva” izabrati uzorak od 350. To ¢emno uéiniti tako da éemo najprije

tablicu otvoriti na bilo kojem mjestu i od bilo kojeg broja poceti "stvarati” uzorak
‘(neki trdze-da se i te predradnje uéine strogo slu¢ajno, tj. da zmireéi stavimo vrh
olovke'na stranicu s brojevima, a i tu stranicu izabrali smmo bacanjem novca, itd.).

" Ako imamo 780 radnika, treba da od mjesta gdje ¢emo poceti ¢itamo redom brojeve

(bilo u redovima, bilo u stupcima, bilo dijagonalno — to je svejedno) u skupini od
tri (jer 780 ima 3 znamenke). Udinimo i tako s nasim primjerom sluéajnih brojeva,
prva kombinacija je broj 776, i radnik s tim brojem postaje prvi radnik u nasem

. uzorku. Drugi radnik je broj 675, treéi 201, éetvrti 607, peti 604. Iduéa kombinacija
.(827) otpada; iduéi radnik je 714, iza njega 733, 204, itd. Tako éemo iz popisa va-

diti popis ljudi tako dugo dok ne skupimo uzorak od 350. Ako se koji broj pojavi
ponovno, vide ga naravno ne uzimamo u obzir.

Tablica K u Dodatku je jedna od manjih tablica slu¢ajnih brojeva.

N a-p om e n a. Neka dzepna.elektronska racunala imaju moguénost da prema
odredenom algoritmu izbacuju po dvije do tri znamenke sluéajnih brojeva. U veéini

“slucajeva to je posve dobra i "bezopasna” tehnika proizvodnje slutajnih brojeva,

ali je ipak dobro da se vlasnik takvog racunala prethodno uvjeri ne pojavljuje li
se neki od brojeva mozda precesto ili odveé rijetko. To se postize vrlo jednostavno
tako. da se producira nekoliko stotina sluajnih brojeva, i da se hi-kvadrat testom

" testira odstupa li frekvencija svakoga pojedinog broja od teoretske frekvencije (koja

za svaku znamenku mora iznositi 1/10 od ukupnog broja izbagenih znamenki).
Sistematski uzorak. Umjesto slu¢ajnog uzorka u prakti¢nom se radu testo prim-
jenjuje jedan drugi tip uzorka, tzv. sistematski uzorak, koji ve¢inom daje jednako

'reptezentat'ivan uzorak kao i slu¢ajni uzorak. Sistematski se uzorak sastoji u tome
da se. prema jednom popisu (npr. popis ljudi prema abecednom redu) odabere
-slu¢ajnim izborom jedan, a nakon toga se u uzorak uzima svaki n-ti (npr. svaki

drugi, ili svaki peti, deseti, itd., ve¢ prema tome kako velik uzorak zelimo). Takav
¢e uzorak po svom efektu biti slican slu¢ajnom uzorku samo onda ako je lista zaista
sastavljena bez nekog smislenog sustava (a to je npr. slu¢aj ako je lista sastavljena
prema abecedi).

Stratificirani uzorak. Osim sluéajnogl sistematskog uzorka, poznat je jo§ i tzv.
stratificirani uzorak (slojevit uzorak), koji se sastoji od toga da se populacija podi-

. jeli u "potpopulacije” ili ”slojeve” ("stratume”), prema nekim karakteristikama, te
" da se nakon toga iz svake od grupa uzme sluéajni uzorak. U takvim je slu¢ajevima

reprezentativnost uzorka gesto bolja nego kod sluéajnog uzorka. Na primjer, zelimo
i ustanoviti morbiditet od tuberkuloze u nekom kraju, opravdano je stanovnistvo
podijeliti u nekoliko "stratuma” (prema godinama, spolu, socijalnom sastavu i dr.)

‘te onda iz tih grupa sluajnim odabiranjem stvarati uzorke. Obi¢no je veliina
- svakoga sluajuog uzorka iz svake grupe proporcionalna veli¢ini grupe u cijeloj

populaciji: na primjer, ako medu 10000 ljudi imamo 60% mladih ljudi, 30% ljudi
srednje starosne dobi, a 10% starih, onda se i na§ uzorak treba sastojati od 60%
mladih, 30% sreduje starih i 10% starih. (To su tzv. "proporcionalni” stratificirani
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uzorci). Aritmeticka sredina svih stratuma zajedno nije — kako znamo — vrijednost

koju dobijemo ako aritmeti¢ke sredine svih stratuma zbrojimo, i rezultat podijelimo - '
brojem stratuma, ve¢ treba voditi racuna o veli¢ini svakog stratuma, i izracunati -
zajednicku ili ponderiranu aritmeti¢ku sredinu. Ako npr. neka populacija sadrzi -
milijun ¢lanova, a sastoji se od ova tri sloja: sloj ‘A, veli¢ine 500 000, sloj B velicine -
300000, i sloj C veli¢ine 200 000, a njihove aritmetitke sredine iznose: X A =100, .

Xp =801 X¢ = 60, onda aritmeticka sredina za cijelu populaciju iznosi:
T= (100 - 500 000) + (80 - 300 000) + (60 - 200 000)
1000000
= 86 (a ne 80, koliko bismo dobili da smo 240 podijelili s 3). Ako iz takve pop-
ulacije uzimamo vrlo velik slutajni uzorak, onda nema ozbiljne opasnosti, jer ¢e

i u tome velikom uzorku proporcije pojedinih stratuma biti vrlo sli¢ne stvarnim’

proporcijama u populaciji. No kod malih uzoraka potrebno je namjerno sastavljati
uzorak od poznatih postotaka, §to ga svaki stratum u populaciji zauzima.

Neki statisticari preporucuju i neke drugacije postupke. Tako se npr. "nepro-
porcionalni” stratificirani uzorci sastavljaju tako da su odnosi veli¢ina pojedinih
stratuma u istom omjeru kao to su produkti standardne devijacije i veliéine uzorka

u pojedinom stratumu. Na primjer, kada bi stratum 1, veli¢ine 1000, imao stand.

devijaciju 5, a stratum 2, veli¢ine 100, stand. devuacuu 20, onda bi odnos umnozaka
veli¢ine uzorka i stand. devijacije bio

(1000 - 5)/(100 - 20) = 5/2.

Dakle, optimalni odnos veli¢ina uzoraka treba biti 5 : 2; u uzorku velicine 70, 50 .

podataka mora biti iz uzorka 1, a 20 iz uzorka 2. Zajednitka aritmeticka sredina

izratuna se nakon toga primjenom formule (4.5) za ponderiranu aritmeticku sred-"
inu. (Vidi poblize o tome u: Edgington, E.S: Statistical inference: the dlStrlbuthn— :

free approach. McGraw-Hill, 1969.)
Statisticari upozoravaju i na povremenu opasnost od takozvanih ” 1nd1rektmh”

uzoraka: ako bismo recimo Zeljeli doznati prosjeénu starost otaca skolske ‘djece,

mogli bismo uciniti i dosta ozbiljnu pogresku kada bismo uzorak otaca birali pomocu
uzorka djece, tj. kada bismo po sluéaju odabrali izvjestan blOJ Skolske djece i trazili
od njih podatke o starosti njihovih otaca. Pogreska se naime sastoji u tome, §to

otevi s vise djece imaju ¢ u skoli viSe djece, a ti oevi u prosjeku su stariji'od oceva
sa samo jednim djetetom. Dakle, u slucajnom uzorku kolske djece moze biti vise’
djece iz vedih obitelji, pa e kod starosti otaca prema tome prevladavati.podaci od.

starijih oteva!

Klaster uzorci. Ti uzorci predstavljaju losiju -varijantu slucajnog uzorka. *
(djelomiéno i stratificiranog uzorka), a vrlo se €esto koriste u velikim ekonom-
skim, politiekim ili trzisnim istrazivanjima, jer bi uzimanje slu¢ajnog uzorka bilo:

izvanredno skupo. Konkretno, ako npr. treba dobiti misljenje stanovnika jednog

velikog grada o nekom pitanju, onda se populacija toga grada (npr. plan grada)

podijeli na 50 ili vise manjih blokova, pa se po slucaju odabere odreden broj tih
blokova, i posalju se anketari da intervjuiraju stanovnike u njima. Vazno je da se in-

tervjuiraju svi stanovnici toga bloka (koji dolaze u obzir za intervju, dakle uglavnom'
odrasli), i intervjuer se mora toliko dugo vraéati na adrese ljudi, koje nije pronasao,
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dol ih konacno ne pronade. Takav klaster uzorak naziva se jednostupanjski klaster
uzorak, no mogu postojati i dvostupanjski, trostupanjski, visestupanjski uzorci: npr.
u nekom velikom univerzitetskom gradu od svih fakulteta mogu se po sluéaju iza-
brati samo neki, u tim fakultetima po sluéaju samo pojedini odsjeci, u odsjecima

" po slucaju samo pojedini studenti.

Kuvotni uzorci. 'To je jos losiji uzorak, jer on u stvari predstavlja *neslucajni”

-stratificirani uzorak, a najtesce se koristi kod razli¢itih "ad hoc” organiziranih

istrazivanja za potrebe trzita, za prikupljanje misljenja gradana o nekom pitanju,
i sl. Takvi se uzorci formiraju na taj naéin, da organizator istrazivanja, poznajuéi
strukturu stanovnitva s obzirom na predmet istrazivanja (npr. postotak mladih
majki, postotak umirovljenika i dr.) unaprijed izabere broj ljudi svakog pojedinog
stratuma; koje intervjuer mora intervjuirati (zato se uzorak naziva kvotni). No
glavni problem takvog uzorka je u tome 3to intervjuer, obilazeéi gradom, zaustavlja
i moli za suradnju ljude koje on odabere, a ve¢inom se dogada da i ne prilazi ljudima

" koju mu ne izgledaju simpatiéni ili pripravni na razgovor. Osim toga na taj nagin

prakticki su potpuno iskljuceni iz ankete gradani koji se prevoze javnim prometnim

‘sredstvima, oni koji se voze na posao svojim vozilom, kao i oni koji u to vrijeme

rade na radnim mjestima. Poznat je slucaj s intervjuerom koji je imao zadatak
da intervjuira unaprijed odredeni broj muskaraca o njihovu stavu prema kladenju,
pa je — putujuéi lokalnim vlakom prema centru grada — iskoristio priliku da na
zeljeznickoj stanici intervjuira vecu skupinu ljudi koji su éekali vlak. Iz rezultata
se ustanovilo da su gotovo svi intervjuirani imali pozitivno misljenje o kladenju,
a provjeravanje situacije i mjesta na kojem je intervju izvr3en, pokazalo je da je
intervjuer slu¢ajno intervjuirao ljude koji su ¢ekali na peronu odakle je odlazio vlak

" prema - trkalidtu (a to su upravo oni koji se veéinom klade prije konjskih utrkal).

Prigodni uzorak. To je onaj uzorak, koji nam se "nade pri ruci”, jer drugoga
nemamo. To su npr. momentano prisutni bolesnici u nekom klini¢kom odjelu, pos-
tojeci.studenti neke godine studija, i sl. Nije potrebno naglasiti da prigodni uzorci
mogu biti ekstremno pristrani: tipian primjer takvog uzorka je uzorak zZena koje
odlaze u psihijatrijsku ambulantu zbog razli¢itih razloga, a psihijatar nakon neko-
liko stotina pregledanih slu¢ajeva objavi koliki postotak Zena je — frigidno.

No dakako, prigodni uzorci ne moraju biti uvijek pristrani: ako se recimo radi
o ispitivanju trajanja vidne paslike nakon 10 sekundi promatranja svjetlosnog
izvora, nema nikakvog. razumnog razloga zbog kojeg bismo mogli pomisliti da se
u tom pogledu razlikuju studenti razli¢itih struka, ili ljudi razli¢itog stupnja obra-
zovanja, kvalifikacije i sl. Prema tome, ako nam je zavisna varijabla (dakle ono
3to istrazujemo) takve vrste da nije moguce pretpostaviti utjecanje nekih drugih
situacijskih faktora na zavisnu varijablu, veé mozemo opravdano smatrati da jedino
naSa nezavisna varijabla, &ije djelovanje ispitujemo, moze imati utjecaja — prigodni
uzorci mogu biti posve upotrebljivi, i — kao §to je poznato — u brojnim znanstvenim
istrazivanjima oni se i koriste jer su to uzorci do kojih najlakse dolazimo.

Pogreske nekog istrazivanja mogu se podijeliti na dvije glavne skupine:

(a) na pogreske izvan uzorke (to su pogresna metoda, pogresna obrada rezultata,
itd.) i

" (b) pogreske uzorka.
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Obje te pogreske zajedno dovode do ukupne pogreske istrazivanja. Ako u nekom’
istrazivanju zaista postoje obje vrste pogresaka, onda dakako smanjivanje samo -
jedne od njih ne poboljsava u ve¢oj mjeri situaciju. Neki autori to usporeduju s pra-.

vokutnim trokutom kod kojeg svaka kateta predstavlja jednu od ovih pogresaka,.a.
hipotenuza je ukupna pogreska: ako jednu od kateta znaéajno smanjimo, lnpotenwa
se nede bitno skratiti.

17.1. VELICINA UZORKA

Jedno od gestih pitanja koja se postavljaju statistiarima jest pitanje koliko

velik mora biti uzorek. Obicno dolazi do razotaranja kad stafisti¢ar odgovori da

je na to pitanje vrlo te3ko dati precizan odgovor. Iako u tome ima za neke speci-
jalne sluéajeve veé gotovih pravila, tablica i nomograma iz kojih se moze po prilici

odrediti potrebna veli¢ina uzorka (o tome vidi udzbenike koji govore o planiranju -

eksperimenta), ipak u velikom broju slu¢ajeva na to pitanje nije moguée odgovoriti

konkretnom brojkom jer potrebna veli€¢ina uzorka ovisi prvenstveno o varijabilnosti -

pojave koju mjerimo, a potomn o preciznosti kojom Zelimo pojavu izmjeriti. Ako
je pojava malo varijabilna, bit ée dovoljan i manji uzorak, a kod jako varuabllne
pojave, potreban je veliki uzorak. S druge strane, ako nam nije stalo do velike pre
ciznosti, mozemo se zadovoljiti i s manjim uzorkom,; §to veéu preciznost zelimo, to-
nam je veéi uzorak potreban. Zelimo li pogresku aritmeticke sredine smanjiti na,
polovicu, treba, kako znamo, uzeti otprilike &etiri puta veéi uzorak. - .

Primjer. Mjereéi visinu djece odredenih godina u nekom kraju, na uzorku od
N = 49 dobili smo X = 135,5, s = 14, s = 2. Prema tome, 95%-tne ”granice '

pouzdanosti” nase aritmeticke sredine su 131,58 — 139,42 (iz X 1,96 s,). Kakose -

vidi, oduzmemo li i pribrojimo aritmetitkoj sredini 1,96 standardne pogteske, dobil
smo "razmak” unutar kojeg ¢e se — s 95% 51gurnost1 — kretati prava arltmetlcka
sredina. Taj razmak dakle iznosi: 2 - 1,96 sy.

Ako smatramo da je taj "raspon” od gotovo 8 cm prevelik, tj. da blsmo moral

imati precizniju aritmeticku sredinu, znamo da moramo poveéati uzorak. Uzmime:
da zelimo raspon "granice pouzdanosti” smanjiti na 3 cm. Taj broj treba dakle

uvrstiti u jednadzbu: )
s .
3=2.1,96 —.
VN

Rijesimo li ovu jednadzbu, proizlazi da moramo imati uzorak vehcme oko 334
djeteta da bi se "granice pouzdanosti” kretale u rasponu od oko 3 cm.

Ako malo bolje pogledamo formulu za izratunavanje standardne pogreske
uzorka (s/v/ N ), mozZe nam se uéiniti da ona zapravo ne odgovara potpuno onome
§to u praksi o uzorku mislimo, jer ta formula nista ne govori o tome koliko se pouz-
danost uzorka poveéava time §to uzorak predstavlja veéi dio (frakciju, postotak)

populacije. Kadikad se ¢ak misli i isti¢e kako uzorak treba predstavljati barem oko.

10% populacije da bi bio reprezentativan. To, medutim, nije toéno. Iz formule o
standardnoj pogresci uzorka vidimo da ona ovisi jedino o varijabilitetu pojave koju
mjerimo i 0 apsolutnoj velicini uzorka, a ne, dakle, o njegovo] relativnoj velicini.
To praktitki znaci da ¢emo — mjereéi, pretpostavimo, visinu studenata na razli-

- populacije, iznosi:

_ zarulje iznosi:
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éitim fakultetima — s uzorcima od N = 50 dobiti jednako pouzdane podatke na
fakultetima s 10000 studenata, kao i na fakultetima s 13500 studenata. S vedim
uzorkom dobit éemo u svim tim slucajevima jednako bolje i pouzdanije rezultate.

‘Pitati statisticara: "Koliki postotak .populacije treba uzeti u uzorak?” bilo bi —

kako kazu Wallis i Roberts — jednalko kao i pitati kuhara: "Koliki postotak brasna
iz posude treba staviti u kolaé?” U oba slucaja odgovor je isti, tj. da je potrebna

“odredena koli¢ina, a koliko, to ovisi o tome 5to se Zeli postici, o tome kolik je varija-
-bilitet pojave koju mjerimo, bez obzira na to koliko je velika populacija (ili ”koliko

brasna ima u kutiji”).
Proporcija populacije ukljuena u uzotku ima samo vrlo blag utjecaj na stan-

_dardnu pogresku aritmeticke sredine, dakle na preciznost uzorka. Ako je populacija

vrlo mala (a to se dogada izvanredno rijetko), onda, naravno, §to je uzorak veéi, on
ujedno predstavlja i veéu proporciju populacije (primjerice, kod populacije veli¢ine
50, uzorak od 25 je veé 50% populacije): Medutim, kod velikih populacija (a to je

" gotovo uvijek) proporcija ima — kako rekosmo — neznatnu ulogu.

Korigirana formula za standardnu pogresku aritmeticke sredine, s obzirom na
proporciju populacije u uzorku, glasi:
o Np-N
=2 T 17.1
X - /_N Np 1’ ( )

- pri gemu N, zna&i velitinu populacije, a N je veli¢ina uzorka. Prema tome, desni

izraz pod korijenom uvijek je nesto manji od 1 (osim ako je /N, neizmjerno velik),
i to ne$to malo smanjuje vrijednost s+, ali cak kad je uzorak 20% populacije, s+
bio bi smanjen samo oko 10%.

Kao dokaz svemu. izlozenom neka posluzi jedan primjer uzimanja uzorka u in-
dustriji. Pretpostavimo da se u jednoj tvornici elektri¢nih zarulja uzimaju uzorci

- kojima se provjerava kvaliteta proizvoda. Pretpostavimo, nadalje, da je 20% zarulja

u produkciji defektno (dakle 1/5), dok je 80% (4/5) bez pogreske. Pretpostavimo
takoder da iz svake ”sihte” produkcije uzimamo uzorke veli¢ine N = 2.

Ako se "sihte” sastoje od 5 Zarulja, od kojih je (u prosjeku) 1/5 defektnih,
znadéi da-u tim'skupinama postoje u prosjeku 4 ispravne zarulje i jedna defektna.
Koja je vijerojatnost da cemo uzorkom od N = 2 (koji iznosi 40% populacije, ili
"sihte”) dobiti obje zarulje ispravne? Podsjetimo se jednog od osnovnih zakona
multiplikacije (vidi str. 33), pa ¢emo lako ustanoviti da ta vjerojatnost iznosi:

4/5-3/4=0,6,
FE3 i)

5to znati da ée prosjeéno od 1000 sihta” njih oko 600 "proéi” kao ispravne.
Ako su "sihte” ‘veée i sadrze 20 Zarulja, na§ uzorak od N = 2 predstavlja
sada samo 10% populacije. Vjerojatnost da éemo izvudi dvije ispravne Zarulje iz

16/20 - 15/19 = 0,632.

U "sihtama” od 100 zarulja bit ¢ée u prosjeku 20 defektnih, a 80 ispravnih.
Vijerojatnast da éemo uzo1kom \ehcme N = 2 (2% populacije!) dobiti 2 ispravne

80/100 - 79/99 = 0,638.
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Kad bi "sihte” bile goleme, na primjer 10000 zarulje, uzorkom od N
populacije!), imali bismo ovu vjerojatnost:

8000/10000 - 7999/9 999 = 0, 640. ‘

Kako se, dakle, vidi, razlike su veoma male i postaju tek nesto znatajnije ako’
uzorak iznosi relativno velik postotak populacije (u nagem prvom slucaju on je -10%
populacije).

Za uzorak je mnogo vaznije da bude 7eprezentatwan nego da bude velik, a -
reprezentativnost uzorka postize se pazljivo skupljenim sluéajnim uzorkem. Vrlo
dobar primjer kako i vrlo velik uzorak, ako nije reprezentativan, dovodi do pogregnih
rezultata jest slu¢aj s ispitivanjem javnog mnijenja u SAD 1936. godine prije izbo-
ra predsjednika. Jedan je ¢asopis organizirao anketiranje upravo golemog uzorka:
anketirano je 2 300 000 ljudi o tome za koga ée glasati. Prema rezultatima te ankete
dana je prognoza da e na izborima pobijediti republikanski kandidat London. No,
dogodilo se suprotno, tj. na izborima je pobijedio demokratski kandidat F. D.
Roosevelt. Razlog pogresnoj prognozi bio je "pristrani” uzorak, tj. uzorak koji
uopée nije bio reprezentativan: ljudi koji su uzeti u uzorak, birani su.iz telefonskih
imenika, a u ono vrijeme telefon su posjedovali samo imuéniji slojevi gradana; na
taj naéin u uzorku je bilo vrlo malo radnika i ‘poljoprivrednikal :

Ekonomski statisticar Weber claje za neke specifitne slugajeve ovaj praktlcni
savjet za velicinu uzorka: ako mozemo ”grubo” predvidjeti u kojem postotku je neké:
svojstvo zastupljeno u populaciji, onda veli¢inu uzorka moZzemo donekle odrediti::
tako da taj postotak pomnozimo s postotkom koji nedostaje do 100%. Na primjer,
ako smatramo da oko 5% populacije posjeduje neku karakteristiku koju .bismio'’
zeljeli detaljnije ispitati, onda treba uzeti uzorak veli¢ine 5 - 95 = 475; naprotiv,
ako je postotak te karakteristike u populaciji oko 50%, potrebni uzorak bit. ée
veli¢ine 50-50 = 2 500. (U ovom primjeru lijepo se moze vidjeti kako kod postotaka
vrijednosti blize nuli ili 100 znate mali, a vrijednosti oko 50 veliki varijabilitet::
Stoga kod 50% trebamo i veliki uzorak. Vidi o tome eksperiment na slici 9.1)

Danas postoje Citave biblioteke knjiga o uzorcima i njihovom sastavljanju. De-
taljna pitanja o razli¢itim vrstama uzoraka pripadaju veé¢ u opsirnu problematiku
planiranja eksperimenta, pa titaoci koji ‘o tome Zele dobiti potanke informacije;
treba da konzultiraju poglavlja o planiranju eksperimenata u nekim vec1m stati-
stikama (primjerice, Wallis i Roberts, Statistics, a New Approach).

2(0,02% -

ZADACI ZA VJEZBU

1. Pretpostavimo da iz skupine od 200 ljudi Zelite izabrati slu¢ajni uzo-
rak veligine N = 10, i da se pri tome sluzite tablicom slu¢ajnih brojeva
u ovoj knjizi (tablica K), te da pri izboru tablicu poénete ¢itati na
prvoj stranici vertikalno prema dolje, potevsi od prvoga vertikalnog
stupca (7, 9, 4, 6, 8 ... itd.). Napisite od kojih e se brojeva sastojati
vas uzorak veligine 10.

Jedna od Eestih pogresaka potetnika u statistickom radu sastoji se u tome da
se na temelju dobivenih rezultata donose suvise dalekosezni zakljuéci, ili ¢ak takvi
koji ‘se ne mogu ili ne smiju donositi na osnovi dobivenih rezultata. Veé smo u
prvom poglavlju upozorili da statisticka obrada rezultata ne garantira znanstvenu
vrijednost nekog istrazivanja jer se statisti¢ki. mogu obraditi i povréno prikupljeni
podaci, nadalje podaci koji uopée nisu relevantni za problem i, konaéno — izmisljeni
podaci! Ako bi se, na primjer, netko sjetio da prikupi sve kuéne brojeve desne strane
jedne ulice i da iz dobivenih brojeva izraéuna ” prosje¢ni kuéni broj” te strane ulice,
ne bismo u tom pothvatu vidjeli bas mnogo smisla, iako su rezultati — statisticki
obradeni!

Cak i u slutajevima kada su podaci ispravno i savjesno prikupljeni, osnovni je
problem, o kojem zapravo ovisi hoce li rezultati imati ili nece imati znanstvenu
vrijednost, u tome kako su ti rezultati interpretirani. Engleski statisticar Moroney
kaze da je vrlo tesko interpretirati rezultate, a da je, naprotiv, izvanredno lako
provesti na dobivenim brojevima statisticke racune. ” Aritmeticke se sredine mogu
zatudno lako izratunati na devetnaest decimala. Kada je to uéinjeno, rezultat se
¢ini da je vrlo to¢an. Ali nista nije lak3e i Stetnije nego iz toga zakljuéiti da je toénost
izratunavanja ekvivalentna to¢nosti naSeg znanja o problemu koji istrazujemo.”

‘N apomen a Ovdje usputno mozemo spomenuti pojavu da su ljudi obi¢no
priliéno impresionirani nekim rezultatima, ako su ti rezultati prikazani decimalnim
brojevima! Uz decimalni broj kao da se obavezno asocira i povjerenje u rezultate,
koji nam se — zbog decimalnog broja — Eine vrlo precizni i pouzdani. No, to,
dakako, ne mora biti toéno, o ¢emu ima dosta svakodnevnih primjera: vrlo ¢esto
u dnevnoj, pa i struénoj, stampi mozemo procitati da "prosjetna ocjena” nekog
ispita iznosi, recimo, 4,135, i-ta preciznost gotovo da nam ulijeva strahopostovanje!
Medutim, onaj tko znade koliko je sama ocjena, §to je nastavnik daje na ispitu,
subjektivna, nepouzdana i podlozna nizu sluéajnih i nesluéajnih faktora, toga ée
naravno taj decimalni broj mnogo manje impresionirati. Poznato je pravilo kod
racunapja: ako prethodne operacije racunamo na totnost jedne decimale, onda
nema nikakvog smisla konaan rezultat izraziti, na primjer, na 3 ili 4 decimale!

- -(Ipak, to, na zalost, mnogi rade!) Jednako tako, prosjek od brojeva koji imaju samo
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donekle karakteristike mjerne ljestvice, ne treba izrazavati s velikom preciznoséu,
jer ta je preciznost — fikcija. .

U ovoj smo knjizi ve¢ nekoliko puta, a posebice i1 poglavlju o korelaeiji, upo--
zoravali na opasnost pogresne interpretacije rezultata. Kod korelacije specijalno je .
upozoreno na opasnost keuzalnog interpretiranja povezanosti izmedu dviju varijabli.

Nece skoditi da jednim novim primjerom ¢itaoce podsjetimo na vrstu t€ opasnosti.
Svojedobno je jedan medicinski ¢lanak izazvao prili¢no veliku uzbunu objavlji-
vanjem podataka da navodno s poveéanom koli¢inom potrodnje mlijeka raste i

uestalost oboljenja od raka. U ¢lanku je naime objavljeno da je rak mnogo ¢eséiu -

Novoj Engleskoj, Minnesoti, Wisconsinu i Svicarskoj, nego na Ceylonu, a poznato
je da stanovnici spomenutih drzava mnogo vise piju mlijeko nego stanovnici na Cey-
lonu. Tako se u ¢lanku nadalje tvrdilo da engleske Zeng (koje piju mnogo 'mlijeka)

dobivaju rak osamnaest puta ¢ed¢e od japanskih Zena, koje rijetko piju mlijeko. -

Analizom tih rezultata moglo bi se pronaci dosta razlicitih tumagenja toj pojavi,

no jedna od interpretacija je dovoljna da obori kauzalno tumacenje povezanosti ',
izmedu troenja mlijeka i frekvencije oboljenja od raka: rak je — kako znamo —.
bolest koja se pretezno pojavljuje kod ljudi srednje i starije dobi; Svicarska i ostale -

spomenute drzave imaju prosjeéno steriju populaciju od Ceylona, a engleske Zene

u vrijeme tog istrazivanja prosjecno su zivjele 12 godina duze od japanskih Zena..
Sada ¢u pokusati navesti jos nekoliko skupina primjera pogresnog zakljuéivanja.

Neki su od njih izmisljeni, a neki su istiniti — alii jedni i drugi su jednako moguéi da

se u stvarnosti dogode. Neki od tih primjera predstavljaju veé toliko iskrivljavanje

¢injenica da ih se mozZe svrstati u namjerno ili nenamjerno "laganje”, je1 toliko
pogresno interpretiraju rezultate da zakljucak glasi upravo obratno od onog kakav
bi zapravo trebao biti.

Prua grupae primjera:

Jedan je istrazivaé zarazio 10 laboratorijskih miSeva nekom opasnom: boleéu i:*
nakon toga dao im je odredenu koli¢inu nekog lijeka §to ga je sam izmislio. Nakon .
odredenog vremena dva su miSa uginula, a osam ih je ozdravilo. Eksperlmentator g

je iz tog pokusa zakljuéio ovo: lijek koristi u 80% slucajeva.

Analiziramo li detaljnije opisani (izmisljeni) primjer, brzo mozemo’ ustanoviti::

da je eksperimentator uéinio barem dvije bitne pogreske:

a. On je izratunavao postotak iz vrlo malog broja mjerenja, gdje ddbiveni Tezul-
tat moze biti i posljedica Gestog slucaja. (Kada biste bacanjem 10 komada

novca dobili 1 "glavu” i 9 "pisama” biste li sigurno mogli tvrditi da novac'

nije ispravan?)

b. Eksperimentator nije imao kontrolnu grupw miSeva (iz istog legla, istog spola i

starosne dobi), koja je takoder morala biti istoedobno zarazena; tek iz razlike "

izmedu onoga 3to se dogodilo u eksperimentalnoj i onoga 3to se dogodilo
u kontrolnoj grupi (pod pretpostavkom da su obje grupe dovoljno velike),
mogli bi se donositi siguiniji zakljuéci. Ovako, bez kontrolne skupine, gotovo

jednakom iogikom moglo bi se zakljuéiti da taj lijek ubzja u 20% siucajeval

Drugim rijecima, da nisu primili lijek, mozda bi svi misevi ostali zivi. -

G s

289

Druga grupa primjera:
Dva kaveza miSeva zaraZzena su jednom boleséu (eksperimentalna i kontrolna

' grupa). Misevi iz prvog kaveza lijeeni su novom metodom, a miSevi iz drugog

kaveza'standardnim na¢inom. Pretpostavimo da je konacan rezultat eksperimenta
ovaj: u prvom kavezu uginulo je 5% migeva, u drugom 28%. Statistickim postupkom
nasli smo da je razlika u proporciji uginulih statisticki znaéajna. Iduéi korak obi¢no

" je zakljucak: nova metoda lije¢enja bolja je od stare. To je, medutim, toéno samo

onda ako su u svim ostalim faktorima (osim u metodi lije¢enja) obje grupe miseva

‘bile potpuno jednake, a to znaéi: iz istog legla, jednako stari, jednako ishranjeni,

drzani inage pod jednakim prilikama, itd.
Jer, statisticki znatajna razlika u proporciji uginulih moze biti uzrokovana i

"drugim faktorima, recimo time 5to su u kavezu, koji je lije¢en novom metodom, bili

stariji, pa prema tome otporniji misevi.

Prema brojnim istrazivanjima proporcija duevnih bolesti kod muskaraca
statistitki je zna&ajno veéa od proporcije dusevnih bolesti kod Zena. Iako je razlika
statisticki znacajna, ona jo3 ne govori o tome kako ¢emo tu razliku interpretirati.

" Jer, neki, na primjer, opravdano smatraju da nacin zivota muskaraca, tj. njihov rad
i namjestenje omogudéuje vise otkrivanja dusevnih bolesti kod njih nego kod Zena.

~ Jedan je istraziva¢ svojedobono nasao znacajne anatomske promjene u nekim
unutarnjim organima mi3eva koji su bili izloZeni buci, a kod miseva koji nisu bili
u buci, takvih promjena uopée nije bilo. Istraziva¢ je poku3ao nadene anatomske
promjene pripisati specificnom djelovanju buke. Medutim, pokazalo se da su jedni

.i drugi miSevi bili u kavezima, i da su oni koji su bili izloZeni buci do iscrpljenosti

tréali uplaeno po kavezu, dok su se oni drugi kretali kao obicno. Nadene anatomske
promjene vrlo su VJerOJatno bile posljedice tjelesne aktivnosti, a ne specifican efekt
buke

‘Godine 1925. jedan je istrazivat na temelju velikog broja slu¢ajeva nasao da
je mortalitet djece koja su rodena unutar jedne godine nakon poroda prijasnjeg

-djeteta, oko jedan i pol puta veéi od mortaliteta djece rodene nakon intervala od

2 ili vi3e godina. Autor je iz toga zakljucio da je tome uzrok kratki razmak medu
porodima, te se poéelo ozbiljno govoriti o vaznosti dovoljnoga vremenskog raspona

-izmedu sukcesivnih poroda.

Taj zakljuéak medutim nije opravdan (iako je mozda i zaista vazno da medu

"porodima bude dovoljan razmak), i to zato §to oba usporedena uzorka djece nisu

bila komparabilna: u uzorku djece rodene unutar jedne godine nakon prethodnog
poroda, nuZno je moralo biti vise nedono3ene djece nego u drugom uzorku. Naime,
samo djeca koja su rodena barem 9 mjeseci nakon poroda prijainjeg djeteta nisu
bila nedonoséad, a ostala su bila. A poznato je da je mortalitet nedono3ene djece
znatno veéi od mortaliteta ostale djece.

Statisticki znacajna razlika sama nam po sebi nista ne govori o tome Cemu tu
razliku trebe pripisati! Kod pogresno planiranih eksperimenata razlika moZe biti
‘uzrokovana nekumpambzmzm uzorcima.

Treéa grupa primjera:
U naSem primjeru na str. 259 opisali smo slucaj razligitog stava radnika i rad-
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nica prema tvorni¢koj lijeénici: od 23 mugkarca negativan stav je imalo njih 9
(p = 0,39), a pozitivan 14 (p = 0,61), dok je kod zena situacija bila obratna: od.26
zena negativan stav imalo je njih 17 (p = 0,65), a pozitivan stav njih 9 (p =0,35).
Tako velika razlika izmedu muskaraca i zena sugerirala je da je ta razlika zna¢ajra.
Medutim, hi-kvadrat dao nam je vrijednost 2,399, sto je manje od grani¢ne vrijed-
nosti uz 1 stupanj slobode, pa smo zakljucili da razlika nije statisticki znacajna.

Pogresno bi medutim bilo zakljuciti da razlike nema. Ako bi iste razlike u propor- ,

ciji bile nadene uz veéi N, razlika bi bila statisticki znacajna. Prema tome, jedini

ispravan zakljucak iz takvog rezultata mogao bi se formulirati ovako: Iz dobivenog

materijala ne moze se zakljuéiti da postoji razlika izmedu muskaraca i zena. Ili,
kako kaze Mainland: ” Nije znacajno, to zapravo znati nije dokazano”.

Prema tome: prihvacanje nul-hipoteze jos nije garancija da je ta hipoteza jedina
istinita 1 ispravna. Njezino prihvacéanje znali samo da iz evidencije koju posjedu-
jemo, za sada ne mozemo izvesti drugi zakljutak. O tome R. A. Fisher, najveéi

statisticar do danas, kaze ovo ”... Jedino 3to test znatajnosti daje, i zeli da daje, je,st :
odgovor na izravno pitanje: 'Bi li ova dva uzorka mogla pripadati istoj populaciji?’ "
Test znalajnosti izratunava vjerojatnost. Ako je vjerojatnest vrlo mala odgovor. -

je 'ne’. Ako nije tako mala, da bi dosegla traZenu razinu znacajnosti, odgovor je

'da’, mogla bi pripadati istoj populaciji.” Odgovor nikada nije: "Da, sigurno su obé B

uzorka iz iste populacije.”

Na ovom mjestu mozda je korisno spomenuti jednu posebnost znanstvenih i 1s~
trazivanja uopce, pa prema tome i posebnost statistickih zakljucivanja koja se go-
tovo nikada ne spominje u literaturi i statistickim udzbenicima: naime, zhanost_
uopée, pa tako i statisticka obrada rezultata mjerenja, moze dokazati (uz odredeni
rizik pogreske, obicno 1% ili 5%) da neki fenomen postoji (primjerice, da neka
razlika izmedu dvije aritmeticke sredine postoji i medu populacijama ili da neka

korelacija postoji i u populaciji), ali ne moZe dokazati da neki fenomen ne postogi.

Drugim rije¢ima, ako izmedu dvije aritmeticke sredine nademo neku razliku i
statistickim putem dokazemo da je ta razlika statisticki znaéajna, onda smo priliéno
sigurni da ta razlika stvarno medu populacijama i postoji. Jednako tako ako ‘nademo
neku korelaciju izmedu dvije varijable, pa ustanovimo da je ona statisticki znagajna,
to znaéi da je gotovo sigurno da korelacija zaista i postoji. No, ako izmedu dvije

aritmeticke sredine ne nademo razliku (ili je razlika tako neznatna da nema govora -
o tome da bi bila statisticki zna¢ajna), ili pak ako medu nekim varijablama ne

nademo korelaciju, to nam ne dopuste da zaklju¢imo da razlike odnosno korelacije

u populaciji nema! Jedino sto smijemo zakljuiti — kako je ve¢ receno —jest toda -

razliku (ili korelaciju) nismo mogli ustanoviti.
Mozda ¢e jedan banalan primjer razjasniti zadto je to tako. Ako pomocu nekog

teleskopa vidimo neko nebesko tijelo, onda gotovo uopée nema sumnje da ono pos-

toji (pod pretpostavkom da nismo imali halucinaciju!) Ali ako tim istim teleskopom
na jednom drugom mjestu neba ne vidimo nikakvo tijelo — da li to znaéi da nema
nikakvoga nebeskog tijela u tom prostor u‘” Naravno da ne znagi. Jer:

a. neko nebesko tijelo mozda je suvise daleko da bi ga nas teleskop mogao‘ j

registrirati, ili

b. neko tijelo je mozda suvise malo da blsmo ga nasim teleskopom mogh uoéltl,
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ili’
¢. neko tuelo mozda je ’ mas]\uano neprozirnim plinovima pa je za nas "nevi-
dljive”, itd., itd."

Statisticar Runyon u jednoj svojoj popularnoj statisti¢koj knjizici naveo je velik
broj primjera za ovu pojavu, i to osobito iz podru¢ja medicine. Tako, na primjer, mi
mozemo s dosta velikom vjerojatnoséu da nismo pogresno zakljuéili dokazivati da
neko sredstvo itna neki odredeni efekt (npr. na puls, kivni tlak, krvnu sliku, itd.),
ali ne.mozemo dokazati da to sredstvo nemna nikakvog efekta! Jedino sto mozemo
reéi jest to da na onom podruéju na kojem smo promatrali nismo mogli ustanoviti
nikakav efekt tog sredstva (a to je posve drugo nego tvrditi da sredstvo mema
efektal!). No, koliko stotina tisu¢a ili milijuna razli¢itih sistema postoji u nekom

“organizmu? Za mnoge od njih medicina jos i ne zna, pa kako bismo onda mogli

tvrditi da neko sredstvo nema efekta! Runyon kao primjer spominje talidomid i
pita: "Tko je mogao misliti daée jedno umirujuée sredstvo imati takav poguban
utjecaj na neke fetuse u odredenoj fazi njihova razvoja?” Cak kao primjer navodi i
antibebi-pilule: " Prije desetak godina smatralo se da su bezopasne; prije pet godina
smatralo se da su bezopasne za veinu Zena; a danas se savjetuje oprez i Cesti
lije¢nicki pregledi.”

Ceturta grupa primjera:

U jednom eksperimentu tzv. "ekstrasenzorne percepcije” dano je ispitaniku
("mediju”) da zatvorenim otima pogada kakvi se znakovi nalaze na pojedinim kar-

‘ticama. U grupi od 25 kartica koje su upotrijebljene, postoji pet razli¢itih simbola

(kvadrat, krug, kriz, itd.), i to svaki simbol na 5 kartica. Prema zakonu sluéaja,
vjerojatnast da ¢e "medij” slu¢ajno pogoditi simbol na kartici, P = 1/5. Iz toga
slijedi da je za Citavu grupu najvjerojatnije da ¢e pogoditi 25-1/5 = 5 kartica. Ako
ispitanik pogodi znatno vie od 5 kartica, te statistitkim postupkom ustanovimo da
tu razliku ne mozemo pripisati sluéaju, moramo odbaciti nul-hipotezu. Medutim,
time §to smo odbacili nul- hipotezu ne znaéi da smo priznali da postoji ekstrasen-
zorna percepcija. Jer, znatno veéi broj ispravnih pogodaka nego sto bismo mogli
slutajno otekivati, moze biti uzrokovan razliitim faktorima (npr. time da je ispi-
tanik primao signale od nekog prisutnog, da je na neki naéin ipak vidio §to je
nacrtano, da je opipom poznavao neke kartice, itd.).

Svojedobno je u dnevnom tisku bilo objavljeno da jednoga odredenog dana
nije u'jednom europskom gradu radio veéi broj taksista, jer da su im njihovi
"bioritmovi” toga dana bili na minimumu pa je postojala opasnost nesreée. Pret-
postavimo da netko zéli ispitati je li to istina, i da grupi od nekoliko desetaka
vozaca izradi prognozu za njihove "kriticne dane”, te da prati prometne nesreée
tih vozaga odredeno razdoblje, i, uzmimo, da ustanovi da su oni u prosjeku imali
zaista povecani broj sudara upravo u svoje “kriticne dane”. Hi-kvadrat test je
dakle odbacio nul-hipotezu. Jesmo li time dokazali da "kritiéni dani” postoje? Nar-
avno da nismo, jer eksperiment nije bio valjano planiran: morala je biti predvidena

‘kontrolna skupina taksista, koji ne znaju za svoje krititne dane. Uz pomoé kon-

trolne grupe mogli bismo, naime, ustanoviti postoji li sugestivno djelovanje znanja

. 0 kriti¢nim danima na nesrece i nezgode u prometu. (Kad smo veé kod ovog prim-
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jera, spomenimo da ispravno provedena istraZivanja ove vrste ne pokazu]u da je
broj nezgoda poveéan u "kriti¢ne dane”).

Citalac ¢e se mozda sjetiti slu¢aja spomenutog u poglaviju o *Osnovnim poj-
movima vjerojatnosti”, gdje smo spomenuli G. Cardanoa, koji je izvrsio samo-

ubojstvo na dan kada je sam sebi prorekao svoju smrt. Takvo "ispunjavanje” pro-.

roc¢anstva nazvali smo "prorotanstvo koje samo sebe ispunjava”. I u ovom bi se,

naime, slu¢aju moglo raditi o slicnom fenomenu: ljudi koji su oéekivali toga dana
nesre¢u, bili su zbog toga u voznji nesxguxm]l pa su zaista i dozuueh prometnu'

nesreéu.
Prema tome, odbacivanje nul-hipoteze ne mora nikako znaéiti da treba prihvatiti

suprotno stanoviste od nul-hipoteze. (U nada dva primjera suprotno bi stanoviste :

bilo: postoji ekstrasenzorna percepcija, tj. postoje "kritiéni dani”.)

Peta grupa primjera:

Kao to je ve¢ isticano, statisticki znacajna razlika ne mora uvijek biti i prakticki -

znaéajna. Jedan od najpoznatijih primjera na tom podruéju je ljudska visina: poz-
nato je da su svi ljudi naveéer otprilike od 1 do 3 mm nizi nego ujutro, dakle ra-

zlika je, nedvojbeno, statisticki znacajna, jer ona postoji u populaciji. A prakti¢no -
znacenje te razlike je — nikakvo! Sli¢no, razlika od nekoliko stotina tisuca eritrocita’

u krvnoj slici moze biti statisti¢ki znacajna, ali bez prakti¢nog znaéenja.

Ovaj tip pogresnog zakljucivanja vrlo je cest kod pogetnika, koji gotovo redovito-

rije¢ ”znatajno” interpretiraju kao ”veliko”. To se ¢ak donekle i moze otekivati, za-
pravo je normalno jer se u svakodnevnom govoru ta dva pojma izmjeniéno upotre-
bljavaju u situacijama kada se Zeli naglasiti da je nesto veliko. Tako, na primjer,
kazemo da je A ”znaéajno” inteligentniji od B, i pri tome mislimo da je on mnogo
inteligentniji. . S . :
No u statistici rije¢ "zna€ajno” ne znaéi "veliko”, nego znaéi "nije slu¢ajno”.
Pogreska ove vrste najopasnija je pri interpretiranju visine korelacije. Ako
negdje procitamo ili ¢ujemo da je izmedu dvije varijable nadena ”statisticki

znagajna” korelacija (kadsto statisticari ¢ak napidu samo "znatajna”), skloni smo -

odmah pomisliti da se radi o visokaj korelaciji. No, naravno, ni to nije-to¢no, jer
korelacija, od, primjerice, +0,10 (pa i niza!) moze biti ”statisticki znacajna” (ako

je uzorak vrlo velik), ali ona je zapravo vrlo niske. Prema tome, ako kazemo da -

je korelacija od +0,10 statisti¢ki znacajna, to samo znati ovo: mozemo biti gotovo

potpuno sigurni da u populaciji izmedu te dvije varijable postoji povezanost kOJa,

je wrlo niska.

U svakodnevnom zivotu ima naravno i potpuno pogresnih i primitivnih za- -

kljugaka koji se izvode iz nekih podataka to nam ih je pruzilo jedno. opazanje
Kao skolski primjer pogrednog zakljuéivanja navest ¢emo primjer iz jednih nagih
dnevnih novina, koje su u listopadu g. 1977. objavile podatak da se na magistralnoj
cesti Zagreb-Ljubljana od svih nesreéa 60% dogodilo na suhoj, a 40% na mokroj

cesti. Iz tih podataka zaklju&eno je (ispod slike jedne nesrece): ” Suh kolnik opasniji :
je od mokrog.” (!) To bi otprilike odgovaralo tvrdnji da su trijezni.vozati opas-

niji od pijanih, jer kod nesre¢a nalazimo vise trijeznih nego pijanih vozaga! (Svi
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ste vjeroiarno éuli za slienu logiku u 8ali koja tvrdi da je za Zivot tovjeka krevet
najopasniji, 1@1 golema veéina ljudi umire u krevetu!)

Jedan je statisticar pogreske u interpretiranju i zakljuc¢ivanju (koje mogu biti
nehoticne i hotimiéne) svrstao u tri kategorije:

a. bezazlene zloupotrebe statistike,

h. manje bezazlene zloupotrebe i

¢. opdsne zloupotrebe!

Medu bezazlene zloupotrebe mozemo npr. ubrojiti statisti¢ki "racun” nekog

: Weuusa lijecnika koji je zivio konceni 16. stoljeéa, i koji je izracunao da na svijetu

ima toéno 7405 926 demona.

(Napomen a Podaci iz literature se ne slazu: neki autori nazivaju tog
lije¢nika imenom Weyer, i navodno je tvrdio da postoji 7409 127 vjestica. No us-
putno valja’ spomenutl da je on pripadao tijetkima koji se javno usprotivio " pret-

.jerivanjima” i zloupotrebama u proganjanju vjestica).

Medu manje bezazlene pripada npr. jedan svojedobni propagandni oglas
automobilske tvornice ”Volvo” (medu propagandnim oglasima gesto nalazimo
zloupotrebu statistickih podataka!). Godine 1968. jedan oglas te firme objavio je
ovo: Prosje¢an Amerikanac vozi 50 godina, i svake treée godine nabavlja novi auto;

-on je, dakle, u toku s:voga'vozaékog staza kupio 15,1 auto. No s "volvom” trebao
‘bi ih samo 4,5, jer u Svedskoj ”volvo” traje u prosjeku 11 godina.

U $pomenutom oglasu zakljuéak o tome da bi Amerikanac trebao samo 4,5
?volva” je, dakako, nedopusten, jer a) nista se ne zna koliko kilometara vozi
prosjeéan Amerikanac, a koliko prosjetan Svedanin, b) ne zna se zasto Amerikanac
mijenja svake trece godine auto: da li zato 3to mu je auto dotrajao ili zato 3to je

-zazelio imati novi model (pa bi u tom sluaju mijenjao i’ "volvo”!), ¢) ne zna se
"kako vozi prosje¢an Amerikanac i prosjezan Svedanin, tj. da li vozi tako da trosi

motor i gume, itd.

Medu opasne zloupotrebe pripadaju oni pogresni zakljugci koji mogu imati za
posljedicu. promjene tovjekova pona3anja, povecanje troskova ili bilo koju drugu
djelatnost. vaznu za Covjeka. Medu do sada navedenim primjerima u ovoj knjizi

. Citalac ée sam prepoznati one slu¢ajeve kada pogresan zakljuéak moze biti opasan.

Jedan od njih spomenuli smo i u poglaviju *Teskoée pri radu s postocima”, gdje
smo pokazali kako se za istu situaciju moze "dokazati” da cijene rastu ili pak da

_cijene padaju.

Evo jos jednog primjera. Neka tvornica ima proizvodnju visine 60 tona, i u

-petogodignjem planu ona predvidi poveéanje proizvodnje na 100 tona. Medutim, u

3 godina tvornica postigne samo proizvodnju od 65 tona. S koliko je posto plan ost-
varen? Ako se rezonira ovako: cilj nam je bio 100 tona, a ostvarili smo 65 tona, znati
da smo plan ostvarili s 65% — takav je zakljuéak naravno pogresan. Po toj bi logici i
proizvodnja od 60 tona (5to znaéi da je plan ostvaren s 0%) bila ”ostvarenje plana”
za 60%. Jedini ispravan zaklju¢ak bi morao biti ovaj: od predvidenog poveéanja za
40 tona ostvarili smo 5 tona, dakle ostvarenje plana iznosi 5/40 = 12, 5%.

-Medu stetne zakljutke pripada zasigurno i maloprije spomenuta tvrdnja da je

" voznja po ‘mokroj cesti "sigurnija od voznje po suhom”, a mogli bismo naravno

nabrojati joi niz tvrdnji, koje su i te kako znagajne za druStveni Zivot, a koje
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nisu dokazane ili su nastale kao pogreéni zakljuéci iz riekih istrazivanja (npr.’ "Zene
su slabiji vozaéi od muskaraca”, sahann izaziva rak-kod coxjeka” "83% zena je
frigidno”, "tko dugo kaélje, dugo zivi”, itd.).

Nehotiéne ili namjerne 7loupot1ebe i pogredne mtexpretacue lako se dogode kod

razli¢itih nacina grafickog prikazivanja rezultata. U poglavlju koje je-bilo posveéeno-
toj temi, ve¢ smo na neke opasnosti upozorili. A sada razmotrimo jo$ jedan zani-.

mljiv primjer koji ¢e pokazati kako naéin grafickog prikazivanja iste pojave moze
navoditi na razligite zakljucke (koji su ¢ak medusobno sasvim suprotni). Radi se

o prikazivanju broja samoubojstava kod ljudi razli¢ite starosne dobi. Ako godisnji

broj samoubojstava na 100 000 stanovnika razli¢ite dobi prikazemo graficki, dobit
¢emo sliku koja Ce izgledati po prilici kao crtez prikazan na slici 18.1. '

50
40
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15 : starost - 70 i vise

Slika 18.1. Broj samoubo_]stava na 100 000 stanovnika razlitite dobx

Naprotiv, ako ta ista samoubojstva prlkazemo na svakih 100 smrti kod. ljudl
razli¢ite starosne dobi, dobivamo situaciju prikazanu na slici 18.2.

2441
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Slika 18.2. Broj samoubojstava na 100 smrti pojedinih dobnih skupina
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1, konaéno, ako uzmemo sama samoubojstva kao osnovicu, pa prikazemo koliko
od 100 samoubojstava otpada na pojedine godine starosti samoubojica, dobit ¢emo
situaciju prikazanu na slici 18.3.
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Slika 18.3. Od ukupno 100 samoubojstava, na pojedine godine starosti
‘ samoubojica otpadaju ovi brojevi

Sto je prema tome istina?

Svaki od ovih prikaza je istinit samo ga treba ispravno interpretirati. Prvi prikaz
najtoénije prikazuje da na 100000 stanovnika odredene dobi broj samoubojstava
godinama sve vise raste: dok kod mladih ljudi u Zivotnoj dobi od oko 15 godina
imamo na njih 100000 nesto ispod 5 samoubojstava godidnje, kod sedamdeset i
osamdesetgodisnjaka imamo veé oko 45 samoubojstava na 100000 ljudi tih god-
ina. Drugl’ crtez, iako je totan, zevodi na pogresan zakljutak kao da toboze medu

mladima ima najvise samoubojica. No u tom su crtezu samoubojstva prikazana

na 100 smrinih slucajeva. Od 100 smrtnih slu€ajeva mladih ljudi naravno da ima
mnogo samoubojstava, jer oni u toj Zivotnoj dobi jo§ uglavnom ne umiru od drugih
bolesti, od kojih boluju stariji, te su uzroci smrti kod njih uglavnom nesreée i

- samoubojstva. Naproth;,,od 100 smrti kod starih ljudi, manje od jedne smrti ot-

pada na samoubojstvo, a sve ostalo su smrti zbog razlititih drugih oboljenja od
kojih stari ljudi najcesée umiru.

Tredi crtez navodi na misao da ljudi srednjih godina imaju najvise samouboj-
stava, §to naravno takoder nije to¢no, jer slika prikazuje starosnu dob samoubojica
na svakil 100 samoubojstava. Drugim rije€ima, ta slika pokazuje da medu samoubo-
jicama ima najvise ljudi srednjih-starijih godina, ali iz toga ne mozemo izvoditi
nikakve daljnje zakljucke tako dugo dok ne znamo strukturu stanovnistva po dobi i
broj ljudi razliite starosti u populaciji neke zemlje. Iz iskustva znamo da je mladih
ljudi obiéno najvise, a starih najmanje. Buduéi da na 100000 stanovnika svake
dobne skupine broj samoubojstava raste (vidi sliku 18.1), medu samoubojicama
ipak neée biti mnogo mladih, jer oni imaju i najmanji indeks samoubojstava, ali

neée biti ni mnogo starih (makar kod njih ima najviSe samoubojstava u usporedbi

s drugim dobnim skupinama), jer njih ima malo u ukupnom broju stanovnika!
Dakle, iako su sva tri crteza zapravo ispravna, jedino crtez na slici 18.1. prikazuje

* ono §to nas u veéini slu¢ajeva i najvide zanima, tj. razlikuju li se dobne skupine po

broju samoubojstava. Odgovor glasi: razlikuju se, najvise samoubolsta\ra nalazimo
u starih ljudi.
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Slika 18.4. Promjena nekih rezultata koji iznose 252, 261, 270 izgleda impresivno na *

lijevoj slici (a), ali se zapravo radi o maloj promjeni koja je ispravno prikazana desnom .-

slikom (b).

Veé je spomenuto, da se u podruéju ekonomske propagande &esto nailazi na

zloupotrebu statistike. Karakteristi¢an primjer mozemo naéi u grefickim prikazima
pojedinih promjena. Ako se npr. prizvedena koli¢ina nekog artikla mijenja od 252,
preko 261 na 270, onda se to recimo moZe prikazati lijevim ili desnim crteZem na

slici 18.4. Na lijevom crtezu ta promjena izgleda vrlo velika, ali samo zato, jer je.

prikazan samo mali. ali jako poveéan,-dio ordinate. Ispravno bi tu promjenu trebalo

prikazati desnim cetezem, gdje ordinata zapotinje od nule, a iz toga se ceteza vidi:
da porast bas i nije tako senzacionalan. Uvijek kada se pokazuje samo jedan dio"

ordinate to valja jasno oznaéiti na crtezu: ordinata mora biti vidljivo prekinuta.

Mozda se poneki ¢italac i obeshrabrio ¢itajuéi o razli¢itim "zamkama” i ”smicali-
cama” u koje moZe upasti pri interpretaciji statisticki dobivenih podataka Ako je

tako, to je samo pohwalno za njega, jer znaéi da je zaista osjetio s kakvom moralnom
i znanstvenom odgovorno3éu treba donositi zakljutke iz dobivenih rezultata.

A zakljuéci su naravno upravo ono §to je bitno. Ako u nekom eksperimentu ;

nademo da je razlika izmedu aritmetickih sredina, dobivenih pomoéu dva razlicita
eksperimentalna postupka, statisticki znacajna, to je vrlo zammljwo ali bztno je
kako éemo tu razliku interpretirati!

Statistika nam pomaze samo u tome da ustanovimo da li razlika zaista postogz

(tj. nije li dobivena razlika mozda rezultat slutaja), ali nam vise ne pomaze u ..

interpretaciji vezultata. Nije stoga Cudno §to je jedan londonski profesor statistike
statisticka predavanja obiéno zapoginjao ovom usporedbom:
tatistika je kao kupadi kostim bilini: ono sto pokazuge, to je vrlo zanis
ali ono 3to nam ne pokazuje, to je — bitno!”

sVoje

Smatramo da je na ovom mjesibu potrebno dati neka pravila o upotrebi pojedinih

" statistickih ra¢una navedenih do sada u ovoj knjizi. U ovom se podruéju vilo éesto

grijesi, tj. u pojedinim se slucajevima upotrebljavaju statisticki postupci, koje — s
obzirom na mjernu skalu — nemamo prava upotrijebiti.
Najtipi¢niji slu¢aj takve pogreske je 1. izratunavanje aritmetitke sredine iz ran-

. gova (npr. ”prosjetne ocjene” u $kolskom ocjenjivanju), i 2. izrafunavanje koefici-
_jenta varijabilnosti ¥ u skalama koje nemaju apsolutnu nulu.

Pri razli¢itim mjerenjima sluzimo se razli¢itim skalama od kojih su najpoznatije
nominalne, ordinalne, intervalne i tzv. ”omjerne skale”.

1. Nominalne skale. Kod nominalnih skala oznatujemo istu stvar istim brojem,
tj. umjesto imena predmeta navodimo njegov broj (npr. brojevi igraga u 3portu,
brojevi automobila itd.). Nominalne skale ustvari i nisu nikakve skale, jer nam

" brojevi sluze samo za identifikaciju. Od statistickih postupaka navedenih do sada,

uz nominalne skale smijemo upotrebljavati samo dominantnu vrijednost, ratun pro-
porcija, x2-test, ¢, Cramerov Fi, i koeficijent kontingencije C.
*2. Ordinalne skale sluze za oznalivanje redoslijeda. Tipican primjer ordinalne

" skale su brojevi kuéa u ulici, rangovi, skolske ocjene itd. Karakteristika je tih skala
da odreduju samo je li nesto vece ili manje od drugoga, ali razlike izmedu pojedinih

jedinica skale nisu jednake. )
-0Od do sada opisanih statistickih postupaka smijemo pri obradi ordinalnih skala,

.. uz postupke navedene pod 1, upotrebljavati: centralnu vrijednost, koeficijent ko-
. relacije p, Tau, Teta i koeficijent W.

3. Intervalne skale. Kod njik znamo ne samo redoslijed, ve¢ i razliku medu
brojevima na skali, jer je u tim skalama neka definirana razlika jednaka na svakom
dijelu skale. Na primjer, razlika od 1°C je uvijek jednaka, bez obzira radi li se o
razlici izmedu 0° i 1°, ili o razlici izmedu 153° i1 154°.

Medutim, te skale nemaju apsolutnu nulu, i zato ne moZemo reéi da je npr.
temperatura od 100° F' dva puta veca od temperature od 50°F, jer ako te vrijednosti
pretvorimo u stupnjeve Celzijusa, dobivamo 38°C i 10°C!
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Osim svih ra¢una navedenih pod brojevima 1. i 2, kod intervalnih skala mozemo
raCunati i ove parametre: aritmeticku sredinu, standatdnu devijaciju, z- vruednosn
i l\oeﬁcuente korelacije 7 (uklju¢ujuéi i parcijalnu i multiplu korelaciju). :

"Omgerne” skale ("Ratio-skale”) imaju sva svojstva intervalnih skéla, ak

tome jos i svojstvo da jednaki brojcani odnosi (omjeri) zhace i jednake odnose
u mjerenoj pojavi. To je mogude zato 5to te skale imaju apsolutnu nulu. To su,
primjerice: duzina, tezina, otpor, itd. Zato mozemo npr. utvrditi da je tezina od 90

kg #ri puta veca od tezine od 30 kg, jer je to to¢no u svakom sustavu mJeIenja tj.

u bilo kojim tezinskim jedinicama.

Osim racuna navedenih pod 1, 2. i 3, kod "omjernih” skala smuemo upotrl]ebltl
i geometrijsku sredinu i koeficijent varijabilnosti. -

N a p om e n a. Koeficijent varijabilnosti V' moze se — uz oprez — upOtIljebltI'
i kod intervalnih skala, ali samo ako usporedujemo varijabilnost u istoj varijabli:

na primjer, zanima nas variraju li u nekom testu inteligencije vise muski ili Zenski-

ispitanici. Pri tome bi, naravno, aritmeticke sredine obiju grupa morale biti sli¢ne —

a u tom slucaju nije nam ni potreban koeficijent V, nego MOZEmOo izrauno: usporedm‘

standardne devijacije.

No, ako se radi o dva razliita testa, koeficijent varijabilnosti ne smijemo korls-
titi. Na primjer, ne bi imalo smisla ispitivati variraju li neki ispitanici vise u Jednom
testu inteligencije ili jednom testu psihomotorike.

N apomena. Uovoj knjizi ipak je na\_'eden jedan koeficijent varijabilnosti,
koji nije izraCunan na omjernoj, nego na intervalnoj skali, a to je varijabilitet
Covjekove tjelesne temperature, kojim smo Zzeljeli pokazati kako covjek mnogo vise

varira npr. u tezini i visini nego u temperaturi. Iako taj primjer ne udovoljava .
upravo spomenutom pravilu, on je ipak ostavljen, jer covjekova temperatura za-

ista vrlo malo varira, bez obzira da li V ratunamo sa Celsiusima, Fahrenheitima,

Reaumirima ili Kelvinima. (U svim tim slu¢ajevima dobit ¢emo doduse razligit, ali -

uvijek veoma malen V.)

i

1. .KAKO TESTIRATI RAZLIKU IZMEDU VISE ARITMETI-
CKIH SREDINA?

Analiza varijance upotrebljava se onda kada se Zeli utvrditi postoje li razlike
izmedu nekoliko aritmetikih sredina. Na primjer, ako imamo 4 skupine ispitanika, i
svaka skupina primi drugu dozu alkohola, trazimo da li i do kakvih ¢e promjena doéi
u nekim psihomotorickim vjestinama. Ako dobijemo razlicite aritmeticke sredine
kod svake skupine, zanima nas pripadaju li te sredine istoj populaciji ili ne. Drugim
rije¢ima, zanima nas je li razlika medu njima statisti¢ki zna¢ajna. Mi bismo doduge
mogli izratunavati ¢-tést za svaki par aritmetickih sredina, ali ima nekoliko razloga
zasto to nije preporucljivo,.a u nekim slucajevima (kad je broj aritmetickih sredina
velik) ¢ak ni dopusteno:

1. Povetavanjem broja t-odnosa zapravo poveéavamo razinu znacajnosti.

Kad testiramo znatajnost razlike izmedu dvije aritmeticke sredine, onda rezoni-
ramo ovako- (vidi sliku 20.1): razlika koja padne izvan granica 1,96 standardne
pogreske razlike, smatra se da je statisticki znacajna (na razini od 5%), tj. ako
zapravo (u populacul) mema razlike, §ansa da éemo u nasem mjerenju dobiti tako
veliku razliku je neznatna (P = 5%).

Uzmemo li, medutim, velik broj mjerenja na populacijama medu kojima nema
razlike, nuzno ¢emo dobiti ¢itavu distribuciju razlika kojima je doduse aritmeticka
sredina nula, ali medu kojima ¢e 5% razlika biti ”statisticki znacajne”. Ali u ovom
slutaju otito je da one nisu znatajne, jer ih po pukom slucaju na velikom broju

" mjerenja moramo oéekivati u 5% slucajeva.

Drugim rije€ima, poveéanjem broja t-omjera u nekom eksperlmentu povecava
se vjerojatnost pojavljivanja sluéajno znatajnih t-omjera. Dakle, Sto je broj arit-
metickih sredina vedi, to je i razina znatajnosti vise poveéana, ako ratunamo po-
jedinagne t-omjere. ' ‘

2. Zakon t-testa vrijedi za sluéajne uzorke. A ako iz niza aritmetickih sredina
izaberemo upravo najmanju i najveéu, pa njihovu razliku testiramo ¢-testom, onda
te dvije aritmeticke sredine nisu izabrane po zakonu slu¢aja.
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3. Kad prigovor (1) i ne bi vrijedio, poveéanjem t-omjera znatno bi se poveéao
i posao izratunavanja.

Slika 20.1. Testiranje znagajnosti razlike izmedu dvije aritmetike sredine

4. Uzimajuéi u obzir samo po dvije aritmeticke sredine, gubimo na preciznosti

izra¢unavanja varijance, koja je uvjetovana varijabilitetom svih grupa, a ne samo'

varijabilitetom dviju grupa koje upravo ratunamo.
Osnovna misao koju sadrzi analiza varijance je ova: treba dokazati je li vari-
jabilitet medu grupama veéi od varijabiliteta unuter grupa. Ako je on statisticki

znacajno vedi, onda su to zaista grupe koje ne pripadaju istoj populaciji ili razlicitim -

populacijama, ali s jednakom aritmetickom sredinom.
Pojednostavljeno, problem bi se mogao prikazati kao §to je prlkazan na- slici

A

-l — -
. 3 >

TOTALNI VARUABILITET ARITMETICKIH SREDINA SVIH GRUPA

>

Slika 20.2. Varijabilitet medu grupama znatno je veéi od varijabiliteta unutar grupa

e Ele
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Ovdje yidimo da su varijabiliteti pojedinih grupa relativno mali prema varija-
bilitetu aritmetickih sredina tih grupa (dakle prema varijabilitetu medu grupama).
Prema tome, mozemo smatlah da su to zaista grupe koje ne pripadaju istoj popu-

laciji.

N~ ><

—
X, X X
>

>

Slika '20.3. Varijabilitet medu grupama manji je od varijabiliteta unutar grupa

Na slici 20.3, naprotiv, vidimo da svaka grupa posebno varira ¢ak i vi§e nego
Sto variraju aritmetictke sredine tih grupa. Prema tome, moZemo pretpostaviti da
sve te grupe pripadaju istoj populaciji.

Veé je iz ovoga do sada vidljivo da se analiza varijance zapravo sastoji u tome
da se-varijabilitet svih dobivenih rezultata rastavina dijelove od kojih je sastavljen,
tj. na interni varijabilitet unutar svake pojedine grupe rezultata i na varijabilitet
izmedu pojedinih grupa. Iz odnosa tih dvaju varijabiliteta moze se zakljuéiti radi
1i se 0 grupama koje su medu sobom razlitite (dakle ne pripadaju istoj populaciji),

- ili su njiliove razlike mozda samo sluca_me pa sve (grupe) potjeu zapravo iz iste

”matitne populacije”.

Pogledamo li polozaj nekog rezultata u masi drugih rezultata i drugih grupa,
mozemo ustanoviti da se njegovo odstupanje od zajednitke aritmeticke sredine
_(dakle, njegov varijabilitet) moZe podijeliti na dvije komponente:

a) na odstupanje tog rezultata od vlastite aritmeticke sredine, tj. od aritmeticke
sredine grupe kojoj taj rezultat pripada (varijabilitet unutar grupe) i

b) na odstupanje aritmeticke sredine kojoj pripada taj rezultat od zajednicke
("totaine”) aritmetitke sredine (varijabilitet medu grupama).
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Evo primjera prikazanog na slici 20.4. )
G, G, G, G,

*

y

I + 4 3
+ Y

2 3 5 6 7 9 10 11 13 14 15 16.17'1'8.

Xl Xz er X3 Xd
Slika 20.4. Udaljenost rezultata .X i 1" od aritmeti¢ke sredine svih rezultata (Xio)
moze se odrediti: a) izratunavanjem razlike izmedu tog rezultata i X o, ili
b) zbrajanjem odstupanja tog rezultata od njemu pripadne aritmeticke sredine,
s odstupanjem te aritmeticke sredine od X (ot

12

Na primjer, rezultat X grupe G, udaljen je za 7 jedinica od zaje&nir’:‘ke arit-
meticke sredine (X = 3 — 10 = —7). Taj isti_rezultat dobivamo ako zbrojimo
odstupanje rezultata X od X; s odstupanjem X; od Xio: B

B-4)+(4-10)=(-1)+(-6)=-7..

Analogno dobivamo za rezultat 1" : '

Y=9-10=-1
(9-8)+(8-10)=1+(-2)=-1.

Ako odstupanja pojedinih rezultata od tot. arit. sredine kvadriramo (kvadrirane:
devijacije) i te kvadrate sumiramo (to su poznate "sume kvadrata” u analizi vari-:
jance), ustanovit éemo da se ta suma, nazovimo je ”totalna suma kvadrata”, dade-
takoder rastaviti na dvije "pod-sume” kvadrata:

a) na sumu kvadrata unutar grupe i

b) na sumu kvadrata izmedu grupa.

Smisao tih naziva najbolje ¢emo.uotiti iz primjera koji slijede.

A
f

34

2+

"

2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 "

Slika 20.5. Totalua suma kvadrata dade se rastaviti na a) sumu kvadrata unutar. -
grupe i b) sumu kvadrata izmedu grupa. — Detaljnije tumacenje.vidi u tekstu!
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Na slici 20.5. dan je primjer koji je zbog jednostavnosti izveden samo na dvije
grupe podataka (grupe su crtane histogramom da se lakse vidi frekvencija):

Ako izra¢unamo devijacije svih rezultata od X, , ako te devijacije kvadriramo,
i ovako kvadrirane ih sumiramo, dobit ¢emo:

1-

Grupa
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. ¥ =186 = totalna suma (SS;ot)
Izra¢unamo li sada sumu kvadrata unutar grupe I i II, dobivamo:

Grupa I, X; =4 Grupa II; X, = 10

1-22=4 1-22=4¢
2:-12=2 2-12=2
3-0°=0 3-0°=0
2.12=2 2.12=2
1-22=4 1-22=4
Suma =12 Suma =12

Prema tome, suma kvadrata unutar grupe (SSyg) = 12 + 12 = 24. Konacno jos
treba izraCunati ponderiranu sumu kvadrata izmedu grupa, tj. ponderiranu sumu
kvadriranih razlika izmedu svake aritmeti¢ke sredine i Xot. Drugim rijecima, pret-
postavit éemio da svaki od 9 rezultata u grupi I iznosi koliko i X1, tj. 4, a isto tako
i svaki od 9 rezultata u grupi IT kao da iznosi 10.

Dakle, suma kvadrata izmedu grupa (SShg) iznosit ¢e:

" I grupa II grupa
9-(4—7)2 =81 plus 9-(10-7)> =81

Prema tome, 5S¢ = 81+ 81 = 162.
- Ako sada zbrojimo SSyq i SSbg, dobivamo 24 + 162 = 186, a to je, kako vidimo,
broj koji predstavlja totalnu sumu kvadrata (SSiot).
Da rezimiramo: ) )
Totalna suma kvadrata izracunava se prema formuli:

SSiot = (X = Xia1). (20.1)
Suma kvadrata unutar grupa racuna se:
' SSg = B(Xg — Xg)% (20.2)
Suma kvadrata izmedu grupa ratuna se prema formuli:
5Sug = Z[Ng(Xg = X1ot)?]- (20.3)

Pokusajmo sada na jednom primjeru izracunati sve spomenute vrijednosti.
Uzmimo da smo kod 4 skupine mjerenja (svaka od po 5 mjerenja) dobili ove rezul-
tate:
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I II III v

2 3 6 5

3 4 8 5

1 3 7 5

3 5 4 3

1 0 10 2

Suma 10 15 35 20
X 2 3 7 4

Totalna suma = 10 + 15 + 35 + 20 = 80.
Totalni N =5-4 = 20.
— 80

Xtot = 5‘6 =4.

a) Zelimo 1i izratunati totalnu sumu kvadrata (SSi), treba kvadrirati.razliku -

izmedu svakog rezultata (X) i Xyo-

I I I v

4 1 4 1

1 0 16 1

9 1 9 1

1 1 0’ o1

9 16 36 4
Suma 24 19 65 8

Prema tome, SSiot = 24 + 19 + 65 + 8 = 116.
b) Sumu kvadrata unutar grupe (SSyg) izratunat ¢emo ovako:

I 11 I v
X=2 X=3 X=7 X =4
0 -0 1 1
1 1 1 1
1 0 0 1
1 4 9 1
1 9 9 4
Suma 4 14 20 8
Prema tome, SS,g iznosi:
T(Xg — Xg)? =4+ 14420 + 8 =46.
c) I konagno ¢emo izracunati sumu kvadrata izmedu grupa (SSpg) : - ‘
I it Cm v
5.(2—4)? 5.(3~4)? 5. (7—4)? 5. (4-4)?
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S8 =20+5+4540="70.

Kako se ¥idi, totalna suma kvadrata (SSior = 116) sastoji se od zbroja sume
kvadrata unutar grupe (SSyg = 46) i sume kvadrata izmedu grupa (SSyg = 70).
Sada, kada znamo princip ovakvog racunanja, mozemo, naravno, odustati od

- ovog "drugog postupka” i posluziti se “skracenim metodama® za izracunavanje
analize varijance, jednako .kao §to to €inimo i pri izratunavanju aritmeticke sre-
. dine i standardne devijacije. Formule za skradeno izratunavanje nama potrebnih

vrijednosti glase ovako:

SStat = (SX?) = (Niot - Krar), , (20.4)
' SSbg = [EWVsX )] = (Mot Xso), (20.5)
SSwg = SStot - SSbg- (206)

‘Primijenimo li te formule na na$ primjer, dobivamo:

SS(,M =436 — 320 =116
SSpg =390 -320="70
58yg = 116 — 70 = 46.

Medutim,{ time 5to smo dobili sumu kvadrata unutar grupa i izmedu grupa,
jod ne mozemo dobro qcijeniti je li veéi warijabilitet unutar ili izmedu grupa, jer
veli¢ina sume kvadrata, naravno, ovisi o broju rezultata (npr. suma kvadrata od
100 slucajnih odnosno neselekcioniranih rezultata bit ée oko dva puta veéa od
sume kvadrata 50 rezultata koji pripadaju istoj populaciji). Zato je SS neprikladna
vrijednost za ocjenu varijabiliteta, nego treba uzeti vrijednost koja se i inage uzima

" kao mjera varijabiliteta, a to je varijanca (s?). Tu éemo vrijednost dobiti tako

da svaku SS podijelimo s pripadajuéim brojem stupnjeva slobode. Iako se to, kako
znamo, inage zove .

z(x—:?)ﬁ).

varijanca (tj. s2 =
UaTl]anCa(j S ]\r—l

- w'raunu analize varijance obi¢no se taj izraz naziva srednjim kvadratom (MS).
Stupnjevi slobode za sumu kvadrata unutar grupa izracunavaju se tako da od

+ ukupnog broja rezultata oduzmemo broj grupa, dakle dfiz = Niot —k (jer u svakoj
grupi imamo N — 1 stupnjeva slobode).

Stupnjevi slobode za sumu kvadrata izmedu grupa ratunaju se tako da se od

_ broja grupa oduzme 1, dakle dfpg =k — 1.

U na3em primjeru imamo, dakle:
dfug =20—4=16
dfpg =4-1=3.
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Prema tome, varijanca (ili srednji kvadrat) rezultata unutar grupa iznosi:

46 e
MSyg = 6= 2,875

a varijanca rezultata izmedu grupa iznosi'
MSpg = 3 =23,3.

Tek sada jasno vidimo da je varijabilitet medu grupama veéi od varijabiliteta unutar

grupa (23,3 je veée od 2,875), i sada se jo§ samo radi o tome da ustanovimo je li

varijabilitet medu grupama dovoljno veéi od- varijabiliteta unutar grupa, pa da’

bismo mogli proglasiti da se grupe zaista statisticki znacajno razlikuju. Jednako,

kao §to smo kod t-omjera iz ¢-tablice oéitavali koliko najmanje puta mora razlika’

biti veéa od svoje pogreske, da bi bila znagajna na razini znatajnosti od 5% ili 1%,
jednako tako i u ovom sluéaju uz pomoé Snedecorovih F tablica mozemo ustanouiti
koliko najmanje puta more varijebilitet medu grupame biti veci od varijabiliteta
unutar grupa da bi razlika izmedu oba varijabiliteta bila statisticki zna¢ajna.
Prema tome, )
M Sy

F= S (20.7)

U naSem primjeru F = 23,3/2,875 = 8,1. Iz F-tablice (tabhca Lu Dodatku) -

ustanovljujemo da za 3 i 16 stupnjeva slobode grani¢na vrijednost F' na razini od
5% iznosi 3,24. Buduéi da je na§ F vedi, to znati da nade grupe ne pripadaju istoj
populaciji (P < 0,05).

N apomen a. F tablica se uvijek ¢ita tako da se stupnjevi slobode brolmka :

¢itaju na gornjem rubu tablice, a stupnjevi slobode nazivnika na njezinom Kjevom
rubu. To je potrebno nagla51t1 zato §to u mnoglm udZbenicima kod stupnjeva slo-

bode na gornjem rubu pise ”za veéu varijancu”, a kod stupnjeva slobode na lijevom i
rubu piSe "za manju varijancu”; veéinom je u bro_]mku veta varijanca pa je to zato.

tako navedeno; ali ako je slutajno u brojniku manja varijanca, takoder treba stup-
njeve slobode brojnika Zitati na gornjem rubu. No prakticki to uopée nije potrebno

giniti, jer ako je brojnik manji od nazivnika, onda je i F' manji od 1, a u tom sluéa;ju’ :

nikako ne moZe biti znadajan!

Kompletan pregled racuna analize varuance obitno se postavlja u ”tabhcu ang-

lize varijance” (tablica 20.1):

TABLICA 20.1..
ZAVRSNA TABLICA ANALIZE VARIJANCE

Tavor Suma Stupnjevi | Srednji kvadrat
varijzgioliteta kvadrata | slobode (varijanca) : - F .
(55) (df) - (MS) '
Izmedu grupa 70 3 70/3 =23,3 P
Unutar grupa 46 16 46/16 =2,9 23,3/2,875 = 8,1 ,
Total 116 19
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Kao §to smo rastumatili postanak t-tablice i hi-kvadrat tablice, rastumacit éemo
i postanak F-tablice.

Zamislimo da u nekoj kutiji imamo Zetone s rezultatima jedne vrlo velike popu-
lacije s normalnom raspodjelom i odlu¢imo da éemo iz te populacije vaditi uzorke
veligine Ny = 21 i Ny = 25. Prvo izvuéemo 21 Zeton i izratunamo varijancu tog
uzorka '(varijanca =s® ). Pretpostavimo da ona iznosi 35. Nakon toga izvutemo

-drugi uzorak veli¢ine 25 i njegova varijanca iznosi, na primjer, 20. Podijelimo li
.prvu varijancu s drugom, dobivamo:

) 35
F—i———175

" Nakon toga ponovimo postupak, i, recimo, u prvom uzorku (N = 21) dobijemo

* varijancu 10, a u drugom (N = 25) varijancu 30. Za taj uzorak F iznosi:

F =10/30=0,33.
Kod tredeg para uzoraka, recimo, dabijemo
F =4/20=0,20,

kod Cetvrtog
F=25/15=1,67

itd.

Ako vadenje parova uzoraka izvedemo petsto puta, i svaki put izra¢unamo F-
omjer, dobit ¢emo distribuciju F-omjera koja e izgledati po prilici kao distribucija
naslici 20.6.

Slika 20.6. Priblizna distribucija 500 F-omjera iz iste populacije,
sa stupnjevima slobode 20 i 24

Za razliku od normalne raspodjele, ova raspodjela F-omjera, kako se vidi, nije
simetricna, ve¢ je manje ili vi§e asimetri¢na nadesno: ni jedan F-omjer ne moZe biti
manji od nule, dok neki ekstremni mogu biti i vrlo visoki. Konagno, kod neizmjerno
velikog broja pokusa, krivulja bi postala kontinuirana i prav1lna izgledala bi kao
knvulja na slici 20.7.
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F 20, 24
E 50% : 1%
[ H 1 p——,
™ ! [I 1
0 0,994 2,03 2,74

Slika 20.7. F-distribucija sa stupnjevima slobode Ny =20 i Ny = 24

To je F-distribucija sa stupnjevima slobode N, -1 =201 N,— 1 =24. Kao
sto se iz slike vidi, polovica otekivanih F-omjera bit ée manja od 0,994, a polovica
veca; 5% omjera bit ¢e vece od 2,03, a to je upravo broj koji nalazimo u F-tablici
uz stupnjeve slobode 20 i 24. (U tablici su samo brojevi iznad 1.) '

Da smo isti pokus uinili s uzorcima veli¢ine 16 i 10, dobili bismo I\rlvul]u'

prikazanu na shc1 20.8.

0 1,05 3,01
Slika 20.8. F-distribucija sa stupnjevima slobode 1519 -

Na toj krivulji 50% F-vrijednosti je ispod 1,05, a 50% iznad te vrijednosti. 5%
vrijednosti je iznad 3,01, a ta se vrijednost nalazi i u tabhcx uz stupnjeve slobode
131 9.

Dakle, ako medu populacijama nema razlike (a kod naseg je primjera sigurno

nema, buduéi da smo uzorke vadili iz iste populacije!), F-omjeri mogu se kretati
od nule, preko 1,5, pa sve do preko 3. Oni preko 3,01 sluéajno se mogu pojaviti
samo u 5% slucajeva. Po logici kojom smo se i do sada koristili, smatrat éemo u
nasim mjerenjima, ako u analizi varijance dobijemo odnos F veéi od 3,01 (uz ove

stupnjeve slobode) da je razlika medu grupama statisticki znaéajna (jer bi se takay ‘
ili ve¢i F-odnos — kada medu grupama u populaciji ne bi bilo razlike — slucajno .

mogao dogoditi samo u 5% slucajeva). .

Opisani postupak analize varijance pripada u najjednostavnije slu¢ajeve anali-
ze, tj. u takve gdie samo jedna varijabla varira (npr. varira samo doza primljenog
lijeka kod vise eksperimentalnih skupina). To je tzv. "jednosmjerna klasifikaciia’
Nesto su kompliciraniji ra¢unski postupci kod ”dvosmjerne” ili " visesmijerne” klas
fikacije (npr. moze istodobno varirati dcza primljenog lijeka, dob ispitam]_. spol

ol
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ispitanika), a takoder kod zavisnih rezultata, tj. ako su isti ispitanici testirani u
nekoliko eksperimentalnih situacija. Opisani postupak uglavnom je nastojao pro-
tumaciti loyiku analize varijance, i iz te logike izvedene ratunske postupke.

Sada ¢emo dati jedan "korak-po-korak” postupak za taj isti racun, ali taj ¢e
se postupak formalno razlikovati od do sada opisanoga: neki izrazi dobivat ¢e se
na drugi nacin, a takoder ée se koristiti neki termini koji prije nisu koristeni. Nije
potrebno dokazivati da se radi’o ekvivalentnom racunskom postupku (kao npr.
kada izradunavamo standardnu devijaciju iz bruto rezultata, umjesto iz razlika

- izmedu svakog rezultata i aritineticke sredine), i da konacan rezultat mora biti

identican. A taj drugaéiji postupak na ovom je mjestu usvojen zato §to éemo kas-
nije, u poglavljima 20.3, u kojima ¢emo iznositi neke kompleksnije metode analize
varijance, koristiti jednaku terminologiju koristeéi se takoder ”korak-po-korak” re-
ceptom.(Sve izlozene "korak-po-korak” postupke dali su autori Cohen i Holliday

' _u svojoj veoma korisnoj i prakti¢noj knjizi ”Statistics for education and physical

education. — Harper i Row, 1979).
Evo tog postupka:

1. Izratunaj tzv. GRAND TOTAL (GT) po formuli

zXx?
N
pri éemu X = suma svih rezultata u svim skupinama

2. Tzracunaj TOTALNU SUMU KVADRATA (SS:0) po fomuli:

. GT =

S.S'mt = 2){2 - GT

3. Izradunaj sumu kvadrata MEDU GRUPAMA (SSp,) po formuli:

' > \2 X, 2 ‘rn 2
Ssbg = (Ekl) + (Z‘\-) + (EX )

| , N, T A
4. Izratunaj sumu kvadrata UNUTAR GRUPA (SSyyg) po formuli:
. . ' nX 2
za prvu grupu: SSyg = X7 — ( NI)
. 1
- L y (BX)?
. za drugu grupu: SSyg = X%~ ~(——N—l)—
. 2.
itd, 1 konaéno za n-tu grupu:
- gy (X
58w =23 - ErL

SSuwg = zbroj svih dobivenih vrijednosti za svaku grupu

© 5. Odredi STUPNJEVE SLOBODE za svaku sumu kvadrata, po formulama:

df za SSyg = (k- 1)
ﬁrrx cemu k = broj grupa
' ' df za SSyg = (N - k)
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6. Odredi VARIJANCU, po formuli:
suma kvadrata

Varijanca =

arij 7
SSI)
Varijanca,, = —2%

A bg dfbg

S8
Varijanca,, = ——&
YR = g

7. Izratunaj F po formuli:
Varijancay,g
- Varijanca,,,

8. Unesi rezultate u TABLICU ANALIZE V: ARIJANCE.

Ako taj "recept” primijenimo na na§ primjer, kOJI smo postupno loglcklm putem

razradivali, dobivamo ovo:

o (5X)> 6400
L GT = "5 = == = 320

2. §Stot = ©X% — GT = 436 — 320 = 116
X ©x®* TXx* zx?*
3. SSbg:_]V1—+W2__+—W+—]W—32O—

_(=x)? + (ZX)? + (EX3)? + (2X4)? _ 100 + 225 1225.

N N, N3 Ny 5 5 5 .

4—29 — GT =390 - 320 = 70

4. Sy =
za 1. grupu: 24 -20 =4
za 2. grupu: 59 — 45 =14
za 3. grupu: 265 — 245 = 20
za 4. grupu: 88 —80 =38
SSyg = 46

5. df za SStor =20—-1=119
df za SSpg =4-1=3
df za SSwg =20—-4=16

7
6. Varijancay,, = %}gﬂ — 30 —23.3
bg
W, 4
Varijanca,, = ‘Z}g & — 12 2,875
wg

_ Varijanca,, 23,3
~ Varijanca,, 2,875
Kao 5to vidimo, rezultat je identi¢an.

=381
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20.2. '§TO NAKON ZAVRSENOG RACUNA ANALIZE
* VARIJANCE?

Ako amaliza varijance pokaze da moZemo smatrati da svi uzorci potjecu iz iste

. populacl;e (dakle ako na3 F nije statisticki znac¢ajan), onda nas naravno dalje vise

ne zanimaju pojedinaéne razlike izinedu nekih aritmetiékih sredina.

Np ‘ako F-test odbaci nul-hipotezu, tj. ako dokazemo da uzorci ne pripadaju
istoj populaciji, ¢esto nas moze zanimati koji s uzorci medu sobom statisticki
znatajno razlikuju. Tako, na primjer, ako smo u pokusu imali 3 eksperimentalne
skupine (svaka skupina pod razli¢itom "dozom” nezavisne varijable) i jednu kon-
trolnu skupinu, moze nas zanimati koje se sve eksperimentalne grupe statisticki

" znatajno razlikuju od kontrolne grupe. (Jer F- test — ako je znatajan — govori

nam samo to da sve grupe ne pripadaju istoj populaciji, pa je, prema tome, jedino
u §to mozemo biti sigurni samo to da se barem dvije grupe medusobno statisticki
znacajno razlikuju: najvjerojatnije je da su to grupa s najmanjom i grupa s naj-
vecom aritmetickom sredinom. '

Veé na pocetku poglavlja o analizi varijance prezentirani su argumenti zasto
ne dolazi u obzir upotreba niza ¢-testova; iz argumenata je vidljivo da ima mnogo

. 1azloga, no glavm je razlog taj sto upotrebom veéeg broja t-testova (kod 4 grupe veé

imamo —— = 6 t-testova, kod 10 grupa 45 t-testova) poveéavamo §ansu da éemo

sluéajno dobm t, koji je statisticki znacajan, pa prema tome poveéavamo 3ansu
da uc¢inimo ”"pogresku tipa I”, tj. da proglasimo zna¢ajnom razliku koja zapravo
medu populacijama ne postoji. (Vidi.izlaganje o pogresci tipa I i tipa II na str. 135)
Konkretno, ako bismo na primjer, imali 7 grupa (7 eksperimentalnih situacija), u
tom slucaju postoji 21 moguéi par aritmetickih sredina, tj. 21 razlika izmedu dvije
aritmeticke sredine. U tom slucaju vec postoji dosta visoka vjerojatnost da ée —

. usprkos ¢injenici da mozda i svi uzorci pripadaju istoj populaciji — barem 1 od

21 t-testova pokazati "statisticki znacajnu” razliku na nivou od 5 %, jer — kao §to
znamo — ako i nema razlike medu populacuama, u prosjeku ¢ée se od 100 mjerenja

. u 3% slutajeva pojaviti ”statisticki znacajna” razlika. A 5 od 100 je isto kao i 1 od

20 — dakle na 20 mjerenja 1 razlika "statisticki znacajna”.
Svojedobno (1955) je statisticar C. W. Dunnett tome pokusao doskociti tako

"da je iziradio tablice sli¢ne t-tablicama, u kojima se sistematski poveéavala kriticna

(gramcna) t-vrijednost 5to je broj skupina, koje se usporeduju, bio ve¢i. Tako, na
primjer, dok u klasi¢noj t-tablici grani¢na t-vrijednost na razini znatajnosti od 0,05
za 60 stupnjeva slobode iznosi 2,00 u Dunnettovim tablicama za 4 grupe, kod kojih
medusobno usporedujemo sve aritmeticke sredine, grani¢na ¢-vrijednost iznosi 2,55.

U novije vrijeme razli¢iti autori (Tuckey, Duncan, Scheffe, Newman-Keuls i dr.)
predlozili su razlicite tehnike za sistematsko smanjivanje rizika pogreske tipa I kod
povecanja phroja usporedbi izmedu dviju aritmetickilh sredina. Neki od tih autora
narocito.su oprezni te razlikuju postupke "a priori” od postupaka "a posteriori”, tj.
daju razlicite formule za izracunavanje statisticke znacajnosti izmedu dvije po dvije
aritmeticke sredine, veé¢ prema tome vriimo li usporedbu prije ili nakon racuna
analize varijance! (Jer nakon zavrienog ratuna, mi ve¢ znamo pripadaju li sve
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aritmeticke sredine istoj populaciji.)

Cini se, medutim, da situacija u tom pogledu u ‘statistici nije joi posve
ragéiséena, jer se u literaturi nailazi na razlicite savijete, koji, doduse, preporuéuju

neki od tih postupaka, ali — iako se navedi ista formula — daju se razli¢ite upute za.

izratunavanje stupnjeva slobode, §to naravno dovodi do prili¢no razliitoga defini-
tivnog rezultata!

Stoga sam se u ovoj knjizi odlutio za Jednog od najvide citiranih autora, tj.
za Scheffea, te ¢éu ukratko iznijeti jednu njegovu varijantu za 1zlacunavanje razlika
medu aritmetitkim sredinama nekon zavidenog F-testa.

Postupak u biti nije kompliciran i moze se sazeti u ove “"korake”:

1. Nakon izratunanog F-omjera u analizi varijance, za svaki par aritmeti¢kih
sredina, koje Zelimo usporediti, primijeniti ovu formulu:
- (Xa - .-X;b).z
MSyg(Na 4+ Np)/Na Ny

2. Iz F-tablice otitamo graniéni F' uz Zeljenu razinu znacajnosti (uzmimo P =

0,05), za (k ~ 1) i (N — k) stupnjeva slobode. (To smo ve¢ ocitavali kod

analize varijance.)

3. Otitana graniéna vrijednost F pomnozi se sa (k — 1), i tako se dobije nova.

grani¢na vrijednost, nazovimo je F'.

4. Za sve parove aritmetickih sredina, za koje to Zelimo, izratunamo izraz F'-
prema formuli (20.8), i usporedimo ga sa F'. Ako je F vééi od F', razliku
moZemo smatrati statisticki znaajnom (na razini na kojoj smo otitavali F

u 2. "koraku”).

Primijenimo li taj postupak na na$ prvi primjer (v1ch stranicu 304) doblvamo

rezultate prikazane utablici 20.3.

Graniéni F na razini 0,05 za analizu varijance za stupnjeve slobode 3 i 16 iznosi :

3,24. Pomnozimo li tu vrijednost sa (k —1); dobivamo 3,24 (4 —1) = 9,72. Samo su
dvije razlike izmedu aritmetickih sredina dakle statisticki znacajne (one su u tablici
oznaéene zvjezdicom), i to razlika izmedu prve i treée, i razlika izmedu druge i treée
aritmeticke sredine. . . .

N a p o m e n a. Scheffeova metoda dosta je rigorozna u pogledu pogreske tipa

I, tj. rjede ¢e nam se dogoditi da odbacimo nul-hipotezu, iako medu populaci- -

jama. nema razlike. Drugim rije¢ima, metoda vise tendira tome da prihvatime nul-
hipotezu, pa makar medu populacijama razlika i postojala. Sam Scheffe stoga je
predlozio da se eventualno umjesto razine znacajnosti 0,05 uzme blaza razina, reci-
mo 0,10. (Za upotrebu te blaze razine treba koristiti detaljne F-tabiice, koje se ne
nalaze u ovoj knjizi.)

(20.8)-
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TABLICA 20.3.
TESTIRAN JE RAZLIKA MEDU PQOJEDINIM ARITMETICKIM SREDINAMA
NAKON ZAVRSENE ANALIZE VARIJANCE

Razlika izmedu . F
- (2-3)?

XiX . =

Y, iX) — 2, 9010)/75 1/1,16 = 0,86
v v (2— /) Y _ %
X.i ;.3 — 3 (1055 ~ 25/1,16 = 21,55
N — (2-4)2

TiX, . ——2 = =
NpiXy ) 9(10)/25 4/1,16 3,45
XyiXs — —(3—7)—16/116—1379'
azias 2,010/25 ~ T T

= = (3-4)

XiXy — 7.0(10)/25 1/1,16 = 0,86
i -y o 9/1,16 = 7,76
<3 2,9(10)/25 ~ e

Treba spomenuti da se gotovo u svim udzbenicima nalazi zahtjev, koji smo veé

.spominjali i kod t-testa, tj. da je potrebno da su populacije, iz kojih su uzorci

uzimani, normalno distribuirane i da varijance tih populacija moraju biti priblizno

. jednake.

No, isto 8to smo rekli za ¢-test, vrijedi i ovdje: Boneauova su ispitivanja pokazala
da ti uvjeti mogu biti prekrieni ako su uzorci jednake ili sli¢ne velicine, i ako su
populacije medusobno sli¢ne u odstupanju od normalne raspodjele.

N a p o m e n a. Mnogi nesto upuéeniji €itaoci ¢uli su vjerojatno za izraz " anali-
za kovarijance”. Obi¢no na tom podru&ju postoji potpuno mutna slika o tome to
to znaci, no radi se o jednoj u biti vrlo jednostavnoj stvari: u prakti¢nom terenskom
radu Cesto nije mogudée izjednaéiti aritmeticke sredine pojedinih eksperimentalnih
podgrupa, pa prema tome veé zepocinjemo istrazivanje s aritmetickim sredinama,

koje se statistizki znagajno razlikuju! Klasi¢na analiza varijance pokazuje nam da

li se aritmeticke sredine razli¢itih podgrupa statisticki znacajno razlikuju, ali pri
tome polazimo od pretpostavke da — u sluéaju da na3a nezavisna varijabla nema

- utjecaja — nema razlika medu skupinama. Ako te razlike ve¢ u poZetku postoje,

onda se — da bi se ustanovilo je li nezavisna.varijabla imala utjecaj i koliki je on
u pojedinim slu¢ajevima bio — kdristi ra¢un ”analize kovarijance”. Sam postupak

.opisan je u nekim veéim i Lomplelcsmpm statistickim udzbenicima.

20.3. DVOSMJERNA ANALIZA VARIJANCE

A. Nezavisni rezulteti

Istrazivadi katkada u svojim istrazivanjima imaju viSe od jedne nezavisne vari-

" jable. U primjeru jednosmjerne analize varijance koji smo obradili u proslom
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poglavlju, 4 skupine ispitanika bile su mjerene svaka u drugim. uvjetima; i zam-. 9. Izi'aéunaji,GR‘AND TOTAL (GT)

malo nas je da li se te skupine medusobno razlikuju. Ali kada bi se, recimo, jedan. RO L (TX): 1352

istrazivat zanimao za problem kakva je povezanost izmedu kolidine pusenja (prva - L : o GT = = =

nezavisna varijabla) 1 dubine disanja, ali ujedno ga zanima ima li starost u tom | ' Niot 27

odnosu neku ulogu, onda stavost predstavlja drugu nezavisnu var ijablu i sada ana- ! Nt = ukupm broj rezultata

liza \auJan(o postaje kompliciranija. I{ao 3to smo obeéali u prethodnom porrla\ o IR IZId(,Unaj TOTAL SUME KVADRATA (550)

dat ¢emo "korak-po-korak™ metodu za obradu takvih rezaltata. ) BEAEE o .. . e
Pretpostavino da je taj istraziva¢ imao ovakav nacrt istrazivanja, maaa\am(‘l' : ' S50t = By — GT =813 — 675 = 138

dubinu disanja u nekimn jedinicama. (Uzet je mali broj ispitanika, a rezultati su

=675

4. Izragunaj sumu kvadrata MEDU SKUPINAMA (55,4)

mali brojevi, kako bi se lakde pratio racunski postupak): (TX,)? (EX‘J)Z (EX“)Z
 SSpg = va+ N, et N -GT
Nezavisna varijabla A (faktor A, starost) 157 212 27 122 12%  12?
e - =g
305 ] 405 [ 50 37373 T3 T3 T
N 4 5 v g 122 - 15
Nezavisia Jaki pusadi 5 6 9 +? + 3 + 5 675 =
varijabla B 6 10 11 9977
(faktor B, 3 2 3 +25 - 675 =759 — 675 = 84
pusenie) Slabi pusati 3 4 5 _ : 3
6 6 4 5. Izratunaj sumu kvadrata FAKTORA A (SSia)
2 5 3 : (Suma stupca 1)2  (Suma stupca 2)?
Nepusaci ?’ i g SSrfx T~ Nu stupcu 1’ " N u stupcu 2
. " (Suma stupca n)® OT =
Postupak: - N ustupcu n

1. Kvadriraj svaki rezultat (X)? i zbroji sve rezultate (£X) i njihove kvadrate :

) 367 457 542 _
(ZX7) unesi u tablicu: = [+ =+ =} —-675 =

9 9 9

X, X} X, X3 X; X3 SumaX zaredove .. o . =693~ 675 =18
10165 % 1T 4 16. - 6. Tzratunaj sumu kvadrata za FAKTOR B (SSt)
5 25 6 36 .9 81 ©20 S J N
6 36 10 100 11 121 27 §5p = ouma redova)” .
Suma 15 77 21 161 27 351 63 ukupni broj redova ‘
3 9 2 4 3 99 8 _ (suma X jakih pusaca)® | (suma X slabih pusaca)®
3 9 4 16 5 25 12 ~ broj jakih pusaga broj slabih pugaca
6 36 6 36 4 16 16 X o ana
Suma 12 54 12 56 12 _ 50 36 (suma X nepusaca)” ., _
2 4 5 75 3 9 10 - bl‘p] nepudaca
2 4 3 9 -6 36 S 1 632 36> 367 o .=
5 25 4 16 6 36 15 =< 9 +T T>—613=729~670=o4
Suina g 3 12 50 15 81 36
Suma X za stupce 36 15 51 . Iuacuua] sumu kvadrata za INTERAKCLJU izmedu faktora A i Faktora B

' (SSab)
' SSab = §Spw — SSta — SSm =

=84-18-54=12

Xt =154+21 427+ 12412+ 1249+ 124+ 15=135

TX2, =77+ 161 + 251 + 54 + 56 + 50 + 33 + 50 + 81 = 813
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8. Izraéunaj sumu kvadrata UNUTAR GRUPA (SSug)
stg = SSm[ - Ss\vg = 138 - 84 = 54
9. Odredi stupnjeve slobode za svaku sumu kvadrata ' ‘
deaSS[og_=(N—1)=27.—l=26 {
df 2a SSpg =(9g~1)=9~1=8 : o
g = broj grupa :
df 2a SSpa = (s—-1)=3-1=2

s = broj stupaca

df za SSp=(r—-1)=3-1=2

r = broj redova
df2a SSap=(r—-1)(s-1)=(3-1)3-1) =4
df za SSwg = (N —rs) = (27) = (3-3) =27-9=18

10. Procijeni varijance
. suma kvadrata

Varijanca = o Slobode.
Varijanca Faktora A = %— =18/2=9
f.
Varijanca Faktora B = 35m _ 5, 67/2 = 25,34
dfs ’ .
Varijanca WG = So%8 = 54/18 = 3
dfwg
Varijanca interakcije A - B = f;": =15,33/4 = 3,83

AB

Izratunaj F vrijednosti za glavne efekte tablice varijanci:
Varijancag, A

Fraktor A = Varijancaws = 9/3 =3
Varijancag, '
= ekt B _ 95.34/3 =
E‘aktor B Varijancawg 5, 34/3 8,45
_ Varijancayg _
Finterake. = Varijanca.ws = 3,83/3 =1,28

20.3. DVOSMJERNA ANALIZA VARIJANCE

12. Uhesi rezultate u tablicu:

( Izvor Suma .Stup. Varii
‘varijabiliteta kvadrata slob. arljance F
(Medu _
grupama) . (84 (18)
Faktor A 18
(godine) 18 2 7 =9 9/3=3
Faktor B . 54 _ o
(pusenje) 54 2 5= 27 27/3=9
Interakcija - 12
12 4 == -
(4.B) =3 3/3=1
) o - 54
Unutar grupa 54 18 5= 3
TQTAL 138 . 26

Kako'vidimq, F medu grupama nije statisti¢ki znagajan (P > 0,05), F faktora
B (pusenje) jest statisticki znacajan (dakle koli¢ina pusenja ima efekta na dubinu

disanja), (P < 0,05), F interakcije nije znatajan (P > 0,05), 3to zna&i da nema

interakcije izmedu starosti i puenja u pogledu dubine disanja.
" B. Zavisni rezu.ltatz"

Za ovo éemo uzeti primjer sa samo dvije skupine istih ispitanika koji su ispitani
u dva navrata (prije i poslije djelovanja neke nezavisne varijable). Citalac koji je up-
amtio neke postupke iz testiranja statisticke zna¢ajnosti razlika medu aritmetickim
sredinama zavisnih grupa, sjetit ¢e se da se kod dvije skupine taj problem veoma

" elegantno rjesava uz.pomo¢ "metode diferencije”. No primjer koji je sada na redu
. ipak je obraden postupkom analize varijance za zavisne rezultate, jednostavno zato

§to je cijeli postupak lakse pratiti na samo dvije skupine, a rad sa tri ili vie skupina
samo povecava koli¢inu ratunanja, a ne mijenja tehniku rada.
Pretpostavimo da su §est ispifanika ispitani u jednoj karakteristici prije i poslije

- primjene.nekog postupka i da su dobiveni ovi rezultati:

Ispitanik Prije Poslije

1 23 32
2 27 25
3 31 40
4 32 31
5 26 38
6 29

25
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Postupak metodom "korak-po-korak” izgleda ovako:

Kvadriraj svaki rezultat:

X?X X2

X \1 i \)

23 529 32 1024 35

27 729 25 625 52

31 961 40 1600 . 71

32 1024 31 961 63

26 676 38 1444 64

25 625 20. 841 54
Suma 164 4544 105 6495 _

2. Zbroji sve bruto rezultate (£X) i izratunaj GRAND TOTAL (GT):
(TX)? 3592 128881

OT = =5 = - = —— = 10740,08

3. Izratunaj TOTALNU SUMU KVADRATA (SSeot):

8. Odredi VARIJANCE

. 20.3. DVOSMJERNA ANALIZA VARIJANCE '

suma kvadrata

Varijanca = W
Varijancay,, = %}gﬂ = SO’TOQ = 80,09
bg
i S8y 135,42
Varij o= = =2
arijanca,., dfwg 5 7,08
Varijéncajm.erakc. = %%i’tf% = % = 16,68
. 1 T

9. Izracunaj F vrijednosti izmedu situacija i ispitanika:

319

SStDt AZ GT = 11 039 -10 740 08 = 298 92 P _ Varijancabg _ 80’ 09 — 8009
4. Izratunaj sumu kvadrata MEDU GRUPAMA (SSy;): situse = Varijancaperake 1
X))+ (TX,)? . R
S8 = EX) + (EXa) GT . Varijancaigpicanici _ 27,08
N Flspitanici = Varijanca; T 16,68 1,62
1642 +195% . ) interakc )
= - GT =

‘ a i N :
= 10820, 17 — 10740, 08 = 80,09 1Q Unes% rfezultate u TABLICU ANALIZE VARIJANCE

5. Izratunaj sumu kvadrata MEDU ISPITANICIMA (SSwg):

(0)? | (X2 (Xa)? : Suma | Stupnj. | RUANGA
1 Na b AF i .
e A _1\!}_ —eT . fevor varijacije kvadrata | slobode kizs;ierit) F
X1 = totalni rezultati ispitanika 1 u svim situacijama’ - : '
N = broj pokusaja Py ‘] ' Medu pokusajima 80,09 1 80,09/1= 80,09 4,80
Ss 552 522 71?2 632 642 54‘2 GT Medu ispitanicima 135,42 5 135,42/5 = 27,08 (1,62)
e e 2 A 2 " 2 el 2 "2 - Interakcija 298,92 11
10875,5 — 10 740, 08 = 135, 42 :

6.Izratunaj INTERAKCIJU (ili rezidual) sume kvadrata (SSinterake):
SSinterakc = Sstot - (SSwg + SSbg) = 298,92 - 215,51 = 83,41
7. Izratunaj STUPNJEVE SLOBODE za svaku'sumu kvadrata:
dfza.SSmt=(N—1)=12—1=11
N = broj rezultata
df za SSyg=(s-1)=2-1=1
s = broj pokusaja (stupaca)
df 2a SSwg=(r—-1)=6-1=5
r = broj redova ispitanika
df za SSinterake = (r - 1)(5 -1)=

Zakljucak: nema statisticki znaajne razlike niti medu eksperimentalnim situaci-
jama (grarucm F = 6,61, a nas F je manji), niti medu 1sp1tamc1rna (graniéni
F=5,05a na§ F je manji).

(6-1)E-1)=
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ZADACI ZA VJEZBU

1. Jedan proizvodac igrataka Zelio je ustanoviti ima li boja neke igracke
utjecaj na njezinu atraktivnost pa je na 4 uzorka od po 10-ero djece
mjerio minute koliko se pojedino dijete zadrzalo u igri tom igrackom.
Dobio je ove rezultate:

Crveni sloni¢  Zuti sloni¢  Zeleni sloni¢  Modri slonié

BB NN = O~ Ot RO
00 O Ut ~J KN WO W D
DO WO LN N R N
LN R W DN L Ot

Mogu li se razlike izmedu aritmetickih sredina smatrati statisticki
znacéajnima? '

Ako mogu, koje su razlike zna¢ajne?
2. Izvrsite racun analize varijance za donje podatke:

T v B

S W 00 U |
N
N OO
N~ OTOtw o O
[S2 N> I BN |

21.1. PARAMETRIJSKA .I'NEPARAMETRIJ SKA STATISTIKA

Kao §to znamo, znatan dio testova koje smo do sada spominjali, zahtijeva nor-
malnu raspodjelu rezultata u populaciji. U praksi, medutim, Gesto nailazimo na
situacije kad nam nista nije poznato o distribuciji populacije, ili ¢ak znamo da
populacija nije normalna. To je npr. slu¢aj kad je vjerojatnost pojavljivanja nekog

dogadaja vrlo mala (P < 0,10), pa dobivamo tzv. Poissonovu distribuciju, ili kad

postoji donja ili gornja granica preko koje rezultati ne mogu iéi. Na primjer, u jed-
nom vrlo lakom testu znanja vecina ée ispitanika posti¢i maksimalan rezultat, pa ¢e
i krivulja biti asimetri¢na, a jednako ée tako biti i kod jednog preteskog testa, gdje
¢e vedina posti¢i minimalan broj bodova. U prvom sluaju gornju granicu pred-

stavlja maksimalan broj bodova, a u drugom sluéaju donju granicu predstavlja

nula bodova. =

Nadalje, gestje slu¢aj u nekim drustvenim znanostima (npr. sociologiji) da se
neke pojave distribuiraju upravo ”suprotno” od normalne raspodjele. To je npr.
slu¢aj sa stavovima koji éesto daju tzv. "U-raspodjelu”, tj. najveée frekvencije
nalaze se na ekstremnim vrijednostima apscise.

U svim tim sluéajevima ne mozemo primijeniti neke metode koje smo do sada

_spominjali..

. Jednako tako ne mozemo veéi broj do sada poznatih statistickih ratuna primi-
jeniti ako rezultati nisu izrazeni mjernim jedinicama, nego kvalitetama ("zdrav”,
"bolestan”, "mlad”, ”star”, itd.).” One metode koje se sluze mjerljivim podacima,

“koji se distribuiraju normalno, nazivaju se parametrijskim metodama. Napro-

tiv, one metode kod kojih nije vazno je li populacija normalno distribuirana, a
katkada tak rezultati uopce nisu izrazeni u mjernim jedinicama, nego u frekven-

. cijama nekih kvaliteta, naziva se neparametrijskim metodama (katkad ih nazi-

vaju i ”statistika slobodna od distribucije”). Medu takvim metodama mi smo ve¢
spominjali izra¢unavanje centila, koeficijenta rang-korelacije, hi-kvadrat testa i dr.
Neparametrijske se metode upotrebljavaju prema tome prvenstveno kod podataka
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izrazenih nominalnim ¢ ordinalnim skalama, a parametrijske metode kod rezultata -

izrazenih intervalnim ¢ omjernim skalama (o skalama vidi poglavlje 19).

Razumljivo je da je neparametrijske metode dopusteno i moguce prirnijeniti
i pri obradi podataka loji su izrazeni intervalnim i omjernim skalama (npr. mi
moZemo izracunati rang-korelaciju izmedu tezine i visine), ali bi takav postupak

bio neracionalan, jer na taj nacin namjerno gubimo niz informacija (npr. kod rang- '

korelacije, gdje registriramo samo rang, a ne i razlike izmedu pojedinaca), i pre-
cizniji postupak zamjenjujemo aproksimativnim postupkom: ako rangovi u obje

varijable korespondiraju, onda ée rang-korelacija iznositi + 1, ali-da smo ra¢unali

koeficijent korelacije r, on bi bio manji od 1.

Zbog toga statistitari kazu da je ”"snaga” ("power”) neparamet,rijsi(i‘h testova

manja od "snage” parametrijskih testova. "Snagu” testa moZemo definirati kao .

vjerojatnost odbacivanja nul-hipoteze, ako je ta hipoteza zaista pogresna. Drugim
rije¢ima, snaga testa sastoji se u njegovoj sposobnosti da otkrije neku razliku, ako
ta razlika zaista postoji. Dakle, ako izmedu dvije populacije postoji razlika, to ¢emo
obi¢no preciznije i uspjesnije ustanoviti pomoéu parametrijskih nego neparametrlj-
skih testova.

To, doduse, ne mora uvijek biti té.ko, jer se moze dogoditi da iz nekih ”formal- >

nih” razloga parametrijski test "zakaze", tj. njime ne uspijemo dokazati nesto sto
je inace potpuno evidentno i logi¢no. Na primjer, ako imamo dva niza podataka

od istih ispitanika i svi su podaci drugoga mjerenja po brojcanoj vrijednosti veéi.
od korespondentnih podataka prvog mjerenja, primjena ”metode diferencije” (vidi’

poglavlje 9.8) vedinom ¢ée potvrditi da je razlika statisti¢ki znatajna. Ali ako su
jedan ili dva rezultata u drugoj seriji mjerenja vrlo aberantni (tj. vrlo-razliciti od
korespondentnih rezultata prve serije mjerenja), moze se dogoditi da "metodom
diferencije” — iako je sada prosje¢na razlika izmedu prve i druge seerije mjerenja

jos i veéa nego u prvom sluéaju — necemo uspjeti odbaciti nul-hipotezu (jer se’
povedao varijabilitet rezultata, pa je time i standardna pogreska razlike postala:’
veéa). Naprotiv, primjenom neparametrijskih testova razlika ée biti potvrdena us-
prkos pojedinagnim aberantnim rezultatima — 5to je zapravo i logi¢nije, jer su ti

rezultati aberantni u istorn smjeru u kojem odstupaju i drugi rezultati.

Da bi se izbjegli odredeni nesporazumi u vezi s pojavom da se kod mnogih
neparametrijskih testova Cesto susre¢emo s nama poznatim z-vrijednostima (dakle
s pojmom poznatim iz normalne raspodjele), treba reéi da je neparametrijska statis-

tika ”slobodna” od bilo kakve pretpostavke o distribuciji populacije, ali nije, nara-
vno, slobodna od pretpostavke o obliku ofekivane varijacije i distribucije uzoraka.

Kao §to znamo, ako uzorci nisu odveé¢ mali, od bilo kako distribuirané populacije
uzorci aritmetickih sredina distribuirat ¢e se uglavnom po normalnoj raspodjeli —
i otuda z- vrijednosti i u neparametrijskoj statistici.

Osim veé do sada spomenutih, izlozit ¢emo jo§ neke najpoznatije neparametrij-:
ske testove. Kako razli¢iti autori nelmna od njih daju razlicite nazxve, uz neke:

testove oznatit ¢emo ta razli¢ita imena.
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.21.2. DVA NEZAVISNA UZORKA

21.2.1. Test homogenog niza (Run test, Wald- Wolfowitzov test)
Uzmimo da jedan istrazivac zeli ispitati da li djeca koja su frustrirana pokazuju

‘agresivno ponasanje; on u tu svrhu izvede ovaj eksperiment. Skupinu od 20

djece slutajnim izborom podijeli u dvije skupine po 10, od kojih eksperimentalnu

- skupinu (E) podvrgne postupcima koji dovode do frustracije (oduzimanje igrataka,

ometanje u igri i dr.), dok je u kontrolnoj skupini (K) dopusteno da se igra u posve
normalnim prilikama. Tada su djeca stavljena zajedno u jednu prostoriju, a jedan

" uvjezbani opazal rangira ih prema stupnju agresivnosti koji ona u igri pokazuju

(npr. od najslabije prema najvecoj agresivnosti).
Uzmimo nekoliko primjera, tj. nekoliko razli¢itih moguéih situacija uz pomoé

kojih éemo protumadciti smisao testa homogenog niza.

1. Ako su sva djeca eksperimentalne grupe agresivnija od djece kontrolne
skupine, opaza¢ bi ih rangirao ovako (rang 1 = najmanje agresivno dijete; K =
kontrolna skupina, E = eksperimentalna skupina):

Rang 1 23'45,678910l11121314151617181920
Dijete K K K XK K KKKKKEEEZEZEZEETEE E.

2. Kad bi frustracija dovela do toga da neka djeca postanu pojatano agresivna,

a neka povugena i plaljiva, onda bi rang mogao izgledati ovako:

Rané12-_34567891011121314151617181920
Dijete EEEEEKKKEKTK K K KK KEE E E E.

3. Ako frustracija nije dovela ni do kakve promjene u agresivnosti, ne bismo
mogli otekivati pojavljivanje nikakvih pravilnosti, pa bi rang prema tome bio
slu¢ajan, na primjer ovakav:

Rang 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
DueteKEEKKKEEKEKEEEK K E XK K E.

" Ako svaku skupinu jednakih znakova nazovemo homogenim nizom, pa te nizove
zbrojimo u na$a tri primjera, dobivamo u prvom slu¢aju dva niza, u drugom slu¢aju
tri niza, a u-treéem sluéaju dvanaest nizova (i jedan znak ratuna se u niz!). Ako u
nekoj listi postoji N €lanova, m od jedne a n od druge vrste, ne moze biti manje od
2 niza, niti vise od N nizova. Da bismo dobili 2 niza, moraju svi €lanovi iste vrste

- biti zajedrio (na3 prvi primjer), a da bi dobili NV nizova, morali bi se &lanovi oba

niza pravilno izmjenjivati: K, E, K, E, K, E itd, {(to naravno samo onda ako su oba

. niza' jednako velika ili se razlikuju samo za 1). Ni za jednu od te dvije kombinacije

nije mnogo vjerojatno da bi se dogodila slucajno. Prema tome, ako ustanovimo da
je broj nizova wrlo mali ili vrlo.velik, pretpostavit ¢emo da je to uzrokovano ne¢im
drugim, a ne pukim slutajem. U praksi — kad Zelimo testirati pripadaju li oba
uzorka istoj populaciji — obi¢no nas zanima samo to je li broj nizova manji od
onoga koji bismo jos mogli ocekivati slucajno. Da bismo ustanovili koliko nizova
mozemo smatrati statisticki znacajno premalim brojem, sluZimo se tablicom M u
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Dodatku. U toj tablici m je broj ¢lanova jedne, a n je broj €lanova druge grupe; u

samoj tablici nalaze se grani¢ne vrijednosti broja nizova. Svaki broj nizova koji je

manji od broja koji ogitamo u tablici, ili jednak kao taj broj, mogao hi se slu¢ajno -

dogoditi samo u 5% ili manje slucajeva, ako zapravo ne bi postojala razlika medu
uzorcima. Dakle, svaki broj nizova jednak ili manji od broja u tablici znaéajan je
na razini od 5%. U nadem sluéaju mi tablicu M ¢itamo pod m = 10 i n = 10, i
dobivamo broj 6. Prema tome, u prvom primjeru (2 niza) i u drugom primjeru (3
niza) mozemo odbaciti nul-hipotezu i zakljuéiti da obje skupine ne pripadaju u istu
populaciju, pa da se zato po agresivnosti frustrirana djeca razlikuju od nefrustrirane
djece. Naprotiv, u tre¢em primjeru (12 nizova) ne mozemo odbaciti nul- hipotezu.

Test homogenog niza mozemo naravno upotrijebiti i kad su rezultati izrazeni u .
intervalnoj skali. Na primjer, ako smo u grupi A (m = 4) i grupi B (n = 5) dobili

ove rezultate:

Grupa A: 12 16 8 10
Grupa B: 11 6 6 3 ¢4,

mozemo ih po rangu poredati ovako:

3 4 6 6 8 10 11 12 16
B B B B A A B A A
U ovom slucaju imamo 4 niza, a iz tablice M uz m = 4 i n = 5 gitamo broj
2. Prema tome, prihvaéamo nul-hipotezu, tj. zakIJuCUJemo da se ta dva uzorka ne
razlikuju statisticki zna¢ajno.
Ako su m ili n veéi od 20, test homogenog niza ratuna se ovako: Naj Jprue treba
izracunati teoretsku, tj. pravu aritmeticku sredinu nizova prema formuh
2mn
m+n
i nakon toga ”standardnu devijaciju” niza prema formuli:

7
‘X niza =

+1 . (21.‘1‘)

2mn(2mn —m — n)

Soiza = (m+n)2(m+n-1)

Ako smo, na primjer, imali uzorak od ukupno 100 podataka, i to 40 podataka jedne
i 60 podataka druge vrste, te smo nasli 39 nizova, dobivamo ove vrijednosti:

2.40-60
= Z0t60 1Y

dYniza

.40 L4060 — 40 ~
S = \/2 40:60(2:40-60-40-60) _,

(40 + 60)2(40 + 60 — 1)

Tada izratunamo vrijednost z:

Dobiveni broj nizova — X niza R
z= - . . \21‘),
Sniza !

. (21.2) i
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39 —49
177 - -2,10.

‘Ako je iznos dobivenog z (bez obzira na predznak) veéi od 1,654, mozemo odba-

U nasem sluéaju to iznosi: z =

citi nul-hipdtezu i-smatrati da oba uzorka ne pripadaju istoj populaciji. (Razlika
je znacajna na razini od 5%.)

Ako se dogodi da su dva (ili vise rezultata iz suprotnih grupa jednaki i da prema
tome zauzimaju isti rang, nastaju kod ovog testa odredene teskoée: ako su to dva
rezultata, mozemo ih poredati AB i'BA, a ako tri rezultata zauzimaju isti rang,
mozemo ih poredati: ABA, AAB i BAA. Raspored tih rezultata zacijelo ¢e utjecati
na broj nizova. U takvim sluéajevima preporuéuje se izra¢unati z za svaku od tih
kombinacija: ako je z u svim slu¢ajevima znacajan, onda takvi zajednicki rangovi ne
predstavljaju problem. Ali ako neke kombinacije daju znacajni, a neke neznatajni z,

- preporuuje se odrediti vjerojatnost za svaki z, i izratunati prosjeénu vjerojatnost,

pa tek na temelju tako dobivene vrijednosti odluéiti hoemo li prihvatiti ili odbaciti
nul-hipotezu.

- Test homogenog niza — ako uzorak nije vrlo mali — omoguéuje odbacivanje nul-
hipoteze ako se ‘oba uzorka medusobno razlikuju u bilo kojem pogledu: u centralnoj

"tendenciji, u .van]abllnostl u simetri¢nosti i dr. Ako nas upravo zanima razlikuju

li se uzorci samo po svom medijany, bolje je upotrijebiti medijan. test.

Kao §to smo veé rekli, i suvige velik broj nizova moze biti "sumnjiv”’. Naime,
pokusajte uzeti 10 crvenih i 10 crnih karata, i dobro ih izmije3ajte, te ustanovite

“koliko ste nizova dobili. Ako pokus ponovite nekoliko desetaka puta, lako éete usta-

hoviti da ste najéesée dobivali.otprilike 9-13 nizova, a manje ili viSe od toga vet
rjede. Prakticki gotovo uopée nije se moglo otekivati da ¢ete dobiti 19 ili ¢ak 20

‘nizova, jer'(kod 20 nizova) to bi znatilo da bi dvadeset karata moralo ovako biti

poredano: crna, crvena, crna, crvena, Crna, Crvena, crna, crvena, itd., jo§ dvanaest
puta! A to je — vjerujem da Cete se sloziti — gotovo nemogude.

Svojedobno sam uéinio takav pokus i u 1000 mijeSanja 10 crnih i 10 crvenih
karata dobio sam prili¢no simetri¢nu distribuciju nizova, sliénu normalnoj distribu-
ciji, pri ¢emu je najmanji broj dobivenih nizova iznosio 4 (dobiven je jedanput u
1000), a najveéi broj nizova 17 (dobiven dvaput). Deset nizova dobiveno je 166
puta, 11 nizova 178 puta i 12 nizova 170 puta. Ti su rezultati prikazani na slici
21.1.

Gledajuéi distribuciju na slici, jasno je {ijedno kako su nastale tablice za

" otitavanje prevelikog ili premalog broja nizova, tj. onog broja ¢ija je vierojatnost
. sluéajnog pojavljivanja manja od 5% ili 1%. (Nasa tablica M u Dodatku je samo

za lijevu stranu distribucije, tj. za dokazivanje da oba uzorka ne pripadaju istoj
populaciji:)

‘Kao 5to smo kod hi-kvadrat testa rekli da odveé mali hi-kvadrat moze biti
sumujiv, jer je njegovo sluéajno pojavljivanje malo vjerojatno, tako i kod testa
niza prevelik broj nizova nije bas vrlo vjerojatan, pa ako netko — Zeleéi dokazati
da se uzorci ne razlikuju, tj. da pripadaju isto] populaciji — navede prevelik broj

* nizova, moZemo posumnjati u istinitost podataka.
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Slika 21.1. Rezultat pokusa, pri kojem je 1000 puta bilo pomijesano 10 crnih i
10 crvenih karata, te je promatran broj nizova nakon svakog mijesanja

21.2.2. Medijan test

To je vrlo jednostavan test koji se zapravo svodi na hi-kvadrat test, a kojim
ispitujemo pripadaju li dva uzorka populaciji s istim medijanom. U parametrijskoj-
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statistici njemu djelomi¢no odgovara t-test, kojim ispitujemo znaéajnost razlika

- izmedu dvije aritmeticke sredine.

Uzmimo da smo na dva uzorka (koji mogu po velicini biti jednaki ili razliciti)
dobili u nekom mjerenju ove rezultate, koje smo zbog preglednosti poredali prema
veli¢ini:

UzorakI 8 9 9 10 10 10 12 13 15 17 17 18 19 19 21 23 24 25 26 28

28 29 31 31,
Uzorak11 3 6 7 7 '8 8 8 1012 16 19 22 24 27 30 32.

Princip medijan testa sastoji se u tome da nademo centralnu vrijednost (tj.
medijan) iz svih rezultats zajedno i da ih unesemo u 2 - 2 tablicu. Buduéi da u
nasem primjeru imamo ukupno 41 rezultat, medijan je dvadeset prvi rezultat po
veli¢ini (o izraunavanju,medijana vidi poglavije 4.3.1), a to je 17. Ako sve rezultate
koji st iznad medijana, oznacimo oznakom ”plus”, a rezultate na medijanu ili ispod
njega-oznakom ”minus”, dobivamo:

Uzorak — - — = = = — — — — — i i i i A A i
Uzorak IT — = — = = — — = — — t++++++

Unesemo i frekvencije tih rezultata u tablicu, dobivamo:
+ -_—
Uzorak I | 13 | 11 | 24
Uzorak II | 7| 10 | 17
20 21 41.

Iz ove tablice sada izratunamo hi-kvadrat test, vodeéi ratuna o svim pravilima
koja vrijede za hi-kvadrat, pa stoga u ovom slutaju moramo (jer se radi o 2 -2
tablici) upotrijebiti Yatesovu korekturu. Izracunani hi-kvadrat iznosi 0,258, pa zato
pn’hva.c"dmo hipotezu da se medijani obaju uzoraka statisticki znatajno ne razlikuju.

Ako je ukupan broj rezultata paran, medijan je aritmeticka sredina izmedu dva
rezultata koji se nalaze u sredini niza svih rezultata poredanih po veli¢ini. U tom

medijanu.
21.2.3. Test sume rangova (Wilcozonov T-test, Mann- Whitneyev U- test)

Taj je test donekle slican testu homdgenih nizova, ali on koristi vise informacija
(tj. koristi rangove, a ne samo podjelu u dvije kategorije) i zato se moze sma-

. trati boljim i ”snaznijim”. Kao i medijan testom, testom sume rangova testiramo

pripadaju li dva uzorka u populaciju s istim medijanom.
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Uzmimo da imamo dvije skupine ispitanika'od kojih smo prvoj skupini (N; .= 9)

davali neki vitaminski preparat, a drugoj skupini (N2 = 8) nismo. U ostalim fak- -

torima obje su skupine naravno sli¢ne. Zanima nas pokazuje li ”vitaminska” grupa
bolje "opée zdravstveno stanje”. -
Ispitanici obiju skupina oznateni su slovima:

Eksperimentalna Kontrolna
skupina * skupina

~TmQEEoUQw e
WYOZEZ R«

Postupak se sastoji u tome da uzmemo sve ispitanike zajedno i da ih rangiramo
prema opéem zdravstvenom stanju, s tim da rang 1 damo najzdravijem 1sp1tamku
Uzmimo da smo dobili ovaj rezultat:

Rang Ispitanik Rangovi Rangovi
eksp. grupe kontr. grupe

1 B 1

2 H 2

3 P 3

4 C 4

5,5 M 5,5
5,5 F 5,5

7 R 7

8 K 8

9 G 9

10 D 10 !

11 A 11

12 J 12
13,5 (0] 13,5
13,5 N 13,5
15 D 15

16 L 16
17 I 17

T,=745 Ty=18,5

il

sy

o
e
4

Nakon toga izratunamo izraz:
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Za objg skupine posebno zbrojimo rangove. Zbog kontrole dobro je provijeriti
sumu rangova formulom:

T+ Ty = .ALO.’_]‘_)
. 153 = 133.

2T~ Ni(N + 1) - 2

\/Xrth(N+ 1)
3

gdje T; znadi bilo koju od suma rangova, a NN; znati broj ispitanika u skupini iz
koje smo uzeli T;. (Podsje¢amo ¢itaoca da znak || znaéi da se uzima u obzir apso-
lutna vrijednost izraza, pa, prema tome, brojnik te formule govori da izraz treba
smanjiti za 2; ako je lzraz'u zagradi pozitivan, oduzet ¢emo 2, a ako je negativan,
matematicki ¢emo pribrojiti 2.)
Jzratunamo li z za eksperimentalnu skupinu, dobivamo:
_l2e7as-91g-2

- [9-8-18
3

Doblt ¢emo-isti rezultat ako z izratunamo za kontrolnu grupu:
l2 78,5—8- 18| — =0.53

\/8918
3

Ako je broj ispitanika u svakoj skupini barem 8, tada izratunani z daje normalnu
distribuciju s aritmetickom sredinom 0 i standardnom devijacijom 1, tj. izratunana
vruednost nije nita drugo nego nama veé¢ dobro poznata z-vrijednost (pa, prema

(21.4)

2=

:tome, i t-vrijednost). Buduéi da.jedino rezultate koji su veéi od 1,96 mozemo sma-

trati statisticki znacajnim (na razini znatajnosti od 5%), zakljutujemo da je nas
z premalen, pa prema tome prihva¢amo nul-hipotezu: nismo dokazali da se ta dva
uzorka statisticki znaéajno razlikuju. (To je "dvosmjerni” test. Za ”jednosmjerni”

‘test grani€na vrijednost z bila bi — kako znamo — 1,64.)

Znatno je jednostavnije testirati znatajnost razlike medu uzorcima uz pomo¢
tablice N u Dodatku. Ako su uzQrci manji od 8, tablicu moramo upotrijebiti.
Medutim, upotreba tablice zahtijeva jedan dodatni ratun koji éemo ukratko ras-
tumaciti. Kad znaca jnost.otitavamo s tablice, treba uzeti u obzir samo manji uzo-
rak, tj. njegovu sumu rangova. No, medutim, njegova bi suma rangova bila drukg&ija
(veda ili manja) da smo rezultate rangirali obratnim redom. Zato tu drugu sumu
rangova treba prethodno izratunati, i to prema formuli:

T = Nmanje'g uzorka(Nl + N‘.? + 1) - Tmanjeg uzorka- (21-5)
U nasem primjeru dobivamo:
' T'=8(9+8+1)—78,5=144 - 78,5 = 65, 5.

Za tablicu se uzima manja od te dvije sume rangova T". Buduéi da nas prvi T"
iznosi 78,5, a drugi 7" iznosi 65,5, u daljnji postupak uzimamo broj 65,5. U tablici,
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na sjecistu broja 8 (V manjeg uzorka), s brojem 9 (N veceg uzorka), citamo 51, 5to
znati da manja suma rangova manjeg uzorka smije biti najvise 51. Kako je nasa

suma vec¢a (65,5 > 51), zakljutujemo da ne mozemo odbacm nul- hlpotezu — dakle -

zakljucak je isti kao i ratunanjem z-vrijednosti.

Kao 5to smo iz nadeg primjera vidjeli, jednakim rezultatima daje se zajednicki o
rang (o izratunavanju zajednickog ranga vidi sty. 200). Ako imamo mnogo za-

jedni¢kih rangova, u ratun testa sume rangova treba unijeti odredenu ]\orekturu,
tako da formula za z glasi:

:= IT: — 0473 )'"1 ‘ (216

S [25=2 -]

gdje Q¢ (T;) = otekivana suma rangova T} a N = N + N,
r= n(n;— 1)
Ogekivana suma rangova racuna se prema formuli:

M(N], + Ns + 1)

© 2

, gdje je n broj rezultata koji cine zajednicki ;'ang.-

OT) = (I21.7),

Mi u naSem primjeru imamo dva puta po dva rezultata ko_u su vezani zaJedmcklm .

rangom (rezultati MF i ON), pa na§ XT iznosi:

23,28,
12 12~

Izracunamo li nas primjer s tom korekturom, dobivamo:

0ar) = 2=

74,5 - 81| — 1

72 4913——17_1
17-16 12

=

Kako se vidi, zbog malog broja zajednikih ranogva, u ovom se slﬁ(;aju z riijé '

promijenio.
21.2.4. Siegel-Tukeyev test

Siegel- Tukeyev test pogodan je jedino za testiranje znatajnosti razlika u varija-
bilitetu (to svojstvo ima i test homogenog niza). Po upotrljeblgemm formulama on

je jednak upravo opisanom testu sume rangova,.ali se razlikuje po naéinu rangi-
ranja rezultata. Dok smo u testu sume rangova rangirali rezultate na standardan, .

uobicajen natin, ovdje je rangiranje malo neobiéno, sto ée se vidjeti iz primjera.
Uzmimo da imamo dva uzorka s ovim rezultatima:

i
g
§
f
i
i
i
Z.
i

i
i
H
i
§
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UzorakI: 25 5 14 19 0 17 15 8 8
UzoralkII: 12 16 6 13 13 3 10 10 11.

Rezultate ¢emo rangirati tako da ¢emo rang 1 dati najnizem rezultatu, rangove

. 21 3 najvisim rezultatima, rangove 4 i 5 iduéim najnizim rezultatima, 6 i 7 iduéim

najvisim, itd. Pritom ¢emo, kao i u testu sume rangova, biljeziti pripadnost uzorku.
U nasem slucéaju, dakle, imamo:

Rezultat: 0 3 &5 6 8 8 10 10 11 12 13 13 14
Uzorak: = I II I 1II I I II II II II I II I
Rang: 1 4 5 8 9 12 13 16 17 18 15 14 11
Rezultat:* 15 16 17 19 25
Uzorak: T II I

6

Rang: 10 7

Ako je totalni broj rangova neparan, ne uzima se srednji rezultat u daljnjem

‘raunu.

Ako se obje populacue ne razlikuju u varijabilitetu (nul- hipoteza), sume ran-
gova jednog i drugog uzorka bit ¢e sline. Naprotiv, ako se populacije u varija-

- ‘bilitetu razlikuju, uzorak iz populacije' s ve¢im varijabilitetom tendirat ée ekstre-

mima sékvence rangova, i stoga ¢e biti oznacen nizim rangovima. Naprotiv, uzorak
iz populacije s manjim varijabilitetom, tendirat ¢e prema sredini sekvence rangova,
i zato ¢e'biti oznacen vidim rangovima. Dakle, uzorak s veéom varijacijom imat ée
manju sumu rangova. To se lako moze dokazati na jednom ekstremnom primjeru:

Rezultatiuzorkal: 1 2 3 15 20 25
Rezultati uzorkaII. 4 5 6 7 10 12.
6

Rezultati: 1 2 3 4 5§ 7 10 12 15 20 25
-Uzorak: I I I oo m I I I 1 I I
Rang: - 1 4 5 8 9 12 11 10 7 6 3 2
Suma rangova uzorka I = 21 .
Suma rangova uzorka II = 57 .

Kako se vidi, uzorak I, s ve¢om varijacijom, ima znagajno nizu sumu rangova.
U naSem primjeru suma rangova uzorka I (T1 ) iznosi 59, a suma rangova uzorka

" II (T3) iznosi 112.

Kontrola raéuna:

T N+1
T1+T2=ﬂ§+__)
171 = 171.

Dalje ratunamo jednako kao u testu sume rangova, tj. primijenimo formulu

(21.4):
_RT- N+ D=2

Ntz
3
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Ako u formulu umjesto T; uvrstimo vr'ijednosti prvog uzorka, dobivamo:

[2-59-9-19| -
9-9-19/3

(Da smo u formulu uzeli T, , dobili bismo isti rezultat.)

Dakle, uzorci se statisti¢ki znaéajno razlikuju po varijabilitetu (P < 0, 0.))
Ako u rezultatima ima zajedniékih rangova, valja upamtiti ovo:

=2,95.

2
il

a) Ako se zajednicki (" vezani”) rangovi nalaze samo unutar istog uzorka, to nece

utjecati na sumu rangova T, pa je zato svi eJedno le‘]enl od istih rezultata damo.

v lSl l\OJeIn nizi rang.

b) Ako postoje "vezani” rangovi izmedu oba uzorka, potrebno je u postupku
izratunavanja rangova, kao i u formuli za izracunavanje z, provesti neke
promjene, koje ¢emo ukratko opisati posluzxv51 se primjerom iz jednog eksper-
imenta.

U jednom laboratorijskom pokusu ispitanici, ispitani u dvije razlicite eksperi-.

mentalne situacije, dali su ove rezultate (rezultati su poredani prema veli¢ini):

b Rezultat: 1,5 32 34 3,6 44 44 52 52 54 54 56 56 58

Ugorak: 2 1 1 2 1 "2 1 2 1 2 1 1 2

Rang: 1 4 5 8 9 12 13 16 17 20 21. 24 25
Y—_— M e e —
10,5 10,5 14,5 145 18,5 18,5 22,5 22,5

Uzorak: 1 1 2 2 2 2 1 1 2 1 1 2 1
Rang: 28 29 32 33 36 36 35 34 31 30 27 26 23
29,7 29,7 29,7 32,5 32,5 27,7 27,7 27,7

Rezultat: 9,0 9,2 96 98 98 10,2 10,2 10,2 11,0 11,2 14,6

Ugorak: 2 2 2 1 2 1 2 92 1 92 9
Rang: 22 19 18 15 14 11 10 7 6 .3 2
—_— S —
145 145 93 93 0.3

A Pri rangiranju u poetku éemo postupiti prema standardnom postupku — kako
je to ucinjeno i u ovom primjeru — tj. redom éemo napisati rezultate i rangirati
ih na opisan nafin, ne vodedi, zasad, racuna kod vezanih rangova koji smo uzorak
stavili prije a koji kasnije. U primjeru su vezani rezultati podertani. '

Buduéi da ukupno imamo neparan broj rezultata (37), srednji rezultat neéemo
dalje uzimati u obzir (srednji rezultat je 7,0). '

Sada ¢emo vezanim rezultatima dati i vezane rangove. Ti su rangovi ispisani
ispod vezanih rezultata.

Rezultat: 62 62 62 64 66 70 7,2 7,6 7.6 80 80 80 88

21.3. DVA ZAVISNA UZORKA ' 333

Suma rangova T} = 332,6
- T, = 333,5
"-Sada treba izratunati izraze Sy i S, pri demu:
S1 = suma onih kvadriranih rangova koji su tvorili vezane rangove,
S» = suma kvadriranih vezanih rangova.
" U naSem prixr.xjeru, dakle, dobivamo:
© 81 =97 +12% 4 132 + 16 + 177 + 202 + 212 + 242 4 282 + 29 + 322 + 342+
+312 +30% +27% + 267 + 157 + 14 + 117 + 10 + 7> = 10 118;

Sy =10, 52+10 5% +14,5% + 14,5% + 18,57 + 18,57 + 22,57 + 22,57 + 29, 7*+
+29,7% + 29,72 + 32,52 + 32,52 + 27,7 4+ 27, 7> + 27, 7%+
+14,5% + 14,52 + 9,32 +9,3% + 9,37 = 10078, 6.

Formuyla za izratunavanje z takoder se mijenja, tj. mijenja se njezin nazivnik i

ona sada glasi: .
L= 2T - Mi(N +1)| - 2 _ (21.)

Ny No(N +1) 4N1N2(5'1 - S,)
' 3 N(N -1)

Uvrstimo li nase vrijednosti u tu formulu, dobivamo:

B |2-332,6 - 17- 37| — 2
_\/17~19~37 4-17-19-39,4

=0,54.

3 3635

Kako se vidi, razliku u varijabilitetu ne'mozemo smatrati statisti¢ki znacajnom.

~ 21.3. 'DVA ZAVISNA UZORKA

Kao'i kod parametrijskih testova, i kod neparametrijskih testova metode su

"nesto drukéije ako radimo sa zavisnim uzorcima, dakle ili dva puta s istom skupinom
_ ispitanika ili s dvije skupine ispitanika, u kojima svaki ispitanik jedne skupine ima

svoj par u drugoj skupini.
21.3.1, Test predznaka (Sign test)

Uzmimo da je izveden eksperiment s 15 pari jednojajcanih blizanaca. Eksperi-
ment se sastojao u tome da je jedan ¢lan svakog para blizanaca bio hranjen prvih 8
mjeseci od majke, dok je drugi ¢lan para ve¢ od drugog tjedna hranjen na boéicu.
Kad je svaki par blizanaca imao 5 godina, izvrSen je zdravstveni pregled razvoja.

‘Nul-hipoteza koju treba testirati je ova: nema razlike u tjelesnom razvoju izmedu

’blizanacg othranjenih od majki i onih othranjenih na bo€icu (osim, dakako, razlika
koje mozemo pripisati sluzaju).
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Postupak testa predznaka sastoji se u tome da ¢emo svakom paru, kod kojeg
je bolje razvijen od majke othranjeni blizanac dati predznak (oznaku) "plus”’, a

svakom paru gdje je bolje razvijen na boéicu othranjeni blizanac predznak "minus”. -

Parove u kojima nismo nasli nikakvu razliku oznacit éemo s "nulom” i néderno
ih kasnije uzeti u racun. Time ée se N, tj. broj parova, smanjiti. Dakle, u testu
predznaka N = broj parova koji se 1azhl\u]u (Ako imamo mnogo parova bez 1azllke,
test predznaka se ne moze upotrijebiti!)

Uzmimo da smo kod nasih 15 pari blizanaca dobili ovaj rezultat;.

Parovi A B C D E F G H I J K L M N 0
Predznak + + + + + - — + + + - + 4+ - +

Kako se vidi, u 11 od 15 pari bio je bolje fazvijen blizanac.koji je othranjen
od majke, a u 4 para bio je bolje razvijen blizanac othranjen na boéicu. Dakle, u

ratunu imamo 4 minusa i 11 plusova. Daljnji postupak radimo s mengjim od ta dva -

broja, dakle s brojem 4. U tablici O u Dodatku uz N = 15 (15 parova) nalazimo

brojeve 2, 3, 31 4. Ti brojevi znage granicne vrijednosti, tj. najveéi dopusten broj’
razlika koji jo§ mozemo dopustiti uz razinu znagajnosti od 1%, 5%, 10% i 25%. Na§ .

broj razlika je 4, §to pokazuje da bi se takva razlika mogla i sluajno dogoditi u

25% slutajeva. Tablica je medutim "dvosmjerna”, tj. ratuna razlike u bilo kojem -
smjeru, a mi smo u ovom slugaju ve¢ od potetka zainteresirani hoée li blizanci koje je " -
othranila majka biti kasnije bolje razvijeni, pa prema tome mozemo razliku testirati -

”jednosmjernim” testom. U tom slu€aju treba vjerojatnost u tablici "raspoloviti”,:

tj. podijeliti s 2. Dakle, u naSem primjeru dobivamo da bi se ta razlika (u tom ,:
smjeru) mogla slucajno dogoditi u 12,5% slucajeva ~ sto je naravno jo§ uvijek
nedovoljno, jer ne zelimo i¢i na razine znatajnosti, kOJe su veée od P = 0,05, dakle -

u tablici gitati pod 10%).
Evo jo§ jednog primjera za test predznaka:

Na treningu kosarke imali smo 10 ispitanika, kojima smo izmjeriii' koliko su

puta od 50 bacanja lopte pogodili "ko§”. Nakon toga sve smo ispitanike podvrgnuli

napornoj igri koja ih je umorila i ponovno im izmjerili broj pogodaka u 50 bacanja. :

Zanima nas je li umor smanjio (jednosmjerni' test!) preciznost pogodaka.

Pretpostavimo da smo dobili ove rezultate:

Ispitanici A B CDEVF G H I°1J
Broj pogodaka kod ' .
prvog mjerenja 15 19 31 36. 10 11 19 15 10 .16

Broj pogodaka kod - .
drugog mjerenja 17 20 16 8 10 -6 7 8- . 1_2] 8
Predznak + + - - 0 - - - 4 -

Oznatimo li povecanje broja pogodaka s +, smanjenje broja pogodaka s ,—,: '

a nepromijenjeni rezultat s 0, dobivamo 3 plusa, 6 minusa i jednu nulu. Nula se:
izbacuje iz ratuna te tako broj parova postaje NV = 9. Od brojeva 3 i 6 broj 3 je
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manji, i zato u tablici O kod N = 9 ¢itamo 0, 1, 1, 2. Iz toga zakljuéujemo da bi na
razini znacajnosti od 5% (¢itamo pod 10%, jer nas zanima smjer razlike!) nag manji
broj morao iznositi najvise 1. Buduéi da mi imamo 3, zaklju¢ujemo da razlika nije
statisticki znacajna.

U ovom i u prijasnjem primjeru mogli smo uotiti jedan bitan nedostatak testa
predznaka: on ne uzima u obzir veli¢inu razlike, nego samo njezin smjer. Iionkretno,
u prvom nasem primjeru moglo se dogoditi kod 11 parova blizanaca da je od majke
othranjeni blizanac bio znatno bolje razvijen od svog para, a kod 4 preostala para da
je na boticu othranjeni blizanac bio samo neznatno bolje razvijen. Za test predznaka
to je, na zalost, "svejedno”. Zato za taj test neki statisticari (Senders) kazu da je
to vrlp prikladan postupak Stednje vremena kada su razlike velike, i vrlo koristan
instrument da bi se aproksimativno ustanovilo "odakle vjetar puse”, tj. postoji li
uopée neki fenomen ili ne. Ali kad nam je potrebna veéa preciznost, gdje zelimo

"iskoristiti 1 ostale podatke koje imamo, a to su veli¢ine pojedinih razlika, mnogo je
-prikladniji Wilcoxonov test.

21.3.2. Wilcozonov test ekvivalentnih parova

Taj test zahtijeva mjerene vrijednosti (dakle intervalnu ili omjernu skalu). Pos-
tupak.se sastoji u tome da izratunamo razlike (d) izmedu oba ¢lana u svakom paru,
Ako razlike nema, ona je 0, i taj se par ispusta iz daljnje obrade. Razlike mogu biti
pozitivne i negativne. Te se razlike rangiraju i to bez obzira na predznak. Najmanja
razlika dobiva rang 1, iduéa rang 2 itd. Ako su dvije ili vige razlika jednake veligine,
dobivaju -zajednicki rang. Nakon toga svakom se rangu daje onaj isti predznak
koji je imala i razlika: ako je razlika pozitivna, i rang je pozitivan, a ako je razlika
negativna, i rang je negativan.

Pod pretpostavkom nul-hipoteze (tj. da nema razlike medu uzorcima) postojat
e tendencija da suma pozitivnih i suma negativnih rangova budu jednake ili sli¢ne.
Ako postoji znagajnarazlika u sumi, to veé¢ govori u prilog odbacivanja nul-hipoteze.
Iz tablice mozemo ocitati kohko najvie smije iznositi manja suma rangova (T) uz
odredeni broj parova (V).

Przm]er 1:

Uzmimo da imamo u nekom ispitivanju ovih 10 parova rezultata:

Parovi A BC DETF G H 1 1J
Rezultat jednog

tlana para 15 19 31 .3 10 11 19 15 10 16
" Rezultat drugog '

tlana para 19 30 26 8 10 6 17 13 22 8
Raz.like' (d) -4 -1 5 28 0 5 2 2 -12 8
"Rang razlika -3 -7 45 9 45 15 15 -8 6.

IzraZunali smo razlike d, i te razlike rangirali od najmanje do najveée (bez obzira
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na predznak), a rangovima smo dali isti predznak koji je imala i razlika. .

Suma negativnih rangova iznosi 18 (zapravo —18, ali buduéi da je vazna samo
velicina broja, sada mozemo predznak izostaviti). Suma pozitivnih rangova iznosi
27. Manja suma rangova = T = 18. N = 9 (jer smo jedan par odbacili). Tablica P
u Dodatku pokazuje da bi na razini znagajnosti od 5% (u ”dvosmjernom” testu)

manja suma rangova smjela iznositi najvise 6. Buduéi da je na§ T = 18‘, za- .

kljuéujemo da razliku ne mozemo smatrati statisticki znaéajnom.

Ako nas unaprijed zanima smjer razlike, ravnat ¢emo se u tablici prema razini
znacajnosti oznacenoj za "jednosmjerni” test. Ekstrapolirajuéi nas T' = 18 na razi-
nu P/2 = 0,05 (5to u tablici nije navedeno), mozemo sa sigurnodéu zakljuéiti da bi
i u tom slucaju nas T bio prevelik.

Primjer 2:

Pokusajmo na$ primjer s bacanjem lopte (drugi pumjer iz Testa predznaka, str.
334) obraditi Wilcoxonovim testom: .

A B C DE F- G H I 13

15 19 31 36 10 11 19 15 10 16

17 20 16 8 10 6 7 8 12 8
Razlike (d) 2 1 -~-15 -28 0 -5 ~12 -7 2 -8,
Rang razlike 2,5 1 -8 -9 -4 -7 -5 25 -6-.
Suma negativnih rangova = 39. '

Suma pozitivnih rangova 6.
T =6.
N =9

Iz tablice P moZemo ustanoviti da je razhka izmedu oba uzorka u ”dvosmjer-
nom” testu znaéajne na razini od 5%, odnosno da je u "jednosmjernom” testu
(koji smijemo upotrijebiti jer nas je zanimalo samo je li umor smanjio preciznost
u gadanju) razlika znacajna na razini od 2,5%.

Kao §to se iz ovog primjera otito vidi, "snaga” Wilcoxonova testa znatrio je
veda od "snage” Testa predznaka, jer smo Wilcoxonovim testom dokazali postojanje

jedne razlike koju nismo mogli dokazati Testom predznaka.

N apomen a. Taj smo primjer mogli jo§ preciznije obraditi parametrljsklm :
testom, koji smo nazvali "metoda diferencije” (vidi str. 151). Da smo to u€inili, .

dobili bismo: _
s=9,49
Fr = 300
-7
t= ? = —2, 33. ¢
Za 9 stupnjeva slobode ta je razlika znaajna na razini koja je nesto manja od
5%. Kako se vidi, usprkos tome §to za neparametrijske testove vrijedi pravilo da
su manje “snazni” od parametrijskih, neki h daju rezultate koji su. vrlo bliski
rezultatima 8to bismo ih dobili parametrijskim testom.
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Ako je uzorak velik (vedi od 23), T ima priblizno normalnu raspodjelu, te se

moze izratunati'z, koji glasi:

. N(V+1)
PR p— = S (21.9)
'V/élﬁij:lﬂgjl;tll
24

Bududi da se radi’ o normalnoj raspodjeli, kod ”dvosmjernoga” testa dovoljna je
vrijednost z od 1,96 da bismo na razini znatajnosti od 5% mogli smatrati da je

_razlika znatajna, odnosno z od 1 G-L da bismo kod ”jednosmjernog” testa razliku

mobll snmuatl znacajnoni.
21.4. VISE NEZAVISNIH UZORAKA

" 21.4.1. Prosireni medijan test

“Ako imlamo vise nezavisnih skupina pa Zelimo testirati pripadaju li one ili ne
pripadaju ‘populaciji s istim medijanom, moZemo se posluziti Proirenim medijan

" testom na sli¢an nacin kao §to smo to uéinili kod dva uzorka.

Postupak se sastoji u tome da nademo medijan svih rezultata i da rezultate,
koji su iznad medijana, oznatimo s ”plus”, a one ispod medijana s minus”. Ako je
broj rezultata neparan, medijan postaje jedan ili vise postojeéih rezultata; u tom
slucaju i rezultati koji predstz vljaju medijan dobivaju oznaku "minus”. Rezultati

* se nakon toga uvrste u 2-k tablicu (k = broj uzoraka) i izratuna se hi-kvadrat test.

Primjer. Na 4 nezavisna uzorka dobili smo ove rezultate (zbog preglednosti oni

. su poredani prema veligini):

I 8 12 13 14 20 21 25 33 43 45 47
I 10 15 19 25 30 38 40 45 47 48 51 54 55
Ir 16 16 17 21 29 33 44 45 46 53 62 67
IV, 22 41 49 54 59 60 65 69 71 75
Kako imamo 46 1'e211ltéta, medijan je sredina izmedu 23. i 24. rezultata (tj.
izmedu vrijednosti 41 i 43), i iznosi 42.
Oznacimo li u svakom uzorku rezultate ved prema tome padaju li ispod ili iznad

.medijana, dobivamo:

I - - - - —. = - - + + +

I - - = - = = - + + + + + +
om. - - - - = = + + + + + +
IV = - 4+ 4+ + 4+ + + + +

Te rezultate unesemo u tablicu:
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I pis I v e .. g I. uzorak I uzorak II1. uzorak IV. uzorak
Iznad 3 6 6 3 1 o3 PR Rezultat Rang | Rezultat Rang | Rezultat Rang | Rezultat Rang
medijana ) . 8 ) ) 10 ) 16 s 22 "
Ispod . 9 '
medijana s | 7 6 2 | 23 - . 12, - 3 15 6 16 7,5 a 23
: : 13 4 19 10 17 9 49 33
1 13 12 10 46 S 14 . 3 25 155 21 125 4 365
' ) 20 11 30 18 : 29 17 59 39
' 21 12,5 . 38 21 33 19,5 60 40
Oéekivane‘frekvencije za svaku Aé_clliju iznose u ovom sluc¢aju polovicu broja R " 95 15,5 40 22 44 25 65 49
slucajeva u toj grupi. (Ali ako je medijan jedan od rezultata, onda obje desne sume R © 33 105 45 27 45 27 69 44
u tablici nisu jednaki bvroj’evi, pa oéekiva.l'le frekvex'lci‘j‘e t‘reba. izraéunati prema stan- . L 43 24 47 30,5 46 29 71 45
dar(.l.no.m postuplu. Ocekivana frekvencu'a svake cel.l.]e. je suimna red.a - suma stupca, e 45 27 48 392 53 35 75 46
podijeljeno ukupnom sumom). Tako dobivamo ovaj hi-kvadrat ragun: : 47 30,5 51 34 62 41
: o 54 36,5 67 43
(fo = £° B %
f fo— fi o — fu)? e
° J o= h el o T, 1530 202,5 273,0 362,5
3 5,5 -2,5 . 6,25 1,136 . "Ny 11 . 13 12 10
8 5,5 2,5 6,25 1,136 ’ .
6 6.5 -0 ; 0 ,)g 0.038 2, Izra¢unamo sume rangova u svakom uzorku (73}). Broj rezultata u svakom
7 6’5 0’5 0’5 5 ' 0’038 uzorku oznagit ¢emo s N;. Dobivene brojeve korisno je kontrolirati: suma T} mora
6 6 0 0 -0’ iznositi: -
6 6 0 0 0 ' N(N +1
8 5 3 .9 1,800 ST = —l—5i—l-
2 5 -3 9 1,800 U naSem primjeru dobivamo:
2
xT=05,948 . “
1081 = 46247 =1081

Broj stupnjeva slobode je (2 - 1) (4 - 1) = 3. Graniéna vrijednost x> iznosi 7,815. 3, Iiraéunamo izraz H prema formuli:

Bududi da je naé dobiveni x? manji, prihvaéamo nul-hipotezu i zakljuéujémo da ne . 12 T2
mozemo smatrati da ti uzorci pripadaju populacijama s razliéitim medijanom. H= NN+D Z TVL -3(N +1), (21.10)
H 1

Napomena. Za Prodireni medijan test vrijede pri izra¢unavanju hi- - i
kvadrata ista pravila koja sino spomenuli na str. 268 u vezi s dopustenim bro-
jem ¢elija, u kojima je o¢ekivana frekvencija manja od 5. (Toga se pravila doduse

ne pridrzavaju svi autori.)

gdje je:
T; = suma rangova u jednom uzorku,
N = ukupan broj opazanja,
N; = broj opazanja u jednom uzorku.
Ako kvadriramo svaki T; i rezultat podijelimo korespondentnim N;, dobivamo:

21.4.2. Kruskal-Wallisov test ”
. - ‘ 153 91981

Taj test zapravo predstavlja test analize varijance, samo se umjesto brojéanih 1T T
mjernih podataka sluzi rangovima. On donekle predstavlja prosireni test sume ran- = 299, 52
gova. ‘ —— =(581,2,
° S . - 13

Postupak se kod tog testa moZe sazeti u ovih nekoliko operacija: 273°

1. Svi se rezultati rangiraju, i to tako da najnizi rezultat dobije rang 1. 2= 6 210,38,

Uzmemo li u ratun nas prijasnji primjer iz Prosirenog medijan testa, imamo. .

ovu situaciju: = 13140, 6.

362,52
10
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Zbrojimo li sve te vrijednosti, dobivamo:

2]

P A = 28000,7

Uvrstimo li vrijednosti u formulu (21.10), dobivamo:

12 '
H=-———-28060,7-3-47 = 14,75.
o5 28000,7-3 47=14,75
4. Ako su uzorci dovoljno veliki (kod ovog se ratuna smatra da su uzorci dovoljno
veliki ako svaki uzorak sadrzi vise od 5 rezultata), H ima jednaku distribuciju kao
i hi-kvadrat, pa zato mozemo znaéajnost otitati iz x> tablice uz k — 1 stupnjeva
slobode (k = broj grupa).

Buduéi da nag broj stupnjeva slobode iznosi 3, a graniéna vrijednost x> = . 7,815,

morali bismo zakljuciti da se uzorci statisticki zna¢ajno rezlikuju, t.] da ne pripadaju
istoj populaciji.

Kao §to se vidi, dok medijan testom nismo dokazali da uzorci pripadaju ra-
zliéitim populacijama, Kruskal-Wallisovim testom smo' to dokazali. Buduéi da
Kruskal-Wallisov test koristi vise informacija od medijan testa (rangove umjesto

jednostavnu podjelu rezultata u dvije skupine), on je ”snazniji” od medijan testa.

Ako imamo vedi broj zajednickih rangova, a H je ne3to ispod’ granice
znagajnosti, treba upotrijebiti drugu, korigiranu, formulu za izraéunavanje H, u

kojoj formulu (21. -_——
kojoj formulu (21.10) dijelimo s 1 N(N‘-’ -y
7
N+1)ZN A+1)
T ’
N(NZ=-1)

H=

1~

gdje je T'= n(n? — 1), a n = broj rezultata koji ¢ine zajednicki rang.

Taj racun treba posebno uliniti za sve zajednicke rangove: na primjer, ako
imamo dva puta po 2 "vezana” ranga, dva puta po 3 vezana ranga i po jedanput
4, 5, 71 10 vezanih rangova, onda ¢e vrijednost T iznositi: .

2 (22-1)= 6
2 (22-1).= 6
3 (B-1)= 24
3 (3-1)= 24
4 #-1)= 60
5 (32-1)= 120
7 (P-1)= 336 .
10 (10°—1) = 990

XT = 1566 .

(21.11) -
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Taj ¢e postupak nesto povecati vrijednost H.
U nadem slucaju tu korekturu ne treba upotrijebiti, jer je 1. vrijednost H veé
ionako veéa od granicne vrijednosti, i 2. zbog relativno malog broja zajednickih

_rangova konagan rezultat bio bi samo neznatno promijenjen (mozda tek u drugoj

decimali). - :

Kada bro; mjerenja u pojedinim uzorc1ma nije dovoljno velik (dal\le kad se
grupe sastoje od 3 ili manje rezultata, H se ne moze interpretirati kao x-, iutu
svrhu postoje posebne tablice iz kojih se moze otitavati vjerojatnost. Te se tablice
mogu naéi u nekim priru¢nicima neparametrijskih metoda.

21.5. VISE ZAVISNIH UZORAKA

21 a 1. Fnedmanov test

Ako na istoj grupi ispitanika vrsimo mjerenje u razli¢itim uvjetima, onda su
rezultati dobiveni u svakom od tih uvjeta u korelaciji s ostalim rezultatima, pa se
zbog toga vise ne mozemo sluziti Kruskal-Wallisovim testom.

- U tom sluéaju Friedmanov test "dvostruke analize varijance rangova” pred-
stavlja vrlo korisnu i upotrebljivu metodu kojoj u parametrijskoj statistici odgo-
vara ”dvostruka analiza varijance”, a koja se upotrebljava, izmedu ostaloga, i pri
testiranju. razlika izmedu aritmetickih sredina vise zavisnih uzoraka.

Postupak Friedmanova testa sastoji se u tome da se rezultati najprije razvrstaju
u tablicu s N redova i k kolona. Redovi odgovaraju pojedinim ispitanicima (ili
grupama ispitanika), a kolone predstavljaju eksperimentalne uvjete. Rezultati u
svakom redu (dakle za svakog ispitanika posebno) pretvore se u rangove. U slucaju
jednakih rezultata, dobivamo naravno zajednitke rangove, ali to — prema Fried-

. manu — ne utjeée na vrijednost testa.

Rangovi'se u svakoj koloni (eksperimentalnoj situaciji) zbroje (T'). Kada ne
bi bilo razlika u rezultatima medu uzorcima iz razligitih eksperimentalnih uvjeta
(tj. kad bi svi uzorci bili iz iste populacije), sume rangova tendirale bi slicnim
vrijednostima. Ako se te sume znacajno razlikuju, mozemo odbaciti nul-hipotezu.

" Da bismo izmjerili relativnu veliginu tih-razlika, zbrojit éemo kvadrirane sume
‘rangova (suma rangova = T; ), i nakon toga ¢emo izratunati:

12

X2 = m+—l)2(T )2—3N(k+1). (21.12)

.Ako su bro j ispitanika () i broj eksperimentalnih uvjeta dovoljno veliki, izraz x>

ima priblizno jednaku distribuciju kao i hi-kvadrat sa k — 1 stupnjeva slobode, pa

- stoga znatajnost oc¢itavamo iz tablice graniénih vrijednosti hi-kvadrata.

Primgjer. Jedan je istraziva¢ ispitivao kako na radni uéinak utjece vise odmora
i je li u toku rada racionalnije uzeti jedan dulji odmor ili vide kraéih odmora.
Mjerio je ukupan radni uginak kod rada od 4 minute bez odmora (eksperimentalna
situacija "a"), kod rada od ukupno 3 minute s jednim odmorom od 60 sek u sredini
rada (eksperimentalna situacija "b") kod rada od ukupno 3 minute s 2 odmora
od po 30 sek u toku rada (eksperimentalna situacija "c”) i kod rada od ukupno 3




342 21. [ZBOR IZ NEPARAMETRIJSKIH TESTOVA

minute s 3 odmora od po 20 sek (eksperimentalna situacija "d”). Na ukupno 11-
ispitanika dobio je ove rezultate, koje je za svakog ispitanike posebno pretvorio u -

rangove (rang je uz svaki rezultat oznaéen u zagradi):

EKSPERIMENTALNE SITUACIJE

Ispitanici a b ¢ d
1 991 (4) 1157(3) 1232(1) 1217 (2)
2 1139 (2) 1055(4) 1057 (3) 1173 (1)
3 762 (4)  775(3)  931(1) 890 (2)
4 1074 (4) 1121 (3) 1220 (2) 1260 (1).
5 544 (4) 396 (3) 655 (2) 671 (1)
6 765 (2) 728 (3) 840 (1) - 637 (4)
7 904 (1) 839(2) 746 (4) 774 (3)
8 862 (4) 916(2) 881(3) 1157(1)
9 725 (4))  886(3)  925(2) - 992 (1).
10 1079 (2) 894 (4) . 1130 (1) 1009 (3)
11 833(3) 844 (3) 890(2) 963 (1)

T 35 33 22 20

Zbog kontrole treba izratunati sumu rangova:

ETisz(k-!-l)
2
110—442—5=110

Izracunamo li zbroj kvadriranih suma rangova, dobivamo:
ST = 357 + 33% + 227 + 20> = 3 198.
Uvrstimo li dobivene vrijednosti u formulu (20.'11) dobivamo:

,_ 12
=g 8198-33-5=0,44.

Uz (k — 1) = 3 stupnja slobode, graniéna vrijednost x? iznosi 7,815. Buduéi' da

je 9,44 > 7,815, zakljucujemo da uzorci ne pripadaju istoj populaciji, i da se zato :

statisticki znagajno razlikuju.
Ako su N i k mali, postoje posebne tablice za otitavanje znacajnosti izraza x,.,

na razini znacajnosti od 5% i 1%. Tablica R u Dodatku daje vjerojatnostipovezane -

uz razlicite x2, za sluéajeve kada je k = 3 i kada je k = 4.
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Kad bismo, na primjer, mjereéi 6 ispitanika u 3 eksperimentalne situacije dobili
X2 = 4,30, zakljucili bismo da ne mozemo odbaciti nul-hipotezu (tj. da ne mozemo
dokazati da se uzorci zna¢ajno razlikuju), jer iz tablice se vidi da bi na razini
znacajnosti od P = 0,05 grani¢na vrijednost x? morala iznositi barem 6,4.

Zaninljivo je da Friedmanov test — iako koristi jedino rangove, a ne stvarne
izmjerene vrijednosti — itha gotovo jednaku "snagu” kao i analiza varijance zavisnih
uzoraka. Izraéunamo li primjer s prethodne stranice uz pomo¢ ”analize varijance

zavisnih rezultata” dobit éemo F' = 3,69, §to je znaéajno na razini P < 0, 05.

Za ilustraciju gotovo jednake “snage” Friedmanova testa i parametrijskog F
testa riavodimo rezultate 56 nezavisnih analiza, u kojima je Friedman usporedio

~ znatajnost dobivenu F testom i Friedmanovim testom (vidi tablicu 21.1).

TABLICA 21.1.

Vjerojatnost F'
Vjero jatnost Veéa od | Izmedu | Manja od | Ukupno
Xc 0,05 | 0,05i0,01 0,01
Veéa od 0,05 28 2 0 30
Izmedu 0,051 0,01 | 4 1 4 9
Manja od 0,01 0 1 16 17
* Ukupno 32 4 20 56

Kako se iz tablice vidi, slaganje je vrlo veliko.
21.5.2. Cochranov Q test

Ako na istoj skupini ispitanika (ili-na raeli¢itim skupinama, ali one moraju
biti "metovane”, tj svaki ispitanik u svakoj skupini mora imati svog ”dvojnika” u
drugim skupinama koji mu je u svim relevantnim faktorima veoma slizan) vréimo
mjerenje u razli¢itim uvjetima (kao to je npr. bio sluéaj u Friedmanovu testu u

.' poglavlju 21.5.1.) , ali su rezultati ispitanika dihotomni, tj. svrstani u samo dvije

kategorije (pao-prosao, zdrav-bolestan, i sl.), onda je za testiranje postoje li razlike
izmedu pojedinih situacija pogodan Cochranov @ test. Tim testom zapravo se
testira razlika izmedu proporcija neke karakteristike u razli¢itim uvjetima.

Pretpostavimo da je 20 studenata polagalo tri ispita, i da smo na svakom ispitu
registrirali je li student pro3ao ili pao, pa nas zanima postoji li razlika u propor-
ciji uspjesnosti polaganja tih ispita. Na donjoj tablici pokazani su rezultati (+ =
prosao. — = pao):
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Studenti Ispiti Xgr X3
a b’ ¢
1 + + + 3 9
2 + - + 2 4
3 + - 1 1
4 - - - 0 0
3 + + - 2 4
6 + + - 2 4
7 + - - 1 1
8 + - = 1 1
9 - - + 1 1
10 - + + 2 4
11 + + - 2 4
12 + - + 2 4
13 + + - 2 4
14 + - - 1 1
15 + + .+ 3 9
16 + - = 1 1
17 + - - 1 1
18 + - + 2 4
19 + + - 2 4
20 + + @ - 2 4
Suma 17 9 7 33 65

Postupak za izratunavanje moze se podijeliti u tri "koraka”:
1. Nadi sumu svakog eksperimentalnog uvjeta (situacije) (dakle 2X1,‘2X2,
Y Xj... itd. U naSem slucaju to su ove sume: X, =17, EX, =9, X3 = 7.
2. Sumiraj rezultate svakog ispitanika u svim eksperimentalnim uvjetima
(situacijama), tj. izratunaj sumu za svaki red (SXR) i tu sumu kvadriraj ( ZX3).
3. Sumiraj oba stupca, tj. sumiraj stupac £Xp i stupac (ZXg)2. '
Formula za @ glasi:
Q= k- 1[kE(ZX)? ~ (ZXr)?]
- (kZXR) - X3
Pri ¢emu k = broj situacija (eksperimentalnih uvjeta)
U naSem slucaju dakle imamo:

(21.13)

BT+ 92+ 7%) - 337 _

Q= (3-33)-65
_2(1257-1089) _ 336 _
Rl VR

Q test distribuira se priblizno kao i hi-kvadrat test, sa stupnjevima slobode k-1,
pa u nasem slucaju imamo 2 stupnja slobode. Grani¢na vrijednost hi-kvadrata (uz
rivo znatajnosti od 5%) iznosi 3,99. Bududi da je dobiveni ¢ veéi, odbacujemo
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nul-hipotezu i zakljuéujemo da se rezultati ispita statisticki znagajno razlikuju. (To
nam dakako nigta ne kaze kako takav rezultat valja interpretirati: mozda je razlog
razlikama u tezini predmeta, mozda u razlititoj strogosti pojedinih nastavnika,
mozda u manjem interesu studenata za neki predmet, itd. Vjerojatno se &italac
sje¢a da smo veé u ovoj knjizi spomenuli da je ono &to statisticki raéun pokaze
veoma zanimljivo, ali da on ne pokazuje ono §to je ¢esto bitno: vrlo je zanimljivo

"znati da se uspjeh ova tri ispita razlikuje, ali bitno bi bilo znati zasto se razlikuje!)

Kao §to iz ovog primjera vidimo, @ test nam — sli¢no kao i analiza varijance —
daje podatak da rezultati razli¢itih ispitivanih uvjeta ne pripadaju istoj populaciji,
ali nam ne kaze koji se rezultati medu sobom statisticki znacajno razlikuju. Ako
bi nas to posebno zanimalo, mogli bismo (iako je to samo aproksimativna metoda)
po dvije situacije medusobno testirati testom dvaju zavisnih uzoraka sli¢nog tipa,
a to je test predznaka. (Vidi str. 333).

1 21.5.3. Ferqusonov test moanqm’je trenda

U novije 'vr_ijeine Ferguson je razradio neparametrijske postupke za testi-
ranje trenda u eksperimentima tipa opisanog kod Friedmanova testa. (Postoje i
parametrijski testovi trenda, ali oni u ovom prirucniku nisu spomenuti.) Nas, naime,
moze zanimati ne samo to da li se ekperimentalne situacije statisticki zna¢ajno raz-
likuju, veé i to postoji li odredena pravilnost u porastu (ili padu) rezultata od jedne
eksperimentalne situacije do druge. Tako bi, primjerice, u maloprije obradenom
primjeru uz pomoé x? testa bilo posve logi¢no otekivati da — u slu¢aju da broj
odmora ima utjecaja na radni uéinak — taj utjecaj bude to veéi,ito je veéi broj
kracih odmora u toku radnog vremena. Friedmanov test ne daje nam moguénost
da odgovorimo i na to pitanje trenda.

Ferguéonov test prikazat ¢emo ukratko, i to samo za slucajeve kada nema za-
jednickih rangova, jer-u takvim slu¢ajevima (3to je inace u eksperimentima ovog
tipa vrlo rijetko) ratunanje je znatno kompliciranije. Zbog istog razloga nismo
prikazali Fergusonov test monotonije trenda za nezavisne rezultate — ratunanje
je znatno kompliciranije. U vezi s tim problemima upuéujemo ¢itaoce na knjigu:
Ferguson, ”Statistical Analysis in Psychology and Education”, 2. izdanje, McGraw-
Hill, 1966.

Posluzit ¢emo se nasim rezultatima, obradenim u Friedmanovu testu, a metodu

" éemo iznijeti u 5 "koraka”:

1. Rangiraju se rezultati svakog ispitanika posebno, za sve eksperimentalne
situacije. )
Kao &to znamo, to je ve¢ u naSem primjeru ucinjeno.

9. Za svakog ispitanika izratuna se izraz S, koji se racuna ovako: usporedi se
svaki rang sa svakim (dakie imamo N (N — 1)/2 usporedbi rangova za svakog ispi-

-tanika): ako je par rangova, koji se usporeduje, u ”prirodnom” redu (npr. 1,4),

zabiljezl se + 1, a ako je red izvrnut (npr. 4,1), zabiljezi se —1. Rezultati se za

"svakog ispitanika zbroje.
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Na donjoj tablici dan je prikaz rangova i vrijednosti S za svakog ispitanika. [ 055 =8,67-11 =95,37;

Ispitanici Rangovi Minusi Plusovi . S' : .' . . gES =V 95,37 =19,77.
1 4 3 1 2 -5 +1 —4 : o 5.Izraz |[£S5]-1 podij'eli s izrazom oy g , i tako se dobije odstupanje u terminima
2 2 4 3 1 —4 +2 ) ’ N normalne distribucije, dakle z :
3 4 3 1 2 -5 +1 -4 ' . ' s S
4 4 3 2 1 -6 0 -6 ' - 9,77
5 4 3 2 1 —6 0 -6 I v Ako je z veéi od 1,96 (za razinu znacajnosti od 5%), ili veéi od 2,58 (za razinu
6 2 3 1 4 -2 +4 +2 . ' . . znacajnosti od 1%), odbacit ¢emo nul-hipotezu.
7 1 2 4 3 -1 . +5 R SR Dakle, u nasem slutaju zakljuéujemo da nasi rezultati pokezuju statistizki
8 4 2 3 1 =5 . ) +10 -4 : “B znatajan trend (P < 0,01).
9 4 3 2 1 -6 0 —6 Qe : .
10 2 4 1 3 =3 +3 0 Tk ' ' . 3
11 4 3 2 1 —6 0 -6 Coaad : ZADACI ZA VIJEZBU
Suma svih 5 = v32 1. Donja dva niza podataka (Xi V) potjecu iz dva uzorka. Testirajte
Pokazat éemo ratunanje S za prva da 1sp1tan1ka "testom niza” postoji li medu njima statisticki znacajna razlika.
Ispitanik 1 X Y
par 4:3— -1 .
4:1— -1 1§ 79
4;2— -1 Ukupno ispitanik 1: 6. 16
3:15 -1 -5+1=-4. 18 17
3:2 -1 %‘; ?8
1:2—+1 3 3
Ispitanik 2 Z ég
par 2:4-— +1 1 21
2:3>+1 .
2:1- -1 Ukupno ispitanik 2: 2. Dvije skupine ispitanika postigle su na jednom testu rafunanja ove
4:3=2-1 —4+2=-2 rezultate:
4:15 -1 XY
3:1 -1 12 7
16 12
3. Zbroje se sve vrijednosti S da bi se dobio i 1zraz 35U nasem sIucaju %S = 18 14
-32. : 7 18
4. Izratuna se izraz oZ(to je varijanca distribucije uzoraka S) prema formuli: . 3 lg
o _ k(k - 1)(2k +5) 119
gy = ———T, (21.14) 12 10
pri emu je k = broj eksperimentalnih situacija, i dobiveni se izraz pomnozi s NV 28 lg
(broj ispitanika) kako bi se dobila varijanca distribucije izraza LS. Drug1 koruen 18 18
iz toga izraza je standardna devijacija izraza £.S. 16 9
Dalkle, u nasem primjeru imamo: 10 :i

,_4-3-(8+3)

0} = g = 8,67. | :

Testirajte "medijan testom” pripadaju li oba uzorka istoj populaciji.
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. Jedan je dreser dresirao 20 lavova za neku tocku. Lavovi su bili podi-

jeljeni u dvije grupe: grupa A bila je nagradivana u toku dresure, a
grupa B nije. Dolje su prikazani dani potrebni za svakog laya da nauéi
tocku: .

A ' 78 95 82 69 111 65 73 84 92 110

B|121 132 101 79 94 88 102 93 98 127,

Da li se vrijeme dresure izmedu obje te grupe statisticki znacajno
razlikuje? Za provjeru upotrijebite ”test sume rangova”.

. Neke nove pilule protiv debljanja.iskusane su na 15 ljudi tijekom 3

tjedna. Navedene su njihove tezine prije i poslije zavrsene terapije. Uz
pomo¢ "testa predznaka” provjerite jesu li pilule imale efekta.

Prije Poslije

59,4 56,7
576 . 58,1
52,6 53,5
69,4 70,3
80,7 81,2
91,6 . 90,7
87,1 88,5
830 . 816
77,6 81,6
82,6 81,6
76,7 78,9
70,3 68,0
73,9 76,7
77,6 78,0
94,3 90,7

. Deset tipkatica-potetnica na prvoj stranici pisanja uéinile su od 10 do

22 pogreske (stupac X'); na drugoj stranici uéinile su 4 - 18 pogresaka
(stupac Y'). Moze li se razlika smatrati statisti¢ki znatajnom? Upotri-
jebite ”Wilcoxonov test ekvivalentnih parova”, a takoder i t-test
("metoda diferencije”), i izvedite iz rezultata zakljucak.

X Y
16 4
12 18
22 10
16 ‘14
14 12
10 14
20 10
18 12
10 4

H
i
!
i
i
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6. Na donje tri skupine podataka primjenom "Kruskal-Wallisova testa”
provijerite pripadaju li.uzordi istoj populaciji.
Rezultati se odnose na viijeme reagiranja (u minutama) laboratorij-
skih miseva na neki preparat.

Skupine A B C
8,6 9.3 8.5
10,5 9,6 9,1
114 8.4 74
9,4 10,1 6.9
9,0 10,2 9,0
10,8 7,6 8,8
8,8 9,2
7,6

7. Osmorica ispitanika ispitivana su u 4 cksperimentalne situacije:
ispitivana je koli¢ina upamdéenog materijala nakon 4 razli¢ito duge
pauze. -Rezultati su dolje prikazani (broj u tablici oznaéuje koli¢inu
-upamméenog materijala). -

Vremenski intervali

II 11T

=
<

Ispit.

b

—
CONCEN CRCNER IR .
N O R N W O ot
Pt
e
—_
DOWDNHO DI W

00 3O O 0N

5
7
8

Postoji li statisticki znaZajna razlika izmedu koli¢ine upaméenog ma-
terijala u te 4 eksperimentalne situacije? Upotrijebite ”Friedmanov
test”. : '
8. Moze li sé za rezultate iz 7. zadatka-tvrditi da postoji neki trend s
obzirom na eksperimentalne situacije? Upotrijebite " Fergusonov test
~monotonije trenda”. ) '
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'Rjeéenja zadataka za vjezbu

: : Poglavlje 4.

Cla)X =47 Medijan = 4,5 Domin. vrijednost = 8

: b) X =5,0 Medijan = 5,0 Domin. vrijednost = 5,0
c) X =17,5 Medijan = 4 Domin. vrijednost = 4

Aritmeti¢ka sredina u slucaju c) je neprikladna, jer ju je jedan ek-
stremni rezultat "navukao” na visoke vrijednosti. -

2. Treba izracunati zajednicku aritmeti¢ku sredinu. Ona iznosi 58,55.

3. X =173,47.

Poglavije 5.

1. a)s=3,71 2.8=5,94; V =3,42%
b) s =2,45 -
c) s = 41,45
3. a) V=7189% Tako su i prva dva koeficijenta varijabil-
b) V' =49% " mnosti visoka, treéi je nenormalno visok
c) V =1236,9% zbog jednog aberantnog rezultata.

Poglavije 7.

1. 2 "pisma” past ¢e u 36/512 = 7% slucajeva.

© 2. a0 34,13%
b. 2,28%
c. 13,59%.

3. 65,6%.
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Poglavije 8.
t 1. a. oko 250 f. oko 4
: b. oko 154 g. oko 290
: ¢. oko 9 h. oko 220
: d. oko 92 i. oko 207
e. oko 309 j. 497-498.
b 2. Vjerojatnost iznosi 7% (p = 0,07).
3. Sansa je vrlo mala, tj. 0,35%.
4. Nece, jer ih u cijeloj grupi ima oko 40!
5. u 91,5 centil.
6. a. 51. centil d. 12.
b. 85. e 3.
c. 31. f 1.
Poglavije 9.
1. t=2,16; P <0,05.
2. t=4,75 P <0,05.
3. +=2,76; P <0,05.
4. t=1,86; P > 0,05, razlika nije statisti¢ki znacajna.
5. Da, jer 95%-tne granice pouzdanosti aritmeticke sredine iznose 9,2 do

10,8.

t=6,08;

Poglavije 11.

0,07
0,03
4. N; =0,33

Poglavlje 12.

1. 56,8%.
2. 28,3%.

6. Skokovi su u drugom pokusaju bili za 3,7 m kradi;

P < 0,05.

1. 99,7%-tne granice pouzdanosti su 0,06 +3-0,05=0,45 do 0,75..

2. Nemoze se tvrditi da uzorak nije reprezentativan. Njegova standardna
pogreska iznosi 0,046, pa 95%-tne graunice iznose 0,53 do 0,71, a to
prelazi vrijednost 0,70.

3. t=-—"—"-=2,33; P<0,05

do 0,94; N; =0,55do 0,83; N3 =0,59 do 0,79.

1.
2.

o

o ~1 & o

_ Poglavlje 13.

r=0,67;

r.= 0.85;

r=.0,93;

r=0,80; p=0,83

. p=20,86;

. 1agy = 0,04;
. Niag =0,61;
. Ry»3 =0,066;

9. W=0,82.

10.
11.

1’91, = 0, 67.

Xy =79,11; X, = 71,11; dif= 2,0; zajednicka s = 1/123,63;
zajednicka sg = 2,62; 5%,-%, = 2,06; ¢=0,97, dakle isti rezultat
kao i pomoéu "metode diferencije”.

Poglavije 4.

¥ =6-1X.

a. ¥ = 54,77+ 10,86X;
b. oko 57,4;

c. 3,01.

a. .5,0;

b. .4,2;

c. 0,33.

IPoglavlje 15.

1.

Nastavnikova raspodjela statisticki znacajno odstupa od normalne
raspodjele: hi-kvadrat = 33,0.

. Ne; hi-kvadrat = 0,53.

3. Nije; hi-kvadrat = 0,93.

4. Razlika medu gradovima statisticki je znacajna: hi-kvadrat iznosi

24,49.

. a. Nije, hi-kvadrat = 4,24.

b. Sada je razlika statisti¢ki znacajna, hi-kvadrat = 42,4. Tu razliku
uglavnom uzrokuju demokrati koji su relativno vise protiv smrtne
kazne od drugih.
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6. Ta je distribucija statisticki visoko zna¢ajno razlicita od Poisso_nove
distribucije jer hi-kvadrat iznosi 531,11. (Ako niste dobili takav rezul-

tat, prekontrolirajte jeste li spojili posljednja 4 razreda u jedan

razred!)

Poglavije 17.

1. Uzorak ¢e sadrzavati ove ljude: 29, 154, 7,14, 63, 103, 75, 22, 59, 4
(drugi broj 154 je ispusten!).

Poglavlje 20.

1. F=14,487/3,258 = 4,45; P <0,05.

Statisticki su znacajne jedino razlike izmedu druge i trece te druge
i Cetvrte aritmeticke sredine. Njihove F-vrijednosti iznose '10,4,.

odnosno 9,62, 5to je vece od granicne vrijednosti 8,52.

2. F=1,03/4,76; P > 0,05, dakle razlika nije znatajna.

Poglavije 21.

1. Ne, jer postoji ¢ak 10 nizova.

2. Mozemo smatrati da smo potvrdili nul-hipotezu, tj. da uqucx pri-.

padaju istoj populaciji, x> = 0,034; P > 0,05.
3. Razlikuje se, z = 2,04; P <0,05.
4. Pilule nisu statisticki znagajno djelovale. P > 0, 05.

5. U Wilcoxonovu testu razlika je "upravo” znacajna, jer P iznosi tocno

0,05. — "Metodom diferencije” ¢t = 2,35, a P < 0,05, 5to pokazuje -

veéu "snagu” parametrijskog testa, odnosno potvrduje pravilo: ako
neparametrijski test (osim rijetkih iznimaka) pokaze da je razlika
statisticki znacajna, onda ée parametrijski to pogotovu pokazati.
6. Skupine se ne razlikuju statisticki znacajno: x>=5,2: P>0,05.
7. Razlika je statisticki znacajna: x? = 9,45; P < 0,05.

8. Ne mozemo tvrditi da trend posfoji: z2=1,56; P >0,05.
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Ova slika odnosi se na Tablicu A na iduéoj stranici.
O nacinu oéitavanja tablice i o smislu tog oCitavanja vidi poglavlje 8.1!
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TABLICA A ' R : TABLICA B

POVRSINE ISPOD NORMALNE KRIVULJE . . - GRA\’IC\E VRIJEDNOSTI ¢ UZ ZADANI BROJ STUPNJEVA SLOBODE
P =poursina standerdne normalne raspodjelne krivulje od zadane vrijednosti X do km]a o
krivulje. Pouvriina cijele krivulje = 1 ‘ ' Smlmle"l , P
Lo X- X o ' , slobode 0,50 0,10 0,05 0,02 0,01
s N T T
) 4, 6,96 9,92
z P z P z P 3 765 2,35 3,18 4,54 5,84
0,00 05000 044 03300 088  0,1894 : 4 73% : g(l)g gg’; 3.75 4,60
001 04960 045 03264 089 10,1867 . ! 6 78 194 2,45 314 s
0,02 0,4920 0,46 0,3228 0,90 0,1841 7 711 190 2'36 300 3’50
0,03 0,4880 047  0,3192 0,01 0,1814 8 706 1,86 2,31 2.90 3.36
0,04 0,4840 0,48 0,3156 0,92 0,1788 ., R .9 ,703 1,83 2,26 2,82 3,25
0,05 0,4801 0,49 0,3121 0,93 0,1762 e 10 ,700 1,81 2,23 276 3,17
0,06 0,4761 0,50 0,3085 0,94 0,1736 AT B : :
0,07 0,4721 0,51 0,3050 0,95 0,1711 - o N 11 ,697 1,80 2,20 2,72 3,11
0,08 0,4681 0,52 0,3015 0,96 0,1685 ‘ i . }’g’ 235 i1§§ glg 2,68 3,06
009 04641 053 02081 097  0,1660 G o /604 e oy 2.8 308
0,10 0,4602 0,54 0,2946 0,98 0,1635 G d ' 15 ’601 175 213 560 505
011 04562 055 02012 099 0,611 16 690 175 212 2,58 2,92
0,12 0,4522 0,56 0,2877 1,00 0,1587 17 '689 174 . 211 257 290
0,13 0,4483 0,57 0,2843 1,05 0,1469 18 688 1,73 2,10 2,55 2,88
0,14 0,4443 0,58 0,2810 1,10 0,1357 19 .,688 1,73 2,09 2,54 2,86
0,15 0,4404 0,59 0,2776 1,15 0,1251 20 ,687 1,72 2,09 2,53 2,84
0,16 0,4364 0,60 0,2743 1,20 0,1151 ” 686 - 208 250 283
b )a b
o bem oom ome  1m ol RN S R S S
| ; ' ' ' : 23 685 1,71 2,07 2,50 2,81
0,19 0,4247 0,63 0,2643 1,35 0,0885 2% 685 171 506 5'49 2’80
0,20 0,4207 0,64 0,2611 1,40 0,0808 25 - :684 ' 1:71 2105 2’48 2:79
021 04168 065  0,2578 145  0,0735 26 | 684 1,71 2,06 2,48 2,78
0,22 0,4129 0,66 0,2546 1,50 0,0668 27" 1684 1,70 2,05 2,47 2,77
0,23 0,4090 0,67 0,2514 1,55 0,0606 28 683 1,70 2,05 2,47 2,76
0,24 0,4052 0,68 0,2483 1,60 0,0548 29 ,683 1,70 2,04 2,46 2,76
0,25 0,4013 0,69 0,2451 1,65 0,0405 30 1683 1,70 2,04 2,46 2,75
D3 Oaea  om  osws 173 oo 3 o2 10 203 244 272
J ’ ' ’ ' g 40 681 1,68 2,02 2,42 2,71
0,28 0,3897 0,72 0,2358 1,80 0,0359 oo ’ ' , J
) ) ' ' , : 45 680 1,68 2,02 2,41 2,69
0,29 0,3859 0,73 0,2327 1,85 0,0322 © 50 ,679 1,68 2701 2’40 2,68
0,30 0,3821 0,74 0,2296 1,90 0,0287 60 678 167 2.00 2:39 2.66
0,31 0,3783 0,75 02266 - 1,95 0,0256 : L _ 70 678 1,67 . 2,00 2,38 2,65
0,32 0,3745 0,76 0,2236 2,00 0,028 - C iy : 80 677 1,66 1,99 2,38 2,64
0,33 0,3707 0,77  .0,2206 2,10 0,0179 : g o 188 : g;; %gg igg ggg ggg
0% o ors  oma 230 oowr o s | okt 1% 2o 2o
) il ) 3 Y 1 . R 3
036 03594 080 02119 2,40 000820 . ) : = A 1,98 o33 281
0,37 0,3557 0,81 0,2090 2,50 0,00621 . R : 300 678 165 197 5’34 2’39
- P b . b} ¥ i) 3
0,38 0,3520 0,82 0,2061 2,60 0,00466 ' ) : . 400 675 1,65 1,97 2,34 2,59
0,39 0,3483 0,83 0,2033 2,70 0,00347 : S 500 674 1,65 1,96 2,33 2,59
0,40 0,3446 0,84 0,2005 2,80 0,00256 £ " 1000 674 1,65 1,96 2,33 2,58
0,41 0,3409 0,85 0,1977 2,90 0.00187 |
2,33 2,58

0,42 0,3372 0,86 03,1949 3,00 0,00135 . ‘ oo ,674 1,64 | 1,96
0,43 0,3336 0,87 0,1922 3,50 0,000233 : j :
4,00 4,0000317
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TABLICA C : ' o TABLICA C
F RASPODJELA (ZA TESTIRANJE RAZLIKE MEDU VARIJANCAMA) '
(Razina znadajnosti = 5%) (nastavak)
stup.
stup stoba | 3 9 3 4 5 6. T 8 g 10 12 15 20 24 30 40 60 120 oo
slob.»
1 648 800 864 900 922" - 937 948 957 963 o ' 969 977 985 993 997 1001 1006 1010 1014 1018
2 38,5 39,0 39,2 392 393 393 394 394 394 . - : 394 394 394 394 395 395 39,5 39,5 39,5 39,5
3 174 160 154 151 149 147 146 145 145 o 144 143 143 142 141 141 140 140 139 139
4 122 106 9,98 9,60 9,36 9,20 9,07 898 .-8,90 ‘ 884 875 866 856 851 .846 841 836 831 826
5 100 843 7,76 7,39 7,5 698 685 6,76 6,68 - o 662 652 643 633 628 628 618 612 607 6,02
6 881 726 660 623 599 58 570 560 552 - . 546 537 527 517 512 507 501 496 490 4,85
7 807 654 589 552 529 512 499 490 - 482 . S L 476 467 437 447 442 436 431 425 420 414
8 757 606 542 505 482 465 453 443 436 'S 430 420 410 400 395 389 38 378 373 367
9 791 571 508 472 448 432 420 410 403 = 1 396 387 377 367 361 385 351 345 339 3,33
10 [694 546 483 447 424 407 395 38 378 o b 372 362 352 342 337 331 32 320 3,04 308
11 6,72 526 4,63 4,28 4,04 388 376 366 3,50 = 3 353 343 333 323 317 312 306 300 294 288
12 6,55 510 447 4,12 389 373 361 351 344 3,37 3,28 3,18 3,07 3,02 2,96 2,91 2,85 2,79 2,72
13 641 4,97 435 400 377 360 348 339 331 325 315 305 295 280 284 278 272 266 2,60
14 630 4,86 424 3589 366 350 338 329 321 315 3,05 295 284 279 273 2,67 2,61 255 2,49
15 620 476 415 380 358 341 320 320 . 3,12 "3,06 2,96 2,86 276 270 2,64 2,58 2,52 246 240
16 612 469 408 373 350 334 322 312 3,05 299 289 2,79 268 263 257 251 245 238 2,32
17 6,04 4,62 401 366 344 328 3,16 3,06 298 02,92 282 2,72 2,62 2,56 2,50 244 238 232 225
18 598 4,56 395 361 338 322 310 301 293 2,87 277 267 2,56 250 244 238 232 226 219
19 592 4,51 390 356 333 317 3,05 296 288 2,82 2,72 2,62 251 245 239 233 2,27 22 213
20 587 446 3,86 351 329 313 3,01 291 284 S C 277 268 2,57 246 241 235 229 222 216 2,09
21 583 442 382 348 3,25 3,00 2,97 2,87 280 - - 2,73 264 2,53 242 237 231 225 218 211 2,04
22 579 4,38 3,78 344 322 3,05 293 284 .276 E 2,70 260 2,50 2,39 233 227 221 214 208 200
23 575 435 375 341 3,18 3,02 290 281 2,73 ‘ 2,67 2,57 247 2,36 230 2,24 218 2,11 204 197
24 572 432 3,72 338 315 2,99 287 2,78 .2,70 2,64 254 244 2,33 227,221 215 208 201 194
25 569 420 3,60 335 313 297 285 275 268 E . 2,61 251 241 230 224 218 212 205 198 101
2% 566 427 367 333 310 294 282 273 265 S 259 249 239 2028 222 216 209 203 1,9 188
57 563 424 365 331 308 292 280 271 263 2,57 247 236 2,25 219 213 207 200 1,93 1,85
28 561 422 363 220 306 290 278 269 261 255 245 234 223 217 21l 205 198 191 183
29 550 420 361 327 304 288 276 267 2,50 2,53 243 2,32 221 215 209 203 19 1,80 181
30 557 4,18 350 325 3,03 287 275 2,65 257 , 2,51 241 231 220 214 207 201 194 18 1,79
40 542 405 346 3,13 290 - 2,74 262 253 245 - it 2,39 229 218 207 201 194 188 180 172 164
60 529 393 334 301 279 263 251 241 233 R 2,27 3,17 206 194 18 18 1,74 167 1,58 1,48
120 515 3,80 3,23 289 267 252 239 230 222 b 216 2,05 194 182 176 169 1,61 153 143 131
0o 502 3,69 3,12 279 257 241 229 219 211 Sowh . 2,05 194 1,83 1,71 164 1,57 1,48 1,39 1,27 1,00




364

TABLICA D

GRANICNE VRIJEDNOSTI KOEFICIJENTA KORELACIJE r

Razina 2nacajnosti za dvosmjerno testiranje

TABLICA E1

GRANICNE VRIJEDNOSTI KOEFICIJENTA KORELACIIE p

Razine znaéajnosti za jednosmjerno i dvosmjerno testiranje

Stupnjevi P Stupnjevi P p
slobod: -

Sobode 0,05 0,01 o0 005 0,01
1 0,997 1,000 24 0,388 0,496
2 0,950 0,990 25 0,381 0,487
3 0,878 0,959 26 0,374 0,478
4 0,811 0,917 27 0,367 0,470
5 0,754 0,874 28 0,361 0,463
6 0,707 0,834 29 0,355 0,456
7 0,666 0,798 30 0,349 0,449
8 0,632 0,765 35 0,325 0,418
9 0,602 0,735 40 0,304 0,393

10 0,576 0,708 45 0,288 0,372
11 0,553 0,684 50 0,273 0,354
12 0,532 0,661 60 0,250 0,325
13 0,514 0,641 70 0,232 0,302
14 0,497 0,623 80 0,217 0,283
15 0,482 0,606 90 0,205 0,267
16 0,468 0,590 100 0,195 0,254 -
17 0,456 0,575 125 0,174 0,228
18 0,444 0,561 150 0,159 0,208
19 0,433 0,549 200 0,138 0,181
20 0,423 0,537 . 300 0,113 0,148
21 0,413 0,526 - 400 0,098 0,128
22 0,404 0,515 500 0,088 0,115
23 0,396 0,505 1000 0,062 0,081

I\T .

.(broj parova)

Razina znaZajnosti za jednosmj. testiranje

0,05 L 0,025 0,01 0,005

Razina znacajnosti za dvosmj. testiranje

0,10 0,03 0,02 0,01

5 0,900 1,000 1,000 —
6 0,829 © 0,886 0,943 1,000
7 0,714 0,786 0,893 0,929
8 0,643 0,738 0,833 0,881
9 0,600 0,683 0,783 0,833
10 0,564 0,648 0,746 0,794
12 0,506 0,591 0,712 0,777
14 0,456 . 0,544 0,645 0,715
16 0,425 . 0,506 0,601 0,665
.18 0,399 0,475 0,564 0,625
20 0,377 . 0,450 0,534 0,591
22 0,359 0,428 0,508 0,562
24 0,343 . 0,409 0,485 0,537
26 0,329 0,392 0,465 0,515
28 0,317 0,377 0,448 0,496
30 0,306 0,364 0,432 0,478

PR
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TABLICA E2 . ' S S 7 TABLICA F

GRANICNE VRIJEDNOSTI S U KOEFICIJENTU RANG-KORELACIJE 7 - .
GRANICNE VRIJEDNOSTI KOEFICIJENTA KONKORDANCIJE W

P
N 005 0025 001 0005 jednosmjerno o - . \ N
3 - - - . . : , )
i s ) ) ) : o ; . 3 4 5 6 7 8 9 10
5 8 0 10 o ‘ : o 3 100 082 071 | 0,65 062 060 0,58 0,56
6 1 13 13 15 : iy i 4 81 65 54 51 48 46 A5 44
5 64 52 44 41 39 138 36 35
7B L1719 6 58 42 ] 37 35 33 32 31 30
g8 16 18 20 22 7 51 36 132 30,29 27 26 26
9 18 20 24 2 ] 39 32 129 27 25 24 23 23
10 21 23 27 29 9 35 28 126 24 23 22 21 120
10 31 ,25 23 21 ,20 20 ,19 )18
12 25 21 19 118 17 16 16 15
14 .3 18 17 16 |15 14 14 13
16 © 19 )16 )15 14 13 12 12 12
18 17 14 13" 12 11 11 11 110
20 15 13 12 11 10 .10 ,10 09
25 12 110 09 09 08 08 08 07
30 ,10 ,09 ,08 . ,07 07 ,07 07 ,06
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TABLICA G , ' o . TABLICA H

PRETVARANJE r U 2 . .
GRANICNE VRIJEDNOSTT y*

r Zr r 3r r 2z T 2r ro. oz

000,000 ,200 ,203 400 424 600,693 800 1,099 - C Srup. : P
,005 005 ,205 208 405 430 605,701 ,805 - 1,113 L <
010,010 210 213 410 436 610,709 810 " 1,127 . Cslob:s 995 090 975 930 900 730 ,500 250 ,100 ,030 025 010 003
015 015 215 218 AlS 442 618 717 815 1,142 _— : y
,020 020 220,224 420 448 620 725 820 1,157 1 ,00004 00016 0010 0030 .016 102 455 1,32 2.71 3,84 502 6,63 7.83
B 2 0100 0201 L0506 103 211 ,575 1.39 2,77 4,61 599 7,38 9,21 10,6
,025 025 225,229 425 454 625 733 825 1172 3 0717 115 216 352 584 1.21 237 4,11 6,25 7,81 9,35 11,3 12.8
030,030, 230,234 430 460 630,741 830 1.188 4,207 297 484 711 106 1,92 336 530 7,78 0,49 111 13,3 14,9
,035  ,035 ,235 239 435 466 635,750 835 1,204 5 412 "534 831 115 161 267 435 663 9.24 11,1 128 151 16,7
,040 ,040 240,245 440 472 640 758 840 - 1,221 .
045 045 ,245 250 A45 478 645 767 845 1,238 6 676 872 124 1,64 220 3,45 535 7,84 10,6 12,6 14,4 168 18,5
: ‘ .7 989 124 1,69 217 283 425 6,35 9,04 12,0 14,1 16,0 185 203
050,050 250,255 450 485 650 775 850 1,256 K ! 8. 1,34 165 2,18 273 349 507 7,34 10,2 134 155 17,5 20,1 22,0
055,055 1255 261 455,401 655 784 ,855 1,274 : 9 1,73 2,00 270 3,33 417 590 834 114 14,7 169 19,0 21,7 23,6
,060 ,060 ,260 ,266 460,497 ,660  ,793 860 1,203. . : 10 2,16 . 2,56 3,25 3.91 487 6,74 934 12,5 16,0 183 20,5 23,2 252
,065 065 ,265 271 465 504 665 802 ,865 . 1,313 S
,070  ,070 270 277 470 510 670 811 ,870 1,333 R 11 2,60 305 382 457 558 7,58 10,3 13,7 17,3 19,7 21,9 24,7 26,8
, . .12 307 357 440 5,23 6,30 8§44 113 148 18,5 21.0 23,3 26,2 283
075 075 275,282 AT5 517 675,820 875 1354 : : 13 357 411 5,01 589 7,04 9,30 123 16,0 19,8 224 247 27,7 29,8
,080 ,080 ,280 288 ,480 523 ,680 829 ,380 ' 1,376 t . 14 407 © 466 5,63 6,57 779 102 133 171 21,1 23,7 26,1 29,1 31,3
,085 085 ,285 203 485,530 685,838 ,885 1,398 . 15 460 523 6,2 7,26 855 11,0 14,3 18,2 223 250 27,5 30,6 32,8
,090 ,090 290,299 490 -+ 536, 690 848 ,890 1,422 ‘ , ,
,095 095 295,304 495 543 695 858 895 1,447 . ' 16 314 38 691 796 931 11,9 153 19,4 235 263 28,8 32,0 34,3
' . "5 .17 570 641 7,56 8§67 10,1 12,8 163 20,5 24.8 27.6 30,2 334 357
,100  ,100 ,300 1,310 ,500 549 ,700 867 900 1,472 i 18 6,26 7,01 823 9,39 109 13,7 173 21,6 26,0 289 31,5 348 372
,105 105 ,305 315 505,556 ,705 877 905 1,499 19 684 763 891 101 11,7 146 183 22,7 27,2 30,1 32,9 36,2 386
,110 ,110 310,321 510,563 , 710,887 910 1,528 ‘ .20 743 826 9,539 10,9 124 155 19,3 23,8 284 31,4 342 37,6 400
115,116 315,326 515 570 715 897 915 1,557 . oy ’ '
120,121 320,332 520 576 ;720,908 920 1,589 . v ~ 21 803 890 10,3 11,6 13,2 163 203 24,9 29,6 32,7 355 38,9 414
: . : . 22°.864 954 11,0 12,3 140 17,2 21,3 26,0 30,8 33,9 36,8 40,3 428
125,126 ,325 337 ,525 583 ;725 918 925 1,623 B8 23 926 102 11,7 13,1 14,8 18,1 22,3 27,1 32,0 352 38,1 41,6 44,2
;130,131 330,343 /530,590 ,730 929 ,030 1,658, 24 989 109 124 138 157 190 23,3 284 33,2 36,4 39,4 43,0 45,6
135,136 335,348 535 597 735 940 935 1,697 : 25 105 11,5 13,1 14,6 16,5 19,9 243 293 34,4 37,7 40.6 443 465
140,141 340,354 ,540 604 740,950 ,940 1,738 Tl '
145 146 345,360 545 611 745 962 045 1,783 C 26 11,2 12,2 138 154 17,8 20,8 253 304 356 389 41,9 456 483
‘ C27 11,8 129 14,6 16,2 181 21,7 263 31,5 36,7 40,1 43.2 47,0 496
,150 ,151 350,365 550 618 750 . ,973 950 1,832 . 28 12,5 136 153 16,9 18,9 22,7 27.3 32,6 37,9 41,3 44,5 483 51,0
,155 156 355,371 535 626 755,984 ,955 1,886 \ 20 131 143 0 16,0 17,7 19,8 23,6 28,3 33,7 39,1 42,6 457 49.6 52,3
,160  ,161 360,377 560,633 ,760  ,996 ,960 1,946 RS 30 138 150 168 185 20,6 24,5 29,3 34,8 40,3 43,8 47,0 50,9 33.7
,165 167 365,383 ,565 ,640 ,765 1,008 ,965 2,014 E g 4.
170,172 370,388 570,648 ,770 1,020 ,970 2,092 .
175 177 375,304 575 655 775 1,033 075 2185 - * Ako je broj stupnjeva slubode vedi od 30, znacajuost se moze testirati formulom:
,180 182 380,400 ,580 662 ,780 1,045 ,980 - 2,298 | - . ‘ V(2 -x?) = V(2 - stup. slobode) — 1.
:igg jg; :338 ’j?g ’ggg i 'g,;g ’;gg }’82? ’ggg glgig Ako taj izraz premasuje 1,65, x° je znagajan (na razini od 5%), tj. hipotezu treba odbaciti.

195 198 395 418 ,595 685 , 795 1,085 ,995 2,994
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| TABLICA I ' TABLICA J
i . . ’ o . POISSONOVA DISTRIBUCIJA
POTREBNA FREKVENCIJA DA BI HI-KVADRAT BIO ZNACAJAN NA 5% : . ‘ Proporcija sluéajeva w razredu 0

(obiéni brojevi) I 1% (debelo otisnuti brojevi) ZA SLUCAJEVE KADA JE Ny=Ny

.
i
E=)
S
K=}
=2
©
]
°
&

,04 ,05 ,06 ,07

S " 00 - 0900 9802 9704 9608 9512 9418 ,9324

! N Najmanja frekvencija . 01 9043 SO58 S8 gTS S04 60T 52l 8adr
9 4 1 ‘ 2 = 0.2 8187 .8106 ,8025 ,7945 ,7866 ,7788 7711 7634

01 3 5 6 7 8 910 11 12 13 14|15 16 17 18 19{20 21 22 23 2; 25 03~ 7408 7334 7261 7189 7118 7047 6977 6907
44 - = 04 * 6703 6637 6571 ,6505 6440 6376 ,6313 6230
- - - 05 6065 ,6005 ,5945 ,3886 ,5828 5770 5712 3635
5|4 5 — - . 0,6 ,5488 5434 3380 ,5326 5273 5221 5169 ,5117
5 — — | 0,7 4966 .4016 4868 4819 4771 4724 4677 4630
6|5 6 — — i 0,8 4493 4449 4404 4361 4317 4274 4232 4190
6 — — 0,9 ,4066 4025 ,3985 ,3946 ,3906 3867 ,3829 ,3791
705 6 7 — ; 1,0 ,3679 3642 ,3606 ,3570 ,3535 3499 3465 ,3430
6 7 — — 1,1 ,3320 ,3296 ' 3263 ,3230 3198 3166 3135 3104

% 1.2 3012 2982 .2952 ,2923 .,2894 ,2865 ,2837 ,2808

815 6 7 8 — % 1.3 2725, 2698 2671 2645 ,2619 ,2502 2567 2541
6 8 8 — — 14 2466 2441 2417 2393 ,2360 ,2346 2322 2299
95 6 8 89 1,5 ,2231 2209 2187 2165 ,2144 2123 2101 ,2081
689 9 — L 1,6, ,2019 1999 1979 1959 ,1940 ,1921 ,1901 1882
105 7 8 910/10 kL 17 1827 1809 1791 1773 1755 ,1738 1721 1703
7 8 910 —| — § 1,8 -1653 ,1637 ,1620 ,1604 ,1588 ,1572 ,1557 1541
1115 7 8 910/11 ‘ 1,9 ,1496 ,1481 ,1466 ,1452 . ,1437 1423 1409 ,1395
7 8 91011} — i " 20 ,1353 1340 ,1327 ,1313 ,1300 ,1287 ,1275 ,1262

4 21 1225 1212 ,1200 ,1188 1177 ,1165 ,1153 1142

1215 7 8 910/1112 i 22 ,1108 ,1097 ,1086 ,1075 ,1065 ,1054 ,1044 ,1033
7 8101111[12 — 2,3 ,1003 ,0993 ,0983 ,0973 0963 ,0954 ,0944 0935
135 7 8 910{11 12 ; 24 0907 ,0898 0889 ,0880 ,0872 ,0863 0854 ,0846
7 91011121313 E 2,5 ,0821 0813 ,0805 ,0797 ,0789 0781 0773 0765
145 7 81011)121213 b 2,6 0743 0735 ,0728 0721 ,0714 0707 0699 0693
7 910111213 14 14 : . o 2,7 0672 ,0665 ,0659 ,0652 . 0646 ,0639 ,0633 0626
155 7 91011|12 13 14 , vE b 2.8 0608 ,0602 ,0596 ,0590 ,0584 0578 0573 0567
7 9101112{1831415 ' e 2,9 ,0550 ,0545 ,0539 ,0534 0529 ,0523 ,0518 0513

- . Cou 3,0 0408 ,0493 0488 0483 ,0478 0474 0469 0464
165 7 9101111213 14 15 31 0450 0446 0442 0437 0433 0420 0424 0420
7 9101213/14141516 : 3,2 .,0408 ,0404 ,0400 ,0396 0392 ,0388 ,0384 0380
175 7 91011{121314 15 . 4 Col b .33 0369 ,0365 ,0362 ,0358 ,0354 0351 ,0347 ,0344
7 9111213141516 16 : L 3.4 ,0334 0330 ,0327 ,0324 0321 ,0317 ,0314 ,0311

18 |5 7 910111213 14 15 16 35 ,0302 ,0299 ,0296 0293 ,0290 ,0287 ,0284 0282
7 9111213141516 1717 3,6 ,0273 ,0271 ,0268 ,0265 ,0263 ,0260 ,0257 0255
19]5 7 91011{12 14 14 15 16 37 0247 0245 0242 ,0240 ,0238 ,0235 ,0233 0231
7 9111213141516 1718 3.8 ,0224 0221 0210 0217 0215 ,0213 0211 ,0209
7015 7 510 1il3 1a 15 16 107 3.9 ,0202 ,0200 ,0198 ,0196 ,0194 ,0193 0191 0189
° ° 40 0183 ,0181 ,0180 ,0178 ,0176 0174 0172 0171

7 9111213/1516161718/19 41 0166 0164 0162 ,0161 0139 0158 0136 0155

30 |6 8 91112113 15 16 17 1819 20 21 22 23]24 42 0150 ,0148 ,0147 ,0146 0144 0143 0141 0140
81012131516 17 18 19 20|21 22 23 24 25|26 43 0136 0134 ,0133 ,0132 ,0130 ,0129 ,0128 0127

40 |6 8 911 12|14 15 16 18 18[20 21 22 23 24|25 26 27 28 29(30 44 0123 0122 0120 0119 0118 ,0117 ,0116 0114
8101214 15|17 18 19 20 22|23 24 25 26 27/28 29 30.31 32|32 . 45 0111 ,0110 ,0109 ,0108 0107 ,0106 ,0105 ,0104

50 |6 810 11 13|14 15 17 18 19|20 22 23 24 25|26 27 28 29 30|31 32 33 34 35(36 4.6, ,0101 ,0100 ,0099 0008 ,0097 ,0096 ,0095 0094
81012 14 15|17 18 20 21 22|24 25 26 27 28|29 30 31 32 33|34 35 36 37 38/39 . 4,7 ,0091 ,0090 ,0089 ,0088 ,0087 ,0087 ,0086 0085

- ‘ . - 48 ,0082 ,0081 ,0081 ,0080 ,0079 ,0078 ,0078 0077

N.o 1 2 3 4/ 5 6 7 8 91011 12 13 14|15 16 17 18 19|20 21 22 23 24|25 4,9 0074 0074 ,0073 ,0072 ,0072 ,0071 ,0070 ,0069
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TABLICA J,
(nastavak)
Proporcija sluéajeva u razredu 0

[spred svakog broja u tablici nalaze se dvije nule
X 0.0 0.1 0.2 0.3 0,4 0,5 0.6 0.7 0.8 09
5 (738 6097 5517 4992 4517 4087 3698 3346 3028 2739 .
G 2479 2243 2020 1836 1662 1503 1360 1231 1114 1008

Ispred svakog broja u tablici nalaze se tri nule

7 912 825 747 676 611 553 500 453 410 371
8 335 304 275 249 225 203 184 167 151 136
9 123 112 101 :

Ispred svakog broja u tablici nalaze se Cetiri nule
9 914 827 - 749 677 613 535 502
10 454 411 372 336 304 275 249 225 204 185
11 167 151 137 124 112 101

Primger. Ako je aritmeticka sredina X = 10, 7, proporcija sluéajeva u razredu 0 (prvi
razred u Poissonovoj seriji) je ,00002235. o

TABLICA K
MALA TABLICA SLUCAJNIH BROJEVA

373

1607 6048 2771 4733 8358 8681
3569 0457 - 4426 2857 3666 9156
6826 8102 2543 4032 6897 2012
4018 4544 8117 - :
0949 8697 7550 4154 9697 9045

7072 8045 8451 53777 1613 0399
6025 0745 9804 3333 7160 5150
0602 9518 2275 9221 6441 8899
9655 3988 5620 3286 6319 6392
4453 5125 1356 6011 5965 9253

4278 3170
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TABLICA K
nastavek
3754 7829 9473 8264 8502 0364 5146 0609 4708 5229
9278 1828 8171 8788 3821 0923 8249 8431 6516 0911
9152 6396 7516 2959 4988 0943 6070 8342 5643 7476
0306 8452 1326 8892 2571 4860 1907 4843 0248 5283
1775 3205 8496 0201 6864 3375 0599 7316 8592 9823
4448 1897 3406 1429 8133 3408 1136 9173 9582 2866
3406 4332 0083 1214 3107 0912 8257 4015 5933 5520
4869 7491 5786 3633 9450 4572 G046 7844 2536 9502
5042 6524 1138 4001 6957 7220 8715 5082 8909 2384
0371 1656 8756 3369 3347 35334 © 0519 7230 2516 2674
2969 0056 8199 9383 4840 4135 7713 6317 4188 8073
4680 0551 7807 9470 9460 2253 0146 6082 9037 1862
1979 1845 0247 4813 2052 2758 6032 8288 6840 2677
3463 7252 3753 1178 2766 3207 2332 8262 8499 4501
0698 8601 2945 6077 3785 4647 4226 8959  .9006. . 0964
2709 2447 0580 3375 1775 2038 3797 5163 7845 ° 9397
6014 1671 2362 - 2315 8297 3930 6686 3835 9464 0916
7219 3355 3933 9312 3808 7579 6254 7075 7818 0295
6900 7276 4131 5402 3263 4026 5185 2862 8450 7749
0652 9020 6533 5737 6390 8723 8240 6442 4775 6040
3559 8683 0358 0118 0825 3360 - 7913 1403 - 4016 0202
1133 5094 3564 9818 0188 6367 2887 5038 1039 1658
1066 2065 4018 9132 3343 6165 1351 1312 7876 8452
8099 2678 7288 1970 9523 4070 7238 7276 3138 6818
5599 5836 0212 7112 8857 5894 6647 1660 3518 - 5780
6204 6540 1791 3190 3727 4500 3370 5231 8629 . 6291
8288 1891 5014 8442 9712 3435 4570 - 9493 1563 9165
7590 9691 1601 6615 0848 2885 1863 5682 1666 3398
7162 9599 9286 2819 2867 6533 9931 9217 4987 7722
9948 6283 0839 4175 8654 2005 6128 1306 6879 3152
5187 9791 4301 8481 53699 2522 0394 1538 8492 1812
5330 8112 2323 3056 1282 0543 4135 5819 6172 1017
6454 8783 7254 5267 9809 9964 9835 1111 5988 8017
8771 0872 6338 9975 4349 4106 6047 9630 4211 3234
1804 3896 2518 5665 8766 7161 0755 0886 3256 3198
8109 0020 3347 9221 6511 7593 6133 6123 2128 2735
9371 0132 4794 3110 5357 7242 4790 8002 9268 9733
6062 6416 7311 1167 5131 9955 9738 6038 1119 4832
7072 3929 8902 8062 6898 5499 5278 3407 0544 8772
5867 5384 8700 8017 5235 4094 9441 2381 8478 (0981
1390 8293 7525 7188 8218 0131 3543 1679 8610 3737
4974 9904 7964 6038 0910 9364 4842 3873 3495 5511
9086 9898 1529 8544 7800 8523 1353 3312 5255 3096
8786 4498 3476 6266 9636 1897 3924 7298 3764 0906
7215 2019 6780 1005 4812 (0787 8463 3784 6072 0940
2701 2584 8904 7799 9877 9015 0310 9330 0037 8215
9830 7090 3878 7553 7460 2845 9183 G429 9249  0246:
0008 1130 3811 1862 1670 6389 9179 8571 7621 2169
5338 0351 6437 6148 5015 6174 5761 4690 0799 3291
6508 4163 0794 5801 1272 2814 0989 1130 3918 8596

TABLICA L

F-RASPODJELA (ZA ANALIZU VARIJANCE):

graniéne vrijednosti F na razini znaéajnosti od 5%

375

stup. slob.
brojnika 1 9 3 4 5 6 7 g 9
stup. slob. '
nazivnika
1 161 200 216 225 230 234 237 239 241
2 18,5 19,0 19,2 192 193 193 194 194 194
3 10,1 9,55 - 9,28 9,12 9,01 894 889 885 881
4 7,71 694 6,59 6,39 6,26 6,16 6,09 6,04 6,00
) 6,61 5,79 541 519 5,056 495 4,88 4,82 4,77
6 5,99 3,14 476 4,53 439 4,28 4,21 415 4,10
7 5,59 4,74 4,35 4,12 397 387 3,79 3,73 3,68
8 532 446 4,07 3,84 369 3,38 3,550 344 3,39
9 5,12 4,26 3,86 363 348 3,37 3,29 3,23 3,18
10 4,96 4,10 3,71 348 333 332 3,14 3,07 3,02
11 484 3,98 359 3,36 320 3,09 301 295 290
12 475 3,89 349 326 3,11 3,00 291 285 280
13 .67 3,81 341 3,18 3,03 2,92 2,83 2,77 2,71
14 4,60 3,74 334 311 29 28 276 2,70 2,65
15 4,54 3,68 3,29 3,06 290 279 271 264 2,59
16 449 363 324 301 28 274 266 259 254
17 445 3,59 8,20 296 2,81 2,70 2,61 2,55 2,49
18 441 3565 3,16 293 2,77 2,66 258 2,51 246
19 4,38 3,52 3,13 290 2,74 263 254 248 242
20 4,35 349 3,10 287 2,71 260 2,51 245 239
21 4,32 3,37 3,07 2,84 268 2,57 249 242 2737
22 430 344 3,06 282 266 255 246 2,40 2,34
23 428 342 3,03 280 264 2,53 244 237 232
24 426 340 3,00 2,78 2,62 2,501 2,42 236 2,30
25 424 3,39 299 2,76 2,60 2,49 240 2,34 2,28
26 4,23 3,37 2,98 2,74 2,59 247 239 232 227
27 421 335 296 2,73 257 246 237 231 225
28 4,20 3,34 2,95 2,71 256 2,45 2,86 2,29 224
29 4,18 3,33 2,93 270 2,35 243 2,35 2,28 2,22
30 4,17 3,32 2,92 2,69 253 242 233 227 221
40 4,08 3,23 2,84 261 245 2,34 225 218 212
60 4,00 3,15 2,76 2,63 2,37 225 217 210 2,04
120 3,92 307 268 245 229 218 2,09 202 1,96
oo 384 300 260 237 221 210 201 194 1,88
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TABLICA M

377

' GRANICNE VRIJEDNOSTI BROJA NIZOVA ZA TEST HOMOGENOG NIZA

TABLICA L
(nastavak)

10 12 15 20 24 30 40 60 120 =

242 244 246 248 249 250 251 252 233 254
194 194 194 194 19,5 195 19,5 19,5 195 195
8,79 8,74 870 866 8064 8,062 859 8,57 8,55 853
596 591 586 580 577 575 5,72 5,69 566 3,63
447 4,68 4,62 4,56 4,53 4,50 4,46 4,43 4,40 4,36
4,06 4,00 394 387 384 381 3,77 3,74 370 3,67
364 3,57 3,51 344 341 338 334 330 327 3,23
3,35 3,28 3,22 315 3,12 3,08 3,04 300 297 2093
3,14 3,07 3,01 294 290 286 28 2,79 275 2,71
298 291 284 2,77 2,74 270 2,66 2,62 258 2054
2,85 2,79 2,72 265 261 257 253 249 245 240
275 2,69 262 2,54 251 247 243 238 234 230
2,67 2,60 2,53 246 242 238 234 230 225 221
2,60 2,53 246 239 235 231 227 222 218 2,13
2,54 248 240 2,33 229 225 220 216 2,11 2,07
249 242 235 228 224 219 215 211 206 201
245 2,38 231 223 219 215 210 206 201 1,96
241 2,34 227 219 215 211 206 202 1,97 1,92
238 2,31 223 216 211 207 203 19 193 1,88
2,35 2,28 220 212 208 204 19 195 19 1,84
232 225 218 2,10 2,05 201 19 1,92 187 181
2,30 2,23 2,15 2,07 2,03 198 194 189 184 1,78
2,27 220 213 2,05 200 19 191 18 181 1,76
2,25 2,18 2,11 2,03 198 194 189 1,84 1,79 1,73
2,24 216 209 201 19 192 187 182 1,77 1,71
2,22 215 207 1,9 19 1,90 18 180 1,75 1,69
220 213 206 197 193 188 184 1,79 1,73 1,67
2,19 212 204 19 191 187 1,82 1,77 1,71 1,65
2,18 2,10 2,03 19 19 18 181 1,75 1,70 1,64
2,16 2,09 201 193 18 184 1,79 1,74 1,68 1,62
2,08 200 192 184 1,79 1,74 169 164 1,58 1,51
1,99 192 184 1,75 1,70 165 .1,59 1,83 147 1,39
1,91 18 1,75 166 1,61 1,55 1,50 143 1,35 1,25
1,83 1,73 1,67 1,57 1,52 146 1,39 132 1,22 1,00

P =0,05
i ™ 1234567891011 12 13 14 15 16 17 18 19 20
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
-3’ 22222 2 2 2 23 33 3 3 3
4 222333 3 3 3 3 3 4 4 4 4 4
5 2 233333 4 4 4 4 4 4 4 5 5 5
6 22333344 4 4 5 5 5 5 5 5 6 6
7 223334435 5 5 5 5 6 6 6 6 6 6
8 23334455 5 6 6 6 6 6 7 7 7 7
9 233445535 6 6 6 7 7 7 7 8 8 8
10 23345556 6 7 7T 7T 7 8 8 8 8 9
11 23445566 7 7 7 8 8 8 9 9 9 9
12 223445667 7 7 8 8 8 9 9 9 10 10
13- |2 2345566 7.7 8 8 9 9 9 10 10 10 10
4. |22345567 7 8 8 9 9 9 1010 10 11 1
13 23345667 7°8 8 9 9 10 10 11 11 11 12
16 2344566 7-8 8 9 9 1010 11 11 11 12 12
17 23445677 8 9 9 1010 11 11 11 12 12 13
18 23455678 8 9 9 1010 11 11 12 12 13 13
}9"'2'34566'.7'88 9 10 10 11 11 12 12 13 13 13
20 23456678 9 9 1010 11 12 12 13 13 13 14
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TABLICAN ' o ' _ TABLICA N

TEST SUME RANGOVA TEST S@T{\Z;Igt}’?uﬁ)\’GO\\

Maksimalna vrijednost T i T' (uzeti onay broj 1»0].1 jem (:I n j i) za manji usorak u tesiu Makstmalna vrijednost T ii T (uzeti onaj broj koji je m a 1) i) za manji uzorak u lesiu
suine rengove (na razing od 5%) ) ] Co . sumne rangova (na razing od 1%)

N1 (mangi uzorak) Ny (manji uzorak)

Na 123 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 '18' 15 20 ' N, . 1234 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
3 3
(4)
4 10 ' . ‘ ' 4
(3) . , o G
5 6 11 17 : : ‘ 5 15
6 7 12 18 26 . G . 10 16 23
Q) , , s o . (7)
7 7 13 20 27 36 : : L 7 10 16 24 32
(8) _ . R {8)
8 38 14 21 29 38 49 ' _ : . 8 11 17 25 34 43
9 . o , 9)
9 38 14 22 31 40 51 62 . - R 9 611 18 26 35 45 36
(10) . B RS (10)
10 39 15 23 32 42 53 65 78 - . ' 10 612 19 27 37 47 58 71
(11) . L . (11)
11 39 16 24 34 44 55 68 81 96 v . . - 11 612 20 28 38 49 61 73 87
(12) . : ' (12)
12 41017 26 35 46 58 71 84 909 115 o 12 713 21 30 40 51 63 76 90 105
(13) : RN P o (13)
13 41018 27 37 48 60 73 83 103 119 136 . ‘ : .13 - 7142231 41 53 65 79 93 109 125
(14) : . (14)

14 41119 28 33 50 62 76 91 106 123 141 160 T I 14 714 22 32 43 54 67 81 96 112 129 147

(15) : , . . (15)
15 41120 29 40 52 65 79 94 110 127 145 164 184 _ ' } 15 815 23 33 44 56 69 84 99 115 133 181 171

(16) [ ' (16)
16 412 21 30 42 54 67 82 97 113 131 150 169 190 211. ‘ 16 §15 24 34 46 58 72 86 102 119 136 155 175 196
. (17) ' e (1)
17 512 21 32 43 56 70 84 100 117 135 .154 174 195 217 240 ‘ 17 8§16 25 36 47 60 74 89 105 122 140 139 180 201 223
(18) , o , (18)
18 513 22 33 45 58 72 87 103 121 139 158 179 200 222 246 270 . : 18 8§16 26 37 49 62 76 92 108 125 144 163 184 206 228 252
. (19 o : (19)

19 513 23 34 46 60 74 90 107 124 143 163 182 205 228 252 277 303) S 19 . 391727 38 50 64 78 94 111 129 147 168 189 210 234 258 283

' ' (20) - . (20)
20 514 24 35 48 62 77 93 110 128 147 167 188 210 234 258 283 309 337 o 20 - 391828 39 52 66 81 97 114 132 151 172 193 215 239 263 289 315

(Nastavak na iducoj stranici)
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TABLICA O ' : TABLICA P
N J S N A NAK/ . -
GRANICNE VRIJEDNOSTI ZA TEST PREDZNAKA : ‘ GRANICNE VRITEDNOSTI T ZA WILCOXONOV TEST
: : - ~ : : EKVIVALENTNIH PAROVA
N 1% 5% 0%  25% N % 3% 0%  25%
1 16 13‘ : 15 16 18 e . Razina znaéajuosti za " jednosmjerni” test
5 47 14 .16 17 19 o . -
3 0 |.48 14 16 17 19 S ' N 023, 01 005
4 0 49 15 17 18 19 : : !
5 0 0 - 50 15 17 18 20 . . L . - . Razina znatajnosti za ”dvosmjerni” test
6 0 0 1 51 15 18 19 20 o o : 05 : 02 01
7 0 0 1 52 16 18 19 21 :
8 0 0 1 1 53 16 18 20 - 21
9 0 1 1 2 54 17 19 20 .22 6 0 - -
10 0 1 1 2 55 17 19 20 22 7 2 0 _
8 4 2 0
11 0 1 2 3 56 17 20 21 .. 23 s 3 9
12 1 2 2 3 57 18 20 21 .93 9 2 3
13 1 2 3 3 58 18 21 22 24 10 8 5
14 1 2 3 4 59 19 21 22 24 _ ;
15 2 3 3 4 60 19 21 23 25 11 11 7 5
12 14 10 7
16 2 3 4 5 61 20 22 23 25 13 17 13 10
17 2 4 4 5 62 20 22 24 "25 14 21 16 13
18 3 4 5 6 63 20 23 24 26 i 15 95 20 16
19 3 4 5 6 64 21 23 24 26 0
20 3 5 5 6 65 21 24 % 16 20 o4 20
21 4 5 6 7 6 22 24 25 27 17 35 28 23
22 4 5 6 7 67 22 25 2 28 18 40 33 28
23 4 6 7 8 68 22 25 2 28 19 16 38 32
24 5 6 7 8 69 23 . 25 27 20 20 52 43 38
25 5 7 7 9 70 23 26 27 29
. 43
% 6 7 8 9 71 24 2 28 30 21 o 2 19
27 6 7 8 10 72 24 27 28 - . 30 22 o e ot
28 6 ] 9 10 73 25 27 28 31 23 73 6 35
29 7 8 9 10 74 25 28 29 31 24 81 69 61
30 7 9 10 11 7 25 28 29 32 25 89 77 68
31 7 9 10 11 76 26 28 30 32
32 8 9 10 12 77 26 .29 30 32
33 8 10 11 12 78 27 29 31 33
34 9 10 11 13 79 27 30 31 33
35 9 11 12 13 80 28 30 32 34
36 9 11 12 14 81 28 31 32 34
37 10 12 13 14 82 28 31 33 35
38 10 12 13 14 83 29 32 33 35
39 11 12 13 15 84 29 32 33 36
40 11 13 14 15 85 30 32 34 36
11 11 13 14 16 86 30 33 34 37
12 12 14 15 16 87 31 33 35 37
43 12 14 15 17 88 31 34 35 38 i
44 13 15 16 17 89 31 34 36 38
15 13 15 16 18 90 32 35 36 39
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TABLICA R
GRANICNE VRIJEDNOSTI x? ZA FRIEDMANOV TEST
Broj Broj Minimalna vrijednost x? potrebna
stupaca redova za razinu znacajnosti od: .
k N 5% 1%
3 3 5.8 -
4 6,4 .8
5 6,2 . - 8,3,
6 64 - ‘8,7
7 6,1 - . 8,7
8 6,2 9,0
9 6,2 87
10 6,1 90
11 6,2 : 9,0
12 6,2 8,9
13 6,0 9,0
14 6,1 . 9.0 .
15 " 6,2 ’ 8,9
16 i viSe 5,99 . 9,21
4 2 5,95 —
3 7,1 8,3
4 7,6 94
5 7,7 ) 9,9
6 7,5 ' 10,2
7 7,6 10,3
8 76 - 10,4
91 vise 7,81 . 11,34

TABLICA S

FAKTORIJELI

nl

DN =

24
120

720

5.040
40.320
362.880
3,628.800

39,916.800-

479,001.600
6,227,020.800
87,178,291.200
1,307,674,368.000

20,922,789,888.000
355,687,428,096.000
6,402,373,705,728.000
121,645,100,408,832.000
2,432,902,008,176,640.000
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TABLICA T
BINOMNI KOEFICIJENTI I—,("“l—l),

., N 2 3 4 5 6 7 8 9 10
2 1

3 3 1

4 6 4 1

5 10 10 5 1

6 15 20 15 6 1

7 21 35 3 21 7 1

8 28 56 70 56 28 8

9 36 84 126 126. 84 36 9 1

10 45 120 210 252 210 120 45 10 1
11 55 165 330 462 462 330 165 55 1
12 66 220 495 792 924 792 495 220 66
13 78 286 715 1287 1716 1716 1287 715 286
14 91 364 1001 2002 3003 3432 3003 2002 1001
15 105 455 1365 3003 35005 G435 6435 5005 3003
16 - 120 560 1820 4368 8008 11440 12870 11440 8008
17 136 680 2380 6188 12376 10448 24310 24310 19448
18 153 816 3060 8568 18564 31824 43758 48620 43758
19 171 969 3876 11628 27132 50388 75582 92378 92378 -
20 190 1140 4845 15504 . 38760 77520 125970 184756

167960
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