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Binarne operaije, osnovne strukture i morfizmi Algebarske strukture sa dve operaijeBinarne operaije, osnovne strukture i morfizmiNeka je A neprazan skup i f preslikavawe skupaA×A u skup A.DefiniijaPreslikavawe f : A×A → A se zove binarna operaija na skupu
A.
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Binarne operaije, osnovne strukture i morfizmi Algebarske strukture sa dve operaijeBinarne operaije, osnovne strukture i morfizmiNeka je A neprazan skup i f preslikavawe skupaA×A u skup A.DefiniijaPreslikavawe f : A×A → A se zove binarna operaija na skupu
A.Nadaqe }emo sa ∗, ili na neki drugi na~in, na primer sa ◦, ⊕, ⊙,
�, +, . . . ozna~avati binarnu operaiju u smislu prethodnedefiniije. Tada ka`emo da je skupA snabdeven operaijom ∗. Tu~iweniu }emo simbolizovati sa (A, ∗).
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Binarne operaije, osnovne strukture i morfizmi Algebarske strukture sa dve operaijeBinarne operaije, osnovne strukture i morfizmiNeka je A neprazan skup i f preslikavawe skupaA×A u skup A.DefiniijaPreslikavawe f : A×A → A se zove binarna operaija na skupu
A.Nadaqe }emo sa ∗, ili na neki drugi na~in, na primer sa ◦, ⊕, ⊙,
�, +, . . . ozna~avati binarnu operaiju u smislu prethodnedefiniije. Tada ka`emo da je skupA snabdeven operaijom ∗. Tu~iweniu }emo simbolizovati sa (A, ∗).Naravno, mogu}e je u istom skupu definisati vi{e operaija, naprimer, u skupuR operaije + i ·. Tada bismo imali ozna~avawe
(R,+, ·).Linearna algebra 1 PMF Kragujeva



Binarne operaije, osnovne strukture i morfizmi Algebarske strukture sa dve operaijeBinarne operaije, osnovne strukture i morfizmiNeka je A neprazan skup i f preslikavawe skupaA×A u skup A.DefiniijaPreslikavawe f : A×A → A se zove binarna operaija na skupu
A.Nadaqe }emo sa ∗, ili na neki drugi na~in, na primer sa ◦, ⊕, ⊙,
�, +, . . . ozna~avati binarnu operaiju u smislu prethodnedefiniije. Tada ka`emo da je skupA snabdeven operaijom ∗. Tu~iweniu }emo simbolizovati sa (A, ∗).Naravno, mogu}e je u istom skupu definisati vi{e operaija, naprimer, u skupuR operaije + i ·. Tada bismo imali ozna~avawe
(R,+, ·).Za (A, ∗) ka`emo da je algebarska struktura.Linearna algebra 1 PMF Kragujeva



Binarne operaije, osnovne strukture i morfizmi Algebarske strukture sa dve operaijeNeka je binarna operaija ∗ definisana u nepraznom skupuA.DefiniijaKa`emo da je binarna operaija ∗ asoijativna ako za svako
a, b, c ∈ A va`i

a ∗ (b ∗ c) = (a ∗ b) ∗ c.
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Binarne operaije, osnovne strukture i morfizmi Algebarske strukture sa dve operaijeNeka je binarna operaija ∗ definisana u nepraznom skupuA.DefiniijaKa`emo da je binarna operaija ∗ asoijativna ako za svako
a, b, c ∈ A va`i

a ∗ (b ∗ c) = (a ∗ b) ∗ c.Dakle, ako je operaija ∗ asoijativna, mogu}e je pisati
a ∗ (b ∗ c) = (a ∗ b) ∗ c = a ∗ b ∗ c.
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Binarne operaije, osnovne strukture i morfizmi Algebarske strukture sa dve operaijeNeka je binarna operaija ∗ definisana u nepraznom skupuA.DefiniijaKa`emo da je binarna operaija ∗ asoijativna ako za svako
a, b, c ∈ A va`i

a ∗ (b ∗ c) = (a ∗ b) ∗ c.Dakle, ako je operaija ∗ asoijativna, mogu}e je pisati
a ∗ (b ∗ c) = (a ∗ b) ∗ c = a ∗ b ∗ c.DefiniijaBinarna operaija ∗ je komutativna, ako za svako a, b ∈ A va`ijednakost

a ∗ b = b ∗ a.Linearna algebra 1 PMF Kragujeva



Binarne operaije, osnovne strukture i morfizmi Algebarske strukture sa dve operaijeDefiniijaAko u (A, ∗) postoji element e, takav da je za svako a ∈ A

a ∗ e = e ∗ a = a,ka`emo da je e ∈ A neutralni ili jedini~ni element za operaiju ∗.
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Binarne operaije, osnovne strukture i morfizmi Algebarske strukture sa dve operaijeDefiniijaAko u (A, ∗) postoji element e, takav da je za svako a ∈ A

a ∗ e = e ∗ a = a,ka`emo da je e ∈ A neutralni ili jedini~ni element za operaiju ∗.TeoremaAko u (A, ∗) postoji neutralni element, onda je on jedinstven.
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Binarne operaije, osnovne strukture i morfizmi Algebarske strukture sa dve operaijeDefiniijaAko u (A, ∗) postoji element e, takav da je za svako a ∈ A

a ∗ e = e ∗ a = a,ka`emo da je e ∈ A neutralni ili jedini~ni element za operaiju ∗.TeoremaAko u (A, ∗) postoji neutralni element, onda je on jedinstven.Dokaz. Pretpostavimo suprotno,
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Binarne operaije, osnovne strukture i morfizmi Algebarske strukture sa dve operaijeDefiniijaAko u (A, ∗) postoji element e, takav da je za svako a ∈ A

a ∗ e = e ∗ a = a,ka`emo da je e ∈ A neutralni ili jedini~ni element za operaiju ∗.TeoremaAko u (A, ∗) postoji neutralni element, onda je on jedinstven.Dokaz. Pretpostavimo suprotno, tj. da u skupuA postoje dvaelementa e i f (e 6= f ), takva da je za svako a ∈ A

a ∗ e = e ∗ a = a i a ∗ f = f ∗ a = a.Linearna algebra 1 PMF Kragujeva



Binarne operaije, osnovne strukture i morfizmi Algebarske strukture sa dve operaijeDefiniijaAko u (A, ∗) postoji element e, takav da je za svako a ∈ A

a ∗ e = e ∗ a = a,ka`emo da je e ∈ A neutralni ili jedini~ni element za operaiju ∗.TeoremaAko u (A, ∗) postoji neutralni element, onda je on jedinstven.Dokaz. Pretpostavimo suprotno, tj. da u skupuA postoje dvaelementa e i f (e 6= f ), takva da je za svako a ∈ A

a ∗ e = e ∗ a = a i a ∗ f = f ∗ a = a.Kako je a proizvoqan element iz A, stavimo a = f u prvojjednakosti i a = e u drugoj.Linearna algebra 1 PMF Kragujeva



Binarne operaije, osnovne strukture i morfizmi Algebarske strukture sa dve operaijeTada dobijamo f ∗ e = e ∗ f = f i e ∗ f = f ∗ e = e, odakle sleduje
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Binarne operaije, osnovne strukture i morfizmi Algebarske strukture sa dve operaijeTada dobijamo f ∗ e = e ∗ f = f i e ∗ f = f ∗ e = e, odakle sleduje
e = f , {to je u kontradikiji sa pretpostavkom e 6= f . �
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Binarne operaije, osnovne strukture i morfizmi Algebarske strukture sa dve operaijeTada dobijamo f ∗ e = e ∗ f = f i e ∗ f = f ∗ e = e, odakle sleduje
e = f , {to je u kontradikiji sa pretpostavkom e 6= f . �DefiniijaAko u (A, ∗) postoji neutralni element e i ako za a ∈ A postojielement a−1 ∈ A, takav da je

a−1 ∗ a = a ∗ a−1 = e,ka`emo da je a−1 inverzni element za a ∈ A, u odnosu na operaiju
∗.
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Binarne operaije, osnovne strukture i morfizmi Algebarske strukture sa dve operaijeTada dobijamo f ∗ e = e ∗ f = f i e ∗ f = f ∗ e = e, odakle sleduje
e = f , {to je u kontradikiji sa pretpostavkom e 6= f . �DefiniijaAko u (A, ∗) postoji neutralni element e i ako za a ∈ A postojielement a−1 ∈ A, takav da je

a−1 ∗ a = a ∗ a−1 = e,ka`emo da je a−1 inverzni element za a ∈ A, u odnosu na operaiju
∗.Naravno, ako, u smislu prethodne definiije postoji a−1 ∈ A,tada je a ∈ A inverzni element za a−1. Va`i, dakle, (a−1)−1 = a.Umesto oznake a−1 za inverzni element koristimo i oznaku a′.Linearna algebra 1 PMF Kragujeva



Binarne operaije, osnovne strukture i morfizmi Algebarske strukture sa dve operaijeTeoremaNeka u (A, ∗) postoji neutralni element e i neka je ∗ asoijativnaoperaija. Ako za element a ∈ A postoji inverzni element
a−1 ∈ A, tada je on jedinstven.
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Binarne operaije, osnovne strukture i morfizmi Algebarske strukture sa dve operaijeTeoremaNeka u (A, ∗) postoji neutralni element e i neka je ∗ asoijativnaoperaija. Ako za element a ∈ A postoji inverzni element
a−1 ∈ A, tada je on jedinstven.Dokaz. Pretpostavimo suprotno, tj. neka za a ∈ A postoje dva me|usobom razli~ita inverzna elementa a−1
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Binarne operaije, osnovne strukture i morfizmi Algebarske strukture sa dve operaijeTeoremaNeka u (A, ∗) postoji neutralni element e i neka je ∗ asoijativnaoperaija. Ako za element a ∈ A postoji inverzni element
a−1 ∈ A, tada je on jedinstven.Dokaz. Pretpostavimo suprotno, tj. neka za a ∈ A postoje dva me|usobom razli~ita inverzna elementa a−1
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,{to je u suprotnosti sa u~iwenom pretpostavkom. �Neka je ∗ jedna binarna operaija definisana u nepraznom skupuG.DefiniijaZa algebarsku strukturu (G, ∗) ka`emo da je grupoid.Linearna algebra 1 PMF Kragujeva



Binarne operaije, osnovne strukture i morfizmi Algebarske strukture sa dve operaijeDefiniijaAko je operaija ∗ asoijativna, za strukturu (G, ∗) ka`emo da jeasoijativni grupoid ili polugrupa (ili semigrupa).
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Binarne operaije, osnovne strukture i morfizmi Algebarske strukture sa dve operaijeDefiniijaAko je operaija ∗ asoijativna, za strukturu (G, ∗) ka`emo da jeasoijativni grupoid ili polugrupa (ili semigrupa).PrimerKako je operaija sabirawa u skupu prirodnih brojevaNasoijativna, struktura (N,+) je asoijativni grupoid.
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Binarne operaije, osnovne strukture i morfizmi Algebarske strukture sa dve operaijeDefiniijaAko je operaija ∗ asoijativna, za strukturu (G, ∗) ka`emo da jeasoijativni grupoid ili polugrupa (ili semigrupa).PrimerKako je operaija sabirawa u skupu prirodnih brojevaNasoijativna, struktura (N,+) je asoijativni grupoid.DefiniijaAko u grupoidu (G, ∗) postoji neutralni element, tada ka`emo da jegrupoid (G, ∗) sa jediniom.
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Binarne operaije, osnovne strukture i morfizmi Algebarske strukture sa dve operaijeDefiniijaAko je operaija ∗ asoijativna, za strukturu (G, ∗) ka`emo da jeasoijativni grupoid ili polugrupa (ili semigrupa).PrimerKako je operaija sabirawa u skupu prirodnih brojevaNasoijativna, struktura (N,+) je asoijativni grupoid.DefiniijaAko u grupoidu (G, ∗) postoji neutralni element, tada ka`emo da jegrupoid (G, ∗) sa jediniom.PrimerStrukture (N0,+) i (N, ·) su grupoidi sa jediniom. Neutralnielementi u ovim strukturama su 0 i 1, respektivno.Linearna algebra 1 PMF Kragujeva



Binarne operaije, osnovne strukture i morfizmi Algebarske strukture sa dve operaijeDefiniijaNeka je binarna operaija ∗, definisana u skupuG. Za grupoid
(G, ∗) ka`emo da je grupa ako su ispuweni slede}i uslovi:(G1) Operaija ∗ je asoijativna;(G2) U skupuG postoji neutralni element za operaiju ∗;(G3) Za svaki element iz G postoji uG wemu inverzni element uodnosu na operaiju ∗.
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Binarne operaije, osnovne strukture i morfizmi Algebarske strukture sa dve operaijeDefiniijaNeka je binarna operaija ∗, definisana u skupuG. Za grupoid
(G, ∗) ka`emo da je grupa ako su ispuweni slede}i uslovi:(G1) Operaija ∗ je asoijativna;(G2) U skupuG postoji neutralni element za operaiju ∗;(G3) Za svaki element iz G postoji uG wemu inverzni element uodnosu na operaiju ∗.DefiniijaZa grupu (G, ∗) ka`emo da je komutativna ili Abelova, akooperaija ∗ ima osobinu komutativnosti.
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Binarne operaije, osnovne strukture i morfizmi Algebarske strukture sa dve operaijeDefiniijaNeka je binarna operaija ∗, definisana u skupuG. Za grupoid
(G, ∗) ka`emo da je grupa ako su ispuweni slede}i uslovi:(G1) Operaija ∗ je asoijativna;(G2) U skupuG postoji neutralni element za operaiju ∗;(G3) Za svaki element iz G postoji uG wemu inverzni element uodnosu na operaiju ∗.DefiniijaZa grupu (G, ∗) ka`emo da je komutativna ili Abelova, akooperaija ∗ ima osobinu komutativnosti.Ako skupG sadr`i kona~an broj elemenata, na primer n, za grupu
(G, ∗) ka`emo da je kona~nog reda n.Linearna algebra 1 PMF Kragujeva



Binarne operaije, osnovne strukture i morfizmi Algebarske strukture sa dve operaijeDefiniijaNeka su (G1, ∗) i (G2, ◦) grupe i neka je f preslikavawe skupaG1 uskupG2 takvo da je, za svako a, b ∈ G1,
f(a ∗ b) = f(a) ◦ f(b).Za preslikavawe f ka`emo da je homomorfizam grupe (G1, ∗) ugrupu (G2, ◦).
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Binarne operaije, osnovne strukture i morfizmi Algebarske strukture sa dve operaijeDefiniijaNeka su (G1, ∗) i (G2, ◦) grupe i neka je f preslikavawe skupaG1 uskupG2 takvo da je, za svako a, b ∈ G1,
f(a ∗ b) = f(a) ◦ f(b).Za preslikavawe f ka`emo da je homomorfizam grupe (G1, ∗) ugrupu (G2, ◦). Ako je f preslikavawe ,,na'', za grupu (G2, ◦) ka`emoda je homomorfna slika grupe (G1, ∗).
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Binarne operaije, osnovne strukture i morfizmi Algebarske strukture sa dve operaijeDefiniijaAko su (G1, ∗) i (G2, ◦) grupe istoga reda i ako je f bijektivnopreslikavawe skupaG1 na skupG2 takvo da je, za svako a, b ∈ G1,
f(a ∗ b) = f(a) ◦ f(b),ka`emo da je preslikavawe f izomorfizam grupe (G1, ∗) na grupu

(G2, ◦).
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Binarne operaije, osnovne strukture i morfizmi Algebarske strukture sa dve operaijeDefiniijaAko su (G1, ∗) i (G2, ◦) grupe istoga reda i ako je f bijektivnopreslikavawe skupaG1 na skupG2 takvo da je, za svako a, b ∈ G1,
f(a ∗ b) = f(a) ◦ f(b),ka`emo da je preslikavawe f izomorfizam grupe (G1, ∗) na grupu

(G2, ◦).PrimerFunkija f(x) = log x je jedan izomorfizam grupe (R+, ·) na grupu
(R,+).Linearna algebra 1 PMF Kragujeva



Binarne operaije, osnovne strukture i morfizmi Algebarske strukture sa dve operaijeTeoremaAko je preslikavawe f izomorfizam grupe (G1, ∗) na grupu (G2, ◦),tada je inverzno preslikavawe f−1 izomorfizam grupe (G2, ◦) nagrupu (G1, ∗).
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Binarne operaije, osnovne strukture i morfizmi Algebarske strukture sa dve operaijeTeoremaAko je preslikavawe f izomorfizam grupe (G1, ∗) na grupu (G2, ◦),tada je inverzno preslikavawe f−1 izomorfizam grupe (G2, ◦) nagrupu (G1, ∗).Dokaz. Neka su x i y bilo koji elementi iz G2. Tada su f−1(x) i
f−1(y) wima odgovaraju}i elementi iz G1.
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Binarne operaije, osnovne strukture i morfizmi Algebarske strukture sa dve operaijeTeoremaAko je preslikavawe f izomorfizam grupe (G1, ∗) na grupu (G2, ◦),tada je inverzno preslikavawe f−1 izomorfizam grupe (G2, ◦) nagrupu (G1, ∗).Dokaz. Neka su x i y bilo koji elementi iz G2. Tada su f−1(x) i
f−1(y) wima odgovaraju}i elementi iz G1.Kako je f izomorfizamgrupe (G1, ∗) na grupu (G2, ◦), va`i jednakost

f(f−1(x) ∗ f−1(y)) = f(f−1(x)) ◦ f(f−1(y)) = x ◦ y,odakle neposredno sleduje
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Binarne operaije, osnovne strukture i morfizmi Algebarske strukture sa dve operaijeTeoremaAko je preslikavawe f izomorfizam grupe (G1, ∗) na grupu (G2, ◦),tada je inverzno preslikavawe f−1 izomorfizam grupe (G2, ◦) nagrupu (G1, ∗).Dokaz. Neka su x i y bilo koji elementi iz G2. Tada su f−1(x) i
f−1(y) wima odgovaraju}i elementi iz G1.Kako je f izomorfizamgrupe (G1, ∗) na grupu (G2, ◦), va`i jednakost

f(f−1(x) ∗ f−1(y)) = f(f−1(x)) ◦ f(f−1(y)) = x ◦ y,odakle neposredno sleduje
f−1(x ◦ y) = f−1(f(f−1(x) ∗ f−1(y))) = f−1(x) ∗ f−1(y).Linearna algebra 1 PMF Kragujeva



Binarne operaije, osnovne strukture i morfizmi Algebarske strukture sa dve operaijeTeoremaAko je preslikavawe f izomorfizam grupe (G1, ∗) na grupu (G2, ◦),tada je inverzno preslikavawe f−1 izomorfizam grupe (G2, ◦) nagrupu (G1, ∗).Dokaz. Neka su x i y bilo koji elementi iz G2. Tada su f−1(x) i
f−1(y) wima odgovaraju}i elementi iz G1.Kako je f izomorfizamgrupe (G1, ∗) na grupu (G2, ◦), va`i jednakost

f(f−1(x) ∗ f−1(y)) = f(f−1(x)) ◦ f(f−1(y)) = x ◦ y,odakle neposredno sleduje
f−1(x ◦ y) = f−1(f(f−1(x) ∗ f−1(y))) = f−1(x) ∗ f−1(y).Prema tome, preslikavawe f−1 je izomorfizam grupe (G2, ◦) nagrupu (G1, ∗). �Linearna algebra 1 PMF Kragujeva



Binarne operaije, osnovne strukture i morfizmi Algebarske strukture sa dve operaijeDakle, ako postoji izomorfizam grupe (G1, ∗) na grupu (G2, ◦),postoji i izomorfizam grupe (G2, ◦) na grupu (G1, ∗). Zbog toga, zatakve grupe ka`emo da su izomorfne, tj. ka`emo da je svaka od wihizomorfna onoj drugoj, u oznai (G1, ∗) ∼= (G2, ◦).
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Binarne operaije, osnovne strukture i morfizmi Algebarske strukture sa dve operaijeDakle, ako postoji izomorfizam grupe (G1, ∗) na grupu (G2, ◦),postoji i izomorfizam grupe (G2, ◦) na grupu (G1, ∗). Zbog toga, zatakve grupe ka`emo da su izomorfne, tj. ka`emo da je svaka od wihizomorfna onoj drugoj, u oznai (G1, ∗) ∼= (G2, ◦).DefiniijaAko je preslikavawe f izomorfizam grupe (G, ∗) na samu sebe, zapreslikavawe f ka`emo da je automorfizam grupe (G, ∗).
Linearna algebra 1 PMF Kragujeva



Binarne operaije, osnovne strukture i morfizmi Algebarske strukture sa dve operaijeAlgebarske strukture sa dve operaijeNeka je S neprazan skup i neka su u wemu definisane dve binarneoperaije ∗ i ◦.
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Binarne operaije, osnovne strukture i morfizmi Algebarske strukture sa dve operaijeAlgebarske strukture sa dve operaijeNeka je S neprazan skup i neka su u wemu definisane dve binarneoperaije ∗ i ◦. Samim tim, (S, ∗) i (S, ◦) su izvesne algebarskestrukture.
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Binarne operaije, osnovne strukture i morfizmi Algebarske strukture sa dve operaijeAlgebarske strukture sa dve operaijeNeka je S neprazan skup i neka su u wemu definisane dve binarneoperaije ∗ i ◦. Samim tim, (S, ∗) i (S, ◦) su izvesne algebarskestrukture. Me|utim, mogu}e je posmatrati novu strukturu koju ~iniskup S snabdeven obema operaijama.
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Binarne operaije, osnovne strukture i morfizmi Algebarske strukture sa dve operaijeAlgebarske strukture sa dve operaijeNeka je S neprazan skup i neka su u wemu definisane dve binarneoperaije ∗ i ◦. Samim tim, (S, ∗) i (S, ◦) su izvesne algebarskestrukture. Me|utim, mogu}e je posmatrati novu strukturu koju ~iniskup S snabdeven obema operaijama.Pre nego {to izu~imo neke od ovih struktura, definisa}emoosobinu distributivnost jedne operaije u odnosu na druguoperaiju.DefiniijaKa`emo da je binarna operaija ∗ distributivna u odnosu nabinarnu operaiju ◦ ako za svako a, b, c ∈ S va`e jednakosti
a ∗ (b ◦ c) = (a ∗ b) ◦ (a ∗ c), (a ◦ b) ∗ c = (a ∗ c) ◦ (b ∗ c).Linearna algebra 1 PMF Kragujeva



Binarne operaije, osnovne strukture i morfizmi Algebarske strukture sa dve operaijeNaravno, ako za svako a, b, c ∈ S va`e jednakosti
a ◦ (b ∗ c) = (a ◦ b) ∗ (a ◦ c),

(a ∗ b) ◦ c = (a ◦ c) ∗ (b ◦ c),ka`emo da je binarna operaija ◦ distributivna u odnosu naoperaiju ∗.
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Binarne operaije, osnovne strukture i morfizmi Algebarske strukture sa dve operaijeNaravno, ako za svako a, b, c ∈ S va`e jednakosti
a ◦ (b ∗ c) = (a ◦ b) ∗ (a ◦ c),

(a ∗ b) ◦ c = (a ◦ c) ∗ (b ◦ c),ka`emo da je binarna operaija ◦ distributivna u odnosu naoperaiju ∗.PrimerMno`ewe realnih brojeva je distributivna operaija u odnosu nasabirawe realnih brojeva. Obrnuto, sabirawe nije distributivnaoperaija u odnosu na mno`ewe realnih brojeva.
Linearna algebra 1 PMF Kragujeva



Binarne operaije, osnovne strukture i morfizmi Algebarske strukture sa dve operaijeDefiniijaNeka su u skupu S definisane dve binarne operaije ∗ i ◦. Ako suispuweni slede}i uslovi:(R1) (S, ∗) je komutativna grupa;(R2) Operaija ◦ je asoijativna;(R3) Operaija ◦ je distributivna u odnosu na operaiju ∗,ka`emo da skup S ~ini prsten u odnosu na operaije ∗ i ◦,ozna~avaju}i ga sa (S, ∗, ◦).
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Binarne operaije, osnovne strukture i morfizmi Algebarske strukture sa dve operaijeDefiniijaNeka su u skupu S definisane dve binarne operaije ∗ i ◦. Ako suispuweni slede}i uslovi:(R1) (S, ∗) je komutativna grupa;(R2) Operaija ◦ je asoijativna;(R3) Operaija ◦ je distributivna u odnosu na operaiju ∗,ka`emo da skup S ~ini prsten u odnosu na operaije ∗ i ◦,ozna~avaju}i ga sa (S, ∗, ◦).Primer
(Z,+, ·) je prsten. Zaista, ovde je (Z,+) Abelova grupa, operaija
· je asoijativna i, najzad, operaija · je distributivna u odnosu naoperaiju sabirawa +.Linearna algebra 1 PMF Kragujeva



Binarne operaije, osnovne strukture i morfizmi Algebarske strukture sa dve operaijeUpravo, zbog prstena elih brojeva (Z,+, ·) uobi~ajeno je da seneutralni element za operaiju ∗ ozna~ava sa 0, a inverznielement elementa a sa −a.
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Binarne operaije, osnovne strukture i morfizmi Algebarske strukture sa dve operaijeUpravo, zbog prstena elih brojeva (Z,+, ·) uobi~ajeno je da seneutralni element za operaiju ∗ ozna~ava sa 0, a inverznielement elementa a sa −a.TeoremaU prstenu (S, ∗, ◦) va`i:(1) 0 ◦ a = a ◦ 0 = 0;(2) a ◦ (−b) = −(a ◦ b) = (−a) ◦ b;(3) (−a) ◦ (−b) = a ◦ b.
Linearna algebra 1 PMF Kragujeva



Binarne operaije, osnovne strukture i morfizmi Algebarske strukture sa dve operaijeDokaz.(1) Kori{}ewem prethodnih osobina lako nalazimo da je
0 =(−(a ◦ 0)) ∗ (a ◦ 0)

=(−(a ◦ 0)) ∗ (a ◦ (0 ∗ 0))

=(−(a ◦ 0)) ∗ ((a ◦ 0) ∗ (a ◦ 0))

=((−(a ◦ 0)) ∗ (a ◦ 0)) ∗ (a ◦ 0)

=0 ∗ (a ◦ 0) = a ◦ 0.
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Binarne operaije, osnovne strukture i morfizmi Algebarske strukture sa dve operaijeDokaz.(1) Kori{}ewem prethodnih osobina lako nalazimo da je
0 =(−(a ◦ 0)) ∗ (a ◦ 0)

=(−(a ◦ 0)) ∗ (a ◦ (0 ∗ 0))

=(−(a ◦ 0)) ∗ ((a ◦ 0) ∗ (a ◦ 0))

=((−(a ◦ 0)) ∗ (a ◦ 0)) ∗ (a ◦ 0)

=0 ∗ (a ◦ 0) = a ◦ 0.Sli~no, 0 ◦ a = 0.
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Binarne operaije, osnovne strukture i morfizmi Algebarske strukture sa dve operaije(2) Jednostavno nalazimo da je
(−a) ◦ b =0 ∗ ((−a) ◦ b)

=((−(a ◦ b)) ∗ (a ◦ b)) ∗ ((−a) ◦ b)

=(−(a ◦ b)) ∗ ((a ◦ b) ∗ ((−a) ◦ b))

=(−(a ◦ b)) ∗ ((a ∗ (−a)) ◦ b)

=(−(a ◦ b)) ∗ (0 ◦ b)

=(−(a ◦ b)) ∗ 0

=− (a ◦ b).
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Binarne operaije, osnovne strukture i morfizmi Algebarske strukture sa dve operaije(2) Jednostavno nalazimo da je
(−a) ◦ b =0 ∗ ((−a) ◦ b)

=((−(a ◦ b)) ∗ (a ◦ b)) ∗ ((−a) ◦ b)

=(−(a ◦ b)) ∗ ((a ◦ b) ∗ ((−a) ◦ b))

=(−(a ◦ b)) ∗ ((a ∗ (−a)) ◦ b)

=(−(a ◦ b)) ∗ (0 ◦ b)

=(−(a ◦ b)) ∗ 0

=− (a ◦ b).Sli~no, a ◦ (−b) = −(a ◦ b).
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Binarne operaije, osnovne strukture i morfizmi Algebarske strukture sa dve operaije(2) Jednostavno nalazimo da je
(−a) ◦ b =0 ∗ ((−a) ◦ b)

=((−(a ◦ b)) ∗ (a ◦ b)) ∗ ((−a) ◦ b)

=(−(a ◦ b)) ∗ ((a ◦ b) ∗ ((−a) ◦ b))

=(−(a ◦ b)) ∗ ((a ∗ (−a)) ◦ b)

=(−(a ◦ b)) ∗ (0 ◦ b)

=(−(a ◦ b)) ∗ 0

=− (a ◦ b).Sli~no, a ◦ (−b) = −(a ◦ b).(3) Va`i da je (−a) ◦ (−b) = −(a ◦ (−b)) = −(−(a ◦ b)) = a ◦ b. �Linearna algebra 1 PMF Kragujeva



Binarne operaije, osnovne strukture i morfizmi Algebarske strukture sa dve operaijeDefiniijaPrsten (S, ∗, ◦) je komutativan ako je operaija ◦ komutativna.
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Binarne operaije, osnovne strukture i morfizmi Algebarske strukture sa dve operaijeDefiniijaPrsten (S, ∗, ◦) je komutativan ako je operaija ◦ komutativna.DefiniijaPrsten (S, ∗, ◦) je prsten sa jediniom ako postoji element 1 ∈ Stakav da va`i 1 ◦ x = x ◦ 1 = x.
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Binarne operaije, osnovne strukture i morfizmi Algebarske strukture sa dve operaijeDefiniijaPrsten (S, ∗, ◦) je komutativan ako je operaija ◦ komutativna.DefiniijaPrsten (S, ∗, ◦) je prsten sa jediniom ako postoji element 1 ∈ Stakav da va`i 1 ◦ x = x ◦ 1 = x.Element 1 ∈ S se zove jedinia prstena.
Linearna algebra 1 PMF Kragujeva



Binarne operaije, osnovne strukture i morfizmi Algebarske strukture sa dve operaijeDefiniijaPrsten (S, ∗, ◦) je komutativan ako je operaija ◦ komutativna.DefiniijaPrsten (S, ∗, ◦) je prsten sa jediniom ako postoji element 1 ∈ Stakav da va`i 1 ◦ x = x ◦ 1 = x.Element 1 ∈ S se zove jedinia prstena.DefiniijaKomutativan prsten sa jediniom (S, ∗, ◦) je integralni domen akonema deliteqe nule, tj.
(∀a, b ∈ S)(a ◦ b = 0 ⇔ a = 0 ∨ b = 0).Linearna algebra 1 PMF Kragujeva



Binarne operaije, osnovne strukture i morfizmi Algebarske strukture sa dve operaijePrimer
(Z,+, ·) i (Q,+, ·) su integralni domeni, dok (Z4,+4, ·4) jekomutativan prsten sa jediniom, ali nije integralni domen (npr.
2 ·4 2 = 0)
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Binarne operaije, osnovne strukture i morfizmi Algebarske strukture sa dve operaijePrimer
(Z,+, ·) i (Q,+, ·) su integralni domeni, dok (Z4,+4, ·4) jekomutativan prsten sa jediniom, ali nije integralni domen (npr.
2 ·4 2 = 0)DefiniijaNeka je (S,+, ·, 0, 1) prsten sa jediniom. Ukoliko postoji n ≥ 2,takvo da je 1 + · · ·+ 1

︸ ︷︷ ︸

n

= 0 onda ka`emo da je prsten P kona~nekarakteristike i najmawe takvo n zovemo karakteristika prstena S.
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Binarne operaije, osnovne strukture i morfizmi Algebarske strukture sa dve operaijePrimer
(Z,+, ·) i (Q,+, ·) su integralni domeni, dok (Z4,+4, ·4) jekomutativan prsten sa jediniom, ali nije integralni domen (npr.
2 ·4 2 = 0)DefiniijaNeka je (S,+, ·, 0, 1) prsten sa jediniom. Ukoliko postoji n ≥ 2,takvo da je 1 + · · ·+ 1

︸ ︷︷ ︸

n

= 0 onda ka`emo da je prsten P kona~nekarakteristike i najmawe takvo n zovemo karakteristika prstena S.DefiniijaNeka je (S,+, ·, 0, 1) prsten sa jediniom. Ukoliko je
1 + · · ·+ 1
︸ ︷︷ ︸

n

6= 0, za sve n > 2, onda ka`emo da je prstenkarakteristike nula (ili beskona~ne karakteristike).Linearna algebra 1 PMF Kragujeva



Binarne operaije, osnovne strukture i morfizmi Algebarske strukture sa dve operaijeKarakteristiku prstena S }emo ozna~avati sa char(S).
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Binarne operaije, osnovne strukture i morfizmi Algebarske strukture sa dve operaijeKarakteristiku prstena S }emo ozna~avati sa char(S).DefiniijaAko je (S \ {0}, ◦) grupa, za prsten (S, ∗, ◦) ka`emo da je telo.
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Binarne operaije, osnovne strukture i morfizmi Algebarske strukture sa dve operaijeKarakteristiku prstena S }emo ozna~avati sa char(S).DefiniijaAko je (S \ {0}, ◦) grupa, za prsten (S, ∗, ◦) ka`emo da je telo.DefiniijaAko je (F \ {0}, ◦) Abelova grupa, za prsten (F, ∗, ◦) ka`emo da jepoqe.
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Binarne operaije, osnovne strukture i morfizmi Algebarske strukture sa dve operaijeKarakteristiku prstena S }emo ozna~avati sa char(S).DefiniijaAko je (S \ {0}, ◦) grupa, za prsten (S, ∗, ◦) ka`emo da je telo.DefiniijaAko je (F \ {0}, ◦) Abelova grupa, za prsten (F, ∗, ◦) ka`emo da jepoqe.Neutralni element u odnosu na operaiju ◦ naj~e{}e ozna~avamosa 1, a inverzni element elementa a sa a−1.
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Binarne operaije, osnovne strukture i morfizmi Algebarske strukture sa dve operaijeKarakteristiku prstena S }emo ozna~avati sa char(S).DefiniijaAko je (S \ {0}, ◦) grupa, za prsten (S, ∗, ◦) ka`emo da je telo.DefiniijaAko je (F \ {0}, ◦) Abelova grupa, za prsten (F, ∗, ◦) ka`emo da jepoqe.Neutralni element u odnosu na operaiju ◦ naj~e{}e ozna~avamosa 1, a inverzni element elementa a sa a−1.Primer
(Q,+, ·), (R,+, ·) i (C,+, ·) su poqa, dok (Z,+, ·) nije poqe.
(Zn,+n, ·n) je poqe ako i samo ako je n prost broj.Linearna algebra 1 PMF Kragujeva



Binarne operaije, osnovne strukture i morfizmi Algebarske strukture sa dve operaijeTeoremaSvako poqe je integralni domen.
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Binarne operaije, osnovne strukture i morfizmi Algebarske strukture sa dve operaijeTeoremaSvako poqe je integralni domen.Dokaz. Neka je (F,+, ·) poqe. Poka`imo da u poqu F nemadeliteqa nule.
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Binarne operaije, osnovne strukture i morfizmi Algebarske strukture sa dve operaijeTeoremaSvako poqe je integralni domen.Dokaz. Neka je (F,+, ·) poqe. Poka`imo da u poqu F nemadeliteqa nule. Za proizvoqno a, b ∈ F iz a · b = 0 i a 6= 0 sledi
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Binarne operaije, osnovne strukture i morfizmi Algebarske strukture sa dve operaijeTeoremaSvako poqe je integralni domen.Dokaz. Neka je (F,+, ·) poqe. Poka`imo da u poqu F nemadeliteqa nule. Za proizvoqno a, b ∈ F iz a · b = 0 i a 6= 0 sledida postoji a−1 ∈ F
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Binarne operaije, osnovne strukture i morfizmi Algebarske strukture sa dve operaijeTeoremaSvako poqe je integralni domen.Dokaz. Neka je (F,+, ·) poqe. Poka`imo da u poqu F nemadeliteqa nule. Za proizvoqno a, b ∈ F iz a · b = 0 i a 6= 0 sledida postoji a−1 ∈ F i stoga
b = 1 · b = (a−1 · a) · b = a−1 · (a · b) = a−1 · 0 = 0.

Linearna algebra 1 PMF Kragujeva



Binarne operaije, osnovne strukture i morfizmi Algebarske strukture sa dve operaijeTeoremaSvako poqe je integralni domen.Dokaz. Neka je (F,+, ·) poqe. Poka`imo da u poqu F nemadeliteqa nule. Za proizvoqno a, b ∈ F iz a · b = 0 i a 6= 0 sledida postoji a−1 ∈ F i stoga
b = 1 · b = (a−1 · a) · b = a−1 · (a · b) = a−1 · 0 = 0.Dakle, iz a · b = 0 sledi a = 0 ili b = 0.

Linearna algebra 1 PMF Kragujeva



Binarne operaije, osnovne strukture i morfizmi Algebarske strukture sa dve operaijeTeoremaSvako poqe je integralni domen.Dokaz. Neka je (F,+, ·) poqe. Poka`imo da u poqu F nemadeliteqa nule. Za proizvoqno a, b ∈ F iz a · b = 0 i a 6= 0 sledida postoji a−1 ∈ F i stoga
b = 1 · b = (a−1 · a) · b = a−1 · (a · b) = a−1 · 0 = 0.Dakle, iz a · b = 0 sledi a = 0 ili b = 0.Stoga, (F,+, ·) je i integralni domen. �

Linearna algebra 1 PMF Kragujeva



Binarne operaije, osnovne strukture i morfizmi Algebarske strukture sa dve operaijeTeoremaAko poqe (F,+, ·) ima kona~nu karakteristiku onda ona mora bitiprost broj.
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Binarne operaije, osnovne strukture i morfizmi Algebarske strukture sa dve operaijeTeoremaAko poqe (F,+, ·) ima kona~nu karakteristiku onda ona mora bitiprost broj.Dokaz. Neka je karakteristika poqa (F,+, ·) broj p 6= 0.
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Binarne operaije, osnovne strukture i morfizmi Algebarske strukture sa dve operaijeTeoremaAko poqe (F,+, ·) ima kona~nu karakteristiku onda ona mora bitiprost broj.Dokaz. Neka je karakteristika poqa (F,+, ·) broj p 6= 0. Ako je
p = m · k, 1 < m < p, 1 < k < p slo`en broj tada
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Binarne operaije, osnovne strukture i morfizmi Algebarske strukture sa dve operaijeTeoremaAko poqe (F,+, ·) ima kona~nu karakteristiku onda ona mora bitiprost broj.Dokaz. Neka je karakteristika poqa (F,+, ·) broj p 6= 0. Ako je
p = m · k, 1 < m < p, 1 < k < p slo`en broj tada iz

0 = 1 + · · ·+ 1
︸ ︷︷ ︸

p

= (1 + · · ·+ 1
︸ ︷︷ ︸

m

) · (1 + · · ·+ 1
︸ ︷︷ ︸

k

)sledi
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Binarne operaije, osnovne strukture i morfizmi Algebarske strukture sa dve operaijeTeoremaAko poqe (F,+, ·) ima kona~nu karakteristiku onda ona mora bitiprost broj.Dokaz. Neka je karakteristika poqa (F,+, ·) broj p 6= 0. Ako je
p = m · k, 1 < m < p, 1 < k < p slo`en broj tada iz

0 = 1 + · · ·+ 1
︸ ︷︷ ︸

p

= (1 + · · ·+ 1
︸ ︷︷ ︸

m

) · (1 + · · ·+ 1
︸ ︷︷ ︸

k

)sledi 1 + · · ·+ 1
︸ ︷︷ ︸

m

= 0 ili
Linearna algebra 1 PMF Kragujeva



Binarne operaije, osnovne strukture i morfizmi Algebarske strukture sa dve operaijeTeoremaAko poqe (F,+, ·) ima kona~nu karakteristiku onda ona mora bitiprost broj.Dokaz. Neka je karakteristika poqa (F,+, ·) broj p 6= 0. Ako je
p = m · k, 1 < m < p, 1 < k < p slo`en broj tada iz

0 = 1 + · · ·+ 1
︸ ︷︷ ︸

p

= (1 + · · ·+ 1
︸ ︷︷ ︸

m

) · (1 + · · ·+ 1
︸ ︷︷ ︸

k

)sledi 1 + · · ·+ 1
︸ ︷︷ ︸

m

= 0 ili 1 + · · ·+ 1
︸ ︷︷ ︸

k

= 0
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Binarne operaije, osnovne strukture i morfizmi Algebarske strukture sa dve operaijeTeoremaAko poqe (F,+, ·) ima kona~nu karakteristiku onda ona mora bitiprost broj.Dokaz. Neka je karakteristika poqa (F,+, ·) broj p 6= 0. Ako je
p = m · k, 1 < m < p, 1 < k < p slo`en broj tada iz

0 = 1 + · · ·+ 1
︸ ︷︷ ︸

p

= (1 + · · ·+ 1
︸ ︷︷ ︸

m

) · (1 + · · ·+ 1
︸ ︷︷ ︸

k

)sledi 1 + · · ·+ 1
︸ ︷︷ ︸

m

= 0 ili 1 + · · ·+ 1
︸ ︷︷ ︸

k

= 0 pa je char(F ) 6 m < pili char(F ) 6 k < p,Linearna algebra 1 PMF Kragujeva



Binarne operaije, osnovne strukture i morfizmi Algebarske strukture sa dve operaijeTeoremaAko poqe (F,+, ·) ima kona~nu karakteristiku onda ona mora bitiprost broj.Dokaz. Neka je karakteristika poqa (F,+, ·) broj p 6= 0. Ako je
p = m · k, 1 < m < p, 1 < k < p slo`en broj tada iz

0 = 1 + · · ·+ 1
︸ ︷︷ ︸

p

= (1 + · · ·+ 1
︸ ︷︷ ︸

m

) · (1 + · · ·+ 1
︸ ︷︷ ︸

k

)sledi 1 + · · ·+ 1
︸ ︷︷ ︸

m

= 0 ili 1 + · · ·+ 1
︸ ︷︷ ︸

k

= 0 pa je char(F ) 6 m < pili char(F ) 6 k < p, {to je suprotno pretpostavi char(F ) = p.Linearna algebra 1 PMF Kragujeva



Binarne operaije, osnovne strukture i morfizmi Algebarske strukture sa dve operaijeTeoremaAko poqe (F,+, ·) ima kona~nu karakteristiku onda ona mora bitiprost broj.Dokaz. Neka je karakteristika poqa (F,+, ·) broj p 6= 0. Ako je
p = m · k, 1 < m < p, 1 < k < p slo`en broj tada iz

0 = 1 + · · ·+ 1
︸ ︷︷ ︸

p

= (1 + · · ·+ 1
︸ ︷︷ ︸

m

) · (1 + · · ·+ 1
︸ ︷︷ ︸

k

)sledi 1 + · · ·+ 1
︸ ︷︷ ︸

m

= 0 ili 1 + · · ·+ 1
︸ ︷︷ ︸

k

= 0 pa je char(F ) 6 m < pili char(F ) 6 k < p, {to je suprotno pretpostavi char(F ) = p.Dakle, p je prost broj. �Linearna algebra 1 PMF Kragujeva
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