Uvod u nauku o podacima | Branko Arsi¢

StatistiCko ucCenje

Zamislite da ste zaposleni u ulozi Data Scientist-a u kompaniji koja se bavi prodajom
odredenog proizvoda na 200 razli¢itih lokacija. U isto vreme kompanija ima odredeni budZet za
marketing koji trosi na razli¢ite medije: novine, TV i radio. Mi ne moZzemo direktno da uticemo na
prodaju, ali moZzemo da raspolazemo, tacnije raspodelimo, budzet na razlicite medije. Ako
utvrdimo da postoji veza izmedu reklamiranja i prodaje, tada moZemo da podesimo raspodelu
novca i na taj nacin indirektno uticemo na poveéanje prodaje.

Drugim recima: Na$ zadatak je da razvijemo precizan model koji moZze da nam predvidi
prodaju na osnovu raspodele budzZeta na tri medija.

R code:

Tm.radio=Tm(sales ~ Radio)

Tm.tv = Im(sales ~ TV)

Tm.newspaper = Tm(Sales ~ Newspaper)

par(mfrow = c(1,3))

plot(Tv, Sales, cex.lab=2, cex.axis=1.2)
abTine(Im.tv, col="blue", Tty=1, lwd=2)
plot(Radio, Sales, cex.lab =2, cex.axis=1.2)
abTline(Im.radio, col="blue", Tty=1, Twd=2)
plot(Newspaper, Sales, cex.lab=2, cex.axis=1.2)
abTine(Im.newspaper, col="blue", lty=1, lwd=2)

%o
@

Dales
Dales
Sales

0 10 20 30 40 50 0 20 60 100
Radio Newspaper

U ovom slucaju budZeti za medije su ulazne promenljive (eng. input variables), dok je prodaja
izlazna promenljiva (eng. output variable).
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X; -TV budzet
X, - Radio budzet
X3 - Novine budzZet

U literaturi mozZete nadi i sledeée nazive za ulazne promenljive: input variables, predictors,
independent variables, features, i najéesée se obeleZavaju sa Xi,qex-

Za izlazne promenljive moZete Cuti nazive: output variables, response, dependent variable, i
najcesSce se obeleZavaju sa Y, ey

PRIMERI: Kvadratura kuce - Cena kuée (regresija)
Godiste pacijenta - Stanje pluéa (dobro/lose, klasifikacija)

Pretpostavimo da je izlazna promenljiva Y kvantitativnog tipa (moZe da bude i kvalitativa) i
daimamo p razli¢itih prediktora, X;, X5, ..., X,. Pretpostavimo da postoji neka veza izmedu izlaza
Yiulaza X = (X3, X3, ..., Xp), koja moZe biti napisana u opstem obliku:

Y=fX) +e, ®
gde je f nepoznata funkcija, a e je slu¢ajna greska (random error term) koja ne zavisi od X, i ima
prosek koji ima vrednost 0. Za f se kaZe da predstavlja sistemati¢ne (systematic) informacije koje

X dajezaY.

Kao drugi primer prikazan je grafik prihoda u odnosu na godine obrazovanja za 30 pojedinaca.
Drugi grafik uklju€uje jo$ jednu promenljivu — godine iskustva (stepen senioriteta).
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Grafik nam govori da bi neko mogao veoma uspesno da predvidi prihod koriste¢i samo godine
koje je neko potrosio na obrazovanje. Medutim, funkcija f koja povezuje ulaznu promenljivu sa
izlaznom promenljivom je generalno nepoznata, nju treba otkriti. U ovom slucaju treba proceniti
f na osnovu posmatranih tacaka (observacija).

Statistical learning
Prediction

Inference

Stasticko ucenje je skup razli¢itih pristupa za odredivanje, tj. aproksimaciju (eng. estimation)
funkcije f.

Zasto odredujemo funkciju f? Dva su razloga za to.

Zbog predikcije (eng. prediction) i zaklju¢ivanja (eng. inference).

Predikcija

U mnogim situacijama skup ulaznih promenljivih X je odmah dostupan, ali vrednost izlaza nije
lako dobiti. U ovom slucaju, posto je greska e u proseku jednaka nuli, mi moZzemo da predvidimo
Y na slededi nadin:

Y =7,

gdejef nasa aproksimacije funckije f, a Y predstavlja predikciju za Y. U ovom slucaju sef tretira
kao crna kutija, i od nje se oekuje da precizno predvida vrednostiza Y.

PRIMER: pacijent i negov rizik za ozbiljnu nezeljenu reakciju na odredeni lek.

Tacnost kako ¥ predvidanja Y zavisi od dve veli¢ine: greske koja se moze smanijiti (eng.
reducible error) i greske koja se ne moZze smanijiti (eng. irreducible error). Generalno, f nece biti
pefektna aproksimacija za f, tako da i ova netacnost dovodi do odredene greske. Ova greska se
moZze smanijiti, jer potencijalno moZemo poboljsati ta¢nost f koristeéi najprikladniju statisti¢ku
tehniku ucenja za procenu funkcije f. Medutim, ¢ak i kada bi bilo moguce formirati savrsenu
aproksimaciju za f tako da nas procenjeni odgovor dobje oblik Y = f(X), nase predvidanje bi i
dalje imalo neku gresku u njemu! ZASTO? To je zato $to je Y takode funkcija od e (vidi jednacinu
(1)), koju po definiciji nije moguce predvideti pomodéu X. Zbog toga promenljivost koja potice od
e takode utice na tacnost nasih predvidanja. Ovo je poznato kao irreducible greska, jer koliko god
dobro procenili f, ne moZzemo smanjiti gresku koju sa sobom nosi e.
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Zasto je irreducible greska veca od nule?

1) Veli¢ina e moZe sadrzati neizmerene promenljive koje su korisne u predvidanju Y: posto
ih ne merimo, f ih ne moZe koristiti za predvidanje.

2) Veli¢ina e takode mozZe sadriati nemerljive varijacije. Na primer, rizik od neZeljenih
reakcija moZe da varira za datog pacijenta odredenog dana, u zavisnosti od proizvodnih
varijacija samog leka ili opSteg osecaja pacijenta tog dana. Dodatni primer je fudbal.

Neka je data aproksimacija f i skup prediktora X koji odreduju ¥ = f(X). Ako su f i X
fiksirani, tada vazi

E(Y =7) =E[f(0) +e— FOO]" = [F(0) — FCOP + Var(e),

gde E(Y - 17) predstavlja prosek, ili oekivanu vrednost, kvadarata razlike izmedu predvidene i
prave vredosti Y, dok Var(e) predstavlja varijansu greske e.

Jedan od ciljeva ovog predmeta je vezan za tehnike za procenu f sa ciljem minimiziranja
reducibilne greske.

ZakljuCivanje (Inference)

Cesto smo zainteresovani za razumevanje nacina na koji X;, X5, ey Xp uti¢u na Y. U ovoj
situaciji Zelimo da procenimo f, ali nas cilj nije nuzno da predvidimo Y. Umesto toga, Zelimo da
razumemo odnos izmedu X i Y, ili tacnije, kako se Y menja u zavisnosti od X;, X5, ...,Xp. Sada se
f ne tretira kao crna kutija, jer Zelimo da znamo njen tac¢an oblik. Pod ovim uslovima neko moze
biti zainteresovan za odgovore na sledeéa pitanja:

e Koji su prediktori povezani sa odgovorom? Cest je slu¢aj da je samo mali deo dostupnih
prediktora u sustini povezan sa Y. Identifikovanje nekoliko vaznih prediktora medu velikim
brojem mogudih promenljivih moze biti izuzetno korisno, u zavisnosti od primene.

e Kakav je odnos izmedu odgovora i svakog prediktora? Neki prediktori mogu imati
pozitivan odnos sa Y, u tom smislu da je poveéanje prediktora povezano sa povecanjem
vrednosti od Y. Ostali prediktori mogu imati suprotan odnos. U zavisnosti od sloZenosti za
f, odnos izmedu odgovora i datog prediktora takode moze zavisiti od vrednosti ostalih
prediktora.

e Moze li se odnos izmedu Y i svakog prediktora adekvatno prikazati pomocu linearne
jednacine ili je veza sloZenija? Istorijski gledano, vec¢ina metoda za procenu f imala je
linearni oblik. U nekim situacijama je takva pretpostavka razumna ili ¢ak pozeljna. Ali ¢esto
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je pravi odnos sloZeniji, i u tom slucaju linearni model mozda nede pruziti tacan prikaz
odnosa izmedu ulaznih i izlaznih promenljivih.

U narednom periodu videéemo niz metoda koji spadaju u grupu onih metoda kojima je bitnija
predikcija, nekima je bitnije zakljucivanje, a negde ¢emo videti i kombinaciju obe vrste.

PRIMERI:

Posmatrajmo kompaniju koja je zainteresovana za sprovodenje kampanje direktnog
marketinga. Na osnovu zapaZanja demografskih promenljivih izmerenih kod svakog pojedinca, cilj
je identifikovanje pojedinaca koji ¢e odgovoriti pozitivno na slanje poste. U ovom slucaju
demografske promenljive sluze kao prediktori, a odgovor na marketinsku kampanju (bilo
pozitivan ili negativan) sluzi kao ishod. Kompaniju ne zanima dubinsko razumevanje odnosa
izmedu svakog pojedinacnog prediktora i odgovora; umesto toga, kompanija jednostavno Zeli
tacan model za predvidanje odgovora pomocu prediktora. Ovo je primer modeliranja za
predvidanje (prediction).

Suprotno tome, uzmite u obzir primer o oglasavanju sa prve strane skripte. Menadzeri mogu
biti zainteresovani za odgovore na pitanja kao sto su:

= Koji mediji doprinose prodaji?

= Koji mediji generisu najvedi podsticaj prodaje?

= Koliko je povecanje prodaje povezano sa datim poveéanjem TV-a oglasavanje?
Ova situacija spada u paradigmu zakljucivanja (inference).

Drugi primer ukljuuje modeliranje odredene marke proizvoda koju kupac moze kupiti na
osnovu promenljivih kao Sto su cena, lokacija prodavnice, nivoi popusta, cena konkurencije itd.
U ovoj situaciji nekoga zaista moZe najviSe zanimati kako svaka od pojedinaénih promenljivih
uti¢e na verovatnocu kupovine. Na primer, kakav ¢e efekat imati promena cene proizvoda na
prodaju? Ovo je primer modeliranja za zakljucivanje (inference).

Konacno, moglo bi se sprovesti odredeno modeliranje kako za predvidanje tako i za
zakljucivanje. Na primer, u okruzenju nekretnina, moZze se traZiti da se vrednosti kuéa povezu sa
inputima kao S$to su stopa kriminala, zona, udaljenost od reke, kvalitet vazduha, skole, nivo
prihoda zajednice, veli¢ina kuca i tako dalje. U ovom slucaju nekoga moze zanimati kako pojedine
ulazne promenljive uticu na cene —tj. koliko ¢e dodatna vrednost vredeti ku¢a ako ima pogled na
reku? Ovo je problem koji je vezan za zakljucivanje. Na drugoj strani, neko moze jednostavno biti
zainteresovan za predvidanje vrednosti kué¢e s obzirom na njene karakteristike: da li je ova kuca
potcenjena ili precenjena? Ovo je problem predvidanja.

5|Page Institut za matematiku i informatiku, Kragujevac



Uvod u nauku o podacima | Branko Arsi¢

U zavisnosti od toga da li je nas krajnji cilj predvidanje, zakljucivanje ili kombinacija ova dva
cilja, razlicite metode za procenu f mogu biti prikladne. Na primer, linearni modeli omogucavaju
relativno jednostavno i interpretabilno zakljucivanje, ali moZda nece dati tako ta¢na predvidanja
kao neki drugi pristupi. Suprotno tome, neki od krajnje nelinearnih pristupa o kojima ¢emo biti
reci kasnije mogu potencijalno pruziti prili¢cno taéna predvidanja za Y, ali to se postize na rac¢un
manje intepretabilnog modela za koji je zakljucivanje veliki izazov.

Kako odredujemo f?

Podrazumevademo da je sa n oznacen broj razli¢itih podataka (observacija) sa kojima
raspolazemo. Ove podatke nazivamo trening skupom, jer ih koristimo za treniranje (ucenje)
metoda kako da aproksimiraju f. Neka je sa x;; oznaCena vrednost j-tog prediktora za observaciju
i,pricemujei = 1,2,...,nij = 1,2,...,p. Neka je sa y; oznacen izlaz za observaciju i. Tada
trening podatke mozemo prikazati {(x1, y1), (X2, ¥2), ., (O, ¥n)}, gde je x; = (X1, Xig, ooy Xip) -

Cilj nam je da primenimo neku statisticku metodu ucenja nad trening podacima kako bismo
procenili nepoznatu funkciju f. Drugim re€ima, Zelimo da pronademo funkciju f takvudajeY =
¥ = f(X) za bilo koju observaciju (X, Y).

Vedina statistickih metoda u€enja za ovaj zadatak se moze svrstati u grupu parametarskih ili
neparametarskih metoda.

Parametarske metode
Parametarske metode ukljucuju pristup koji se zasniva na modelu iz dva koraka.

1. Prvo se pravi pretpostavka o obliku funkcije f. Na primer, jedna vrlo jednostavna
pretpostavka je da je f linearno zavisna od X:

f(X) =PBo+ B X1+ + .Bpo

Ovo je primer linearnog modela. Sada, umesto da se mora proceniti potpuno proizvoljna
p-dimenzionalna funkcija f(X), potrebno je samo proceniti p + 1 koeficijenata

IBOJ ﬁlr ugp'

2. Nakon odabira modela potreban nam je postupak koji koristi podatke za trening za
treniranje modela.
Y =~ ﬁo + :lel + -+ Bpo.
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Jedan od najcesée koris¢enih pristupa je metoda najmanjih kvadrata (eng. least squares),
ali naravno, postoje i drugi pristupi za odredivanje ovih koeficijenata.

Upravo opisani pristup zasnovan na modelu naziva se parametarskim; zamenjuje problem
procene funkcije f problemom ocenjivanja skupa parametara. Potencijalni nedostatak
parametarskog pristupa je taj sto se model koji odaberemo obi¢no nec¢e podudarati sa pravim
nepoznatim oblikom f. Ako je izabrani model predaleko od pravog oblika funkcije f, nasa
procena ¢ée biti loSa. Ovaj problem se moze resiti izborom fleksibilnih modela koji mogu da se
uklope u mnogo razli¢itih mogucih oblika za f. Ali generalno, izbor fleksibilnijeg modela zahteva
procenu veceg broja parametara.

Ovi sloZeniji modeli mogu dovesti do pojave poznate kao prekomerno ucenje iz podataka,
preucavanje (eng. overfitting), Sto u sustini znaci da aproksimacija previse dobro prati greske.

MODELI:
e Logistic Regression
e Linear Discriminant Analysis
e Perceptron
e Naive Bayes
e Simple Neural Networks

Neparametarske metode

Neparametarske metode ne daju eksplicitne pretpostavke o funkcionalnom obliku od f.
Umesto toga, ove metode traze procenu za f koja se priblizava dostupnim observacijama Sto je
viSe moguce, a da pritom modeli ne budu previse prosti ili previse slozeni.

Glavni nedostatak neparametarskih pristupa je taj Sto problem procene za f ne svode na
mali broj parametara, veé je potreban veoma veliki broj observacija (daleko vise nego Sto je
obi€no potrebno za parametarski pristup) da bi se dobila precizna procena za f. Dakle, ocekuje
se da imate dosta veliki skup podataka za treniranje.

MODELI:
o k-Nearest Neighbors
e Decision Trees like CART and C4.5
e Support Vector Machines
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Kompromis izmedu tacnosti predvidanja modela i interpretabilnosti

Od mnogih metoda koje ¢emo da pomenemo/naucimo, neke su manje fleksibilne, tj.
restriktivnije, u smislu da mogu da generiSu samo relativno mali raspon oblika za procenu f. Na
primer, linearna regresija je relativno nefleksibilan pristup.

Druge metode, poput thin plate splines znatno su fleksibilnije, jer mogu generisati mnogo
Siri spektar mogucih oblika za procenu f.

Postoji nekoliko razloga zbog kojih bismo viSe voleli restriktivnije modele. Ako nas uglavhom
zanima zaklju¢ivanje, onda su restriktivni modeli mnogo interpretabilniji. Dok, na primer,
boosting metode dovode do tako komplikovanih procena za f da je tesko razumeti kako je bilo
koji pojedinacni prediktor povezan sa odgovorom.

Accuracy
A
NN
L Boosting

L ]
° .
SVM o Bagging

Graphical model ® Decision Tree

[
Logistic
Naive Bayes @ °
® |asso
. . .
Linear Regression ® Classification

> Explainability
Supervised Versus Unsupervised Learning

Prethodno Sta ste naucdili: predvidaju se vrednosti za jedan ili vise izlaza, ili preciznijim
recnikom, predvidaju se vrednosti zavisne promenljive Y = (¥, Y, ..., Yy,) za dati skup ulaza ili
prediktora X7 = (X1, X3, ..., Xp) . Neka je x! = (Xi1,Xi2, -+, Xip) Ulaz za i -tu observaciju u
trening skupu, i neka je y; izlazna vrednost koju predvidamo.

Nove predikcije se zasnivaju na trening primerima (x1,y1), (X2, V2), ..., (Xy, Yn) prethodno
reSenih slucajeva gde su pridruzene vrednosti svih parova unapred poznate. Ovaj proces kreiranja
modela se naziva nadgledano ucenje ili ,ucenje sa uciteljom*.
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Metafora ,student” predstavlja odgovor y; za svaki ulaz x; u trening skupu, dok ,ucitelj“ daje
tacan odgovor i gresku koja je pridruzena svakom studentovom odgovoru. Ovo se obicno
karakterie nekom funkcijom gubitka L(y, §), kao na primer L(y,9) = (y — $)2.

Sta je nenadgledano uéenje ili ,uéenje bez uéitelja“? U ovom slu¢aju imamo skup observacija
(x4, X5, ..., Xy) slucajnog p-vektora X koji imaju zajednicku gustinu Pr(X). Cilj nenadgledanog
ucenja je da se direktno zakljuci o svojstvima funkcije gustine bez pomodi supervizora ili ucitelja
koji sve vreme pruZa tacne odgovore. Veoma Cesto dimenzije ovih vektora su vece nego Sto su to
vektori u slucaju nadgledanog ucenja, a svojstva koja treba otkriti su dosta veoma komplikovana.
Ovi faktori su nesto ublazeni ¢injenicom da X predstavlja sve promenljive koje se posmatraju;
nije potrebno donositi zakljucke kako se svojstva Pr(X) menjaju, pod uslovom da se menjaju
vrednosti drugog skupa promenljivih.

Regresioni i klasifikacioni problemi

Promenljive se mogu okarakterisati kao kvantitativne ili kvalitativne (kategorijske).
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Procena tacnosti modela

Zasto je potrebno uvoditi toliko razlicitih statistickih pristupa ucenju, a ne samo jedan najbolji
metod? U statistici vaZi pravilo da nema ,besplatnog rucka“ (eng. no free lunch): nijedna metoda
ne dominira nad svim ostalim metodama, nad svim moguéim skupovima podataka. Na
odredenom skupu podataka, jedna odredena metoda mozZe najbolje raditi, ali neka druga metoda
moze bolje raditi na slicnom, ali razli¢itom skupu podataka. Stoga je vazan zadatak odluciti koja
metoda daje najbolje rezultate za dati skup podataka. Izbor najboljeg pristupa moze biti jedan od
najizazovnijih delova izvodenja statistickog ucenja u praksi.

Da bismo procenili u¢inak statisticke metode ucenja na datom skupu podataka, potreban nam
je nacin da izmerimo koliko se njegova predvidanja zapravo podudaraju sa posmatranim
podacima.

Za regresione probleme najcesée koris¢ena matrika je mean squared error (MSE) koja je data
formulom:

1% .
MSE =10 0= fG0)*

gde je f(xi) predikcija koju f daje za i-tu observaciju.
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