Uvod u nauku o podacima | Branko Arsi¢

Procena tacnosti modela

Zasto je potrebno uvoditi toliko razlicitih statistickih pristupa ucenju, a ne samo jedan najbolji
metod? U statistici vazi pravilo da nema ,besplatnog rucka“ (eng. no free lunch): nijedna metoda
ne dominira nad svim ostalim metodama, nad svim moguéim skupovima podataka. Na
odredenom skupu podataka, jedna odredena metoda moZe najbolje raditi, ali neka druga metoda
moze bolje raditi na slicnom, ali razli¢itom skupu podataka. Stoga je vaZzan zadatak odluciti koja
metoda daje najbolje rezultate za dati skup podataka. Izbor najboljeg pristupa moze biti jedan od
najizazovnijih delova izvodenja statistickog ucenja u praksi.

Da bismo procenili u¢inak statisticke metode ucenja na datom skupu podataka, potreban nam
je nacin da izmerimo koliko se njegova predvidanja zapravo podudaraju sa posmatranim
podacima.

Za regresione probleme najcesée koris¢ena matrika je mean squared error (MSE) koja je data
formulom:
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gde je f(xi) predikcija koju f daje za i-tu observaciju.

Ali generalno ne interesuje koliko dobro metoda funkcionise na trening podacima. Umesto
toga, nas zanima tacnost predikcija koje dobijamo kada primenimo nasu metodu na prethodno
nepoznatim (eng. unseen) podacima iz test skupa. Zasto je to tako?

Primer 1: Pretpostavimo da smo zainteresovani za razvoj algoritma koji moze da predvidi
cene akcija na osnovu cena prethodnih akcija. Metodu moZemo obuditi koristeéi cene akcija iz
proteklih 6 meseci. Ali nas zapravo ne zanima koliko dobro nasa metoda predvida proslonedeljne
cene akcija. Umesto toga, brinemo o tome koliko ¢e dobro predvideti sutrasnju ili sledeé¢u mesecnu
cenu.

Primer 2: Na slican nacin, pretpostavimo da imamo klinicka merenja (npr. teZinu, krvni
pritisak, visinu, starost, porodi¢nu istoriju bolesti) za odredeni broj pacijenata, kao i informacije
o tome da li je svaki od pacijenata ima dijabetes. Ove pacijente moZzemo koristiti za obuku
statisticke metode ucenja za predvidanje rizika od dijabetesa na osnovu klini¢kih merenja. U
praksi Zelimo da ovaj metod tacno predvidi rizik od dijabetesa za buduce pacijente na osnovu
njihovih klinickih merenja. Nismo zainteresovani da li metoda ta¢no predvida rizik od dijabetesa
za pacijente koji se koriste za obuku modela, jer ve¢ znamo koji od tih pacijenata ima dijabetes.

Neka je neki statisticki metod obucavan nad trening podacima {(xy, ¥1), (X2, ¥2), -, (X, Vi) },
gde je x; = (X1, Xi2, ...,xl-p)T, pri ¢emu smo dobili aproksimaciju £, takvu da je y; = 9; = f(x;)

za bilo koju observaciju (x;,y;). Tada moZemo da izraéunamo f(x;), f (xy), ..., f (x,,). Ako su
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dobijene vrednosti priblizno jednake y4, y5, ..., ¥, tada je vrednost MSE za trening podatke mala.
Medutim, nas ne zanima dalli je f(xl-) ~ y;, umesto toga zelimo daznamo dali je f(xo) priblizno
jednako yq, gde je (xq ¥o) prethodno nevideno observacija iz test skupa, observacija koja se nije
koristila za obuku statisticke metode ucenja.

Cilj je da izaberemo metodu koja daje najnizi MSE za test skup, umesto da trazimo najnizu
vrednost za MSE nad trening podacima. Drugim recCima, ako bismo imali veliki broj testnih
opservacija, tada bismo mogli da izratunamo

Avg(yo — f(x0))?
prosecnu kvadratnu gresku predikcije za sve test observacije (xg ). Izabrati model za koji je ova
greska najmanja.

Ako ne postoji test skup iz nekog razloga, neko bi mogao da jednostavno odabere statisticku
metodu ucenja koja minimalizuje trening MSE vrednost. Cini se da bi to mogao biti razuman
pristup, jer se ¢ini da su MSE za obuku i test MSE usko povezani. Medutim, postoji fundamentalni
problem sa ovom strategijom: Ne postoji garancija da ¢e metoda sa najnizom trening MSE
vrednoscu imati najnizu test MSE vrednost.

Kako to izgleda u praksi...
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Slika 1. Levo: Podaci simulirani iz f, prikazani crnom bojom. Tri procene za f su prikazane: linearna
regresija (narandzasta kriva) i dva smoothing spline (plava i zelena kriva). Npr. f(x) = x%+3x +
logz(ﬁ) + X(0,1) "e"

Desno: Trening MSE (siva kriva), test MSE (crvena kriva) i minimalno moguci test MSE za sve metode
(isprekidana linija). Kvadratici predstavljaju trening i test MSE za tri aproksimacije prikazane na levoj strani.
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Trening MSE monotono opada kako se povecava fleksibilnost modela. U ovom primeru ta¢no
f je nelinearno, pa narandzasti linearni fit nije dovoljno fleksibilan da bi dobro procenio f. Zelena
kriva ima najnizi MSE treninga od sve tri metode, jer odgovara najfleksibilnijoj od tri krive koje se
uklapaju u levi panel.

Kada data metoda daje mali trening MSE, ali veliki test MSE, onda se kaZe da je previse
prilagodena podacima (eng. overfitting the data). To se dogada zato Sto nasa statisticka
procedura ucenja previse radi da bi pronasla obrasce u trening podacima, i moZda uzima neke

obrasce koji su samo uzrokovani pukom sluc¢ajnoscu, a ne istinskim svojstvima nepoznate funkcije
f. Kada overfitujemo trening podatke, test MSE ¢e imati veliku vrednost, jer ,navodni obrasci”
koje je metoda pronasla u trening podacima jednostavno ne postoje u test podacima.

4

Imajte na umu da, bez obzira da li se desio overfitting ili ne, gotovo uvek oc¢ekujemo da trening
MSE bude maniji od test MSE, jer veéina statistickih metoda ucenja bilo direktno ili indirektno
nastoji da minimizira trening MSE. Overfitting se posebno odnosi na slucaj u kojem bi manje
fleksibilan model dao manji test MSE.
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Slika 2. Detalji su kao na slici 1, pre éemu se koristi drugacija unapred zadata f koja je mnogo bliza
linearnom modelu. U ovom okruZenju, linearna regresija pruza vrlo dobru aprokcimaju (fit) podataka.
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Slika 3. Detalji su kao naslici 1, pre ¢emu se koristi unapred zadata funkcija f koja je daleko od linearne.
U ovom okruzenju, linearna regresija pruza vrlo lose prilagodavanje (fit) podacima.

Bias-Variance kompromis (eng. trade-off)

Malo matematike :) Ocekivana test MSE vrednost, za datu vrednost x,, moze se napisati kao
suma tri veli¢ine:

E(yo = f(x0))" = Var (f(x0)) + [Bias(f (xo))]? + Var(e),

PN 2
gde E(yo - f(xo)) predstavlja ocekivanu MSE na test skupu, i odnosi se na oéekivani prosecni
test MSE koji bismo dobili ako bismo viSe puta procenili f koristeci veliki broj trening skupova i
testirali je za svako x,. Ukupni oCekivani test MSE moze se izraCunati kao prosek vrednosti

S 2
E(yo ~ f(xo)) za sve moguce vrednosti x, iz test skupa.

Jednacina nam govori sledece: da bi se minimalizovala ocekivana greska na test skupu
potrebno je da izaberemo statisticku metodu ucenja koja istovremeno ima malu vrednost
varijanse (eng. variance) i malu vrednost pristrasnosti (eng. bias).

4|Page Institut za matematiku i informatiku, Kragujevac



Uvod u nauku o podacima | Branko Arsi¢

Varijansa se odnosi na koli¢inu za koji bi se f promenila ako bismo je aproksimirali koristeci
drugaciji trening skup. Posto se trening podaci koriste za treniranje/ucenje statisticke metode,
razli¢iti trening skupovi rezultirace razli¢itim funkcijama f Ali u idealnom slucaju procena za f ne
bi trebalo da variraju previse izmedu trening skupova. Medutim, ako metoda ima veliku varijansu,
male promene u trening podacima mogu rezultirati velikim promenama u f Generalno,
fleksibilnije statisticke metode imaju vecu varijansu.
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S druge strane, bias se odnosi na gresku koja nastaje aproksimacijom stvarnog/realnog
problema (koji moze biti izuzetno komplikovan) mnogo jednostavnijim modelom. Na primer,
linearna regresija pretpostavlja da postoji linearni odnos izmedu Y i Xy, X5, ...,X,. Malo je
verovatno da bilo koji problem iz stvarnog Zivota zaista ima tako jednostavan linearni odnos, pa
¢e izvodenje linearne regresije nesumnjivo rezultirati nekim biasom u proceni f.
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Linearna regresija rezultira velikim
bias-om u ovom primerul!

Moguce je koris¢enje linearne
regresije za dobijanje tacne aproksim.

Generalno, fleksibilniji metode rezultiraju manjim biasom! Kao opste pravilo, kada koristimo

fleksibilnije metode, varijansa ée se povecavati, a bias smanjivati.

Iz prakse: Kako povecéavamo fleksibilnost klase metoda, bias se u pocetku smanjuje brze nego

Sto se povecava varijansa. Shodno tome, ocekivani test MSE opada. Medutim, u nekom trenutku

povecanje fleksibilnosti ima malo uticaja na bias, ali pocinje da znacajno povecava varijansu.

Kada se to dogodi, test MISE se povecava.

A A

Underfit (high bias) Ok (just right) Overfit (high variance)
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Linearna regresija

Linearna regresija je vrlo jednostavan nadgledani pristup ucenju. Linearna regresija je
narocito koristan alat za predvidanje kvantitativnog odgovora.

Zadatak: Pretpostavimo da se u ulozi statisti¢kih konsultanata od nas trazi da na osnovu
Advertising podataka predloZimo marketinski plan za slede¢u godinu koji ¢e rezultirati velikom
prodajom proizvoda.

Evo nekoliko vaznih pitanja koja bi trebalo da damo odgovor:

1. Dalli postoji veza izmedu budzZeta za oglasavanje i prodaje?

Prvi cilj je da pruzimo dokaz o povezanosti izmedu troskova oglasavanja i prodaje. Ako su
dokazi slabi, onda se moze tvrditi da nikakav novac ne bi trebalo trositi na oglasavanje!

2. Koliko je jak odnos izmedu budzZeta za oglasavanje i prodaje?
3. Koji mediji doprinose prodaji?

Da bismo odgovorili na ovo pitanje, moramo pronadi nacin da razdvojimo pojedinacne
efekte svakog medija kada smo potrosili novac na sva tri medija.

4. Koliko tacno mozemo proceniti efekat svakog medija na prodaju?

Za svaki dolar potroSen na oglasavanje u odredenom mediju, za koji iznos ¢e se povecati
prodaja? Koliko tatno moZemo ovo predvideti iznos povecanja?

5. Koliko tacno mozemo predvideti buduéu prodaju?
6. Dalije odnos linearan?
7. Postoji li sinergija medu reklamnim medijima?

Mozda potrositi 50.000 USD na televizijsko oglasavanje i 50.000 USD na radio oglasavanje
rezultira ve¢om prodajom od izdvajanja 100.000 americkih dolara bilo televizija ili radio
pojedina¢no. U marketingu je ovo poznato kao efekat sinergije, dok se u statistici naziva
efektom interakcije.
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Jednostavna linearna regresija opravdava svoje ime: to je vrlo neposredan, jednostavan
linearni pristup za predvidanje kvantitativnog odgovora Y na osnovu jedne prediktorske
promenljive X. Pretpostavlja se da postoji priblizno linearna veza izmedu X i Y. Matematicki ovaj
linearni odnos mozemo zapisati kao:

Y = By + B1X.

Na primer, X moZe predstavljati TV oglasavanje, a Y prodaja. Tada moZzemo regresirati
prodaju na TV oglasavanju postavljanjem modela:

sales = [y + 1 X TV.

U datoj jednacini, B, i B; su dve nepoznate konstante koje predstavljaju presek (eng.
intercept) i nagiba (eng. slope) u linearnom modelu. Zajedno su S, i f; poznati kao koeficijenti ili
parametri modela.

Nakon $to smo koristili trening podatke za odredivanje parametara modela, £, i f;, moze se
predvideti buduéa prodaja na osnovu odredene vrednosti TV oglasavanja raCunanjem

y = Bo + B1x,
gde ¥ oznacava predvidanje za Y na osnovu X = x.

Odredivanje koeficijenata

Podaci: {(xlf yl)! (x2t yZ)r ) (xn' yn)}

Neka je 9; = By + B1x; predikcija za Y na osnovu X = x;. Tada, e; = y; — §; predstavlja i-ti

residual linearnog modela. Tada se definise sledeéa veli¢ina residual sum of squares (RSS) kao:
RSS = e + ez + -+ e2.

Cilj je minimizovati RSS vrednost. Pokazuje se da vazi sledece:

4, = Yici(xi =) — )
e =1 (x; — %)?

Bo=¥—pi1x

Ove jednacine predstavljaju metodu najmanjih kvadrata (eng. least squares coefficient estimates)

za koeficijente proste linearne regresije.
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