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Osobine korena realnih polinoma Defini
ija vektorskog prostora Vektorski potprostoriPosledi
a 1. Svaki realni polinom p(x) stepena n > 1, savode}im koefi
ijentom an, mo`e se na jedinstven na~in (doredosleda faktora) predstaviti u obliku
p(x) = an(x−c1)k1 . . . (x−cr)kr(x2+p1x+q1)

l1 . . . (x2+ptx+qt)
lt,pri ~emu su c1, . . . , cr ∈ R razli~iti koreni polinoma p(x) reda

k1, . . . , kr (respektivno), pi, qi ∈ R, p2i − 4qi < 0 (i = 1, . . . t) i
k1 + · · ·+ kr + 2(l1 + · · ·+ lt) = n.
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(Evariste Galois 1811–1832.) su dokazali da, u op{temslu~aju, da takve formule ne postoje, tj. da se svi korenipolinoma stepena ve}eg od 4 ne mogu dobiti primenomkona~nog niza opera
ija sabirawa, oduzimawa, mno`ewa,deqewa i korenovawa na koefi
ijente polinoma.Samo u nekim spe
ijalnim slu~ajevima postoje postup
i zanala`ewe korena polinoma stepena ve}eg od 4.Za p(x) ∈ Z[x] postoji prakti~ni postupak za nala`ewera
ionalnih nula (ako ih polinom ima).
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q
(p ∈ Z, q ∈ N i NZD(p, q) = 1) koren polinoma

z(x) = a0 + a1x+ · · ·+ anx
n ∈ Z[x] (an 6= 0, a0 6= 0), tada p | a0i q | an.Linearna algebra 1 PMF Kragujeva




Osobine korena realnih polinoma Defini
ija vektorskog prostora Vektorski potprostoriDokaz. Iz ~iweni
e da je z(p
q
) = 0 sledi
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NZD(pn, q) = 1, pa q | an.
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Osobine korena realnih polinoma Defini
ija vektorskog prostora Vektorski potprostoriPosledi
a 1. Ako je 
eli broj c ∈ Z koren polinoma sa 
elimkoefi
ijentima z(x) = a0 + a1x+ · · · + anx
n ∈ Z[x], a0an 6= 0,onda c | a0.

Linearna algebra 1 PMF Kragujeva




Osobine korena realnih polinoma Defini
ija vektorskog prostora Vektorski potprostoriPosledi
a 1. Ako je 
eli broj c ∈ Z koren polinoma sa 
elimkoefi
ijentima z(x) = a0 + a1x+ · · · + anx
n ∈ Z[x], a0an 6= 0,onda c | a0.PrimerAko je z(x) = 2x4 + 3x3 − 3x2 − 5x− 6, z(p

q
) = 0(p ∈ Z, q ∈ N, NZD(p, q) = 1) onda
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q
) = 0(p ∈ Z, q ∈ N, NZD(p, q) = 1) onda

p | (−6), p ∈ Z ⇒ p ∈ {±1,±2,±3,±6}
q | 2, q ∈ N ⇒ q ∈ {1, 2}
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Osobine korena realnih polinoma Defini
ija vektorskog prostora Vektorski potprostoriPrimerTada je
z(x) = (x+ 2)

(

x− 3

2

)

q(x), q(x) = 2x2 + 2x+ 2,pa su preostala dva korena koreni polinoma q(x):
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.PrimerFaktorisati polinom z(x) = x5 − x4 − 5x3 + 2x2 + 4x+ 8(a) nad poqem R,(b) nad poqem C.Linearna algebra 1 PMF Kragujeva




Osobine korena realnih polinoma Defini
ija vektorskog prostora Vektorski potprostoriPrimerIz p(c) = 0, c ∈ Z⇒ c | 8 ⇒ c ∈ {−8,−4,−2, 2, 4, 8}("kandidati" za 
elobrojne korene).
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Osobine korena realnih polinoma Defini
ija vektorskog prostora Vektorski potprostoriPrimerIz p(c) = 0, c ∈ Z⇒ c | 8 ⇒ c ∈ {−8,−4,−2, 2, 4, 8}("kandidati" za 
elobrojne korene).Proverom (Hornerovom {emom ili preko izvodnog polinoma)dobijamo da je broj 2 dvostruki, a broj−2 prost koren polinoma
z(x), pa je

z(x) = (x− 2)2(x+ 2)(x2 + x+ 1).
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Osobine korena realnih polinoma Defini
ija vektorskog prostora Vektorski potprostoriTeoremaAko je a+ b
√
n (a, b ∈ Q i n ∈ N nije potpun kvadrat) korenpolinoma p(x) ∈ Q[x], onda je i a− b

√
n koren polinoma p(x).
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√
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Osobine korena realnih polinoma Defini
ija vektorskog prostora Vektorski potprostoriDefini
ija vektorskog prostoraDefini
ija
◮ V = {x, y, z, x1, y1, z1, . . . } neprazan skup,
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ija vektorskog prostoraDefini
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· : F × V → V, (α, x) 7→ α · x.Ure|ena ~etvorka (V,+, ·, F ) je vektorski prostor ako za svako

x, y ∈ V i svako α, β ∈ F va`i:
(V1) (V,+) je Abelova grupa,
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· : F × V → V, (α, x) 7→ α · x.Ure|ena ~etvorka (V,+, ·, F ) je vektorski prostor ako za svako

x, y ∈ V i svako α, β ∈ F va`i:
(V1) (V,+) je Abelova grupa,
(V2) α · (x+ y) = α · x+ α · y,
(V3) (α⊕ β) · x = α · x+ β · x,Linearna algebra 1 PMF Kragujeva




Osobine korena realnih polinoma Defini
ija vektorskog prostora Vektorski potprostoriDefini
ija vektorskog prostoraDefini
ija
◮ V = {x, y, z, x1, y1, z1, . . . } neprazan skup, F = {α, β, γ, . . . }i (F,⊕,⊙, 0, 1) poqe,+ : V × V → V, (x, y) 7→ x+ y,
· : F × V → V, (α, x) 7→ α · x.Ure|ena ~etvorka (V,+, ·, F ) je vektorski prostor ako za svako

x, y ∈ V i svako α, β ∈ F va`i:
(V1) (V,+) je Abelova grupa,
(V2) α · (x+ y) = α · x+ α · y,
(V3) (α⊕ β) · x = α · x+ β · x,
(V4) α · (β · x) = (α⊙ β) · x,Linearna algebra 1 PMF Kragujeva




Osobine korena realnih polinoma Defini
ija vektorskog prostora Vektorski potprostoriDefini
ija vektorskog prostoraDefini
ija
◮ V = {x, y, z, x1, y1, z1, . . . } neprazan skup, F = {α, β, γ, . . . }i (F,⊕,⊙, 0, 1) poqe,+ : V × V → V, (x, y) 7→ x+ y,
· : F × V → V, (α, x) 7→ α · x.Ure|ena ~etvorka (V,+, ·, F ) je vektorski prostor ako za svako

x, y ∈ V i svako α, β ∈ F va`i:
(V1) (V,+) je Abelova grupa,
(V2) α · (x+ y) = α · x+ α · y,
(V3) (α⊕ β) · x = α · x+ β · x,
(V4) α · (β · x) = (α⊙ β) · x,
(V5) 1 · x = x.Linearna algebra 1 PMF Kragujeva




Osobine korena realnih polinoma Defini
ija vektorskog prostora Vektorski potprostoriDefini
ija vektorskog prostoraDefini
ija
◮ V = {x, y, z, x1, y1, z1, . . . } neprazan skup, F = {α, β, γ, . . . }i (F,⊕,⊙, 0, 1) poqe,+ : V × V → V, (x, y) 7→ x+ y,
· : F × V → V, (α, x) 7→ α · x.Ure|ena ~etvorka (V,+, ·, F ) je vektorski prostor ako za svako

x, y ∈ V i svako α, β ∈ F va`i:
(V1) (V,+) je Abelova grupa,
(V2) α · (x+ y) = α · x+ α · y,
(V3) (α⊕ β) · x = α · x+ β · x,
(V4) α · (β · x) = (α⊙ β) · x,
(V5) 1 · x = x.Linearna algebra 1 PMF Kragujeva




Osobine korena realnih polinoma Defini
ija vektorskog prostora Vektorski potprostoriU skladu sa prethodnom defini
ijom, izdvajamo slede}e pojmove.
◮ Elementi skupa V se zovu vektori.

Linearna algebra 1 PMF Kragujeva




Osobine korena realnih polinoma Defini
ija vektorskog prostora Vektorski potprostoriU skladu sa prethodnom defini
ijom, izdvajamo slede}e pojmove.
◮ Elementi skupa V se zovu vektori.
◮ Elementi poqa F se zovu skalari.
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Osobine korena realnih polinoma Defini
ija vektorskog prostora Vektorski potprostoriU skladu sa prethodnom defini
ijom, izdvajamo slede}e pojmove.
◮ Elementi skupa V se zovu vektori.
◮ Elementi poqa F se zovu skalari.
◮ + je sabirawe vektora, a · mno`ewe vektora skalarom.
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Osobine korena realnih polinoma Defini
ija vektorskog prostora Vektorski potprostoriU skladu sa prethodnom defini
ijom, izdvajamo slede}e pojmove.
◮ Elementi skupa V se zovu vektori.
◮ Elementi poqa F se zovu skalari.
◮ + je sabirawe vektora, a · mno`ewe vektora skalarom.
◮ Neutralni u grupi (V,+) ozna~avamo sa 0V ili samo 0 izovemo nula vektor.
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Osobine korena realnih polinoma Defini
ija vektorskog prostora Vektorski potprostoriU skladu sa prethodnom defini
ijom, izdvajamo slede}e pojmove.
◮ Elementi skupa V se zovu vektori.
◮ Elementi poqa F se zovu skalari.
◮ + je sabirawe vektora, a · mno`ewe vektora skalarom.
◮ Neutralni u grupi (V,+) ozna~avamo sa 0V ili samo 0 izovemo nula vektor.
◮ Inverzni od x u grupi (V,+) ozna~avamo sa−x i zovemosuprotan vektor od x.

Linearna algebra 1 PMF Kragujeva




Osobine korena realnih polinoma Defini
ija vektorskog prostora Vektorski potprostoriU skladu sa prethodnom defini
ijom, izdvajamo slede}e pojmove.
◮ Elementi skupa V se zovu vektori.
◮ Elementi poqa F se zovu skalari.
◮ + je sabirawe vektora, a · mno`ewe vektora skalarom.
◮ Neutralni u grupi (V,+) ozna~avamo sa 0V ili samo 0 izovemo nula vektor.
◮ Inverzni od x u grupi (V,+) ozna~avamo sa−x i zovemosuprotan vektor od x.
◮ · obi~no izostavqamo (umesto α · x pi{emo αx).
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Osobine korena realnih polinoma Defini
ija vektorskog prostora Vektorski potprostoriU skladu sa prethodnom defini
ijom, izdvajamo slede}e pojmove.
◮ Elementi skupa V se zovu vektori.
◮ Elementi poqa F se zovu skalari.
◮ + je sabirawe vektora, a · mno`ewe vektora skalarom.
◮ Neutralni u grupi (V,+) ozna~avamo sa 0V ili samo 0 izovemo nula vektor.
◮ Inverzni od x u grupi (V,+) ozna~avamo sa−x i zovemosuprotan vektor od x.
◮ · obi~no izostavqamo (umesto α · x pi{emo αx).
◮ Kada god to ne izaziva zabunu umesto oznaka ⊕ i ⊙ (opera
ijeu poqu F ) koristi}emo+ i · .
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Osobine korena realnih polinoma Defini
ija vektorskog prostora Vektorski potprostoriU skladu sa prethodnom defini
ijom, izdvajamo slede}e pojmove.
◮ Elementi skupa V se zovu vektori.
◮ Elementi poqa F se zovu skalari.
◮ + je sabirawe vektora, a · mno`ewe vektora skalarom.
◮ Neutralni u grupi (V,+) ozna~avamo sa 0V ili samo 0 izovemo nula vektor.
◮ Inverzni od x u grupi (V,+) ozna~avamo sa−x i zovemosuprotan vektor od x.
◮ · obi~no izostavqamo (umesto α · x pi{emo αx).
◮ Kada god to ne izaziva zabunu umesto oznaka ⊕ i ⊙ (opera
ijeu poqu F ) koristi}emo+ i · .
◮ Za nula vektor i nula skalar koristi}emo istu oznaku 0, kadgod je iz konteksta jasno da li se radi o vektoru ili skalaru.Linearna algebra 1 PMF Kragujeva




Osobine korena realnih polinoma Defini
ija vektorskog prostora Vektorski potprostoriU skladu sa prethodnom defini
ijom, izdvajamo slede}e pojmove.
◮ Elementi skupa V se zovu vektori.
◮ Elementi poqa F se zovu skalari.
◮ + je sabirawe vektora, a · mno`ewe vektora skalarom.
◮ Neutralni u grupi (V,+) ozna~avamo sa 0V ili samo 0 izovemo nula vektor.
◮ Inverzni od x u grupi (V,+) ozna~avamo sa−x i zovemosuprotan vektor od x.
◮ · obi~no izostavqamo (umesto α · x pi{emo αx).
◮ Kada god to ne izaziva zabunu umesto oznaka ⊕ i ⊙ (opera
ijeu poqu F ) koristi}emo+ i · .
◮ Za nula vektor i nula skalar koristi}emo istu oznaku 0, kadgod je iz konteksta jasno da li se radi o vektoru ili skalaru.Linearna algebra 1 PMF Kragujeva




Osobine korena realnih polinoma Defini
ija vektorskog prostora Vektorski potprostoriPrimer
(V,+, ·,R) je realni vektorski prostor, (V,+, ·,C) kompleksnivektorski prostor.
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Osobine korena realnih polinoma Defini
ija vektorskog prostora Vektorski potprostoriPrimer
(V,+, ·,R) je realni vektorski prostor, (V,+, ·,C) kompleksnivektorski prostor.Skup aksioma (V1)-(V5) je nezavisan (nijedna od wih nije posledi
aostalih).
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Osobine korena realnih polinoma Defini
ija vektorskog prostora Vektorski potprostoriPrimer
(V,+, ·,R) je realni vektorski prostor, (V,+, ·,C) kompleksnivektorski prostor.Skup aksioma (V1)-(V5) je nezavisan (nijedna od wih nije posledi
aostalih).Iz tog razloga uo~imo slede}i primer.
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Osobine korena realnih polinoma Defini
ija vektorskog prostora Vektorski potprostoriPrimer
(V,+, ·,R) je realni vektorski prostor, (V,+, ·,C) kompleksnivektorski prostor.Skup aksioma (V1)-(V5) je nezavisan (nijedna od wih nije posledi
aostalih).Iz tog razloga uo~imo slede}i primer.PrimerNeka je (C,+, ·,C),
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Osobine korena realnih polinoma Defini
ija vektorskog prostora Vektorski potprostoriPrimer
(V,+, ·,R) je realni vektorski prostor, (V,+, ·,C) kompleksnivektorski prostor.Skup aksioma (V1)-(V5) je nezavisan (nijedna od wih nije posledi
aostalih).Iz tog razloga uo~imo slede}i primer.PrimerNeka je (C,+, ·,C), x+ y

def
= y,
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Osobine korena realnih polinoma Defini
ija vektorskog prostora Vektorski potprostoriPrimer
(V,+, ·,R) je realni vektorski prostor, (V,+, ·,C) kompleksnivektorski prostor.Skup aksioma (V1)-(V5) je nezavisan (nijedna od wih nije posledi
aostalih).Iz tog razloga uo~imo slede}i primer.PrimerNeka je (C,+, ·,C), x+ y

def
= y, α · x def

= x

Linearna algebra 1 PMF Kragujeva




Osobine korena realnih polinoma Defini
ija vektorskog prostora Vektorski potprostoriPrimer
(V,+, ·,R) je realni vektorski prostor, (V,+, ·,C) kompleksnivektorski prostor.Skup aksioma (V1)-(V5) je nezavisan (nijedna od wih nije posledi
aostalih).Iz tog razloga uo~imo slede}i primer.PrimerNeka je (C,+, ·,C), x+ y

def
= y, α · x def

= x(α, x, y ∈ C).Aksiome (V2)-(V5) va`e u posmatranoj strukturi.
Linearna algebra 1 PMF Kragujeva




Osobine korena realnih polinoma Defini
ija vektorskog prostora Vektorski potprostoriPrimer
(V,+, ·,R) je realni vektorski prostor, (V,+, ·,C) kompleksnivektorski prostor.Skup aksioma (V1)-(V5) je nezavisan (nijedna od wih nije posledi
aostalih).Iz tog razloga uo~imo slede}i primer.PrimerNeka je (C,+, ·,C), x+ y

def
= y, α · x def

= x(α, x, y ∈ C).Aksiome (V2)-(V5) va`e u posmatranoj strukturi. npr. (V2)
α · (x+ y) = x+ y = α · x+ α · y,
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Osobine korena realnih polinoma Defini
ija vektorskog prostora Vektorski potprostoriPrimer
(V,+, ·,R) je realni vektorski prostor, (V,+, ·,C) kompleksnivektorski prostor.Skup aksioma (V1)-(V5) je nezavisan (nijedna od wih nije posledi
aostalih).Iz tog razloga uo~imo slede}i primer.PrimerNeka je (C,+, ·,C), x+ y

def
= y, α · x def

= x(α, x, y ∈ C).Aksiome (V2)-(V5) va`e u posmatranoj strukturi. npr. (V2)
α · (x+ y) = x+ y = α · x+ α · y, ali V1 ne va`i,
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Osobine korena realnih polinoma Defini
ija vektorskog prostora Vektorski potprostoriPrimer
(V,+, ·,R) je realni vektorski prostor, (V,+, ·,C) kompleksnivektorski prostor.Skup aksioma (V1)-(V5) je nezavisan (nijedna od wih nije posledi
aostalih).Iz tog razloga uo~imo slede}i primer.PrimerNeka je (C,+, ·,C), x+ y

def
= y, α · x def

= x(α, x, y ∈ C).Aksiome (V2)-(V5) va`e u posmatranoj strukturi. npr. (V2)
α · (x+ y) = x+ y = α · x+ α · y, ali V1 ne va`i, jer
x+ y 6= y + x, za x 6= y (npr. 1 + 2 = 2, 2 + 1 = 1).Linearna algebra 1 PMF Kragujeva




Osobine korena realnih polinoma Defini
ija vektorskog prostora Vektorski potprostoriPrimer
(V,+, ·,R) je realni vektorski prostor, (V,+, ·,C) kompleksnivektorski prostor.Skup aksioma (V1)-(V5) je nezavisan (nijedna od wih nije posledi
aostalih).Iz tog razloga uo~imo slede}i primer.PrimerNeka je (C,+, ·,C), x+ y

def
= y, α · x def

= x(α, x, y ∈ C).Aksiome (V2)-(V5) va`e u posmatranoj strukturi. npr. (V2)
α · (x+ y) = x+ y = α · x+ α · y, ali V1 ne va`i, jer
x+ y 6= y + x, za x 6= y (npr. 1 + 2 = 2, 2 + 1 = 1).Dakle, mo`emo zakqu~iti da je (V2)-(V5) 6|= (V1).Linearna algebra 1 PMF Kragujeva




Osobine korena realnih polinoma Defini
ija vektorskog prostora Vektorski potprostoriTeoremaU vektorskom prostoru (V,+, ·, F ) va`i:(1) α · 0V = 0V , α ∈ F ,(2) 0F · x = 0V , x ∈ V ,(3) α · x = 0V ⇔ α = 0F ∨ x = 0V , x ∈ V, α ∈ F ,(4) α(−x) = −(αx) = (−α)x, x ∈ V, α ∈ F(5) (α1 + · · ·+ αn) · x = α1 · x+ · · ·+ αn · x,
α · (x1 + · · ·+ xn) = α · x1 + · · · + α · xn,
n ∈ N, x, x1, . . . , xn ∈ V, α, α1, . . . αn ∈ F.
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Osobine korena realnih polinoma Defini
ija vektorskog prostora Vektorski potprostoriTeoremaU vektorskom prostoru (V,+, ·, F ) va`i:(1) α · 0V = 0V , α ∈ F ,(2) 0F · x = 0V , x ∈ V ,(3) α · x = 0V ⇔ α = 0F ∨ x = 0V , x ∈ V, α ∈ F ,(4) α(−x) = −(αx) = (−α)x, x ∈ V, α ∈ F(5) (α1 + · · ·+ αn) · x = α1 · x+ · · ·+ αn · x,
α · (x1 + · · ·+ xn) = α · x1 + · · · + α · xn,
n ∈ N, x, x1, . . . , xn ∈ V, α, α1, . . . αn ∈ F.Dokaz.
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Osobine korena realnih polinoma Defini
ija vektorskog prostora Vektorski potprostori(1) Zaista, va`i da je
α · (0V + 0V ) = α · 0V

α · 0V + α · 0V = α · 0V /− (α · 0V )
(α · 0V + α · 0V )− (α · 0V ) = α · 0V − (α · 0V )
α · 0V + (α · 0V − (α · 0V )) = 0V

α · 0V + 0V = 0V
α · 0V = 0V .

.
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Osobine korena realnih polinoma Defini
ija vektorskog prostora Vektorski potprostori(1) Zaista, va`i da je
α · (0V + 0V ) = α · 0V

α · 0V + α · 0V = α · 0V /− (α · 0V )
(α · 0V + α · 0V )− (α · 0V ) = α · 0V − (α · 0V )
α · 0V + (α · 0V − (α · 0V )) = 0V

α · 0V + 0V = 0V
α · 0V = 0V .

.(2) Sli~no kao i prethodno.
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Osobine korena realnih polinoma Defini
ija vektorskog prostora Vektorski potprostori(1) Zaista, va`i da je
α · (0V + 0V ) = α · 0V

α · 0V + α · 0V = α · 0V /− (α · 0V )
(α · 0V + α · 0V )− (α · 0V ) = α · 0V − (α · 0V )
α · 0V + (α · 0V − (α · 0V )) = 0V

α · 0V + 0V = 0V
α · 0V = 0V .

.(2) Sli~no kao i prethodno.(3) Doka`imo α · x = 0V ⇔ α = 0F ∨ x = 0V .
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Osobine korena realnih polinoma Defini
ija vektorskog prostora Vektorski potprostori(1) Zaista, va`i da je
α · (0V + 0V ) = α · 0V

α · 0V + α · 0V = α · 0V /− (α · 0V )
(α · 0V + α · 0V )− (α · 0V ) = α · 0V − (α · 0V )
α · 0V + (α · 0V − (α · 0V )) = 0V

α · 0V + 0V = 0V
α · 0V = 0V .

.(2) Sli~no kao i prethodno.(3) Doka`imo α · x = 0V ⇔ α = 0F ∨ x = 0V . Neka je
α · x = 0V , α 6= 0F

→ (∃α−1 ∈ F ) α−1 · (α · x) = α−1 · 0V
→ (α−1α) · x = 0V (primenom (1) i (V4))
→ 1 · x = 0V
→ x = 0V (iz V5).Linearna algebra 1 PMF Kragujeva




Osobine korena realnih polinoma Defini
ija vektorskog prostora Vektorski potprostori(1) Zaista, va`i da je
α · (0V + 0V ) = α · 0V

α · 0V + α · 0V = α · 0V /− (α · 0V )
(α · 0V + α · 0V )− (α · 0V ) = α · 0V − (α · 0V )
α · 0V + (α · 0V − (α · 0V )) = 0V

α · 0V + 0V = 0V
α · 0V = 0V .

.(2) Sli~no kao i prethodno.(3) Doka`imo α · x = 0V ⇔ α = 0F ∨ x = 0V . Neka je
α · x = 0V , α 6= 0F

→ (∃α−1 ∈ F ) α−1 · (α · x) = α−1 · 0V
→ (α−1α) · x = 0V (primenom (1) i (V4))
→ 1 · x = 0V
→ x = 0V (iz V5).Obratno, direktno sledi iz (1) i (2).Linearna algebra 1 PMF Kragujeva




Osobine korena realnih polinoma Defini
ija vektorskog prostora Vektorski potprostori(4) Imamo da je
(−α) · x = (−α) · x+ 0V

= (−α) · x+ (α · x+ (−(α · x)))
= ((−α) · x+ α · x) + (−(αx))
= (−α+ α) · x+ (−(αx))
= 0F · x+ (−(α · x))
= 0V + (−(α · x))
= −(α · x).
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Osobine korena realnih polinoma Defini
ija vektorskog prostora Vektorski potprostori(4) Imamo da je
(−α) · x = (−α) · x+ 0V

= (−α) · x+ (α · x+ (−(α · x)))
= ((−α) · x+ α · x) + (−(αx))
= (−α+ α) · x+ (−(αx))
= 0F · x+ (−(α · x))
= 0V + (−(α · x))
= −(α · x).(5) Jednostavno, induk
ijom po n.
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Osobine korena realnih polinoma Defini
ija vektorskog prostora Vektorski potprostoriPrimer(1) V = "skup geometrijskih vektora (orijentisanih du`i) uravni", gde je+ sabirawe vektora, · mno`ewe vektora realnimbrojem, je vektorski prostor nad poqem realnih brojeva.
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Osobine korena realnih polinoma Defini
ija vektorskog prostora Vektorski potprostoriPrimer(1) V = "skup geometrijskih vektora (orijentisanih du`i) uravni", gde je+ sabirawe vektora, · mno`ewe vektora realnimbrojem, je vektorski prostor nad poqem realnih brojeva.(2) (F,+, ·, F ), gde su+ i · sabirawe i mno`ewe u poqu F ,jevektorski prostor poqa F .
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Osobine korena realnih polinoma Defini
ija vektorskog prostora Vektorski potprostoriPrimer(1) V = "skup geometrijskih vektora (orijentisanih du`i) uravni", gde je+ sabirawe vektora, · mno`ewe vektora realnimbrojem, je vektorski prostor nad poqem realnih brojeva.(2) (F,+, ·, F ), gde su+ i · sabirawe i mno`ewe u poqu F ,jevektorski prostor poqa F .(3) Ako jeH potpoqe poqa F , + i · opera
ije iz poqa F , onda
FH = (F,+, ·,H) je vektorski prostor potpoqa.(a) RQ = (R,+, ·,Q);
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Osobine korena realnih polinoma Defini
ija vektorskog prostora Vektorski potprostoriPrimer(1) V = "skup geometrijskih vektora (orijentisanih du`i) uravni", gde je+ sabirawe vektora, · mno`ewe vektora realnimbrojem, je vektorski prostor nad poqem realnih brojeva.(2) (F,+, ·, F ), gde su+ i · sabirawe i mno`ewe u poqu F ,jevektorski prostor poqa F .(3) Ako jeH potpoqe poqa F , + i · opera
ije iz poqa F , onda
FH = (F,+, ·,H) je vektorski prostor potpoqa.(a) RQ = (R,+, ·,Q);(b) CR = (C,+, ·,R).
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Osobine korena realnih polinoma Defini
ija vektorskog prostora Vektorski potprostoriPrimer(4) (Fn,+, ·, F ), gde su + i · definisani sa
(x1, . . . , xn) + (y1, . . . , yn)

def
= (x1 + y1, . . . , xn + yn),

α · (x1, . . . , xn) def
= (αx1, . . . , αxn),za (x1, . . . xn), (y1, . . . , yn) ∈ Fn, α ∈ F , je vektorski prostorure|enih n−torki iz poqa F .Posebno, (Rn,+, ·,R), (Cn,+, ·,C) su prostori ure|enih

n−torki realnih, odnosno, kompleksnih brojeva.
Linearna algebra 1 PMF Kragujeva




Osobine korena realnih polinoma Defini
ija vektorskog prostora Vektorski potprostoriPrimer(5) (FN,+, ·, F ), FN-skup svih nizova elemenata poqa F , + i ·su definisani sa
(xn) + (yn)

def
= (xn + yn),

α · (xn) def
= (αxn),za α ∈ F, (xn) ∈ FN, (yn) ∈ FN je vektorski prostor nizovaelemenata iz F .

(RN,+, ·,R), (CN,+, ·,C) su vektorski prostori nizovarealnih, odnosno, kompleksnih brojeva.
Linearna algebra 1 PMF Kragujeva




Osobine korena realnih polinoma Defini
ija vektorskog prostora Vektorski potprostoriPrimer(6) (FS ,+, ·, F ), FS skup svih funk
ija koje slikaju S u F ,+ i · sudefinisani sa
f + g : S → F, (f + g)(x)

def
= f(x) + g(x), (x ∈ S),

(αf) : S → F, (αf)(x)
def
= αf(x), (x ∈ S)za f, g ∈ FS i α ∈ F , je vektorski prostor funk
ija iz S u F .Napomena. Stavqaju}i S = N, kao spe
ijalni slu~aj primera(6) dobijamo primer (5).
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Osobine korena realnih polinoma Defini
ija vektorskog prostora Vektorski potprostoriPrimer(7) (Fn[x],+, ·, F ), Fn[x] skup polinoma po x stepena6 n sakoefi
ijentima iz poqa F ,
(a0+· · ·+anx

n)+(b0+· · ·+bnx
n)

def
= (a0+b0)+· · ·+(an+bn)x

n

α(a0 + a1x+ · · ·+ anx
n)

def
= (αa0) + (αa1)x+ . . . (αan)x

n

(za α ∈ F, a0 + · · ·+ anx
n ∈ Fn[x], b0 + · · ·+ bnx

n ∈ Fn[x])je vektorski prostor polinoma po x stepena6 n sakoefi
ijentima iz F .Posebno, (Rn[x],+, ·,R)-prostor realnih polinoma stepenanajvi{e n. (Cn[x],+, ·,C) prostor kompleksnih polinomastepena najvi{e n.Linearna algebra 1 PMF Kragujeva




Osobine korena realnih polinoma Defini
ija vektorskog prostora Vektorski potprostoriPrimer(8) Ako je V skup polinoma fiksiranog stepena n, + i ·definisani kao u Fn[x]), tada V nije vektorski prostor. Npr.
p(x) = xn − 1 ∈ V , q(x) = −xn + x ∈ V ,
(p+ q)(x) = x− 1 /∈ V .

Linearna algebra 1 PMF Kragujeva




Osobine korena realnih polinoma Defini
ija vektorskog prostora Vektorski potprostoriVektorski potprostoriDefini
ijaNeka je (V,+, ·, F ) vektorski prostor i U neprazan podskup od V .Ukoliko je U i sam vektorski prostor u odnosu na restrik
ijeopera
ije + i funk
ije ·, onda ka`emo da je U vektorskipotprostor prostora V i pi{emo U � V .
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Osobine korena realnih polinoma Defini
ija vektorskog prostora Vektorski potprostoriVektorski potprostoriDefini
ijaNeka je (V,+, ·, F ) vektorski prostor i U neprazan podskup od V .Ukoliko je U i sam vektorski prostor u odnosu na restrik
ijeopera
ije + i funk
ije ·, onda ka`emo da je U vektorskipotprostor prostora V i pi{emo U � V .TeoremaNeka je (V,+, ·, F ) vektorski prostor i ∅ 6= U ⊆ V . Tada U � Vakko va`e uslovi:(1) x ∈ U ∧ α ∈ F ⇒ α · x ∈ U (tj. U je zatvoren za mno`eweskalarom);(2) x ∈ U ∧ y ∈ U ⇒ x+ y ∈ U (tj. U je zatvoren za sabirawevektora).Linearna algebra 1 PMF Kragujeva




Osobine korena realnih polinoma Defini
ija vektorskog prostora Vektorski potprostoriVektorski potprostoriDefini
ijaNeka je (V,+, ·, F ) vektorski prostor i U neprazan podskup od V .Ukoliko je U i sam vektorski prostor u odnosu na restrik
ijeopera
ije + i funk
ije ·, onda ka`emo da je U vektorskipotprostor prostora V i pi{emo U � V .TeoremaNeka je (V,+, ·, F ) vektorski prostor i ∅ 6= U ⊆ V . Tada U � Vakko va`e uslovi:(1) x ∈ U ∧ α ∈ F ⇒ α · x ∈ U (tj. U je zatvoren za mno`eweskalarom);(2) x ∈ U ∧ y ∈ U ⇒ x+ y ∈ U (tj. U je zatvoren za sabirawevektora).Linearna algebra 1 PMF Kragujeva




Osobine korena realnih polinoma Defini
ija vektorskog prostora Vektorski potprostoriDokaz. Ako U � V onda je (U,+, ·, F ) vektorski prostor, pa je skup
U zatvoren za sabirawe vektora, kao i za mno`ewe vektoraskalarom.

Linearna algebra 1 PMF Kragujeva




Osobine korena realnih polinoma Defini
ija vektorskog prostora Vektorski potprostoriDokaz. Ako U � V onda je (U,+, ·, F ) vektorski prostor, pa je skup
U zatvoren za sabirawe vektora, kao i za mno`ewe vektoraskalarom.Obratno, neka je U 6= ∅ i neka va`e osobine (1) i (2).

Linearna algebra 1 PMF Kragujeva




Osobine korena realnih polinoma Defini
ija vektorskog prostora Vektorski potprostoriDokaz. Ako U � V onda je (U,+, ·, F ) vektorski prostor, pa je skup
U zatvoren za sabirawe vektora, kao i za mno`ewe vektoraskalarom.Obratno, neka je U 6= ∅ i neka va`e osobine (1) i (2). Poka`imo daje (U,+, ·, F ) vektorski prostor.
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Osobine korena realnih polinoma Defini
ija vektorskog prostora Vektorski potprostoriDokaz. Ako U � V onda je (U,+, ·, F ) vektorski prostor, pa je skup
U zatvoren za sabirawe vektora, kao i za mno`ewe vektoraskalarom.Obratno, neka je U 6= ∅ i neka va`e osobine (1) i (2). Poka`imo daje (U,+, ·, F ) vektorski prostor.Osobina (V1) va`i na osnovu slede}eg.

◮ Opera
ija + je komutativna i aso
ijativna na V , pa je takva ina wegovom podskupu U .
◮ Iz U 6= ∅ sledi da postoji element x ∈ U . Tada
−1 ∈ F, x ∈ U

(1)⇒ (−1) · x ∈ U ⇒ −x ∈ U .
◮ x ∈ U,−x ∈ U

(2)⇒ x+ (−x) ∈ U ⇒ 0V ∈ U .
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Osobine korena realnih polinoma Defini
ija vektorskog prostora Vektorski potprostoriDokaz. Ako U � V onda je (U,+, ·, F ) vektorski prostor, pa je skup
U zatvoren za sabirawe vektora, kao i za mno`ewe vektoraskalarom.Obratno, neka je U 6= ∅ i neka va`e osobine (1) i (2). Poka`imo daje (U,+, ·, F ) vektorski prostor.Osobina (V1) va`i na osnovu slede}eg.

◮ Opera
ija + je komutativna i aso
ijativna na V , pa je takva ina wegovom podskupu U .
◮ Iz U 6= ∅ sledi da postoji element x ∈ U . Tada
−1 ∈ F, x ∈ U

(1)⇒ (−1) · x ∈ U ⇒ −x ∈ U .
◮ x ∈ U,−x ∈ U

(2)⇒ x+ (−x) ∈ U ⇒ 0V ∈ U .Dakle, pokazali smo da je (U,+) Abelova grupa.Linearna algebra 1 PMF Kragujeva




Osobine korena realnih polinoma Defini
ija vektorskog prostora Vektorski potprostoriDokaz. Ako U � V onda je (U,+, ·, F ) vektorski prostor, pa je skup
U zatvoren za sabirawe vektora, kao i za mno`ewe vektoraskalarom.Obratno, neka je U 6= ∅ i neka va`e osobine (1) i (2). Poka`imo daje (U,+, ·, F ) vektorski prostor.Osobina (V1) va`i na osnovu slede}eg.

◮ Opera
ija + je komutativna i aso
ijativna na V , pa je takva ina wegovom podskupu U .
◮ Iz U 6= ∅ sledi da postoji element x ∈ U . Tada
−1 ∈ F, x ∈ U

(1)⇒ (−1) · x ∈ U ⇒ −x ∈ U .
◮ x ∈ U,−x ∈ U

(2)⇒ x+ (−x) ∈ U ⇒ 0V ∈ U .Dakle, pokazali smo da je (U,+) Abelova grupa. Aksiome (V2)--(V5)va`e, jer va`e na 
elom skupu V . �Linearna algebra 1 PMF Kragujeva




Osobine korena realnih polinoma Defini
ija vektorskog prostora Vektorski potprostoriDokaz. Ako U � V onda je (U,+, ·, F ) vektorski prostor, pa je skup
U zatvoren za sabirawe vektora, kao i za mno`ewe vektoraskalarom.Obratno, neka je U 6= ∅ i neka va`e osobine (1) i (2). Poka`imo daje (U,+, ·, F ) vektorski prostor.Osobina (V1) va`i na osnovu slede}eg.

◮ Opera
ija + je komutativna i aso
ijativna na V , pa je takva ina wegovom podskupu U .
◮ Iz U 6= ∅ sledi da postoji element x ∈ U . Tada
−1 ∈ F, x ∈ U

(1)⇒ (−1) · x ∈ U ⇒ −x ∈ U .
◮ x ∈ U,−x ∈ U

(2)⇒ x+ (−x) ∈ U ⇒ 0V ∈ U .Dakle, pokazali smo da je (U,+) Abelova grupa. Aksiome (V2)--(V5)va`e, jer va`e na 
elom skupu V . �Uslovi (1) i (2) su ekvivalentni uslovu
(1′) x, y ∈ U ∧ α, β ∈ F ⇒ α · x+ β · y ∈ U .Linearna algebra 1 PMF Kragujeva




Osobine korena realnih polinoma Defini
ija vektorskog prostora Vektorski potprostoriTeoremaNeka je (V,+, ·, F ) vektorski prostor i U1, U2 � V . Tada je
U1 ∩ U2 � V .

Linearna algebra 1 PMF Kragujeva




Osobine korena realnih polinoma Defini
ija vektorskog prostora Vektorski potprostoriTeoremaNeka je (V,+, ·, F ) vektorski prostor i U1, U2 � V . Tada je
U1 ∩ U2 � V .Dokaz. Iz 0 ∈ U1 i 0 ∈ U2 sledi 0 ∈ U1 ∩ U2, pa je U1 ∩ U2 6= ∅.

Linearna algebra 1 PMF Kragujeva




Osobine korena realnih polinoma Defini
ija vektorskog prostora Vektorski potprostoriTeoremaNeka je (V,+, ·, F ) vektorski prostor i U1, U2 � V . Tada je
U1 ∩ U2 � V .Dokaz. Iz 0 ∈ U1 i 0 ∈ U2 sledi 0 ∈ U1 ∩ U2, pa je U1 ∩ U2 6= ∅.Proverimo uslove (1) i (2).
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Osobine korena realnih polinoma Defini
ija vektorskog prostora Vektorski potprostoriTeoremaNeka je (V,+, ·, F ) vektorski prostor i U1, U2 � V . Tada je
U1 ∩ U2 � V .Dokaz. Iz 0 ∈ U1 i 0 ∈ U2 sledi 0 ∈ U1 ∩ U2, pa je U1 ∩ U2 6= ∅.Proverimo uslove (1) i (2).(1)

x ∈ U1 ∩ U2

α ∈ F

}

⇒ x ∈ U1, α ∈ F
x ∈ U2, α ∈ F

}

⇒ α · x ∈ U1

α · x ∈ U2

}

⇒ α·x ∈ U1∩
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Osobine korena realnih polinoma Defini
ija vektorskog prostora Vektorski potprostoriTeoremaNeka je (V,+, ·, F ) vektorski prostor i U1, U2 � V . Tada je
U1 ∩ U2 � V .Dokaz. Iz 0 ∈ U1 i 0 ∈ U2 sledi 0 ∈ U1 ∩ U2, pa je U1 ∩ U2 6= ∅.Proverimo uslove (1) i (2).(1)

x ∈ U1 ∩ U2

α ∈ F

}

⇒ x ∈ U1, α ∈ F
x ∈ U2, α ∈ F

}

⇒ α · x ∈ U1

α · x ∈ U2

}

⇒ α·x ∈ U1∩(2)
x, y ∈ U1∩U2 ⇒

x, y ∈ U1

x, y ∈ U2

}

⇒ x+ y ∈ U1

x+ y ∈ U2

}

⇒ x+y ∈ U1∩U2.

�Linearna algebra 1 PMF Kragujeva




Osobine korena realnih polinoma Defini
ija vektorskog prostora Vektorski potprostoriTeorema(a) Presek proizvoqne familije vektorskih potprostora
{Ui | i ∈ I} prostora (V,+, ·, F ) je tako|e potprostorprostora V .
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Osobine korena realnih polinoma Defini
ija vektorskog prostora Vektorski potprostoriTeorema(a) Presek proizvoqne familije vektorskih potprostora
{Ui | i ∈ I} prostora (V,+, ·, F ) je tako|e potprostorprostora V .(b) Ako je U1 � V i U2 � V , tada

U1 ∪ U2 � V akko U1 ⊆ U2 ili U2 ⊆ U1.
Linearna algebra 1 PMF Kragujeva




Osobine korena realnih polinoma Defini
ija vektorskog prostora Vektorski potprostoriTeorema(a) Presek proizvoqne familije vektorskih potprostora
{Ui | i ∈ I} prostora (V,+, ·, F ) je tako|e potprostorprostora V .(b) Ako je U1 � V i U2 � V , tada

U1 ∪ U2 � V akko U1 ⊆ U2 ili U2 ⊆ U1.
Linearna algebra 1 PMF Kragujeva




Osobine korena realnih polinoma Defini
ija vektorskog prostora Vektorski potprostoriPrimer1. {0} i V su trivijalni potprostori prostora V .
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Osobine korena realnih polinoma Defini
ija vektorskog prostora Vektorski potprostoriPrimer1. {0} i V su trivijalni potprostori prostora V .2. U1 = {(x, 3x)|x ∈ R} � R2 (skup svih ta~aka na pravoj
y = 3x je potprostor od R2). Provera:

◮ U1 6= ∅ jer (0, 0) ∈ U1;
◮ (1) (a, 3a) ∈ U1 ∧ (b, 3b) ∈ U1 ⇒ (a, 3a) + (b, 3b) =

(a+ b, 3(a+ b)) ∈ U1;
◮ (2) α ∈ R, (a, 3a) ∈ U1⇒ α · (a, 3a) = (αa, 3(αa)) ∈ U1.
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Osobine korena realnih polinoma Defini
ija vektorskog prostora Vektorski potprostoriPrimer1. {0} i V su trivijalni potprostori prostora V .2. U1 = {(x, 3x)|x ∈ R} � R2 (skup svih ta~aka na pravoj
y = 3x je potprostor od R2). Provera:

◮ U1 6= ∅ jer (0, 0) ∈ U1;
◮ (1) (a, 3a) ∈ U1 ∧ (b, 3b) ∈ U1 ⇒ (a, 3a) + (b, 3b) =

(a+ b, 3(a+ b)) ∈ U1;
◮ (2) α ∈ R, (a, 3a) ∈ U1⇒ α · (a, 3a) = (αa, 3(αa)) ∈ U1.

U2 = {(x, 3x + 2)|x ∈ R} nije potprostor od R2 (ne sadr`inula vektor (0,0)).
Linearna algebra 1 PMF Kragujeva




Osobine korena realnih polinoma Defini
ija vektorskog prostora Vektorski potprostoriPrimer1. {0} i V su trivijalni potprostori prostora V .2. U1 = {(x, 3x)|x ∈ R} � R2 (skup svih ta~aka na pravoj
y = 3x je potprostor od R2). Provera:

◮ U1 6= ∅ jer (0, 0) ∈ U1;
◮ (1) (a, 3a) ∈ U1 ∧ (b, 3b) ∈ U1 ⇒ (a, 3a) + (b, 3b) =

(a+ b, 3(a+ b)) ∈ U1;
◮ (2) α ∈ R, (a, 3a) ∈ U1⇒ α · (a, 3a) = (αa, 3(αa)) ∈ U1.

U2 = {(x, 3x + 2)|x ∈ R} nije potprostor od R2 (ne sadr`inula vektor (0,0)).
U = {(x, y)|ax + by + c = 0} � R2 akko c = 0tj. ta~ke neke prave uR2 ~ine potprostor akko ta pravaprolazi kroz (0,0).Linearna algebra 1 PMF Kragujeva




Osobine korena realnih polinoma Defini
ija vektorskog prostora Vektorski potprostoriPrimer
◮ Da li jeR2 � R3? Ne, R2 * R3.
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Osobine korena realnih polinoma Defini
ija vektorskog prostora Vektorski potprostoriPrimer
◮ Da li jeR2 � R3? Ne, R2 * R3.
◮ Da li je U = {(a, b, 0) | a, b ∈ R} potprostor od R3? Da.

Linearna algebra 1 PMF Kragujeva




Osobine korena realnih polinoma Defini
ija vektorskog prostora Vektorski potprostoriPrimer
◮ Da li jeR2 � R3? Ne, R2 * R3.
◮ Da li je U = {(a, b, 0) | a, b ∈ R} potprostor od R3? Da.
◮ Da li je U ′ = {(a, b, 0) | a, b ∈ Z} potprostor od R3? Ne, nijezatvoren za mno`ewe skalarom, npr.

(1, 1, 0) ∈ U ′,
√
2 ∈ R,

√
2 · (1, 1, 0) = (

√
2,
√
2, 0) /∈ U ′.
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Osobine korena realnih polinoma Defini
ija vektorskog prostora Vektorski potprostoriPrimer
◮ Da li jeR2 � R3? Ne, R2 * R3.
◮ Da li je U = {(a, b, 0) | a, b ∈ R} potprostor od R3? Da.
◮ Da li je U ′ = {(a, b, 0) | a, b ∈ Z} potprostor od R3? Ne, nijezatvoren za mno`ewe skalarom, npr.

(1, 1, 0) ∈ U ′,
√
2 ∈ R,

√
2 · (1, 1, 0) = (

√
2,
√
2, 0) /∈ U ′.Defini
ijaAko su U1 i U2 potprostori vektorskog prostora V , tada

U1 + U2
def
= {x1 + x2 | x1 ∈ U1, x2 ∈ U2}zovemo zbir (suma) potprostora U1 i U2.Linearna algebra 1 PMF Kragujeva




Osobine korena realnih polinoma Defini
ija vektorskog prostora Vektorski potprostoriTeoremaAko U1 � V i U2 � V onda i U1 + U2 � V .
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Osobine korena realnih polinoma Defini
ija vektorskog prostora Vektorski potprostoriTeoremaAko U1 � V i U2 � V onda i U1 + U2 � V .Dokaz. Zaista,
◮ 0 = 0

︸︷︷︸

∈U1

+ 0
︸︷︷︸

∈U2

⇒ 0 ∈ U1 + U2 ⇒ U1 + U2 6= ∅.
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Osobine korena realnih polinoma Defini
ija vektorskog prostora Vektorski potprostoriTeoremaAko U1 � V i U2 � V onda i U1 + U2 � V .Dokaz. Zaista,
◮ 0 = 0

︸︷︷︸

∈U1

+ 0
︸︷︷︸

∈U2

⇒ 0 ∈ U1 + U2 ⇒ U1 + U2 6= ∅.
◮ x, y ∈ U1 + U2 ⇒ (∃x1, y1 ∈ U1)(∃x2, y2 ∈ U2) (x =

x1 + x2, y = y1 + y2)(1) α · x = α(x1 + x2) = αx1
︸︷︷︸

∈U1

+ αx2
︸︷︷︸

∈U2

∈ U1 + U2
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Osobine korena realnih polinoma Defini
ija vektorskog prostora Vektorski potprostoriTeoremaAko U1 � V i U2 � V onda i U1 + U2 � V .Dokaz. Zaista,
◮ 0 = 0

︸︷︷︸

∈U1

+ 0
︸︷︷︸

∈U2

⇒ 0 ∈ U1 + U2 ⇒ U1 + U2 6= ∅.
◮ x, y ∈ U1 + U2 ⇒ (∃x1, y1 ∈ U1)(∃x2, y2 ∈ U2) (x =

x1 + x2, y = y1 + y2)(1) α · x = α(x1 + x2) = αx1
︸︷︷︸

∈U1

+ αx2
︸︷︷︸

∈U2

∈ U1 + U2(2) x+ y = (x1 + x2) + (y1 + y2) =
= (x1 + y1)

︸ ︷︷ ︸

∈U1

+(x2 + y2)
︸ ︷︷ ︸

∈U2

∈ U1 + U2. �
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Osobine korena realnih polinoma Defini
ija vektorskog prostora Vektorski potprostoriNapomena. Razlagawe x = y + z, y ∈ U1, z ∈ U2 vektora x, uop{tem slu~aju, nije jedinstveno.
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Osobine korena realnih polinoma Defini
ija vektorskog prostora Vektorski potprostoriNapomena. Razlagawe x = y + z, y ∈ U1, z ∈ U2 vektora x, uop{tem slu~aju, nije jedinstveno.Pokaza}emo da je ovo razlagawe jedinstveno, za svaki x ∈ V , akko
U1 ∩ U2 = {0}.

Linearna algebra 1 PMF Kragujeva




Osobine korena realnih polinoma Defini
ija vektorskog prostora Vektorski potprostoriNapomena. Razlagawe x = y + z, y ∈ U1, z ∈ U2 vektora x, uop{tem slu~aju, nije jedinstveno.Pokaza}emo da je ovo razlagawe jedinstveno, za svaki x ∈ V , akko
U1 ∩ U2 = {0}.Defini
ijaZbir U1 + U2 je direktan ako je U1 ∩ U2 = {0}. Obele`ava se sa
U1 ⊕ U2.
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Osobine korena realnih polinoma Defini
ija vektorskog prostora Vektorski potprostoriNapomena. Razlagawe x = y + z, y ∈ U1, z ∈ U2 vektora x, uop{tem slu~aju, nije jedinstveno.Pokaza}emo da je ovo razlagawe jedinstveno, za svaki x ∈ V , akko
U1 ∩ U2 = {0}.Defini
ijaZbir U1 + U2 je direktan ako je U1 ∩ U2 = {0}. Obele`ava se sa
U1 ⊕ U2.Teorema(Spektralna teorema) Neka U1 � V i U2 � V . Tada V = U1 ⊕ U2akko se svaki vektor x ∈ V mo`e na jedinstven na~in predstaviti uobliku x = y + z, gde y ∈ U1 i z ∈ U2, tj.

V = U1 ⊕ U2 ⇔ (∀x ∈ V )(∃1y ∈ U1)(∃1z ∈ U2) x = y + z.Linearna algebra 1 PMF Kragujeva
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U1 ∩ U2 = {0}.
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ija razlagawa:
V ⊆ U1 + U2 ⇒ (∀x ∈ V )(∃y ∈ U1)(∃z ∈ U2) x = y + z.
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ija vektorskog prostora Vektorski potprostoriDokaz. (→) Neka je V = U1 ⊕ U2, tj. V = U1 + U2 i
U1 ∩ U2 = {0}.

◮ Egzisten
ija razlagawa:
V ⊆ U1 + U2 ⇒ (∀x ∈ V )(∃y ∈ U1)(∃z ∈ U2) x = y + z.

◮ Jedinstvenost: pretpostavimo suprotno, tj. da postoji vektor
x koji se na dva na~ina mo`e razlo`iti preko vektora iz U1 i
U2.

Linearna algebra 1 PMF Kragujeva




Osobine korena realnih polinoma Defini
ija vektorskog prostora Vektorski potprostoriDokaz. (→) Neka je V = U1 ⊕ U2, tj. V = U1 + U2 i
U1 ∩ U2 = {0}.

◮ Egzisten
ija razlagawa:
V ⊆ U1 + U2 ⇒ (∀x ∈ V )(∃y ∈ U1)(∃z ∈ U2) x = y + z.

◮ Jedinstvenost: pretpostavimo suprotno, tj. da postoji vektor
x koji se na dva na~ina mo`e razlo`iti preko vektora iz U1 i
U2. To zna~i

x = y + z x = y′ + z′, y, y′ ∈ U1, z, z
′ ∈ U2

y + z = y′ + z′

y + (−y′)
︸ ︷︷ ︸

∈U1

= −z + z′
︸ ︷︷ ︸

∈U2

∈ U1 ∩ U2

y + (−y′) = 0 −z + z′ = 0 jer U1 ∩ U2 = {0}.
y = y′ z = z′Linearna algebra 1 PMF Kragujeva




Osobine korena realnih polinoma Defini
ija vektorskog prostora Vektorski potprostori
(←) Pretpostavimo da svaki vektor x ∈ V ima jedinstvenorazlagawe

x = y + z, y ∈ U1, z ∈ U2.

Linearna algebra 1 PMF Kragujeva




Osobine korena realnih polinoma Defini
ija vektorskog prostora Vektorski potprostori
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Osobine korena realnih polinoma Defini
ija vektorskog prostora Vektorski potprostori
(←) Pretpostavimo da svaki vektor x ∈ V ima jedinstvenorazlagawe

x = y + z, y ∈ U1, z ∈ U2.

◮ Doka`imo najpre V = U1 + U2.
(∀x ∈ V ) x ∈ U1 + U2 (jer svaki vektor ima razlagawe)
⇒ V ⊆ U1 + U2

⇒ V = U1 + U2.
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Osobine korena realnih polinoma Defini
ija vektorskog prostora Vektorski potprostori
(←) Pretpostavimo da svaki vektor x ∈ V ima jedinstvenorazlagawe

x = y + z, y ∈ U1, z ∈ U2.

◮ Doka`imo najpre V = U1 + U2.
(∀x ∈ V ) x ∈ U1 + U2 (jer svaki vektor ima razlagawe)
⇒ V ⊆ U1 + U2

⇒ V = U1 + U2.

◮ Poka`imo jo{ da je U1 ∩ U2 = {0}.
x ∈ U1 ∩ U2

⇒ x = x
︸︷︷︸

∈U1

+ 0
︸︷︷︸

∈U2

, x = 0
︸︷︷︸

∈U1

+ x
︸︷︷︸

∈U2

⇒ x = 0 (zbog jedinstvenosti razlagawa)
⇒ U1 ∩ U2 = {0}. �Linearna algebra 1 PMF Kragujeva




Osobine korena realnih polinoma Defini
ija vektorskog prostora Vektorski potprostoriPrimerDoka`imoR3 = U1 ⊕ U2, gde je
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Osobine korena realnih polinoma Defini
ija vektorskog prostora Vektorski potprostoriPrimerDoka`imoR3 = U1 ⊕ U2, gde je
U1 = {(a, a, a) | a ∈ R}, U2 = {(a, b, c) | a+ b+ c = 0}.Lako se proverava da U1 � R3, U2 � R3. Za (x, y, z) ∈ R3odredimo (a, a, a) ∈ U1 i (a′, b′, c′) ∈ U2 tako da

(x, y, z) = (a, a, a) + (a′, b′, c′),tj.
(x, y, z) = (a+ a′, a+ b′, a+ c′).
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Osobine korena realnih polinoma Defini
ija vektorskog prostora Vektorski potprostoriPrimerDoka`imoR3 = U1 ⊕ U2, gde je
U1 = {(a, a, a) | a ∈ R}, U2 = {(a, b, c) | a+ b+ c = 0}.Lako se proverava da U1 � R3, U2 � R3. Za (x, y, z) ∈ R3odredimo (a, a, a) ∈ U1 i (a′, b′, c′) ∈ U2 tako da

(x, y, z) = (a, a, a) + (a′, b′, c′),tj.
(x, y, z) = (a+ a′, a+ b′, a+ c′).Iz

x = a+ a′

y = a+ b′

z = a+ c′

a′ + b′ + c′ = 0

⇔

a = x+y+z
3

a′ = 2x−y−z
3

b′ = 2y−x−z
3

c′ = 2z−x−y
3Linearna algebra 1 PMF Kragujeva




Osobine korena realnih polinoma Defini
ija vektorskog prostora Vektorski potprostoriPrimersledi da vektor (x, y, z) ima jedinstveno razlagawe
(x, y, z) =

(
x+ y + z

3
,
x+ y + z

3
,
x+ y + z

3

)

︸ ︷︷ ︸

∈U1

+

(
2x− y − z

3
,
2y − x− z

3
,
2z − x− y

3

)

︸ ︷︷ ︸

∈U2

.
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Osobine korena realnih polinoma Defini
ija vektorskog prostora Vektorski potprostoriDefini
ijaNeka Ui � V , 1 ≤ i ≤ n.
U1 + · · ·+ Un

def
=

{
x1 + · · · + xn | xi ∈ Ui, i = 1, 2, . . . , n

}je zbir potprostora U1, . . . , Un.Zbir je direktan, u ozna
i U1 ⊕ · · · ⊕ Un, ako
Ui ∩ (U1 + · · ·+ Ui−1) = {0}, i = 2, . . . , n.
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