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Linearna regresija - potencijalni problemi

Kada prilagodimo model linearne regresije odredenom skupu podataka, tada se moze javiti
mnogo problema. Medu njima su najcesce:

1. Nelinearnost izmedu prediktora i odgovora (Non-linearity of the response-predictor
relationships).

Korelacija greSaka (Correlation of error terms).

Nekonstantna varijansa greSaka (Non-constant variance of error terms).

Outliers.

Tacke sa visokom polugom (High-leverage points).

o vk wnN

Kolinearnost.

U praksi je identifikovanje i prevazilazenje ovih problema umetnost koliko i nauka. O tome je

napisano mnogo stranica u bezbroj knjiga.

1. Podaci nisu linearni

Ako je stvarna veza daleko od linearne, tada su sumnjivi prakti¢no svi zakljucci koje izvu¢emo
iz modela. Pored toga, tacnost predvidanja modela se mozZe znacajno smanjiti.

Grafik reziduala je koristan graficki alat za prepoznavanje nelinearnosti u podacima. Za model
proste linearne regresije, mozemo prikazati reziduale, e; = y; — ¥;, naspram prediktora x;. U
slu¢aju modela viSestruke regresije, bududi da postoji vise prediktora, prikazujemo reziduale u
odnosu na predvidene (ili uklopljene) vrednosti ¥;. U idealnom slucaju, grafik reziduala nece
pokazivati neki uocljivi obrazac. Prisustvo Sablona moze ukazivati na problem sa nekim aspektom
linearnog modela.

Ako grafik reziduala ukazuje na to da u podacima postoje nelinearne veze, tada je jednostavan
pristup upotreba nelinearnih transformacija prediktora, kao 3to su log X, VX i X2, u modelu
regresije.

PRIMER: Plot residuals za mpg ~ horsepower i mpg~horsepower”2
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2. Korelacija gresaka

Vaina pretpostavka modela linearne regresije je da greske e, e,, ..., e,,, nisu u korelaciji!
Sta ovo znati? Na primer, ako greske nisu korelisane, onda ¢&injenica da je e; pozitivno daje malo
ili nimalo informacija o znaku naredne greske e;, ;. Standardne greske koje se izra¢unavaju za
procenjene koeficijente regresije ili predvidene vrednosti zasnivaju se na pretpostavci
nekorelisanih gresaka.

Ako postoji korelacija izmedu greSaka, tada ée procenjene standardne greske teziti da
potcene (eng. underestimate) prave standardne greske. Kao rezultat, intervali poverenja (eng.
confidence intervals) i predvidanja (eng. prediction intervals) bice uZi nego Sto to stvarno jesu. Na
primer, interval poverenja od 95% mozZe u stvarnosti imati mnogo manju verovatnoc¢u od 0.95 da
sadrZi pravu vrednost parametra. Pored toga, p-vrednosti koje su povezane sa modelom biée nize
nego Sto bi trebalo da budu; ovo bi moglo dovesti do toga da pogresno zaklju¢imo da je
parametar statisticki znacajan. Ukratko, ako su greske u nekoj korelaciji mozZda imamo
neopravdan osecaj poverenja u nas model.

Kao krajnji primer, pretpostavimo da smo slucajno udvostrucili svoje podatke, sto je dovelo
do toga da su observacije i izrazi gresaka identi¢ni u parovima. Ako bismo ovo zanemarili, nasi
standardni proracuni gresaka bili bi kao da imamo uzorak veli¢ine 2n, a u stvari imamo samo n
uzoraka. Nasi procenjeni parametri bi bili isto za 2n uzoraka kao i za n uzoraka, ali intervali
pouzdanosti bi bili uzi za faktor V2!

Zasto se mogu pojaviti korelacije medu terminima greSaka? Takve korelacije se ¢esto javljaju
u kontekstu podataka o vremenskim serijama, koje se sastoje od observacija za koja se mere
vrednosti u diskretnim tackama vremena.

3. Nekonstantna varijansa gresaka

JoS jedna vaina pretpostavka modela linearne regresije je da greske imaju konstantnu
varijansu, Var(e;) = o2. Standardne greske, intervali poverenja i testovi hipoteza koji su
odnose na linearni model oslanjaju se na ovu pretpostavku.

Nazalost, Cesto je slu€aj da varijanse gresaka nisu stabilne. Na primer, varijanse greSaka mogu
se povecati sa vrednos¢u dobijenog outputa. Nekonstantne varijacije u greskama (eng.
heteroscedasticity) se mogu detektovati iz postojanja oblika levka (eng. funnel shape) na grafiku
reziduala.

Kada se suocite sa ovim problemom, jedno od mogucih resenja je transformisanje outputa Y

pomocu konkavne funkcije kao Sto su logY ili VY. Takva transformacija rezultira ve¢om koli¢inom
skupljanja outputa sa ve¢im vrednostima, Sto dovodi do smanjenja ove pojave.
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Slika 1. Grafik reziduala. Levo: levkasti oblik; Desno: Prediktor je transformisan pomocu

logaritamske funckije, tako da sada nemamo izgled levka.

4. Anomalije (Outliers)

lzuzetak je tacka za koju je y; daleko od vrednosti koju predvida model. Izuzeci mogu nastati
iz razlicitih razloga, kao Sto je npr. neta¢no snimanje observacija tokom prikupljanja podataka.

Scatterplot of y vs x
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U ovom slucaju, uklanjanje autlajera ima malo efekta na liniju dobijenu pomoc¢u metode
najmanjih kvadrata, tj. uklanjanje tacke dovodi vrlo male promene nagiba i malog smanjenja
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preseka. Tipi¢no je za autlajer koji nema neobi¢nu vrednost prediktora da ima mali uticaj na
metodu najmanjih kvadrata. Medutim, ¢ak i ako autlajer nema puno uticaja na izgled linije, to
moZe izazvati druge probleme.

Na primer, RSE se mozZe drasti¢no razlikovati kada je outlier ukljucen u regresiju, i kada se
outlier ukloni. Bududi da se RSE koristi za izracunavanje svih intervala poverenja i p-vrednosti,
tako dramati¢no povedanje izazvano jednom tackom podataka moZze imati implikacije na
tumacenje modela.

Grafik reziduala se moze koristiti za detektovanje outliers. Ali u praksi moze biti tesko odluciti
koliko veliki rezidual mora biti pre nego Sto observaciju proglasimo autlajerom. Sada, umesto da
nacrtamo grafik reziduala, moZzemo da nacrtamo studentized reziduale, koji se izra¢unavaju
deljenjem svakog reziduala e; sa njegovom procenjenom standardnom greskom. Observacije za
koje su studentized reziduali po apsolutnoj vrednosti vec¢i od 3 su moguci autlajeri. Studentized
reziduali se mogu intrepretirati kao broj standardnih greSaka udaljenih od regresione linije.
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5. Tacke sa visokom polugom (high leverage)

Upravo smo videli da su odstupanja zapazanja na koja je odgovor y; neobi¢no s obzirom na
prediktor x;. Suprotno tome, zapazanja sa visokom polugom imaju neobicnu vrednost za x;. U
praksi se moze zakljuciti da uklanjanje observacije sa velikom polugom ima mnogo znacajniji
uticaj na liniju najmanjih kvadrata od uklanjanja autlajera. U stvari, zapaZanja sa visokom
polugom imaju znacajan uticaj na procenjenu liniju regresije. 1z tog razloga je vazno identifikovati
zapaZzanja sa visokom polugom.

U prostoj linearnoj regresiji, observacije sa visokim polugama prilicno je lako identifikovati,
jer jednostavno moZemo traziti observacije za koja je vrednost prediktora izvan normalnog
opsega observacija. Ali u viSestrukoj linearnoj regresiji sa visSe prediktora, mogude je imati
observacije koje se nalazi unutar opsega vrednosti svakog pojedinog prediktora, ali da je
observacija ,,neobi¢na” u slu¢aju punog skupa prediktora.
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Da bismo kvantifikovali polugu observacije, izraCunavamo leverage statistic. Velika vrednost
ove statistike ukazuje na zapaZanje sa visokom polugom. Za prostu linearnu regresiju obrazac
glasi:

1 (x; — %)

h == _
" on Z?’:l(xi’ - x)Z

Postoji jednostavno prosirenje za h; na slucaj vise prediktora, ali ovde ne dajemo formulu.
Leverage statistic h; je uvek izmedu 1/n i 1, a prosecna poluga za sva posmatranja je uvek
jednaka (p + 1)/n. Ako je vrednost statisitike veca od 2 * (p +1)/n, tada se smatra da

observacija ima veliku polugu.

fitted = predict(hp_model, as.data.frame(Auto["horsepower"]))

6. Kolinearnost (Collinearity)

Kolinearnost se odnosi na situaciju u kojoj su dve ili viSe prediktorskih promenljivih usko

povezane jedna sa drugom.

Credit dataset: limit vs rating or limit vs age.
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Figure 2. Contour plot za RSS vrednosti u funkciji od parametara f§ za dve razli¢ite regresije koje
ukljucuju podatake o kreditima.

Mala promena podataka moZe prouzrokovati da se par vrednosti koeficijenata koji daju
najmanji RSS pomera bilo gde duz ove doline. To rezultira velikom nesigurnos¢u u procenama
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koeficijenata. Bududi da kolinearnost smanjuje tacnost procena koeficijenata regresije, to dovodi
do rasta standardne greske za ﬁj. Takode, kolinearnost rezultira padom t-statistike.
Jednostavan nacin otkrivanja kolinearnosti je pregled matrice korelacije prediktora. Element
ove matrice koji je velik u apsolutnoj vrednosti ukazuje na par visoko koreliranih promenljivih, a
samim tim i na problem kolinearnosti u podacima. Na nesreéu, svi problemi sa kolinearnos¢u ne
mogu se otkriti pregledom matrice korelacije: moguce je da kolinearnost postoji izmedu tri ili vise
promenljivih, ¢ak i ako nijedan par promenljivih nema posebno visoku korelaciju. Ovu situaciju
nazivamo multikolinearnost. Umesto provere matrice korelacije, bolji nacin za procenu
multikolinearnosti je izraCunavanje faktora varijacije inflacije (VIF, variance inflation factor).
U podacima o kreditu, regresija bilansa u odnosu na starost, rejting i limit ukazuje na to da
prediktori imaju VIF vrednosti od 1.01, 160.67 i 160.59.
Kada se suocite sa problemom kolinearnosti, postoje dva jednostavna resenja.
a) Prvo je brisanje jedne od problemati¢nih promenljivih iz regresije.
b) Drugo resenje je kombinovanje kolinearnih promenljivih u jedan prediktor.

Skup podataka za marketing

1. Da li postoji veza izmedu budzZeta za oglasavanje i prodaje?

> model = Im(sales ~ ., data = adver)
> summary(model)

Ccall:
Im(formula = sales ~ ., data = adver)

Residuals:
Min 10 Median 3Q Max
-8.8277 -0.8908 0.2418 1.1893 2.8292

Coefficients:
Estimate Std. Error t value Pr(>|t]|)
(Intercept) 2.938889 0.311908 9.422 <2e-16 *¥*

TV 0.045765 0.001395 32.809 <2e-16 ***

radio 0.188530 0.008611 21.893 <2e-16 ***
newspaper -0.001037 0.005871 -0.177 0.86

Signif. codes: 0 #¥*%’ (. 001 ***' Q.01 “*' 0.05 *." 0.1 * " 1

Residual standard error: 1.686 on 196 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.8972, Adjusted R-squared: 0.8956
F-statistic: 570.3 on 3 and 196 DF, p-value: < 2.2e-16

2. Koliko je jak odnos izmedu budzeta za oglasavanje i prodaje?

Za podatke o oglasavanju, RSE je 1.686 jedinica, dok je srednja vrednost outputa 14.022,
Sto ukazuje na procentualnu gresku od oko 12%. Drugo, R2 statistika belezi procenat
varijabilnosti u odgovoru koji se objasnjava prediktorima. Prediktori objasnjavaju gotovo
90% varijanse u prodaji.

6|Page Institut za matematiku i informatiku, Kragujevac



| Branko Arsi¢

3. Koji mediji doprinose prodaji?

Da bismo odgovorili na ovo pitanje, moramo pronadi nacin da razdvojimo pojedinacne
efekte svakog medija kada smo potrosili novac na sva tri medija. U viSestrukoj linearnoj
regresiji prikazanoj u prethodnoj tabeli, p-vrednosti za TV i radio su niske, ali p-vrednost za
novine nije.

4. Koliko tatno moZzemo proceniti efekat svakog medija na prodaju?

95% intervali poverenja su slededi: (0,043, 0,049) za TV, (0,172, 0,206) za radio i (-0,013,
0,011) za novine. Interval za novine ukljucuje nulu, $to ukazuje da promenljiva nije statisticki
znacajna u odnosu na vrednosti TV-a i radija.

Kolinearnost moZe da rezultira vrlo Sirokim standardnim greskama. Da li bi kolinearnost
mogla biti razlog Sto je interval poverenja vezan za novine tako Sirok? Rezultati VIF-a su
1.005, 1.145i 1.145 za TV, radio i novine, $to ne ukazuje da postoji kolinearnost.

Dodatno, da bi se procenila povezanost svakog medija pojedinac¢no na prodaju, mozemo
napraviti tri odvojene proste linearne regresije.

5. Koliko tacno mozemo predvideti buduéu prodaju?

Tacnost povezana sa ovom procenom zavisi od toga da li Zelimo da predvidimo pojedinacni
odgovor, Y = f(X) + e, ili prosecni odgovor, f(X). Ako je prvo, koristimo interval
predikcije, a ako je drugo, koristimo interval poverenja.

Intervali predvidanja uvek ¢e biti Siri od intervala poverenja, jer su oni odgovorni za
neizvesnost povezanu sa e, ireducibilnom greSkom.

6. Dalije odnos linearan?

Ranije smo videli smo da se grafik rezidula moze koristiti za identifikuju nelinearnosti u
podacima. Ako su odnosi linearni, onda grafik reziduala ne bi trebalo da pokaze neki
obrazac.

7. Postoji li sinergija medu reklamnim medijima?

Mozda potrositi 50.000 USD na televizijsko oglasavanje i 50.000 USD na radio oglasavanje
rezultira ve¢com prodajom od izdvajanja 100.000 americkih dolara bilo televizija ili radio
pojedinacno. U marketingu je ovo poznato kao efekat sinergije, dok se u statistici naziva
efektom interakcije.

Da li postoji sinergija medu prediktorima?
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Interpretacija grafika iz R-a

par(mfrow = c(2, 2))
plot(model)
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Residuals vs Fitted. Koristi se za proveru pretpostavki linearnog odnosa. Horizontalna linija, bez

jasnih obrazaca, pokazatelj je linearnog odnosa, sta je dobro. (Stavka 1)

Normal Q-Q (Quantile-Quantile plot). Koristi se za ispitivanje da li se reziduali normalno
distribuiraju. Dobro je ako reziduali prate ravnu isprekidanu liniju.

Scale-Location (or Spread-Location). Koristi se za proveru homogenosti varijanse reziduala

(homoscedasticity). Horizontalna linija sa jednako rasirenim tackama je dobar pokazatelj dobrog
svojstva. (Stavka 3)

Residuals vs Leverage. Koristi se za identifikaciju uticajnih slu¢ajeva, odnosno ekstremnih

vrednosti koje mogu uticati na rezultate regresije kada se ukljuce ili izuzmu iz analize. (Stavke 4 i

5)

Uticajna vrednost (eng. influential value) je vrednost koja uklju¢ivanjemiili isklju¢ivanjem
moZze promeniti rezultate regresione analize. Takva vrednost je povezana sa velikom
vrednos$c¢u reziduala. Medutim, nisu sva odstupanja (ili ekstremne tacke podataka)
uticajna na linearnu regresionu analizu.

Statisticari su razvili metriku koja se naziva Kukova udaljenost da bi utvrdili uticaj
vrednosti. Ova metrika definiSe uticaj kao kombinaciju poluge i rezidualne velicine.
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Osnovno pravilo je da observacija ima veliki uticaj ako Kukova udaljenost prelazi vrednost
4/(n—p —1) (P. Bruce and Bruce 2017), gde je n broj observacija, a p broj prediktora.
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