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Osnovni stav linearne algebre Slika i jezgro linearnog preslikavawaOsnovni stav linearne algebreDefini
ijaPreslikavawe f : V → U je linearno preslikavawe(homomorfizam) vektorskog prostora (V,+V , ·V , F ) u vektorskiprostor (U,+U , ·U , F ) ako va`i:1. f(x+V y) = f(x) +U f(y) (x, y ∈ V ) - aditivnost2. f(α ·V x) = α ·U f(x) (x ∈ V, α ∈ F ) - homogenost.
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Osnovni stav linearne algebre Slika i jezgro linearnog preslikavawaOsnovni stav linearne algebreDefini
ijaPreslikavawe f : V → U je linearno preslikavawe(homomorfizam) vektorskog prostora (V,+V , ·V , F ) u vektorskiprostor (U,+U , ·U , F ) ako va`i:1. f(x+V y) = f(x) +U f(y) (x, y ∈ V ) - aditivnost2. f(α ·V x) = α ·U f(x) (x ∈ V, α ∈ F ) - homogenost.Uslovi 1. i 2. su ekvivalentni uslovu
1′. f(α·V x+V β·V y) = α·Uf(x)+Uβ·Uf(y) (x, y ∈ V, α, β ∈ F )- linearnostLinearna algebra 1 PMF Kragujeva




Osnovni stav linearne algebre Slika i jezgro linearnog preslikavawaDoka`imo da je svako linearno preslikavawe kona~nodimenzionogvektorskog prostora potpuno odre|eno slikama baznih vektora.Teorema(Osnovni stav linearne algebre) Ako je B = {x1, . . . , xn} bazavektorskog prostora V1 i y1, . . . , yn proizvoqni vektori prostora
V2, tada postoji ta~no jedno linearno preslikavawe f : V1 → V2tako da je f(x1) = y1, . . . , f(xn) = yn.
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Osnovni stav linearne algebre Slika i jezgro linearnog preslikavawaDoka`imo da je svako linearno preslikavawe kona~nodimenzionogvektorskog prostora potpuno odre|eno slikama baznih vektora.Teorema(Osnovni stav linearne algebre) Ako je B = {x1, . . . , xn} bazavektorskog prostora V1 i y1, . . . , yn proizvoqni vektori prostora
V2, tada postoji ta~no jedno linearno preslikavawe f : V1 → V2tako da je f(x1) = y1, . . . , f(xn) = yn.Dokaz. Egzisten
ija:
(∀x ∈ V1)(∃1(α1, . . . , αn) ∈ Fn) x = α1x1 + · · · + αnxn (jer je Bbaza za V1).
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Osnovni stav linearne algebre Slika i jezgro linearnog preslikavawaDoka`imo da je svako linearno preslikavawe kona~nodimenzionogvektorskog prostora potpuno odre|eno slikama baznih vektora.Teorema(Osnovni stav linearne algebre) Ako je B = {x1, . . . , xn} bazavektorskog prostora V1 i y1, . . . , yn proizvoqni vektori prostora
V2, tada postoji ta~no jedno linearno preslikavawe f : V1 → V2tako da je f(x1) = y1, . . . , f(xn) = yn.Dokaz. Egzisten
ija:
(∀x ∈ V1)(∃1(α1, . . . , αn) ∈ Fn) x = α1x1 + · · · + αnxn (jer je Bbaza za V1).Defini{imo f(x) def

= α1 · y1 + · · ·+ αn · yn.
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Osnovni stav linearne algebre Slika i jezgro linearnog preslikavawa
◮ f je dobro definisano, jer je (α1, . . . , αn) jednozna~noodre|eno.
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Osnovni stav linearne algebre Slika i jezgro linearnog preslikavawa
◮ f je dobro definisano, jer je (α1, . . . , αn) jednozna~noodre|eno.
◮ Proverimo da je f linearno.
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Osnovni stav linearne algebre Slika i jezgro linearnog preslikavawa
◮ f je dobro definisano, jer je (α1, . . . , αn) jednozna~noodre|eno.
◮ Proverimo da je f linearno.

x = α1x1 + · · ·+ αnxn, y = β1x1 + · · ·+ βnxn, λ, µ ∈ F

⇒ λx+ µy = λ(α1x1 + · · ·+ αnxn) + µ(β1x1 + · · · + βnxn)
= (λα1 + µβ1)x1 + · · · + (λαn + µβn)xn

⇒ f(λx+ µy) = (λα1 + µβ1)y1 + · · ·+ (λαn + µβn)yn,
= λ(α1y1 + · · · + αnyn) + µ(β1y1 + · · ·+ βnyn)
= λf(x) + µf(y).
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Osnovni stav linearne algebre Slika i jezgro linearnog preslikavawa
◮ f je dobro definisano, jer je (α1, . . . , αn) jednozna~noodre|eno.
◮ Proverimo da je f linearno.

x = α1x1 + · · ·+ αnxn, y = β1x1 + · · ·+ βnxn, λ, µ ∈ F

⇒ λx+ µy = λ(α1x1 + · · ·+ αnxn) + µ(β1x1 + · · · + βnxn)
= (λα1 + µβ1)x1 + · · · + (λαn + µβn)xn

⇒ f(λx+ µy) = (λα1 + µβ1)y1 + · · ·+ (λαn + µβn)yn,
= λ(α1y1 + · · · + αnyn) + µ(β1y1 + · · ·+ βnyn)
= λf(x) + µf(y).

◮ Proverimo da va`i f(xi) = yi, za svako i = 1, . . . , n.
f(xi) = f(0 · x1 + · · ·+ 1 · xi + · · ·+ 0 · xn)

= 0 · y1 + · · ·+ 1 · yi + · · ·+ 0 · yn
= yi (i = 1, 2, . . . , n).Sledi da je f tra`eno preslikavawe.Linearna algebra 1 PMF Kragujeva




Osnovni stav linearne algebre Slika i jezgro linearnog preslikavawaJedinstvenost:
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Osnovni stav linearne algebre Slika i jezgro linearnog preslikavawaJedinstvenost:Neka je g : V1 → V2 linearno preslikavawe takvo da je
g(xi) = yi, i = 1, . . . , n.
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Osnovni stav linearne algebre Slika i jezgro linearnog preslikavawaJedinstvenost:Neka je g : V1 → V2 linearno preslikavawe takvo da je
g(xi) = yi, i = 1, . . . , n.Tada, za proizvoqno x = α1x1 + · · ·+ αnxn ∈ V1 va`i

g(x) = g(α1x1 + · · ·+ αnxn)
= α1g(x1) + · · · + αng(xn)
= α1y1 + · · ·+ αnyn = f(x),

⇒ g = f. �
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Osnovni stav linearne algebre Slika i jezgro linearnog preslikavawaPrimerOdrediti linearno preslikavawe f : R2 → R3 takvo da va`i
f(1, 0) = (2,−1, 0), f(1, 1) = (3,−1,−2).

B = {(1, 0), (1, 1)} je baza prostora R2

⇔ (∀(x, y) ∈ R2)(∃1(α, β) ∈ R2) (x, y) = α(1, 0) + β(1, 1)
⇔ (x, y) = (α+ β, β)
⇔ x = α+ β, y = β (sistem jedna~ina po α i β)
⇔ β = y, α = x− y

⇔ (x, y) = (x− y) · (1, 0) + y · (1, 1)
⇒ f(x, y) = f((x− y) · (1, 0) + y · (1, 1))

= (x− y) · f(1, 0) + y · f(1, 1)
= (x− y) · (2,−1, 0) + y · (3,−1,−2)
= (2x− 2y,−x+ y, 0) + (3y,−y,−2y)
= (2x+ y,−x,−2y).Linearna algebra 1 PMF Kragujeva




Osnovni stav linearne algebre Slika i jezgro linearnog preslikavawaTeoremaNeka je f : V1 → V2 linearno preslikavawe. Tada:(1) Ako je {x1, . . . , xn} ⊆ V1 linearno zavisan skup vektora, ondaje i {f(x1), . . . , f(xn)} linearno zavisan (u V2).(2) f je monomorfizam akko svaki linearno nezavisni skupvektora u V1 slika u linearno nezavisni skup vektora u V2.(3) f je epimorfizam akko svaki generatorni skup vektoraprostora V1 slika u generatorni skup vektora prostora V2.(4) f je izomorfizam akko f ~uva bazu.
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Osnovni stav linearne algebre Slika i jezgro linearnog preslikavawaDokaz.(1)
{x1, . . . , xn} je linearno zavisan u V1

⇒ (∃i ∈ {1, . . . , n}) xi ∈ L{x1, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xn}
⇒ xi = α1x1 + · · ·+ αi−1xi−1 + αi+1xi+1 + · · ·+ αnxn, αi ∈ F

⇒ f(xi) = α1f(x1) + · · ·+ αi−1f(xi−1)
+αi+1f(xi+1) + · · ·+ αnf(xn))
⇒ f(xi) ∈ L{f(x1), . . . , f(xi−1), f(xi+1), . . . , f(xn)}
⇒ {f(x1), . . . , f(xn)} je linearno zavisan skup u V2
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Osnovni stav linearne algebre Slika i jezgro linearnog preslikavawa(2) (→) Neka je f linearno 1-1 preslikavawe i {x1, . . . , xn}linearno nezavisan skup vektora u V1. Poka`imo da je i
{f(x1), . . . , f(xn)} linearno nezavisan.

α1 · f(x1) + · · · + αn · f(xn) = 0, α1, . . . , αn ∈ F

⇒ f(α1 · x1 + · · ·+ αn · xn) = 0 = f(0) (jer je f linearno)
⇒ α1 · x1 + · · · + αn · xn = 0 (jer je f 1-1)
⇒ α1 = · · · = αn = 0 (jer je {x1, . . . , xn} lin. nezavisan).
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Osnovni stav linearne algebre Slika i jezgro linearnog preslikavawa(2) (→) Neka je f linearno 1-1 preslikavawe i {x1, . . . , xn}linearno nezavisan skup vektora u V1. Poka`imo da je i
{f(x1), . . . , f(xn)} linearno nezavisan.

α1 · f(x1) + · · · + αn · f(xn) = 0, α1, . . . , αn ∈ F

⇒ f(α1 · x1 + · · ·+ αn · xn) = 0 = f(0) (jer je f linearno)
⇒ α1 · x1 + · · · + αn · xn = 0 (jer je f 1-1)
⇒ α1 = · · · = αn = 0 (jer je {x1, . . . , xn} lin. nezavisan).(←) Neka linearno preslikavawe f svaki linearno nezavisniskup vektora slika u linearno nezavisan skup vektora.Doka`imo da je f 1-1.

x1 6= x2 ⇒ {x1 − x2} je lin. nezavisan (jer x1 − x2 6= 0)
⇒ {f(x1 − x2)} je lin. nezavisan (sledi iz pretp.)
⇒ f(x1 − x2) 6= 0
⇒ f(x1)− f(x2) 6= 0
⇒ f(x1) 6= f(x2).Linearna algebra 1 PMF Kragujeva




Osnovni stav linearne algebre Slika i jezgro linearnog preslikavawa(3) (→) Neka je f epimorfizam i V1 = L{x1, . . . , xn}. Poka`imoda {f(x1), . . . , f(xn)} generi{e prostor V2.
f je "na" ⇒ (∀y ∈ V2)(∃x ∈ V1) y = f(x)

⇒ y = f(x) = f(α1x1 + · · ·+ αnxn)
= α1f(x1) + · · ·+ αnf(xn)

⇒ y ∈ L{f(x1), . . . , f(xn)}
⇒ V2 ⊆ L{f(x1), . . . , f(xn)}Svakako je L{f(x1), . . . , f(xn)} ⊆ V2, pa va`i

V2 = L{f(x1), . . . , f(xn)}.
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Osnovni stav linearne algebre Slika i jezgro linearnog preslikavawa(←) Neka linearno preslikavawa f : V1 → V2 svaki skupgeneratora prostora V1 slika u skup generatora prostora V2 i neka
{x1, . . . , xn} generi{e prostor V1. Tada

V1 = L{x1, . . . , xn}
⇒ V2 = L{f(x1), . . . , f(xn)} (po pretpostav
i)
⇒ (∀y ∈ V2)(∃β1, . . . , βn ∈ F ) y = β1f(x1) + · · ·+ βnf(xn)

= f(β1x1 + · · ·+ βnxn
︸ ︷︷ ︸

=x∈V1

)

⇒ (∀y ∈ V2)(∃x
def
= β1x1 + · · ·+ βnxn ∈ V1) y = f(x)

⇒ f je "na".
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Osnovni stav linearne algebre Slika i jezgro linearnog preslikavawa(←) Neka linearno preslikavawa f : V1 → V2 svaki skupgeneratora prostora V1 slika u skup generatora prostora V2 i neka
{x1, . . . , xn} generi{e prostor V1. Tada

V1 = L{x1, . . . , xn}
⇒ V2 = L{f(x1), . . . , f(xn)} (po pretpostav
i)
⇒ (∀y ∈ V2)(∃β1, . . . , βn ∈ F ) y = β1f(x1) + · · ·+ βnf(xn)

= f(β1x1 + · · ·+ βnxn
︸ ︷︷ ︸

=x∈V1

)

⇒ (∀y ∈ V2)(∃x
def
= β1x1 + · · ·+ βnxn ∈ V1) y = f(x)

⇒ f je "na".(4) sledi iz (2) i (3). �Linearna algebra 1 PMF Kragujeva




Osnovni stav linearne algebre Slika i jezgro linearnog preslikavawaTeoremaAko su V1 i V2 kona~no dimenzioni vektorski prostori nad istimpoqem F , tada
V1
∼= V2 ⇐⇒ dimV1 = dimV2.
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Osnovni stav linearne algebre Slika i jezgro linearnog preslikavawaTeoremaAko su V1 i V2 kona~no dimenzioni vektorski prostori nad istimpoqem F , tada
V1
∼= V2 ⇐⇒ dimV1 = dimV2.Dokaz. (→)

f : V1
∼= V2 i {x1, . . . , xn} baza za V1

⇒ {f(x1), . . . , f(xn)} je baza za V2 (Teorema 3.20.(4))
⇒ dimV2 = n = dimV1.
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Osnovni stav linearne algebre Slika i jezgro linearnog preslikavawaTeoremaAko su V1 i V2 kona~no dimenzioni vektorski prostori nad istimpoqem F , tada
V1
∼= V2 ⇐⇒ dimV1 = dimV2.Dokaz. (→)

f : V1
∼= V2 i {x1, . . . , xn} baza za V1

⇒ {f(x1), . . . , f(xn)} je baza za V2 (Teorema 3.20.(4))
⇒ dimV2 = n = dimV1.(←) Neka je dimV1 = dimV2 = n,

B1 = {x1, . . . , xn}, B2 = {y1, . . . , yn} baze, redom, za V1 i V2

⇒ postoji jedinstveno linearno preslikavawe f : V1 → V2, takoda je f(xi) = yi, i = 1, . . . , n (iz Osnovnog stava linearne algebre)
⇒ f je izomorfizam (Teorema 3.20. (4))
⇒ V1

∼= V2. �Linearna algebra 1 PMF Kragujeva




Osnovni stav linearne algebre Slika i jezgro linearnog preslikavawaSlika i jezgro linearnog preslikavawaDefini
ijaNeka je f : V1 → V2 linearno preslikavawe. Tada
◮ kerf

def
= {x ∈ V1|f(x) = 0} se zove jezgro homomorfizma f

◮ Imf
def
= {f(x)|x ∈ V1} se zove slika homomorfizma f .
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Osnovni stav linearne algebre Slika i jezgro linearnog preslikavawaNeke osobine jezgra i slike linearnog preslikavawa su dateslede}om teoremom.TeoremaNeka je f : V1 → V2 linearno preslikavawe. Tada(1) Imf � V2.(2) f je "na" akko Imf = V2.(3) kerf � V1.(4) f je 1-1 akko kerf = {0}.(5) f : V1
∼= V2 akko kerf = {0} i Imf = V2.(6) Ako je V1 kona~no dimenzioni vektorski prostor, tada su kerfi Imf kona~ne dimenzije i va`i

dimV1 = dim(kerf) + dim(Imf).Linearna algebra 1 PMF Kragujeva




Osnovni stav linearne algebre Slika i jezgro linearnog preslikavawaDokaz.(1) ◮ 0 = f(0)⇒ 0 ∈ Imf ⇒ ∅ 6= Imf ⊆ V2

◮

y1, y2 ∈ Imf, α, β ∈ F ⇒ (∃x1, x2 ∈ V1) y1 = f(x1), y2 = f(x2)
⇒ αy1 + βy2 = αf(x1) + βf(x2) = f(αx1 + βx2) ∈ Imf
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Osnovni stav linearne algebre Slika i jezgro linearnog preslikavawaDokaz.(1) ◮ 0 = f(0)⇒ 0 ∈ Imf ⇒ ∅ 6= Imf ⊆ V2

◮

y1, y2 ∈ Imf, α, β ∈ F ⇒ (∃x1, x2 ∈ V1) y1 = f(x1), y2 = f(x2)
⇒ αy1 + βy2 = αf(x1) + βf(x2) = f(αx1 + βx2) ∈ Imf(2) sledi iz defini
ije "na" funk
ije i Imf .
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Osnovni stav linearne algebre Slika i jezgro linearnog preslikavawaDokaz.(1) ◮ 0 = f(0)⇒ 0 ∈ Imf ⇒ ∅ 6= Imf ⊆ V2

◮

y1, y2 ∈ Imf, α, β ∈ F ⇒ (∃x1, x2 ∈ V1) y1 = f(x1), y2 = f(x2)
⇒ αy1 + βy2 = αf(x1) + βf(x2) = f(αx1 + βx2) ∈ Imf(2) sledi iz defini
ije "na" funk
ije i Imf .(3) ◮ f(0) = 0⇒ 0 ∈ kerf ⇒ ∅ 6= kerf ⊆ V1

◮

x1, x2 ∈ kerf, α, β ∈ F ⇒ f(αx1 + βx2) = αf(x1) + βf(x2)
= α · 0 + β · 0 = 0

⇒ αx1 + βx2 ∈ kerf
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Osnovni stav linearne algebre Slika i jezgro linearnog preslikavawaDokaz.(4) (→) Neka je f "1-1". Tada
x ∈ kerf ⇒ f(x) = 0 = f(0)⇒ x = 0
⇒ kerf = {0}.(←) Neka je kerf = {0}. Tada

f(x) = f(y) ⇒ f(x)− f(y) = 0
⇒ f(x− y) = 0
⇒ x− y ∈ kerf

⇒ x− y = 0
⇒ x = y

⇒ f je "1-1"
Linearna algebra 1 PMF Kragujeva




Osnovni stav linearne algebre Slika i jezgro linearnog preslikavawaDokaz.(4) (→) Neka je f "1-1". Tada
x ∈ kerf ⇒ f(x) = 0 = f(0)⇒ x = 0
⇒ kerf = {0}.(←) Neka je kerf = {0}. Tada

f(x) = f(y) ⇒ f(x)− f(y) = 0
⇒ f(x− y) = 0
⇒ x− y ∈ kerf

⇒ x− y = 0
⇒ x = y

⇒ f je "1-1"(5) sledi iz (2) i (4).
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Osnovni stav linearne algebre Slika i jezgro linearnog preslikavawa(6) V1 kona~ne dimenzije, kerf � V1 ⇒ kerf je kona~ne dimenzije i
0 ≤ dim(kerf) ≤ dimV1. Mogu}i su slede}i slu~ajevi:

◮ dim(kerf) = 0⇒ kerf = {0} ⇒ f : V1 →
Imf je izomorfizam⇒ dim(Imf) = dimV1

⇒ dimV1 = dim(kerf) + dim(Imf).

◮ dim(kerf) = dimV1 ⇒ kerf = V1 ⇒ Imf = {0} ⇒
dim(Imf) = 0 ⇒ dimV1 = dim(kerf) + dim(Imf).

◮ 0 < dim(kerf) < dimV1 i {x1, . . . , xk} neka je baza za kerf .Pro{irimo je do baze {x1, . . . , xk, xk+1, . . . , xn} prostora V1.Poka`imo da je B = {f(xk+1), . . . , f(xn)} baza prostora
Imf .
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Osnovni stav linearne algebre Slika i jezgro linearnog preslikavawa(B1)
y ∈ Imf ⇒ (∃x ∈ V1)y = f(x)

⇒ y = f(α1x1 + · · ·+ αkxk + αk+1xk+1 + · · · + αnxn)
= α1f(x1) + · · ·+ αkf(xk) + αk+1f(xk+1) + · · ·+ αnf

= α1 · 0 + · · ·+ αk · 0 + αk+1f(xk+1) + · · ·+ αnf(xn)
= αk+1f(xk+1) + · · ·+ αnf(xn)

⇒ y ∈ L(B)
⇒ Imf = L(B).
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Osnovni stav linearne algebre Slika i jezgro linearnog preslikavawa(B2) linearna nezavisnost
λk+1f(xk+1) + · · ·+ λnf(xn) = 0, λk+1, . . . , λn ∈ F

⇒ f(λk+1xk+1 + · · · + λnxn) = 0
⇒ λk+1xk+1 + · · ·+ λnxn ∈ kerf

⇒ λk+1xk+1 + · · ·+ λnxn = α1x1 + · · ·+ αkxk, α1, . . . , αk ∈ F

⇒ (−α1)x1 + · · · + (−αk)xk + λk+1xk+1 + · · · + λnxn = 0
⇒ −α1 = · · · = −αk = λk+1 = · · · = λn = 0
(jer {x1, . . . , xn} baza za V1)

⇒ B = {f(xk+1), . . . , f(xn)} je linearno nezavisan skup vektora.
B je baza za
imf ⇒ dim(Imf) = |B| = n− k = dimV1 − dim(kerf)
⇒ dimV1 = dim(kerf) + dim(Imf) �Linearna algebra 1 PMF Kragujeva




Osnovni stav linearne algebre Slika i jezgro linearnog preslikavawaDefini
ijaAko je f : V1 → V2 linearno preslikavawe, onda
◮ r(f)

def
= dim(Imf) se zove rang homomorfizma f

◮ d(f)
def
= dim(kerf) se zove defekt homomorfizma f .
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Osnovni stav linearne algebre Slika i jezgro linearnog preslikavawaPrimerZa data linearna preslikavawa odreditiKerf i Imf :(i) pi : Rn → R, pi(x1, . . . , xn) = xi(ii) D : Rn[x]→ Rn[x],D(p) = p′(iii) f : R3 → R
3, f(x, y, z) = (x+ y, 0, y − z)(iv) f : R4 → R
3, f(x, y, z, u) = (x+ y, y − z, x+ u)Za svako od datih preslikavawa odrediti da li je injektivno i dali je sirjektivno.
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