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Minori i kofaktori Inverzna matri
a Rang matri
eMinori i kofaktori
◮ Vrednost determinanti drugog i tre}eg reda se lako odre|ujepo defini
iji.
◮ To nije slu~aj sa determinantama vi{eg reda, potrebno jeizra~unati n! proizvoda.
◮ Zato izla`emo postupak kojim se izra~unavawe determinantematri
e reda n svodi na izra~unavawe n determinanatimatri
a reda n− 1.

Linearna algebra 1 PMF Kragujeva




Minori i kofaktori Inverzna matri
a Rang matri
eDefini
ijaNeka je A = [aij] ∈Mn(F ).
◮ SaMij ozna~imo matri
u reda n− 1 dobijenu iz Aizostavqawem i-te vrste i j-te kolone,
◮ detMij }emo zvati minor elementa aij ,
◮ Aij = (−1)i+jdetMij kofaktor elementa aij , tj.

Aij = (−1)i+j
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Minori i kofaktori Inverzna matri
a Rang matri
ePridru`ivawe znaka (−1)i+j minoruMij mo`emo prikazati
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, A23 = (−1)2+3
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= −(1 ·6−0 ·2) = −6
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Minori i kofaktori Inverzna matri
a Rang matri
eTeoremaAko je A = [aij ] ∈Mn(F ), tada(1) detA = ai1Ai1 + ai2Ai2 + · · · + ainAin (i = 1, . . . , n)(razvoj determinante po i-toj vrsti)(2) detA = a1jA1j + a2jA2j + · · ·+ anjAnj (j = 1, . . . , n)(razvoj determinante po j-toj koloni).TeoremaAko je A = [aij ] ∈Mn(F ) tada(1) ai1Aj1 + ai2Aj2 + · · · + ainAjn = 0, za i 6= j(2) a1iA1j + a2iA2j + · · · + aniAnj = 0, za i 6= j.Linearna algebra 1 PMF Kragujeva




Minori i kofaktori Inverzna matri
a Rang matri
eNapomena. Objediwuju}i prethodne dve teoreme dobijamo
◮

ai1Aj1 + ai2Aj2 + · · ·+ ainAjn =

{

detA, i = j

0, i 6= j
,

◮

a1iA1j + a2iA2j + · · ·+ aniAnj =

{

detA, i = j

0, i 6= j
.Po kojoj vrsti (koloni) razviti determinantu?

◮ najmawe ra~unawa iziskuje razvoj determinante po onoj vrstiili koloni koja ima najve}i broj nula
◮ najoptimalnije je razviti determinantu po vrsti ili kolonikoja ima samo jedan nenula element ( izra~unavawedeterminante reda n se svodi na izra~unavawe samo jednedeterminante reda n− 1)
◮ takva vrsta (kolona) se uvek mo`e dobiti (primenomPosledi
e Teoreme 4.)Linearna algebra 1 PMF Kragujeva




Minori i kofaktori Inverzna matri
a Rang matri
ePrimerDokazati da je determinanta gorwe trougaone matri
e jednakaproizvodu elemenata na glavnoj dijagonali.
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Minori i kofaktori Inverzna matri
a Rang matri
eInverzna matri
aDefini
ijaNeka je A = [aij] ∈Mn(F ) i Aij = (−1)i+jdetMij kofaktorelementa aij . Tada se matri
a adjA def
= [Aij ]

T zove adjungovanamatri
a matri
e A.TeoremaZa A ∈Mn(F ) va`i
A · adjA = adjA ·A = detA · In.
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Minori i kofaktori Inverzna matri
a Rang matri
eDokaz.
A · adjA =
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= detA·In.Sli~no se dokazuje i druga jednakost. �Linearna algebra 1 PMF Kragujeva




Minori i kofaktori Inverzna matri
a Rang matri
ePosledi
a. Kvadratna matri
a A ∈Mn(F ) je regularna akko
detA 6= 0.U tom slu~aju va`i

A−1 =
1

detA
· adjA.Dokaz. (→) Neka je A regularna

⇒ postoji A−1 i va`i A ·A−1 = In
⇒ detA · det(A−1) = det(A ·A−1) = detIn = 1
⇒ detA 6= 0.(←) Neka je detA 6= 0. Tada, primenom osobina mno`ewa matri
askalarom i prethodne teoreme dobijamo
A ·

(

1
detA

adjA
)

= 1
detA

(A · adjA) = 1
detA
· detA · In = In

(

1
detA

adjA
)

·A = 1
detA

(adjA ·A) = In
,

⇒ A je regularna, A−1 =
1

detA
adjA.�Linearna algebra 1 PMF Kragujeva




Minori i kofaktori Inverzna matri
a Rang matri
ePrimer
A =
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Minori i kofaktori Inverzna matri
a Rang matri
eRang matri
eNeka je:
◮ A = [aij ] ∈Mm×n(F ),
◮ vAi = [ai1 ai2 . . . ain] - i-ta vrsta matri
e A

(i = 1, 2, . . . ,m)
◮ V (A) = L{vA1 , v

A
2 , . . . , v

A
m} - vektorski prostor vrsta matri
e

A
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T - j-ta kolona matri
e A

(j = 1, . . . , n)
◮ K(A) = L{kA1 , . . . , k

A
n } - vektorski prostor kolona matri
e

A.Linearna algebra 1 PMF Kragujeva




Minori i kofaktori Inverzna matri
a Rang matri
eO~igledno va`i
V (A) �M1×n(F ) ∼= Fn, K(A) �Mm×1(F ) ∼= Fm.TeoremaAko A ∼v B, tada V (A) = V (B)(tj. v-ekvivalentne matri
e imaju isti prostor vrsta).PrimerOdrediti jednu bazu i dimenziju prostora

U = L{(1, 2, 3,−4, 5), (−2, 0, 3, 1, 4), (−1, 2, 6,−3,−1), (0, 4, 9,−7,−6)} ⊆ R
5.

dimU = dim(V (A)), gde je A =


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0 4 9 −7 −6
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Minori i kofaktori Inverzna matri
a Rang matri
ePrimerMatri
u A elementarnim v-opera
ijama svodimo na v-stepenastumatri
u ~ije nenula vrste ~ine bazu prostora V (A):
A

v2
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,v1

31∼ v









1 2 3 −4 −5
0 4 9 −7 −6
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0 4 9 −7 −6
0 0 0 0 0
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⇒ V (A) = L
{

[1 2 3 − 4 − 5], [0 4 9 − 7 − 6]
}

⇒ U = L
{

(1, 2, 3,−4,−5), (0, 4, 9,−7,−6)
}

, dimU = 2.
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Minori i kofaktori Inverzna matri
a Rang matri
eTeoremaZa svako A ∈Mm×n(F ) va`i
dimV (A) = dimK(A).Defini
ija(1) rang0=0 (rang nula matri
e jednak je nula).(2) Ako je A 6= 0 onda je rang(A) def

= dimV (A) = dimK(A).Iz defini
ije sledi da
rang : Mm×n(F )→ {0, 1, . . . ,min{m,n}}.TeoremaZa A,B ∈Mm×n(F ) va`i A ∼ B akko rangA = rangB.Linearna algebra 1 PMF Kragujeva




Minori i kofaktori Inverzna matri
a Rang matri
ePrimerOdrediti rang matri
e A =





1 2 −1 a

2 5 a −1
1 1 −6 10



 u zavisnosti odparametra a ∈ R.
A
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

pa je
(1) rangA = 2, za a = 3
(2) rangA = 3, za a 6= 3

.
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Minori i kofaktori Inverzna matri
a Rang matri
eTeoremaZa A ∈Mn(F ) va`i
rangA = n akko A ∼v In.Posledi
a.(1) A ∈Mn(F ) je regularna akko rangA = n.(2) A ∈Mn(F ) je singularna akko rangA < n.
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