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Sistemi linearnih jedna~ina, osnovni pojmovi Elementarne transforma
ije sistema jedna~ina. Gausov postupak re{avawa Kroneker-Kapelijeva teorema Kramerove formuleSistemi linearnih jedna~ina, osnovni pojmoviNeka je F poqe i m,n prirodni brojevi.Defini
ijaKonjunk
ija jedna~ina(S) a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1
a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = b2...

am1x1 + am2x2 + · · · + amnxn = bm

,

aij , bi ∈ F (i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n) se naziva sistem odmlinearnih jedna~ina sa n nepoznatih nad poqem F . Skalari aij sezovu koefi
ijenti, bi slobodni ~lanovi sistema (S), a x1, . . . , xnsu nepoznate.Linearna algebra 1 PMF Kragujeva




Sistemi linearnih jedna~ina, osnovni pojmovi Elementarne transforma
ije sistema jedna~ina. Gausov postupak re{avawa Kroneker-Kapelijeva teorema Kramerove formule
◮ Sistem (S) je:

◮ kvadratni ako m = n (broj jedna~ina jednak broju nepoznatih)
◮ pravougaoni ako je m 6= n.

◮ Sistem (S) je:
◮ homogen ako (b1, . . . , bm) = (0, . . . , 0) (svi slobodni ~lanovi su=0),
◮ nehomogen ako (b1, . . . , bm) 6= (0, . . . , 0) (bar jedan slobodni~lan je 6= 0).

◮ Ure|ena n-torka (ξ1, . . . , ξn) ∈ Fn je re{ewe sistema (S) ako
(∀i = 1, . . . ,m) ai1ξ1 + ai2ξ2 + · · ·+ ainξn = bi.

◮ Re{iti sistem (S) zna~i odrediti skupRS ⊆ Fn svihwegovih re{ewa.Linearna algebra 1 PMF Kragujeva




Sistemi linearnih jedna~ina, osnovni pojmovi Elementarne transforma
ije sistema jedna~ina. Gausov postupak re{avawa Kroneker-Kapelijeva teorema Kramerove formule
◮ Sistem (S) je:

◮ nesaglasan (protivre~an, nemogu}) ako je RS = ∅,
◮ saglasan (neprotivre~an, konzistentan) ako je RS 6= ∅

◮ cardRS = 1- sistem je odre|en (ima jedinstveno re{ewe)
◮ cardRS > 1 - sistem je neodre|en.

◮ Homogen sistem(H) a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = 0
a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = 0...

am1x1 + am2x2 + · · ·+ amnxn = 0je uvek saglasan, jer ima bar jedno re{ewe (0, . . . , 0) (n-torkanula).
◮ re{ewe (0, . . . , 0) se zove trivijalno re{ewe homogenogsistema
◮ ostala re{ewa, ako postoje, nazivaju se netrivijalna.Linearna algebra 1 PMF Kragujeva




Sistemi linearnih jedna~ina, osnovni pojmovi Elementarne transforma
ije sistema jedna~ina. Gausov postupak re{avawa Kroneker-Kapelijeva teorema Kramerove formulePrimerPosmatrajmo sistem ax = b od jedne jedna~ine, sa jednomnepoznatom, nad proizvoqnim poqem F .
◮ a = 0, b 6= 0 ⇒ RS = ∅ - sistem nije saglasan
◮ a = 0, b = 0 ⇒ RS = F - sistem je neodre|en, svakielement poqa je re{ewe
◮ a 6= 0 ⇒ RS = {a−1b} - sistem ima jedinstveno re{eweTeoremaAko su ξ = (ξ1, . . . , ξn) i η = (η1, . . . , ηn) dva razli~ita re{ewasistema (S) i λ ∈ F, λ 6= 0, λ 6= 1, tada je i

λξ + (1− λ)η = (λξ1 + (1− λ)η1, . . . , λξn + (1− λ)ηn) re{ewesistema (S) razli~ito od prethodnih.Linearna algebra 1 PMF Kragujeva




Sistemi linearnih jedna~ina, osnovni pojmovi Elementarne transforma
ije sistema jedna~ina. Gausov postupak re{avawa Kroneker-Kapelijeva teorema Kramerove formuleDokaz.
(∀i = 1, . . . m)ai1(λξ1 + (1− λ)η1) + · · ·+ ain(λξn + (1− λ)ηn) =

= λ(ai1ξ1 + · · ·+ ainξn) + (1 − λ)(ai1η1 + · · · + ainηn) =
= λbi + (1− λ)bi = bi

⇒ λξ + (1− λ)η je re{ewe sistema (S).Kako je λ 6= 0 i λ 6= 1 ovo re{ewe je razli~ito od ξ i η.U suprotnom,
λξ + (1− λ)η = ξ ⇒ (λ− 1)ξ − (λ− 1)η = 0

⇒ (λ− 1)
︸ ︷︷ ︸

6=0

(ξ − η)
︸ ︷︷ ︸

6=0

= 0, kontradik
ija.
Linearna algebra 1 PMF Kragujeva




Sistemi linearnih jedna~ina, osnovni pojmovi Elementarne transforma
ije sistema jedna~ina. Gausov postupak re{avawa Kroneker-Kapelijeva teorema Kramerove formuleAko sistem linearnih jedna~ina nad beskona~nim poqem ima dvarazli~ita re{ewa, onda ih ima i beskona~no mnogo.TeoremaAko je ξ = (ξ1, . . . , ξn) re{ewe saglasnog sistema (S) i (H)odgovaraju}i homogen sistem, tj.(H) a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = 0
a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = 0...

am1x1 + am2x2 + · · ·+ amnxn = 0

, tada je
RS = RH + ξ.
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Sistemi linearnih jedna~ina, osnovni pojmovi Elementarne transforma
ije sistema jedna~ina. Gausov postupak re{avawa Kroneker-Kapelijeva teorema Kramerove formuleDokaz.
◮ Doka`imo najpreRS ⊆ RH + ξ.Neka je η = (η1, . . . , ηn) ∈ RS . Tada, za

η − ξ = (η1 − ξ1, . . . , ηn − ξn) i svako i = 1, . . . ,m va`i
ai1(η1−ξ1)+· · ·+ain(ηn−ξn)= (ai1η1+· · ·+ainηn)−(ai1ξ1+· · ·+ainξtj. η − ξ ∈ RH , pa η = (η − ξ)

︸ ︷︷ ︸

∈RH

+ξ ∈ RH + ξ.
◮ Doka`imo sadaRS ⊇ RH + ξ.Za η ∈ RH lako se proverava da je η + ξ re{ewe sistema (S),tj. η + ξ ∈ RS . �
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Sistemi linearnih jedna~ina, osnovni pojmovi Elementarne transforma
ije sistema jedna~ina. Gausov postupak re{avawa Kroneker-Kapelijeva teorema Kramerove formuleElementarne transforma
ije sistema jedna~ina. Gausovpostupak re{avawaDefini
ijaSistemi linearnih jedna~ina (S) i (S′) nad istim poqem i saistim brojem nepoznatih, su ekvivalentni (oznaka (S)∼(S′)) akoimaju isti skup re{ewa, tj. RS = RS′ .O~igledno, rela
ija ∼ (ekvivalentnosti dva sistema jedna~ina) jerela
ija ekvivalen
ije.
Linearna algebra 1 PMF Kragujeva




Sistemi linearnih jedna~ina, osnovni pojmovi Elementarne transforma
ije sistema jedna~ina. Gausov postupak re{avawa Kroneker-Kapelijeva teorema Kramerove formuleDefini
ijaPod elementarnim opera
ijama sistema linearnih jedna~inapodrazumevamo:
◮ Jij - razmena i−te i j-te jedna~ine,
◮ Jλ

i , λ 6= 0 - mno`ewe i-te jedna~ine skalarom λ 6= 0,
◮ Jλ

ij -dodavawe i-toj jedna~ini j-te jedna~ine koja je pomno`enaskalarom λ,
◮ izostavqawe jedna~ine oblika 0x1 + · · ·+ 0xn = 0.Elementarne opera
ije su invertibilne:

J−1
ij = Jij , (Jλ

i )
−1 = J

1

λ

i , λ 6= 0, (Jλ
ij)

−1 = J−λ
ij .Lema. Sistem (S′) dobijen od sistema (S) primenom kona~nog nizaelementarnih opera
ija je ekvivalentan sistemu (S).Linearna algebra 1 PMF Kragujeva




Sistemi linearnih jedna~ina, osnovni pojmovi Elementarne transforma
ije sistema jedna~ina. Gausov postupak re{avawa Kroneker-Kapelijeva teorema Kramerove formuleSistem linearnih jedna~ina oblika
(ST )

a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1
a22x2 + · · ·+ a2nxn = b2...
akkxk + · · ·+ aknxn = bk

0 = bk+1...
0 = bm,

a11a22 . . . akk 6= 0,

se zove stepenast sistem. Nepoznate x1, x2, . . . , xk se zovu glavnenepoznate, a ostale, ako postoje, su slobodne nepoznate.Re{avawe stepenastog sistema linearnih jedna~ina:
◮ Ako je (bk+1, . . . , bm) 6= (0, . . . , 0) onda sistem nije saglasan,tj. RS = ∅.
◮ Ako je (bk+1, . . . , bm) = (0, . . . , 0) onda je sistem saglasan irazlikujemo dva slu~aja:Linearna algebra 1 PMF Kragujeva




Sistemi linearnih jedna~ina, osnovni pojmovi Elementarne transforma
ije sistema jedna~ina. Gausov postupak re{avawa Kroneker-Kapelijeva teorema Kramerove formule
◮ ako je k = n sistem ima jedinstveno re{ewe (sve nepoznate suglavne)re{avamo sistem od posledwe prema prvoj jedna~ini:

◮ xn = bn/ann.
◮ Zamenimo dobijeno xn u pretposledwoj jedna~ini i iz weodredimo jedinstveno xn−1.
◮ Nastavqaju}i postupak odredimo i preostale nepoznate.

◮ Ako je k < n tada postoje slobodne nepoznate {xk+1, . . . , xn}koje "preba
imo" na desnu stranu tako da dobijamo:
a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1kxk = b1 − a1k+1xk+1 − · · · − a1nxn

a22x2 + . . . a2kxk = b2 − a2k+1xk+1 − · · · − a2nxn...
akkxk = bk − akk+1xk+1 − · · · − aknxnzatim sistem re{imo po glavnim nepoznatim x1, . . . , xk.Dakle, sistem ima beskona~no mnogo re{ewa, tj. neodre|en je.Linearna algebra 1 PMF Kragujeva




Sistemi linearnih jedna~ina, osnovni pojmovi Elementarne transforma
ije sistema jedna~ina. Gausov postupak re{avawa Kroneker-Kapelijeva teorema Kramerove formuleTeorema(Gaus) Svaki sistem linearnih jedna~ina ekvivalentan je nekomstepenastom sistemu.Posledi
a. Svaki homogen sistem u kome je broj jedna~ina mawi odbroja nepoznatih (m < n) ima i netrivijalna re{ewa.
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Sistemi linearnih jedna~ina, osnovni pojmovi Elementarne transforma
ije sistema jedna~ina. Gausov postupak re{avawa Kroneker-Kapelijeva teorema Kramerove formuleKroneker-Kapelijeva teoremaSistem linearnih jedna~ina(S) a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1
a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = b2...

am1x1 + am2x2 + · · ·+ amnxn = bmje ekvivalentan matri~noj jedna~ini
A ·X = B,gde je

A =








a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n... ... . . . ...
am1 am2 . . . amn







, X =








x1
x2...
xn







, B =








b1
b2...
bm







,Linearna algebra 1 PMF Kragujeva




Sistemi linearnih jedna~ina, osnovni pojmovi Elementarne transforma
ije sistema jedna~ina. Gausov postupak re{avawa Kroneker-Kapelijeva teorema Kramerove formulepa se re{avawe sistema (S) svodi na re{avawe matri~nejedna~ine AX = B.Ako jem = n i A regularna matri
a, onda postoji A−1, pa je
A−1 · \AX = B ⇔ A−1AX = A−1B ⇔ InX = A−1B ⇔ X =
A−1B,tj. matri
a A−1B je jedinstveno re{ewe matri~ne jedna~ine
AX = B.
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Sistemi linearnih jedna~ina, osnovni pojmovi Elementarne transforma
ije sistema jedna~ina. Gausov postupak re{avawa Kroneker-Kapelijeva teorema Kramerove formulePrimerSistem jedna~ina
x1 + 2x2 − 3x3 = 8

x1 + 2x3 = −1
−2x2 + x3 = −5je ekvivalentan matri~noj jedna~ini AX = B, gde je

A =





1 2 −3
1 0 2
0 −2 1



 , X =





x1
x2
x3



 , B =





8
−1
−5





detA = 8 6= 0 ⇒ A je regularna ⇒ A−1 = 1
8





4 4 4
−1 1 −5
−2 2 −2





⇒ X = A−1BLinearna algebra 1 PMF Kragujeva




Sistemi linearnih jedna~ina, osnovni pojmovi Elementarne transforma
ije sistema jedna~ina. Gausov postupak re{avawa Kroneker-Kapelijeva teorema Kramerove formuleSistem (S) je potpuno odre|en matri
ama A i B, tj. matri
om
[A|B] =








a11 a12 . . . a1n b1
a21 a22 . . . a2n b2... ... . . . ... ...
am1 am2 . . . amn bm






koju nazivamo pro{irena matri
a sistema.Tada, Gausov metod elimina
ije nepoznatih matri~no opisujemosvode}i pro{irenu matri
u [A|B] sistema (S) na v-ekvivalentnumatri
u stepenastu po vrstama.Ako pak matri
u [A|B] svedemo na redukovanu v-stepenastumatri
u, dobijamo matri~ni opis jedne modifika
ije Gauss-ovemetode, tzv. Gauss-Jordan-ove metode reduk
ije. Na ovaj na~in sedobija v-stepenast sistem koji je ve} re{en, naravno ukoliko jesaglasan.Linearna algebra 1 PMF Kragujeva




Sistemi linearnih jedna~ina, osnovni pojmovi Elementarne transforma
ije sistema jedna~ina. Gausov postupak re{avawa Kroneker-Kapelijeva teorema Kramerove formulePrimerRe{iti nad poqem R sistem jedna~ina
(S)

x1 + 2x2 + 3x3 + 4x4 = 5
2x1 + 2x2 − x3 + 2x4 = 6

3x1 + 2x2 − 5x3 = λ
, λ ∈ R.

[A|B] =





1 2 3 4 5
2 2 −1 2 6
3 2 −5 0 λ




v−2

21
,v−3

31∼ v





1 2 3 4 5
0 −2 −7 −6 −4
0 −4 −14 −12 λ− 15

v−2

32
,v−1

2∼ v





1 2 3 4 5
0 2 7 6 4
0 0 0 0 λ− 7



 ,pa je sistem (S) ekvivalentan stepenastom sistemu.Linearna algebra 1 PMF Kragujeva




Sistemi linearnih jedna~ina, osnovni pojmovi Elementarne transforma
ije sistema jedna~ina. Gausov postupak re{avawa Kroneker-Kapelijeva teorema Kramerove formuleNeka je (S) a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1
a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = b2...

am1x1 + am2x2 + · · ·+ amnxn = bm

kA1 =








a11
a21...
am1







, kA2 =








a12
a22...
am2







, . . . , kAn =








a1n
a2n...
amn








kolonematri
e sistema A = [aij ], tada
(S) ⇔ x1k

A
1 + · · ·+ xnk

A
n = B,tj. (S) je saglasan akko B je linearna kombina
ija kolona matri
e

A.Linearna algebra 1 PMF Kragujeva




Sistemi linearnih jedna~ina, osnovni pojmovi Elementarne transforma
ije sistema jedna~ina. Gausov postupak re{avawa Kroneker-Kapelijeva teorema Kramerove formuleTeorema
(Cronecker-Capelli) Sistem jedna~ina A ·X = B je saglasan akkoje rangA = rang[A|B].Neka je(H) a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = 0

a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = 0...
am1x1 + am2x2 + · · ·+ amnxn = 0

, A = [aij ]m×n.TeoremaHomogen sistem jedna~ina (H) sa n nepoznatih ima netrivijalnare{ewa akko rangA < n.Linearna algebra 1 PMF Kragujeva




Sistemi linearnih jedna~ina, osnovni pojmovi Elementarne transforma
ije sistema jedna~ina. Gausov postupak re{avawa Kroneker-Kapelijeva teorema Kramerove formuleTeoremaSkup re{ewa homogenog sistema linearnih jedna~inaRH jepotprostor vektorskog prostora Fn i dimRH = n− rangA, gde je
A matri
a sistema (H).Posledi
a.(1) Akom < n onda homogeni sistem (H) ima netrivijalnare{ewa.(2) Kvadratni homogen sistem (H) ima netrivijalna re{ewa akko

detA = 0.
Linearna algebra 1 PMF Kragujeva




Sistemi linearnih jedna~ina, osnovni pojmovi Elementarne transforma
ije sistema jedna~ina. Gausov postupak re{avawa Kroneker-Kapelijeva teorema Kramerove formuleKramerove formuleNeka je dat kvadratni sistem linearnih jedna~ina
(KS)

a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1
a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = b2...
an1x1 + an2x2 + · · ·+ annxn = bn,

.Neka je A = [aij] ∈ Mn(F ) matri
a sistema, D = detA wenadeterminanta i za svako i ∈ {1, . . . , n} neka jeDxi
determinantadobijena izD zamenom i−te kolone kolonom slobodnih ~lanova, tj.

D =

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n... ... . . . ...
an1 an2 . . . ann

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

,Linearna algebra 1 PMF Kragujeva




Sistemi linearnih jedna~ina, osnovni pojmovi Elementarne transforma
ije sistema jedna~ina. Gausov postupak re{avawa Kroneker-Kapelijeva teorema Kramerove formule
Dx1

=

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

b1 a12 . . . a1n
b2 a22 . . . a2n... ... . . . ...
bn an2 . . . ann

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

, . . . ,Dxn =

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

a11 a12 . . . b1
a21 a22 . . . b2... ... . . . ...
an1 an2 . . . bn

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

.TeoremaTeorema (Cramer) Kvadratni sistem linearnih jedna~ina (KS)ima jedinstveno re{ewe akkoD 6= 0 i tada va`i
(x1, . . . , xn) = (Dx1

/D, . . . ,Dxn/D).
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Sistemi linearnih jedna~ina, osnovni pojmovi Elementarne transforma
ije sistema jedna~ina. Gausov postupak re{avawa Kroneker-Kapelijeva teorema Kramerove formuleZa nehomogen sistem (KS):
◮ D 6= 0 ⇒ RKS = {(Dx1

/D, . . . ,Dxn/D)} (jedinstvenore{ewe);
◮ D = 0, (∃i ∈ {1, . . . , n})Dxi

6= 0 ⇒ RKS = ∅ (sistem nijesaglasan);
◮ D = Dx1

= · · · = Dxn = 0 ⇒ sistem ili nema re{ewa iliima beskona~no mnogo re{ewa (Kramerova teorema ne dajeodgovor).PrimerRe{iti nad poqem R sistem jedna~ina
ax+ y + z = 1
x+ ay + z = 1
x+ y + az = 1

, a ∈ R.Linearna algebra 1 PMF Kragujeva




Sistemi linearnih jedna~ina, osnovni pojmovi Elementarne transforma
ije sistema jedna~ina. Gausov postupak re{avawa Kroneker-Kapelijeva teorema Kramerove formulePrimer
D =

∣
∣
∣
∣
∣
∣

a 1 1
1 a 1
1 1 a

∣
∣
∣
∣
∣
∣

= (a− 1)2(a+2), Dx =

∣
∣
∣
∣
∣
∣

1 1 1
1 a 1
1 1 a

∣
∣
∣
∣
∣
∣

= (a− 1)2,

Dy =

∣
∣
∣
∣
∣
∣

a 1 1
1 1 1
1 1 a

∣
∣
∣
∣
∣
∣

= (a− 1)2, Dz =

∣
∣
∣
∣
∣
∣

a 1 1
1 a 1
1 1 1

∣
∣
∣
∣
∣
∣

= (a− 1)2

◮ a 6= 1, a 6= −2 ⇒ D 6= 0 ⇒ sistem ima jedinstveno re{ewe
RS =

{
(Dx

D
,
Dy

D
, Dz

D
)
}
=

{
( 1
a+2 ,

1
a+2 ,

1
a+2 )

}

◮ a = 1 ⇒ D = Dx = Dy = Dz = 0 ⇒ x+ y + z = 1
⇒ RS = {(1 − y − z, y, z)|y, z ∈ R} - beskona~no mnogore{ewa

◮ a = −2 ⇒ D = 0, Dx = 9 ⇒ RS = ∅ - sistem nije saglasanLinearna algebra 1 PMF Kragujeva




Sistemi linearnih jedna~ina, osnovni pojmovi Elementarne transforma
ije sistema jedna~ina. Gausov postupak re{avawa Kroneker-Kapelijeva teorema Kramerove formulePrimerRe{iti nad poqem R sistem jedna~ina
ax+ y + z = 1
x+ ay + z = 0
x+ y + az = 2

, a ∈ R.

D = (a− 1)2(a+ 2), Dx = (a− 1)2, Dy = 3(1 − a), Dz =
(2a+ 1)(a − 1)

◮ a 6= 1, a 6= −2 : D 6= 0 ⇒ sistem ima jedinstveno re{ewe
RS =

{
(Dx

D
,
Dy

D
, Dz

D
)
}
=

{
( 1
a+2 ,

3
(a+2)(1−a) ,

2a+1
(a+2)(a−1) )

}

◮ a = −2 : D = 0, Dx = 9 6= 0 ⇒ sistem nije saglasan
◮ a = 1 : D = Dx = Dy = Dz = 0, ali ipak sistem nijesaglasan!Linearna algebra 1 PMF Kragujeva
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