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ITpearosop

Y moMeHy CBHX TOIOJIOIIKUX IIPOCTOpa penalyja ,,0uTH XxoMmeoMopdaH™ je penaiuja ex-
BHUBaJIeHIIje KOja pa3OMja TOIOIIOIIKe MPOCTOPe Ha JUCJYHKTHE Kilace eKkBUBaseHIMje. OBa
knacudukanmja HaMm omoryhaBa /1a TOTOJIOIIKA CBOJCTBA IMO3HATHUX MPOCTOPA MPEHOCHUMO
Ha CBAKU MPOCTOP U3 HBETOBE KITACE U TAKO OAPEIMMO TOIMOJOIIKE KaAPAKTCPUCTHKE JIPYTHX
nmpocTopa 0e3 ’UXOBE HETTOCPETHE aHaAJTH3e.

Jloka3 a cy 1Ba mpocTopa XoMeoMopgHa ce CBOIU Ha KOHCTPYKIIH]Y OHjeKTHBHOT 000CTpaHO
HEMPEKUIHOT TPecIUKaBama jJeMHOT MPOoCcTopa y APYrd, MehyTuM, JoKa3 1da JBa MpOCcTopa
HHUCY XOMeoMOopdHa je 3HATHO CITOKEHHUJH jep ToIpa3yMeBa J0Ka3 Ja TAKBO MPECTUKABATHE
He mocToju. OBO ce OOMYHO TIOCTIIKE yOUaBAIbEM TOTIOJIONIKUX CBOjCTaBa KOje HE MOTY Ja
UMajy 11Ba XoMeoMop@dHa mpocropa. MeljyTum, ocToje TPOCTOPH KOjU UMajy UCTE TTO3HATE
TOTIOJIOIIKE KapaKTEPUCTUKE a 3a KOje ce 3Ha J]a HUCY XOMEOMOP(HHU IITO OBaj METOJ YHMHU
Marbe ePUKacCHUM.

Herro rpy6iba kacudukalija TOMOIOUIKUX MPOCTOPa Ha KITace XOMOTO- ITHUX ITPOCTOpa
omoryhasa npeno3HaBame HEXOMEOMOPGHUX ITPOCTOPA jep JBa HE-XOMOTOIIHA IPOCTOpa HE
Mory outu xomeoMophuu. Y Ty CBpXy, y AajbeM pajy he OUTH OMUCaH METO]T KOHCTPYKIIN]E
anrebapcKor amapara udja je TJaBHA MPUMEHA MPEMO3HABALE MPOCTOPA KOJU HUCY XOMO-
TOITHHU.

[Tomohy XOMOTOTTHHX IyTeBa W TMET/bH Y TOIOJIOIIKHUM IMPOCTOpHMa KoHcTpyHucahemo
amapaT KOJUM Ce CBaKOM ITyTeBUMa MTOBE3aHOM TOIIOIOLTKOM ITPOCTOPY A0ebYyje anrebapcka
rpyImna unje OCOOMHE y BEJIMKO] MEPU OJIPAKaBa]y XOMOTOPCKA CBOJCTBA IMOJIA3HOT TOMOIOIIKOT
IpOCTOPA.

Ogaj xypc he y Bemukoj Mepu aa Oyae mocBeheH omucy jeiHe KOMOMHATOPHE TEXHUKE
KOJOM KOMITAKTHHU MOTIPOCTOpH EYKIHMICKUX IIpocTopa MOTY 40 Ha XoMeoMopdu3aM 1a ce
MpecTaBe MoMohy KoHauHe paHWIHNje CKYIIOBa KOje Ha3UBAMO CUMILTHIIN]aTHH KOMIUTEKCH.



1 Xomortonuje

Jeman on rmaBHUX (yHIamMeHTaTa Anrebapcke TOIOJOTH]E je TeopHja XoMoTomuje. Y
OBOM OJIeJbKY HABOJIUMO HbeHe OCHOBHE KOHIIETITE.

Kaxe ce ma cy nBa HempeKuaHA MpecnukaBama f,g : X — Y XOMOTOmHa ako f MoOxe
,HETIPEKUIHO fa ce aeopMulle” y MPeCTUKaBambe ¢, Tj. aKO MOCTOjU HEMpeKHaHa (paMu-

nuja mipeciukaBama {f; | t € I} roeje I = [0,1] takBa 1a fo = fu fi = g. Tepmun

A
fo=Tf
fi/2
fi=yg
\ 4

I'padux 1: XoMoTormHa mpecnukaBama ckymna R.

. HEIpeKnaHa paMuIrja ce OMHOCH Ha HENPEKUIHOCT NpeciukaBama F: X X I — Y maTtor
ca F'(z,t) = fy(x)3ace x € X ucsaxo t € I. Oryna u cinencha nepununmja.

Hepununnja 1.1. Kasicemo ga cy apeciuxasarwa f,g : X — Y xomoimioina (uw ga je f
XOMOTOMHO g ) ako flocilioju nedpexugho peciukasarwe F : X X [ — Y imaxo ga je

F(JZ,O) = f(l’),
F(xvl) :g(x)

3a céako x € X, tpu twom, wononroduja na unimepsany 0, 1] je penaimiuena y ognocy na Exaugexy
woionocujy peanre upase. Ilpechuxasarse F' 306emo xomoimionuja u axo je [ xomowonro g
auwemo f ~ g. Axo 3a nexu ckyi A C X saocu [ [4= g [a u axo #ocimioju xomoimonuja
F: X x1 — Y imaxeagaje F(x,a) = f(a) = g(a) 3a ceaxo a € Aucset € 1, maga kaxcemo
ga cy [ u g xomoimionnu y ognocy na ogekyii A u duwemo f ~ grel A.

Cajia HAaBOJAMMO HEKOJIMKO CBOJCTaBa XOMOTOIH]j€ M XOMOTOIIHUX MPECIVKaBabha.

Jema 1.1. Csaxo netipekugro tipeciuxasarve je XoMouioino camom ceou, wj. akoje f : X —'Y
nedpexugno, iwaga je f ~ f.

Hokaz. Xomotommja F : X x [ — Y mata F(z,t) = f(z)3acBex € X ucset € I 06e3behyje
penauujy f ~ f. 0

Teopema 1.1. Ha cxyiy Map(X,Y) = {f : X — Y | [ je nedpexugno upecruxasare}
penayuja =~ je peaayuja exeusaieHyuje.



Jlokas. PenekcuBHocT. Baxu 360r Jleme 1.1.

CumerpuyHocT. Ako je f =~ ¢, Taga moctoju Xomorommja H : X x I — Y Tako nma
H(z,0) = f(z) u H(z,1) = g(z) 3a cBako x € X. Tana, 3a xomotorjy H' : X x [ — Y
naryca H'(z,t) = H(x,1—t),x € X,t € I Baxu H(z,0) = g(zr)u H(x,1) = f(x) 3a cBako
re X, majeg~ f.

TpausutusHocT. Heka f ~ gu g ~ h. Tama nocroje xomorormje Hy, Hy : X x I — Y TakBe
ma3acse r € X BaXu

H1(37,0) = f(x)>
Hy(v,1) = Hy(z,0) = g(z);
Hy(x,1) = h(z).

Capa, mpecnukaBame H : X X [ — Y marto ca

Hl(x72t)7 te [

]
H(z,1) :{ Hy(z,2t — 1), te]

I

jenenpexunno (H(z, 3) = Hi(z,1) = Hy(,0) = g(z),z € X)usaxu H(z,0) = H(z,0) =
fx)u H(x,1) = Hy(x,1) = h(x)3acBe x € X, maje f ~ h. O

Ha ocroBy Teopeme 1.1, MOXkeMO J1a 3aK/bYUNMO J1a ¢y mpeciukasama f, g € Map(X,Y")
XOMOTOITHA aKo MocToju myT y mpocropy Map(X,Y') koju mosesyje mpecnukaBama f U g
(ako je H : X x I — Y onarosapajyha xomotonuja, tana je L : I — Map(X,Y) mat ca
L(t) = H(z,t),z € X, t € I moMeHyTH TIyT).

o= O

1
12
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Jema 1.2. Heka cy gaitiu apocitiopu X, Y u Z uipecaukasarva fo, f1: X =Y, 90,91 : Y — Z.
Taga us fo =~ f1u go > g1 cregu go © fo =~ g1 © f1.

Jlokaz. Heka je ' : X x I — Y xomotonmja uamelyy fou fiu G : Y x [ — Z xomoTtomnuja
mmehy go u g;. Tama, xomotonmja Hy : X X I — Z pgata ca Hy = gy o F' 0b6e36ehyje

goo fo = goo fi.
Taxobe, 3a xomoronujy Hq(z,t) = G(f1(x),t),x € X,t € I saxu Hy(x,0) = G(f1(x),0) =
goo fi(z)m Hy(z,1) = G(fi1(x),1) =g10 fi(x)3acBez € X, maje goo f1 =~ g1 0 f1.

Kako je ~ TpaH3UTHBHA penaruja ciaeau aa je go © fo >~ g1 o f1. O

Teopema 1.2. Hexa je Y kousexcan tiogexyi ckyia R"™ u nexa cy f,g : X — Y neipexugna
apecauxasarwa. Taga je [ ~ g.

Jokas. Nebunummmo xomotorujy H : X x [ — Y ca
H(z,t)=(1—-1t)f(z) +tg(x), zeX,tel

Cama, H je HEMpeKMIHO IMpecIMKaBalbe Kao KOMIIO3UIMja HEMPEKUIHUX MPECTUKABAbA U
H(X xI) CYjepY je xousekcan ckyrn. Kaxo 3a xomoronujy H Baxu H(x,0) = f(z) n
H(x,1) = g(z) 3a cBako x € X, cneqm 1a je f ~ g. O

XomoTtomnujy H u3 Teopeme 1.2 Ha3uBaMo TMHEApHA XOMOTOMH]A.

Mocaenuna 1.1. Heipexugna tpeciukasarea f,g : X — R™ cy xomotwoiina.



Jokasz. Criequ u3 unmbeHuIle 1a je R™ KoHBeKcaH CKYIL. O]

PasmoTpuMo npecnukaBama mpocTopa X Ha chepy S™ 1. Mako S"~! C R" Huje KoHBe-
KCaH CKyII, CKOPO CBaKa ABa IIpecnukaBama f,g : X — S™ ! cy XoMoTomHa 1mTO UIycTpyje
cieneha gema.

Jema 1.3. Hexacy f,g: X — S™" ! neiipexugna wtecruxasarsa waxea ga je f(x) # —g(z) 3a
ceaxo x € X. Tagaje f ~ g.

Jokas. Axo f u g mocmaTpamo kao mpeciukaBama rnpoctopa X u R™ \ {0}, taxa je f
XOMOTOITHO ¢ ITO oMoryhaBa IMHeapHa XoMoTonMja H jep cBaka JTMHH]ja KOja Claja Tauyke
f(z) u g(x) He mponasu kpo3 Hymy 3aTo wTo je f(z) # g(x) 3a cBako x € X. Younmo
npecmukasame I 0 R™\ {0} — S"7! nato ca F(z) = 75, © € R"™. Tanaje I [gn-1= lgn
e 1gn—1 MPEACTaBIba WICHTHYKO MTPECTUKABATLE KPYIKHUIIE.

Hame, npeciukasame H' : X — S"! natoca H' = F o H je nenpekujHo (Ka0 KOMIIO3H-
II1ja HEMPEKUIHUX MPECIUKaBarbha) U

H'(z,0) =F(H(z,0)) = F(f(z)) = f(z)3acBex € X jep g(x) € S"';
H'(z,1) =F(H(z,1)) = F(g(z)) = g(x) 3acBe v € X jep g(x) € S" .

Haxne, f ~ g. 0

Mocaenuna 1.2. Csako neipexugno ipecauxasarve f : X — S™ koje nuje ,,na’ je xoMomoino
HEKOM KOHCTHAHTTHOM UPEeCIUKABArDY.

Mokaz. Heka f : X — S™ u Heka moctoju yp € S™ Tako na f(z) # yo3acBe x € X. 3a
HETMPEKUIHO TpeciukaBame g : X — S” mato ca g(x) = —yo, v € X Baku f(x) # —g(z) 3a
cBako z € X ma Ha ocHoBy Jleme 1.3 Baxu 1a je f ~ g. L

Cana, moMohy XOMOTOITHUX MMPECIUKABATHA Ja ACPUHUIIIEMO peralin]jy u3Mel)y TOTOIOMKUX
mpocTopa koja he ma Oyae o1 BEMMKOT 3Havaja y OCTaTKy Kypca Anaredbapcke TOTIOIOTH]E.

Hedununnja 1.2. (Xomoinoicka exsusanenyuja wWonoIOWKUX TPOCIIOPA)

o Hempexugno apeciukasarve [ : X — Y je xomoiioiicka exsusarenyuja moiao10UKUX
dpoctiopa X u'Y axo docitioju dpeciukasarve g @ Y — X imaxo ga je fog >~ 1y u
gof~1y.

o [Ipocitiop X je xomoitioiicku exeusdaieHiian apociiopy Y (ﬁumemo X ~ Y) ako iflocitioju
xXomototicka exeusanenyuja f : X — Y.

o (Cesojcitiso tipociliopa Koje ce uyea fApu C8aKOj XOMOMWIOUCKO] eKBUBANCHYUJU ce HA3UBA
XOMOMIOUCKO C60jCIUBO.

OBako neduHHUCAaHA pealHja je MOorogHa 3a aHaJu3y TOIOJIOMIKHUX IPOCTOopa jep je
penanuja eKBUBAJIEHITHje Ma pa30uja TOTUIOIIKE MPOCTOPe Ha TUC]YHKTHE Kilace eKBUBAJICH-
[uje mTo UIycTpyje ciaeacha Teopema.

Teopema 1.3. Penayuja mehy twoiiorowkum apocifiopuma ,, Ouilii XoMOMOCKU eKeUsaleHIlian
Jje peaayuja exsusaieHyuje.



Jlokaz. OUUrIIeqHO je CBaKU MPOCTOP caM ceOM XOMOTOIICKH eKBUBalleHTaH. Takobe, ako je
X ~Y, ramajenY ~ X jepako je f : X — Y XoMoOTOIIcCka eKBUBaJIeHIIH]ja, TaJa je Mo
Hedunumju 1.2 u onrosapajyhe npecnukaBame g : ¥ — X XOMOTOICKa EKBUBAJICHITH]A.

Ocrtaje na mokaxeMo TpaH3uTUBHOCT penauuje. Heka je X ~ Y u Y ~ Z. Tana nocroje
xomoTorncke ekpuBanenuuje f - X = Y, f/ Y - X, 9:Y > Zug : Z = Y, xoje
00e36el)yjy XOMOTOTICKY €KBUBAJIEHTHOCT IATUX IIPOCTOPA.

Kakoje ffof = folyo fug og=~1y,naocnoBy Jleme 1.2, cnemu na je f'oly o f ~
flog ogo f,ommocHo f'o f ~ f'og ogo f. Takohe, kaxo je f' o f ~ 1y moHOBO, Ha
ocHoBy Jleme 1.2, crent f'o g’ ogo f ~ 1x.

Amnanorto go fo flog ~1y4.
Haxine, g o f je XOMOTOIICKa eKBUBaJIeHIIM]ja ITpocTopa X U Z ma je X ~ Z. U
Jlako ce Buam ma cy xomeomopdHU TTpocTopH Takohe u XomoTonmHU. MehyTnMm, Kiacu-

(bukammja mpocTopa Ha XOMOTOITHE IPOCTOpE je TPyOsba of KiacudHUKalfje IpocTopa Ha
XOMeOMOpQHE TPOCTOPE, Tj. MOCTOje XOMOTOITHH HE-XOMeOMOP(HH IMMPOCTOPH.

Mpumep 1.1. Hcauimaimiu ga w je S* x [0,1] ~ ST wm S* x [0,1] ~ S

Pewere. Hexa je X omotau Basbka S' X [—1,1] m Y kxpyxnuma S' x {0}. Tama, X ~ Y mro
06e306ehyje xomoTorcka exsuBatennnja f : X — Y gara ca f(z,y,2) = (z,9,0),x € X,
rJIe je mpecauKaBame ¢ = iy : Y — X HMHKIY3UOHO mpeciukaBame. [Ipu Tom, XoMoTOMUja
H : X x I — X npecnukaBamwa g o f u 1y je mara ca H((z,y, 2),t) = (x,y,tz), (z,y,2) €
X,t € l,aouurnento je fog = ly.

I'paduk 2: Lunuagap 1 KpyKHUIIA Cy XOMOTOITHH IIPOCTOPH.
MehyTum, OBU TTpOCTOPU HUCY XOMEOMOPGhHH jep Kpy>KHHUIIA HEMa TauyKy ca OKOJHHOM
Koja je XxomeoMopdHa mucky D2, U

Kaxo je y mperxogHoM mpumepy npoctop Y O6mo mormpoctop mpocTopa X, gaTa XOMo-
TOIICKa €KBUBAJICHIIM]A je 3aIIpaBo jeqHa creuu(]puyHa BpcTa MpecInKaBama.



HMedmnunuja 1.3. Heipexugno ipecauxasarwe v - X — A dpocitiopa X na iomipociiop A C X
Hazueamo peimipakyuja a ipocitop A peiipaxid iipociiopa X axojer [4= 1. Axojeisor ~ 1x
ege je ia : A — X uxnysuono ipeciuxasaree, Waqga v 308emMo gehopmMayuora peimpakyujda, a
domapociop A gegpopmayuonu peimpaxia apociaopa X.

ITocroju mocebHa BpcTa gedopManmone perpakimje r : X — A, T3B. ,,cTpora gedop-
MAIlMOHA peTpakiyja Koja ce PasiuKyje o KIACMYHE y TOME HITO j¢ XOMOTONMja Koja je
00e30el)yje yBeK MIeHTHYKA Ha MTOTIIPOCTOpY A.

Jema 1.4. Axo je A gepopmayonu pemwpaxiu apocitopa X, wmaga je A ~ X.

Jlokaz. Opromapajyha nepopmanmona perpakmmja r» : X — A je Takolhe U XOMOTOIICKa
eKBUBAJICHIIM]A jep j€ TIO MPETHOCTaBIM ¢4 0 1 =~ I x auHaue je r oiq = 1 4. ]

OuurnenHo je cBaku AeopMaALIMOHN PETPAKT Takohe u perpakT. MelyTum, oOpHyTO HUjE
Clydaj mMTo WIyCTpyje cieaehu mpumep.

Ipumep 1.2. Kpyorcnuya jecitie peiipaxiti anu Huje geghopmayuoru peilipakii iwopyca.

Baucisia, 3Hamo na je Topyc T mpocTop xoMeoMopdaH TomonomKoM mpouszsoxy St x St
IIpojexunja Tononomkor mpoussoma S' x St ma S x {0} marta car(z,y) = (z,0), (z,y) €
St x S!je Tpaxena perpakunja. Mehytum, ako 61 mocrojana neGopMaIoHa peTpaKiuja

I'paduk 3: IIpojekumja Topyca Ha KpY>KHUITY je peTpakinja.

TOpyca Ha Kpy>KHUILYy Ha ocHOBY JleMe 1.4 oHM OM OMITM XOMOTOIICKH €KBUBAJICHTHH, IIITO HUjE
cyuaj (6uhe qokazano y [lpumepy 3.4). ]

TTpumep 1.3. Tauxa 0 € R" je gepopmayuonu peimupariti gucka D™ = {x € R" | ||z|| < 1}.

3aucizia, npecnukasawe r : D" — {0} mato ca r(z,y) = 0, x € X je mebopmarmona
peTpakiyja Iie je XOMOTOIIHja IpeciiKaBama 1 © iyoy U 1pn nata ca H(x,t) = tx, x € D",
tel. [

Kaxko je mo Jlemu 1.4 D™ XOMOTOIICKM €KBUBAJIEHTAH TAYKH, TTOTOIHO j& TaTH UMe TIpoc-
TOpHMa Ca OBAKBUM CBOJCTBOM.

Hedununuja 1.4. Toidorowxu dpocitiop X je Kouimipakimiuburan axko focitioju HeiipekugHo ipec-
aukasarwe H : X x I — X wareo ga je H(x,0) = x3a cee x € X u H(X x {1}) = {zo} 3a
nexo xo € X. Ilpecmuxasarwe H 306emo xonmmparkyuja. Axo je H(xo,t) = xg 3a céaxo t € I,
Kasicemo ga je ipociiop X Kouilpaxmuouian y ognocy na xo € X.



[MpumMepn KOHTPAaKTHOWIHMX MPOCTOpa Cy 3Be3ma, hupuiuHo cioBo h, KpcT, TOoK chepa
S™. n € IN HHje KOHTPAKTHOUIAH MTPOCTOP.

Buzenu cMo makiie [a je penaiuja ,,0MTH XOMOTOIIaH ~ penaliija eKBUBAJIEHIINje Ha CKYITy
HEITPEeKUTHUX MPECIIMKaBamba TOMONOIIKUX TTpocTopa. IIpsu neo kypca Tomonoruje 2 hemo
Jla TTOCBETUMO KOHCTPYKIIMJU T3B. KOBAPUHATHOT (DYHKTOPA KOjU MOMOKyY Kitaca eKBUBAJICH-
I[1j€ XOMOTOITHUX HEMTPEKUAHUX IIPECINKABAA JeIMHUYHOT HHTEPBaJa, CBAKOM TOMOJIOIIKOM
MPOCTOPY A0AEbYje jeIHY CIIEIHjalTHy TPYILy.
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2 AJjredapcke CTPyKType ajredapcke TOMOJIOTHje

Anrebapcke CTpyKType Koje hemo ma moaerbyjeMo TOIOIOIIKUM IPOCTOpUMa UMajy BPIIO
crieruduuHe 0COOUHE U 'y OBOM OE/bKY MX aHATU3UPAMO UUCTO aJre0apcKi.

2.1 [I'pynouau

Heka je G # D) muexa cy \,p : G — G yHapHe oneparmje. Heka je - : G x G — G
OunapHa omnepanuja gedunucana 3a oue a, b € G takse ga p(a) = A(D).

Hedununnja 2.1. Cawpyxiaypa (G, -, N, p) je Zpyiioug axo 3agosovasa ciegehe axcuome:

(G1) AoA=A=po\Xop=p=pop;

(G2) Ma)-a=a=a-pa)sacseac G

(G3) Ala) - Aa) = Aa), pla) - p(a) = p(a) 3a cee a € G;

(G4) Ma-b) = Aa), pla-b) = p(b) 3a cse a,b € G;

(G5) (a-b)-c=a-(b-c)sacsea,b,ce G sarojeje pla) = A(b) u p(b) = A(c);
(G6)

G6) 3a cearo a € G iociiojeb € G uc € G mareu ga je A\(b) = p(a) = Nc) up(b) = AMa) =
p(c) u 3a koje sancu a - b= Na)uc-a= p(a).

OBakBa KOHCTPYKIIMja je Ha MPBU IMOTJIE] NMPUINYHO HEyOoOMYajHa aldu Hajaasbe, Tope
HaBeJeHe omnepalyje he qa 1oOujy BpJio KOHKpPETHEe UHTEpIIpeTallije Y BULY CBOjcTaBa Kiaca
€KBUBAJICHIIN]A ITyTeBa U MeTIbU.

Jdema 2.1. (Cunitiaxcne focrequye axkcuoma epyiiouga) Heka je G 2pyitoug.
(1) 3a csaxo a € Gub,c € G koju 3agosowvasajy axcuomy (G6) saxcu b = c.

(2) 3a ceaxo a € G aocimoju jequncimisero o' € G wakso ga \(a™t) = p(a), pla™) = X(a),
a-at=XNa)ua'-a=pla). Taxohe, 3a cee a,b € G wmarse ga je p(a) = \(b) sasxicu
(a-b)t=bt.aL

Moxkas. (1) Heka a, b, ¢ € G 3a10B0JbaBajy ycioBe jieMe, Taua
(c-a)-b=pla)-b=X\Db)-b=1b;
c-(a-b)=c-Aa)=c-p(c) =

na, Ha oCHOBY ocobute (G5), Baxu na je b = c.

(2) Axo y Tephemy (1) neme 3amenumo a~ ' = b = ¢, na ocHosy axkcuome (G6) craemu TBpheme
saa!. Hekacya,b € Gua ', b~ € G onrosapajyhu enementn u p(a) = A\(b). Tana

Ab™ a™h) = Aa™h) = p(b) = pla-b),
p(b~ - a™) = pla~") = Aa) = Aa - b).

Otyna, mpounsson (a - b) - (b~' - a™') je nedpurncan n Baxku
(a-b)- 0 aH)=a-(b-bY)-at=aAXb-a'=apla)-at=aa'=\a)=\a-b)
b ta ) (a-b)y=b"(ata)-b=b"pla)-b=b"-Ab)-b=b"-b=p(b) = p(a-b)
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INTO Ha OCHOBY TBphema (1) mvmmurmpa aa je (a-b) ' =b~1 - a7t O

Ha ocnoBy Jleme 2.1, MokeMo 1a 3ak/byunMo aa he exementy a € G enement a~ ! € G
na Gysie uHBep3HH y3 YCIoB 1a je A(a) = p(a) = e rue je enemenT e € (G HEyTpaJIHU CIICMEHT
rpynousa (axo mocroju). Oryna u cneneha nedunuimja.

Hedunnunja 2.2. I'pyioug (G, -, )\, p) je 2pyita axo je \ = p u axo cy oba fpeciukagara
KOHCUUAHITHA.

Enement {e} = A(G) = p(G) je HeyTpanHu €IEeMEHT TPYIE U 3a CBako a € GG Ha OCHOBY
JIeme 2.1 enement a ' € G je jenuHcTBEHO OjpeheH.

Heka je G rpynoun u () # H C G Heku moackyn ckymna G.
Nedunnnuja 2.3. Kaswcemo ga je H nogepyiioug epyiouga G axo:
(pl) M(H) C H, p(H) C H, wj. H je 3aiuisopen 3a ynapue oiepayuje;
(p2) 3a cse a,b € H waxse ga je p(a) = A(b) saxcua-b e H;
(p3) 3a cee a € H enemenii a=* € H, iwij. H je saiieopen 3a unéepsne enemenite.

IMoarpyne rpynonga G ¢y HAPOUUTO UHTEPECAHTHE jeP Ce MOKa3yje Ja OHe YIOTIYHOCTH
onpeheHe n360poM jemTHOT CIEIU(PHUIHOT eJIeMeHTa ckyma G.

Nedunnnuja 2.4. Enemveniti e € G itiakas ga je e - € gepuHucano u e -e = e 306emMo ugeMioimieHin
epyiouga G.
Jema 2.2. Axo je e € G ugemitoitienia, wwiaga je \(e) = e = p(e).
Hokaz. [1a 6u mpousBon e - e 6uo nedunucan Tpeba ma Baxu A(e) = p(e). Jambe,
e-(e-e)=e-Ae)=¢e-ple) =e,
(e-e)-et=e-et = \(e),

OTyza, Ha OCHOBY akcuoMe (G5) rpymouaa cienu A(e) = e. O

Caja, moMohy UIEMITOTEHATA TPYIOU/IA OJAPEhHUBATH PA3IUYKMTE TIOATpyMe rpynonaa G.

Heka je F C G ckyn cBux uaemmoreHata rpynouna G. Tana, Ha ocHoBY akcruome (G3)
rpynonnaa, ciemu aa je A(G) = E = p(G) (jep 3a e € E nobujamo na je A(e) = e = p(e)). 3a
HIeMIoTeHT e € F Heka je G(e) = {g € G | M\(g9) = e = p(g)}. Hokaxumo na je G(e) rpymna
3acBee € .

Teopema 2.1. 3a ceaxo ¢ € FE ckyii G(e) je wogepyiia epyiouga G.

Hokaz. 13 \(e) = e = p(e) cnenu na e € E. TIposepumo yenose Jedununuje 2.3.
(p1) AM(G(e)) = {e} = p(G(e)) C G(e), ma G(e) je 3aTBOPeH 3a yHAPHE OIEepaluje.

(p2) Heka a,b € G(e) Tana p(a) = A(b) = e na je a - b nedmnucano u p(a - b) = p(b) = e,
Ma-b)=Aa) =e,maa-be Gle).

(p3)3aceea € Graxu N(a™') = pla) =eupla™) =ANa) =e,maa! € G(e).
Haxne, G(e) je noarpynous rpynouaa G.
Hoxaxumo 11a je, G(e) moarpyma. Ipso, mo nedunutmju ckyna G(e), A 1 p Cy KOHCTAHTHA

npecnukaBamwa Ha G (e). [pyro, e € G(e) je jeIMHCTBEHH HEyTPATTHHU €JIEMEHT jep ako ¢y e u d
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pas3muuTh uaemnoteHTy rpynouna G, taga je G(e) N G(d) = () (jep ako je g € G(e) N G(d),
cienu 1a je A(g) = eu A(g) = d, ma je e = d). O

Jlaxiie, cCBaKU UAEMITOTEHT rpyronaa G uMa cBojy crienuduuny rpymny G (€) 1 pa3muuuTum
UJIEMIIOTEHTUMA OJITOBApajy pasnuuute rpyrne. Mehytum, nako ux hopMupajy pasnuanuTi
eneMeHTH, Mehy BuMa mocToje nsoMopdHe rpyre.

3a cBako a € G, Ha ocnoBy akcuome (G3) rpymouna, A(a) u p(a) cy WiIeMIOTEHTH Ma
MoxkeMo Aa feuauiemo pyHkumjy h, : G(A(a)) — G(p(a)). 3a npoussossro z € G (\(a))
Heka je h,(z) = a~'-x-a (T38. uHAyKOBaHU XoMoMopdu3aM). Taga A(a™!-z-a) = Ma™!) =

pla)up(a™-z-a)=pla),maa" z-acG(p(a)).

Teopema 2.2. (Hngyrxosanu xomomopguzam je uzomopgusam)

(1) 3a cse a € G, apecauxasarve h, je usomopgusam.

(2) 3aa,b e G iuaxse ga p(a) = A\(b) eadcu hq., = hy 0 hy.

Jokas. (1) I1pso, h, jecte xomeomopdusam jep, npoussosbe =,y € G(\(a)), Baxn

ho(x-y) = troy-a

a
=a -1 -r-a-a Y-
( —1

a " -x-a)(a
= ha(z ) ha(y)-

[ToKaXuMO [1a je MpeciuKaBame ,,1-17, 0HOCHO ja MMa TpuBHjanHO jesrpo. Hexa je
z € G(\a)) npoussossro. Tama us h,(z) = p(a) moGujamo ma je a™ -z - a = p(a). Ako
TIOMHOKHUMO TIPETXO/HY PENAIM]Y eIEMEHTOM @ ca JIEBE U a4 ca JIECHe CTpaHe 10O6ujaMo

a
-y - a)

a-at x-a-at=a-pla)-at=a-at=\a).
Kakojea-a™-z-a-a™' = Xa) -z - Aa) = z, jep « npunaga rpyma G (\(a)), zobujamo 1a
je £ = Aa) a 0BoO je HeyTpanHu enement rpye G (A(a)).

IMokaxumo aa je h, ,,Ha”. 3a MPOM3BOJLHO Y € G(p ) o CTOJI/I CNEMEHT & = a -y - a !

rpyne G(A(a)) (ep Ala -y a~') = Ma) wpla -y -a~) = pla~") = A(a)) Taxan za je
ha(e) = hofa-y-a™) =a™ (a-y-a™)a=(a"a) y-(a a) = p(a) -y - pla) =y

ITO J0K3Yje 1a h, jecTe ,,Ha  a CAMUM THM M U30MOPPHU3aM.

(2) Heka a,b € G Taxo ma p(a) = A(b). Tama A(a-b) = Aa) u p(a-b) = p(b), ma 3a
pou3BoJbHO = € G(A(a)) Baku

hop(x)=(a-b)" -2 (a-b)=b"-at2-a-b=b" (a2 a) b= hyoh.(x).

Haxkne, hq.p = hy o hy,. ]

Y 0BOM 0JIeJbKY BUIETH CMO CTPYKTYPY U OCOOMHE jeqHe crieliudpuuHe rpyme. Y ocTaTKy
Kypca heMo 1a BUTUMO KaKo ce OIHMCcaHe CTPYKType MPETo3Hajy Y pa3TUIUTUM TOIIOTOIIKIM
MPOCTOPUMA.
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2.2 Ilpe3enranuja rpymne

Cana HaBOAMMO METO/I TIpe3eHTallije TpyIia Koju oMoryhaBa jeTHOCTaBaH MPUKa3 KOHAYHO
TeHepUCAHUX TPYyIa a TUME U Mpeno3aBame N30MOpGHUX TPyIA.

Heka je A # () andaber (ckyn cnosa), a € A cnoso. Uspas a™ = aaa---arnen € 7

30BEMO CJIOT a u3pa3 ay'ay? - - - a* riae k € IN 30Bemo pewu.
Heka je W[A] ckyn cBux peun nHam anpabetoMm A e MpasHy ped 03HAYABAMO Ca €.
Jeduunmmmo oneparmje Han ckynom W[A|. Ipoussox peun w; = ay'ay? ---ap* U pedn

wy = b1y - - b € W[A] je peu
wiwy = aytay? - - apkbM by - b

VuBepsHa ped peun wy = a}'al? - - ap* € W[A]je ped wy' = ap* - - - ab?ay’.

JlebUHUITNMO jeHY pelalujy Hal OBAKO YBeIEeHUM eleMeHTHMa ckyma W [A].
Hedununnja 2.5. (Exsusanenitine peuu) Hexka wy, . .., wg, Wy, wy € W[A]. Taga:

(I) wy ~ Wy ako saxicu jegan og yciosa
N
® W =a UWy2 = ¢,
o Wi = wa’wy u Wy = WiWs,

o Wi = wia™a"wy u Wy = wia™ " wy, m,n € Z;
([ I ) W1 ~ Wy aKo HOCHOJU KOHAYAH HU3 PeYU W1, . . . , Wy, HAKEUX ga

Wy 2 Wy e W 2 Wy

Ouurnenno, ~ je penanuja exsusanenimje. Heka je F[A] = W[A]/. oarosapajyhu
KOJIMYHUYKH TIPOCTOP ca oreparujaMa JeUHUCAHNM HA CTAHAApAaH HAYMH OTHOCHO, 33
[wy], [we] € F[A] Heka je [w1] - [wa] = [wiws] m3a [w] € F[A] mexa je [w]™' = [w™!].

Tama (F[A], ) 30BeMo c1060ana rpyna Haf andaberom A.

[TpUMeHNMO OBaj anapaT Ha KOHKPETHE IpyTIe.

Axo je (G, %) Tpyna reHepucana ereMeHTHMa cKyma A (kakeMo reHeprcaHa cKymoMm A)
7. G = {t%[a] | t € Term,« : Var — A}, Tana je npecinkasame f : F[A] — G nato ca
flatray? ... ap*] = af* x ay? * - - - * a,* enmmopdsam.

Fla— G

~

Fla]/ker s
a To nMImpa 1a je G = F[A]/ker f-

Haxie, ma OM MpeAcTaBIIIM KJIacy U30MOpP(MHUX Ipyla y KOjo] ce KOHAYHO TeHepucaHa
rpyna (G Hajla3u, MOKEMO JIa HCKOPUCTUMO oroBapajyhy cinoboaHy rpymy U 3armmc

(A, Ker f) = (a1,a9,...,a, | ...al"ay* - aF =1...)

KOjU Ha3uBaMo penpe3enranuja rpyne G.
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IIpumep 2.1. Peiipesenitiayuje HeKux Ho3HAGUX Epyia.
1. {a|a" =1) 2 7Z, (yuxmuuna epyiia pegan € IN);
2. {a,b]a*=1,0*=1,abab = 1) = Ziy & Zs.

AKoO MO3HajeMOo IIpe3eHTAal]y TPYIIe, BPIIO JEAHOCTABHO MOKEMO /1a TPUMEHUMO CBOjCTBa
TPYyIie Ha pelraBambe KOHKPETHUX MpodjIeMa IITO WIYCTPYje TeopeMa:

Teopema 2.3. Hexa je (A | R) tpeseniiayuja 2pyiie G u h : A — G ¢ynxyuja imiaxea ga
h(w) = 1g3a ceakow =1 € R (ceaku tiepm u3 cmz'g&zpcxux 30KOHA CIIUKA Yy HeYUIpanHu
enemenini). Taga docimioju jequnciieenu xomomoppuszam h : (A | R) — G koju ipowupyje h.
3auciiia, xomomopdusam h : (A | R) — G xoju je mar ca

h([af*a5? ... a*]) = h(ay)™ = h(a)™ * - - = h(ag)"™*

3a [af'ay? ... a;"] € F[A] 3anoBosbaBa ycrnoBe TeopeMe. O

Kako nzoMopdHe rpyrne Mory XoMoMop(hU3MOM J1a ce TpaHCGhOPMHMIILY jeqHa Y IPYTY, TAKO
1 TIpe3eHTaIM]je N30MOP(PHUX TPyIia MOTY Jia ce TpaHCHOPMUCITY jesTHa Y APYTY.

Hedununuja 2.6. Jse peiipesenitiayuje pyiia ¢y eK6UBAICHITIHE AKO Ce JegHa MOodce qOOUTTU U3
gpye KoHaunom iapumenom ciegehux ipasuna

(1) (A] Ry ~ (A | RU{s}) 2ge je s iocrequya iipasuna uz R,
(2) (A R) ~ (AU{c} | RU{wc™ =1}) 2ge je ¢ € A noeu cumbon uw € WA
Hebunuimmmo caaa jeany cnenuduuny rpymy koja he BeoMa OMTH 3HAUajHA Y 1aTbEM PaJLy.

Hedununuja 2.7. Axo ¢y G u G' konauno Zenepucane 2pyiie ca apeszeniiayujama (A | R) u
(A" | R') maga, 2pyiy wuja je peipesenitiayuja (AU A’ | R U R') 306emo crobogan iipoussog
epyiia G u G y osnayu G x G'.

Ipumep 2.2. {(ay,...,a, |0) = Z -« Z.
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3 ®@ynnamentanna ['pyna

Y 0BOM 0f1eJbKY IT03a0aBHheMO ce KOHCTPYKIIU]OM jeTHOT (PYHKTOPpA KOJH CBaKOM TOITOJIO-
IIIKOM TIPOCTOPY JOJIeJbYje TPYITy KOjy HazuBaMo (yHIaMeHTaimHa rpymna. Kao mro hemo nma
Mmokaxemo, ¢GyHaaMeHTaaHa rpymna he jga Oyje jeHa XOMOTIIOCKA BapHjaHTa, MOTOJHA 3a
XOMOTOTICKY KITACU(PUKAIH]Y TTPOCTOPA.

Kako cMo panuje HarmomMeHynu, penamuja OUTHM XOMOTOTIAH j€ je/IHA pellalija eKBUBa-
JICHITH]E HA TTPOCTOPY HEMPEKUHUX TIPECIIMKaBamha TOMONIOMKuX mpocrtopa. Cajna hemo ce
OCBPHYTH Ha je[HY crel(uuHy Kilacy TpeCiIuKaBama Koja jequananu uarepsan [ = [0, 1]
MpEeCINKaBajy y JATU TOMOJIOUIKU MPOCTOP.

3.1 [IlIpocTopu nyTeBa U NeT/bU

Heka je I = [0, 1] jenuanunu unrepsan u (X)) = Map(/, X) cKyI CBUX IyTeBa MPOCTOPA
X. Axkoje f € Q(X) mexn nyT, Tama f(0) u f(1) 30BeMo moueTHA U Kpajiba Tauka myTa f.
Ipoctop ©2(X) uMa KOMIIAKTHO OTBOPEHY TOTIONOTH]Y OJHOCHO HajMamy TOTIONOTU]Y KOja
canpsu cy66asue ckymose obomuka M (K, u) = {f € Q| f(K) C u} roeje K C I xoMIakTan
ckym, a u € X OTBOPEH CKYIIL.

Heka je Q(X,z9) = {f € QX) | f(0) = x} motnpoctop mpoctopa 2(X) oapebhen
TaukoM xo € X. Heka je j : [ — X xoncraTHO mpecnukaBambe j(I) = {xo} koje HasuBamo
KOHCTAHTAH TIyT.

J13

Zo

f7

S

\ 4

1

oA
<

I'paduxk 4: TIpocrop (1, %)

Teopema 3.1. Ilowwipocitiop Q(X , :B()) Je KOHMApaKimiuouian u KOHmpaxyje ce y KOHCHAHTaH
ayimj 1 — {xo}.

Joxa3. KoHCTpYHITMMO KOHTPAKIM]y Tormojomikor mpoctopa (X, zg). Heka je mpeciuka-
Batbe H : Q(X,z0) x I = Q(X, o) mato ca H(f,s) = f((1—s)t) sacset,s € [ mmyr
f € QX,zg). Tana, H je HEMPeKUIHO KAO0 KOMITO3UIMjA HEMPEKUIHIX MIPECTHKABAIbA U 38
cBako [ € Q(X,xo) ut € I Baxu

H(f,0)p = f(t) =1
H(f, 1)@ = f(0) =j(t



IITO 3Ha4M 1A J€ H [q(x 20)x {1} KOHCTAHTHO IIPECITUKABAKSE.

Kaxko 3a npecrnkasame j € (X, z9) 1 xomotornjy H Baxku H(j, s)@ = j((1 — s)t) =
xo = j(t) 3acBe t € I, 3axmyuyjemo aa je (X, r¢) KOHTpaKTUOUITAH. O

Konrtpaxktubunnoct mpocropa (X, xy) uMImmmpa aa ¢y cBaxa JBa MmyTa u3 OBOT IPOC-
TOpa XOMOTOMHA. 300T TOra HEMa CMHUCIA PA3MATPATH KIACe XOMOTOIMHUX MyTEBA OBOT
POCTOPA.

Cana hemo ce OCBpHYTH Ha jeTHy Apyradujy Kiacy myteBa mpocrtopa X.

Iyt f € Q(X) rakaB ma f(0) = f(1) 30Bemo meripa. Heka je A(X) = {f € Q(X) |
f(0) = f(1)} mpoctop netsbu mpoctopa X. 3a ¢ukcupano xy € X Heka je A(X, zo) = {f €
Q(X) | £(0) = f(1) = x¢} mpoCTOP METIHU Ca& OCHOBHOM TAYKOM L.

A f13

Xo

\

COA
—

I'padux 5: pocrop A(I, 3).

OBaj mpocTop je BeoMa 3HauajaH jep je MorojaH 3a epuKacHy KOHCTPYKITH]Y anredapcKkor
amaparta 3aTo IITO JIO3BOJbaBa KOHCTPYKIIN]Y CENU(DUIHUX OTepaIiuja.

Hedununnja 3.1. Ipoussog ieininvu f,g € N(X, x) je teiina f - g € AN(X, x) gaitia ca:

]
I

1
12
, 1

f(2t), te]
(fg)(t) = { g(Qt— 1)7 tc [

= O

A

/ /\/\ -

| |
| |
| |
| |
<« Iy, & |

\ 4
A
\ 4

—_ e - - —

I'padux 6: MHOKeme metsbu mpoctopa A(1, 1).

Hpunpyxusamse (f, g) — f-g onpebyje pyuxuujy (onepaumjy) pu : A(X, z0) X A(X, z0) —
A(X, zg) KOjy 30BeMO MHOXKEIb€ TIETIBH.
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Teopema 3.2. Muooicere iieitinu je |1 je HelipekugHa yukyuja.

Jokaz. TTokaxuMo J1a je UHBEP3HA CIIMKa Cy60a3HOT CKyIla KOMIAKTHO-OTBOPEHE TOIOIOTHjE
noarnpocropa A(X, xg) oTBopeH ckyn y Tononomkom mpoussony A(X, zg) x A(X, xg).

Heka je u = M(K,w) N A(X,z0) toe je K C [ xommakTtad, w € Ty, OTBOPEH CKYII
y penatuBHoj Tononoruju mpocropa A(X, zg). Heka cy 7,y : I — [ HempekugHa mpeciu-
KaBama gataca T(t) = L, y(t) = Bt saceet € I. Taga, ckynosu A =7 H(K)uB =5 }(K)
cy kommaktHu y [ a ckymosu F = M(A,w) N A(X,z9) u G = M(B,w) N A(X, ) cy
otBopenn y A (X, z¢). Jlako ce Bumu ma je f - g € M (K, w) ako u camo ako je f € M (A, w)
ng € M(B,w). Orynmaje u'(u) = F x G xoju je otBopen y A(X, ) x A(X, xg). O

Kako je MHOXee MeT/bU HEMPeKUIHO, cBaka metiba [ € A(X, zo) ompelhyje HempekuaHa

npecnukaBama L, Ry @ A(X, zg) = A(X, o) naTa ca:

Li(g)=f-9, g€ AX,z9) (1eBO MHOKERE Ca f);
Ri(g)=9-f, g€ A(X,x9) (ecHO MHOXeHE ca f).

»
>

\ 4

< o
< <

—_ - - - - — — — —

I I
| |
| |
| |
| |
| |
1 |
1 1
\4 3 1 A\ 2

I'paduk 7: JIeBo u gecHO MHOKee neTsbu poctopa A(7, 3).

ITpumeTMO 1@ MHOKEHC TETIHU HUje KOMYTAaTHUBHA OTmiepanuja. AHAIM3UPAjMO KaKo
KOHCTAaHTHA IETJba yTUYE HA MHOXEHE METIHH.

Hexka je v : I — {x¢} xoHCcTanTaH myT (TIeT/ba) y TAUKK o € X.

Teopema 3.3. [Ipeciuxasara L, u R, cy xomotlioiina ugeniauunom apeciukasaryy y Oguocy Ha
KOHCIHAaniny tetinsy 7.

Hoxkas. Jloxaxumo TBpheme 3a npecmukaBame R,. Heka je H : A(X,x9) x I — A(X, o)
MpecTUKaBambe TaTo ca ca:

2 1ts
H(f,8)w :{ fags), [?;ﬂ | f € A(X, xo).

Tana, H je HeTpeKUIHO Ka0 KOMIO3UIIN]ja HEMTPEKUTHUX ITPECIUKaBarmba U BaKu

f2t), telo

H(f,0)@ Z{ 2, ‘e [%71] = f-7(t) = Ry(f)w 3acset € I;

H(f, 1)@y = f(t) = La(xa0)(f)py3acBet €1

rae je La(x.zo) 1 AX, 20) = A(X, 2¢) HIEHTUUKO NpECTHKABAIbE.
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Taxkobe, 3a cBako s € I je H(v,5)w) = 2o = V() = Ry(7)w), t € I mro nMmmnupa na
je Ry = 1a(xao) rel{7} O

[IpeTXoMHU pe3yNTaT HABOIM Ha 3aKJbyJak Ja, Y olpeheHOM CMHUCTY, MHOXKEHhE TIETIhE
KOHCTaHTHOM TICTJbOM HE yTHYC HA KITACY CKBUBAJICHIIN]¢ XOMOTOITHUX IETIHH, Tj. /1A j¢ JOOH-
jeHa meTJha XOMOTOIHA Moj1a3Hoj. OBa ocobuHa he KkacHMje 1a HaM MTOCITYXH Ja Te(hUHUIIIEMO
JeMIUHUYHU eJIeMeHT (pyHIaMeHTaJIHE TPYIIE.

3.2 @dyHaamMeHTAJIHHU rpynouja v pyHIaMeHTAJIHA rpyna
Cana uMamo cripeMaH IEOKYyMaH anapar 3a AepuHucame GyHaMeHTaIIHE TPYIIE.

Heka je Q(X) = Map(Z, X)) ckyn cBux mytesa npoctopa X u Heka ¢y o, 7 € Q(X).

HMedununnja 3.2. (Exeusanenitinu ityitiesu) Ilyitiesu o u T ¢y exgusaneniiinu (iuuemo o ~ T)
aKo 8adHCe YCA0BU:

(E1) 0(0) =7(0) uo(l) =7(1) (0 uT itosesyjy ucitie wauxe),

(E2) aociwoju xomomonuja H : I x I — X koja sagosomasa yciose:

e H(t,0) =o0(t),

o H(t,1)=1(t), tel,

e H(0,5) =0(0)=7(0) u

e H(l,s)=0(1)=71(1), sel

Jlema 3.1. Penayuja ~ je penayuja exgusanenyuje na ckyiy (X).

Joka3. Ananorno nokasy Teopeme 1.1, camo Tpeba yBUACTH Ja c€ YCIOB PECTPHUKITH]E XOMO-
TOIHMje Ha KpajeBUMa HHTEpBaJIa UyBa MPH KOMOMHOBaWkHY XOMOTOIIH]a. ]

I'padux 8: ExBUBAICHTHU MTyTEBU.

Jaxre, yBe[eHa penainuja je penalyja eKBUBAJIEHIM]e Ha CKYIy CBHUX IIyTeBa LITO 3HAYU
Ja TOMOhy e MOXeMo Ja yBeAeMO oAroBapajyhy KOTUYHUUKY CTPYKTYDY.
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Hexka je m(X) = Q(X)/~ ckym cBux kinaca ekBuBaneHimje. Jlepuauiumo ogrosapajyhe
omepalje HaJ Kiacama eKBHBaleHIMje. 3a kmacy a = [o] € w(X), Heka a(0) u a(l)
[PE/ICTABIbAjy moYeTak u Kpaj myta o, 1j. a(0) = [¢(0)] u a(1) = [o(1)]. Heka je npoussox
knaca a = [o],b = [r] € m(X) nedunucan 3a one kiaace ko kojux je a(l) = b(0) u jennax
kracuc=a-b=[o-7|tmejenyro -7 : 1 — X nepunucan ca

o(2t), te| ,%]
1

"'T<t):{ r2t—1), te[i ]

Jdema 3.2, Enemeniti a - b € w(X) He 3asucu og upegciniasnuxa kiaca a u b.

ni—= O

Hokaz. Heka cy p € [0] = au q € [7] = b uexu npyru npencraBuuy knaca a u b. Tana,
p ~ 0 U q ~ T IITO 3Ha4U ja octoje xomotonuje H, G : I x I — X takBe n1a

H(t,0)=o(t), H(t.1)=p(t), tel,
H(0,5) = 0(0) = p(0), H(L,s)=o(1) =p(1), sel.
G(t,0) = 7(t), G(t,1) = q(t), tel,

G(0,s) = 7( (0) 1

I'padux 9: TloBesnuBame XOMOTOIU]jA U3 TOKA3A.

Tanma, 3a cBe t, s € I u Baxu

[ H(2t,0), telo,d]  f o(2t), telo,3]
F(t’o)_{ G2t —1,0), te 1] _{T(Qt—l), tely =
H(2t,1), tel0,2]  f p(20), tel0,3]
F(t’l)—{ G2t —1,1), te[i1] _{g(zt—n, te[i] (p-9)(2),
F(0,s) =H(0,s) = 0(0) = p(0) = o - 7(0) = p- q(0),
F(L,s) =G(1,s) = 7(1) = q(1) =0 - 7(1) = p- q(1).
Hakne,c -7 ~p-qualo-7| =[p-ql. O

Caaa MOXKEMO a ,I[G(I)I/IHI/ILHCMO onepauI/ij MHOXCIHbA KJIdCd CKBUBAJICHTHHX ITYTCBA.
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Hepunuunja 3.3. Kuacy ¢ = a - b € w(X) s06emo apouseog knaca a,b € w(X).

Jlepunuimumo caga yHaphe omepanuje A, p : m(X) — 7(X). 3a nmpousBosbHy Kiacy
exsuBaseHimje a € m(X) nekacy ¢ : [ — {a(0)} uy : I — {a(l)} xoHCTaHTHHM MyTEBH, 1
HEKa je:

AMa) =[¢],  pla) = [¢].

TTokaKMMO 1a yBeJieHA CTPYKTYpa 3a[0BOJbaBA AKCHOME TPYMOUJIA MPETXOIHOT 0/1e/bKa

OIIHOCHO, TIpoBepuMo akcruoMe Jepununuje 2.1.

Jema 3.3. 3a csée a € m(X) sancu A(a) -a=a=a-p(a).

Hoxkaz. Hexa je 0 € a mpomsBoban myT. Kaxo je A(a)y = a(0), mpoussox A(a) - a je
nebunucad. Younmo xomotonujy H : I x [ — X nedunucany ca

H(t,s):{ i

JeduHucaHo mpecinkaBame je HEMPEKUIHO Ka0 KOMITO3UIIMja HETIPEKUTHUX IIPECTIUKaBaAha
U BaXU

H(t,0) = o(t),
_ tel0 3
H(0,s) =0 0),
H(1,s) = o(1),
mTo 3Haun f1a je A(a) - a = a. Cnuudo, a - p(a) = a. O

Jlakie, TEBUM OMHOCHO TECHUM MHOXEHEeM KOHCTAHTHUM IyTeM, y anrebpu 7(X) He
MEHajy ce Kiace CKBUBAJICHIIHN]E TOOU]EHOT TPOU3BO/IA.

Teopema 3.4. 7(X) je epyiioug.

Jokas. Axcuome (G1),(G2),(G3), (G4) Hedunurmje 2.1 Baxe 360r Jleme 3.2 u Jleme 3.3.
JIOKaKMMO acOIMjaTUBHOCT OTepaliyje - OJHOCHO akcuomy (G5).

Hekacy a = [a, b= [f],c = [y] € 7(X) Taksu na je p(a) = A(b) u p(b) = A(c). Tama cy
eeMeHTH (a - b) - ¢,a - (b- ¢) € m(X) npencraBbeHH peIoOM ITyTeBUMa

a(t), te(0,7]
o:1 =X, o(t)=X BMt-2), telt ] ,
7(4t_3>7 le [%71]
aft), t €0, 3]
:I =X, 7(t)=< B4t —2), te[%,i]
Y4t =3), tel31]

IMoxkaxkumo aa je (a - b) - ¢ = a- (b c) ogHocHO 14 je 0 ~ 7. YOUUMO XOMOTOIH]Y
H :I? - X naty ca

a(s5) t e [0,4]
H(t,s) =< p4t—s—1) te[%,%]
v(AE2), te[=21]



Kako je a(1) = 5(0) u B(1) = v(0), xomotomuja H je nobpo nepuHMUCAHA U HETIPEKHUIHA KAO
KOMITO3HUIIHja HETTPEKUIHUX MTPECTUKABAhA U 34 CBe ¢, s € | BAXKM:

) =a(t),

) =7(t)
,5) =(0

) =7(0)

Haxme, xomotonuja H obe3behyje penammjy o ~ 7.

S~—
I

a(0),
7(0).

Jlokaxumo akcuomy (G6). Heka je a = [0] € m(X) uneka je 7 : [ — X T3B. UHBep3HU
nyT myTta o geduHucan ca 7(t) = o(1 —t) nueka je b = [7] € 7(X). Kaxoje o(1) = 7(0) u
c(0) = 7(1), cmemm na je A(a) = p(b) m A(b) = p(a) na cy nponsBoau a - bu b - a gedhunucanm.

IMokaxumo na je a - b = A(a) (cnuuno b - a = p(a)). Heka je a - b = [0] rae je 6 mpoussox
MyTeBA 0 ¥ T OJIHOCHO TIYT Je(hUHUCAH Cca

Tana, xomotoruja H : I — X nara ca

o(2t — 2st), teo,3]
H(t,s) :{ o(2 —2s—2t+2st), teli1]

3amoBosbaBa H(t,0) = o - 7(t), H(t,1) = 0(0),t € In H(0,s) =0(0) =0 - 7(0), H(t,1) =
T(1)=0-7(1),s € I.

Jlakiie, mMyT o - T je eKBUBAJICHTAH KOHCTAHTHOM myTy y Tauku o (0) ma, a-b = A(a). O

Haxie, crpykrypa 7(X) je rpymoun y emuciy Jlepunuipje 2.1 1To 3HaUM 74 3a Bera Bake
CBE CHHTAKCHE TTOCITe/TUIIC KOj& CMO OTIHCAITA Y TIOTIIaBIby Anredapcke CTPYKType anredapcke
tononoruje. Ha ocHoBy Jleme 2.1, enementy a = [o] € 7(X) onrosapa jeMMHCTBEHH €JIEMEHT
a~! = [r] € m(X), rue je T MHBEP3HM YT IyTa 0.

Hexka je x9 € X mpousBosbHa Tadyka. YO4YMMO KOHCTaHTaH mmyT v : I — X u Heka
jee = [y] € m(X). Tana, e je unemnotent rpymouna 7(X) xoju Ha ocHoBy Teopeme 2.1
onpehyje moarpymy 7 (X, zo) rpynouma m(X).

Hedunumumja 3.4. Ipyay m(X,z0) = {a € 7(X) | Ma) = e = [y] = pla)} nasusamo
dyngamenitianna Zpyiia nipocitiopa X y 0cHO8HOJ (UCTHAKHYTHO]) THauKku xo € X.

Kako 3a cako a € m (X, zg) Baxku \(a) = p(a) = e, crequ aa je 3a CBAKOT MPeICTABHUKA
KJ1ace a, Tj. 32 MyT 0 € a ucnymweno o(0) = o(1). Otynga, Mormu cMo 1a HeUHHUIIIEMO
dbynmamenTannuy rpymy npocropa X ca

7T1(X, l’o) = A(X, 330)/N

riae je A(X, xy)/~ IPOCTOP MeTI/bU ca OCHOBHOM TAYKOM L.

Onuimmmo mpeciankaBarme n3 Teopeme 2.2 Koje Meba MCTAKHYTY Tauky (pyHIaMeHTaJHe
rpyne. Heka je 0 : [ — X myt u veka ¢y 0(0) = xo u 0(1) = 21 moyeTHa u Kpajiba Tauka
nyta o. Taza, no Teopemu 2.2, myT o unayKyje uzomopduszam o : my (X, z) — m (X, z0)
Jar ca:

o(a) =[o] " -a-[o], a€m(X,xg).
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Hexa cy 0,7 : I — X nBa myTa Koju IoBe3yjy Tauke Ty U x1 mpoctopa X. OHHM UHIYKY]Y
mwsomopdusme o | 77 : 1 (X, x0) — 7 (X, 21). Onuummo Besy u3mely oBUX H30MOpdH3aMa.

Heka cy a = [0], b = [7] € (X)) xnace expuBanenuuje. Tana, 3a cBako s € mi (X, z) je

rmejec=a'-bem(X,1),ah.: m(X,z;) = m(X,21) je T3B. yHyTpalImbU ayTOMOp-
dusam, rpyne 7 (X, zo). Hakne, 7% = h, o o

OBRo je HajreHepaTHU]H METOJT KOJUM C€ YBOJM (yHAAMEHTAIIHA TPyra TOTOJIONIKOT TIPO-
cropa. Pauyname QyHIaMEeHTATHE TPYIE TEXHUKAMa OBOT OJICJbKA j€ TCOPHUJCKHU BPIO 3a-
XTeBHO. 300T TOra, y HACTaBKY aHAJM3MPAMO TOIOJIOIIKUX MPOCTOPA KOja OJIAKINABAjY
onpehuBarme (yHIaMEHTAITHE TPYIIE.

3.3 MHuaykoBaHu XxoMmoMoppusMu

I'maBna Tema oBOT 0/1e7bKa je o/ipehuBabe MHBAPHJAHTH TOTIOJIONIKOT MPOCTOPA KOJE YTHUY
Ha WEroBy (yHIaMeHTamHy rpymy. CrernujanHo, yrBpaunheMo KakBY TOIOJIOINIKY OJHOCHO
XOMOTOIICKY KJIacudukamujy ooe3oehyje dyHmaMeHTaIHa Irpyma TOMOJOIIKOT IIPOCTOpa.

PasMoTpuMo mpBO Kako ¢yHKTOp PyHAaAMEHTaIHe rpyie TpaHchopmulle MophuzMe y
KaTerOpHjU TOTONIOIIKUX MIPOCTOPa OTHOCHO, IITa ce AellaBa ca HeMPEeKUIHUM MpecTuKaBa-
€M TOIOJIONIKUX TTPOCTOPA U OATOBapajyhum (yHIaMEHTATHUM rpynamMa.

Heka cy 7(X) u (YY) dynmamentanuu rpynouau mpocropa X uY nuekaje f : X =Y
HEMPEKUIHO MPECTMKABALE. 3a MPOU3BOJLHO [0] € m(X), kommosunmja f o o oapelyje knacy

[f(o)] € m(Y).
Jema 3.4. Knaca [f(0)] € m(Y') ne sasucu og upegcimiasnuxa knace [o] € w(X).

Jokasz. JJokaxxuMo qa u3 o ~ 7 cnegi f oo ~ forT.

Heka je 7 € [0] Heku ApyTH MPEICTABHUK KJIACE [0] OJHOCHO Heka je o ~ 7. To 3Haum 1a
nocroju xomoTtonuja H : I? — X Taka 1a3a cee t, s € I Baku

H(t,0) =o(t),
H(t, 1) =7(t),
H(0,s) =0(0) = 7(0),
H(1,s) =o(1) =7(1).

Tana, xomorommja G = f o H : I? — Y 06e36ehyje penaumjy f(o) ~ f(7) mro umnmunmpa
naje[f(o)] = [f(7)] € 7(Y). U

IMpeTxoaHa memMa HaM TapaHTyje Aa MOXEMO Ja Je(PUHHUIIIEMO MpecIuKaBame GyH1aMeH-
tanaux rpynouna f. @ w(X) — w(Y) ca f.([o]) = [f(0)] 3a [0] € 7(X). Kaxemo na je
IpeCINKaBame [, HHIYKOBAHO HEMPEKUIHNUM IIpECIUKaBambeM f .

23



I'padux 10: Hopmanna npojexuuja mpoctopa R? na R? uysa ekBuBaneHTHe myTese.

Jema 3.5. Ipecauxasare f, : 71(X) — 7(Y') je xomomopgusam epyiiouga.

Hoxa3z. 3a npoussosbhe a = [0, b = [7] € 7(X) Takse na je a(1) = b(0), knaca a - b je
MIPE/ICTABIbCHA TIyTEM [¢] TJIe je
tel0,5]
2t —1), teli1]
(0))

= fo7(0), mpouseon (f oo) - (f o) je nebunucan u

Kakoje foo(l) = f(o(1)) =

MPEACTABIbEH MYTEM
[ fooa(2t), te[0,1]
foolt) _{ for(2t—1), tels, i]
Otyma, f(a-b) =[fog]=[(foo) (for)=[foo] [for]= fa)- f(D). O
Jaxse, HeTpeKuIHA TIPECIMKAaBamha TOTOIOIIKUX MMPOCTOPA ¢e TPAHC(HOPMHUIITY Y XOMO-

MopduzaMm rpyma. AHaTU3UPAjMO KaKO OCOOHHE MpeciuKaBama [ yTHUy 0COOMHE WHAYKO-
BaHOT XoMoMopdusma f,.

Jlema 3.6. (OcotGune ungyrosarno xomomoppuszma)

(1) Aroje 1x : X — X ugenimiuuxo apecnuxasare, maga je 1 x, : m(X) — 7(X) ugenimiuuxo
apecuxasarve 2pyiouga w(X).

(2) Axocy f: X =Y ug:Y — Z netipexugna tipeciuxasarsa, maga je (g o f)« = gi 0 fi.

(3) Adroje f: X =Y xomeomopghuzam, waga je f. : 7(X) ~ w(Y) usomopgpuzam u sascu ga

Je (f 7= (£
Jokas. (1) OuurneqHo jep ce MyTeBU CIIUKAjJy caMu y cele.

(2) 3a cBako [o] € m(X) u HenpekuaHa npeciukaBawa [ : X — Y ug:Y — Z Baxu

(g0 f)(lo]) =g o f(o)] = [9(f ()] = g.([f(2)]) = g o fill0])-

(3) Kako je f~! nenpexumno u (f 1), je xomoMopu3zam, 1Mo cBojcTBy (2) BaXku 1a je,
= (f © f_l)* - f* © (f_l)*7 ﬂﬂ'(Y) = (f_l o f)* = (f_l)* o f*
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mTo J0Ka3yje aa je f. msomopdmsam u ma je (f1), = (f.) 7. O

Haxe, pyHmamMeHTaIHU TPYITOU/T j€ TOTIONIONIKA MHBAPUjaHTA MPOCTOpa. AHATU3UPA]MO
ca/la KakO HHIYKOBAaHU XOMOMOP(HU3aM Y KOHTEKCTY (GyHIaMEHTAITHE TPyIIe

Heka je f : X — Y HenpexugHo mpecnukaBame. Heka je o HCTaKHyTa Tadka MpocTopa
X a f(xg) = yo ucTakHyTa Tauka mpocropa Y. IIpuMeTHMO 1a je caMKa MeTbe Y To Ipe-
ciukaBameM f metiba y f(xg) a ako xomotonuja H 06e36el)yje eKBUBATIEHTHOCT MyTeBa, OHA
00e30el)yje U eKBHBAJIEHTHOCT TIETJBM 4 CAMHUM THM M HbeHa ciauka f o H. Otyma, pecTpu-
KIja mHGYKOBaHOT XOMOMopdHu3Ma Ipyrnonia Ha Kiace MpeICTaB/beHe MeT/baMa WHIYKY]e
npecnukaBame f, @ m (X, zg) = m (Y, yo) KOje 30BeMO HHIYKOBaHU XOMOMOphu3am dyH1a-
MEHTATHUX Tpyma.

PasmoTpuMo uHIyKOBaHE XOMOMOP(PHU3ME XOMOTOTTHUX TTPECITNKABAHA.

Teopema 3.5. Hexa cy f,g : X — Y weipexugna u xomoimouna iipeciuxagaroa. Taga, 3a
ungykosane xomomopuzme f. @ m (X, x0) = m (Y, f(x0)) u g« = m (X, 20) — m (Y, g(x0))
sasicu pearayuja

# o 1.
sgeje o mi (Y, f(x0)) — mi(Y, g(x0)) usomoppusam ogpehen ayimem o : [ — Y.
Hokaz. Hexaje f(z9) = you g(xo) = y1. Kakoje f ~ g, nocroju xomortoruja H : X xI — X
3a kojy Baku H(z,0) = f(x) u H(z,1) = g(z) 3a cee v € X. Jebunummmo myto : [ — Y
cao(t) = H(xg,t)3at € I. Tanaje

a(0) =H (z0,0) = f(x0) = o,
o(1) =H (o, 1) = g(xo) = v1.
Otyna o oxpehyje nzomopduzam o : w1 (Y, yo) — m1(Y, y1).

Heka je a = [a] € (X, x¢) mpoussoibHO. dehUHUIUMO HEMPEKUIHY HYHKIIN]Y OTHOCHO
xomotommjy G : I — Y ca G(t,s) = H(a(t),s) Tana, 3a cee t, s € [ Baxwy,

G(0,s) =H(a(0), s) = H(xo, s) = o(s),
G(1,s) =H(a(l),s) = H(xg,s) = o(s),
G(t,0) =H(a(t),0) = f(a(?)),

G(t,1) =H(a(t),1) =

Y

g(a(t)).
-

Jakne, G 06e36el)yje ekBUBaNEHLI]Y o ~ 0 o) -0 Koja y GpyHIaMEHTATHAM rpylaMa
onpebyje jennaxoct [g o a] = [o] ™! - [f o a] - [¢] a camum TuM 1
g(a) = 0¥ (fu(a)) = o7 o f.(a).

O]

Kao mTo BUAMMO, KJIaCHUYHA XOMOTOINHja U3Mel)y IMpecliMKaBama y CYIITHUHU MeHa HC-

TaKHYTY Ta4Ky y KOJIOMEHY IpeCIMKaBama Koja ce MmaHudecTyje kao ayromopduasm GpyHaa-
MCHTAQJIHC I'pyNC MHAYKOBAH IIYTCM.

Mocaenuna 3.1. Axo je f ~ G rel vy, waga je f. = g..

Jlokaz. Y oBoM ciydajy, oaroBapajyhu nmzomopduszaM je MHIYKOBAaH KOHCTAHTHUM IIyTEM
o : 1 — {yo} u oH mpencTaBba WIEHTUUKO MpeciukaBawme rpyme m (Y, y). Ortyna je

g* - 17’[’1(Y,y0) o f* - f*- D

AHaIM3UPajMO UIYKOBAHU U30MOP(]HU3aM XOMOTOICKE €KBUBAJIEHIIH]E.
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Teopema 3.6. Axoje f : X — Y xomoimioiicka exsusanenyuja u f(xo) = yo, Waga je ungykosamu
xomomopuzam f - w1 (X, x0) = m1(Y, yo) usomopusam cpyia.

Jlokaz. Kako je f XoMoToIlcka eKBHBaJIeHIIM]ja, TocToju g : ¥ — X Tako majego f ~ 1xu
fog=~1ly. Hekaje g(yo) = 1.

Kako je f. : m(X,z0) = mY,v) u g. : m(Y,y0) — m(X,z1), nobujamo ma je
gs 0 fo + m(X,20) = m(X,z1) unnykosanu xomomopduszam. Jlambe, Ha ocHOBY Jleme
3.6, (g o f)« = g« 0 fi, a Ha ocHoBy Teopeme 3.5 u3 exBuBancuimje g o f ~ 1y crenu
(go f)e = 0¥ olx, = o tae je o7 : m (X, 20) — m (X, 7) u30MOpPU3aM HHIYKOBAH
IMyTeM KOjH ITOBe3yje TauKy T ca TaukoM xp. JlaKile, KOMIO3UIHja g, © f. je u3oMopduzam
o7 MITO UMILTHIMpA 14 je f,. ,,Ha .

CAMYHMM TOCTYIIKOM 1061jaMo 1a je f, o g, = 77 taeje 77 : w1 (Y, y0) — m (Y, fog(yo))
u3zoMopdu3aM NITO UMILTMLIUDPA A4 je fy ,,1-17. O

Haxe, pynpamenTania rpymna je XOMOTOICKA MHBapHUjaHTa TOTIOJIONIKUX ITPOCTOPA Tj. XO-
MOTOITHH TTPOCTOPH UMajy nzomopdHe pyHaameHTamne rpyme. To cBojcTBO HaM omoryhaBa
J1a TIPETo3HajeMO He-XOMOTOIIHE TOMOJIOLIKE ITpocTope yrnopehuBameM BUXOBUX PyHIaMeH-
TaTHUX TpyHa IUTO je jeJaH BPJIO KOPUCTAH alaT 3a aHAJIU3y TOIOJIOLIKUX IIPOCTOpa jep
MTOCTOjU Mall OPOj MO3HATUX XOMOTOITHUX UHBAPUjaHTH.

Taxkole, mpeTxoaHa TeopemMa HaM oMoTryhaBa Jila 3HaTHO jeHOCTABHH]E OJIpe MO (QyH-
JIAMCHTAIHY TPYITy MpocTopa ojpehuBameM GhyH1aMeHTaTHE TPYTIEC IbeTOBOT MUHUMATHOT (Y
CMUCITY WHKITY3Hje) nehopMaIimoHoT peTpakTa jep cy mo Jlemu 1.4 mpocTtop u meroB nedop-
MAIIMOHU PETPAKT XOMOTOITHH.

Teopema 3.7. Heka cy (X, xo), (Y, yo) Wodorowru apocitiopu ca uciaaxnyimum wauxama. Taga
Jem (X XY, (x0,y0)) = m (X, x0) X1 (Y, o) (pyngameniviana cpyia wodonowrxos ipoussoga
Je uzomopua iipouzeoqy yHgameHmainux Spyiia KoopguHaitiHux ﬁpocmopa).

Jloka3. Kako cy mpojekitfje TOmoaomKnx mpoctopa p; : X XY — Xupy: X XY =- Y
HeMpeKUIHa MpecKaBamba, OHA UHIYKY]Y XOMoMopduszme

pre s T(X X Y, (0, 90)) = m1(X,20),  pax: T(X X Y, (20, %0)) — m1(Y, y0)-
Je(HUHUIIMMO MTpeCcTUKaBambe
h:m (X XY, (w0, 90)) = m (X, 20) X m1(Y, y0)

KOje Mpom3BOJbHOM eneMeHTy [0] € (X X Y, (x0,%0)) momemyje emement h([o]) rpyme
(X, zo) x m1(Y, o) nepunucan ca

h([o]) = (pr([o]), p2([0)])-

Tana, h jecre XoMoMOp}HU3aM jep CY P1«, Posx XOMOMOPPHU3MHU.

(,,Ha”) 3a mpousBobHO ([01], [02]) € m1 (X, z0) X (Y, yo) mocToju iyt o : [ — X X Y mar
ca o(t) = (01(t),02(t)),t € I xoju onpebyje xnacy kiacy [o] € 71 (X x Y, (zo,y0)) 3a KOjy
saxu h([o]) = ([o1], [o2]).

(,1-17) Tokakumo 11a je je3rpo mpecnukaBarma h Tpusrjanno. Heka je

f([o) = ([pr o 0], [p2 0 1) = (lea]; leyo])

26



raeje ([ea,), [ey,)) jenuanann enement rpyme m (X, o) X 71 (Y, o) peICTaBIbeH KOHCTAHTHUM
myteBuMa e, : I — {xo} mey, : I — {yo}. Tama mocroju xomoromuja Hy : [ — X
xoja 0be30elyje eKBUBANEHIIM]Y P © 0 ~ e, ¥ xomoTonuja Hy : I2 — Y koja 06e36ehyje
CKBUBAJICHIIH]Y P2 © 0 ~ €,,. To nmmuiupa na xomoronuja H : [ 2 Y nataca

H(s,t) = (Hy(s,1), Hy(s, 1)), s,tel

06e36ehyje 0 ~ €(zg.40), T j€ [0] = [€(z040)]- Hakie, jesrpo xoMmomophusma h jecte TpUBH-
janHo. O

(o @’ o5(t))

v Zo
I'padux 11: XomoTtonuja us nokasa 3a npocrope 71 (1, zo),m1 (I, yo) m w1 (12, (zo, yo))-

[IpeTxomHa TeopeMa JaKO MOXKe Aa ce MPOITHUPU HA TOIMOJIOMIKU TPOU3ZBOI KOHAUHE
(haMunuje TOMOMOMKUX MpocTOpa. Y MHOTHUM I'paHaMa matemaTtuke, rmomyTt Komriekche
aHanu3e U Ananuse 4, TOMOJOIIKU MPOCTOPH Ca TPUBHjATHOM QYHIAMEHTAITHOM TPYIIOM CY
OJ1 BEJIUKOT 3Hauaja u 300T Tora UX MoceOHO UMEHY]EMO.

Hedununnja 3.5. Axo je woinorowxu tpocitop X ayimesuma iosezan u 71 (X, xg) = O (2ge je
O wpusujanna epyiia) waga kaxcemo ga je apociiop X ipocitio iwosesan.

Hocaemuua 3.2. Todonowru dpouszsoq Gpocitio Ho6e3aHux WOHOJIOWKUX UPOCIopa je Upocitio

tHose3am HOUONOUWKU UPOCTUOD.

3.4 OppehuBame pyHaaMeHTAIHE IPyNie HEKMX MPOCTOPA.

Y oBoM onesbky heMo na oapenuMo ¢pyHIaMeHTaTHe TpyIie 3HAYajHUX TOMOJIOUIKUX MTPO-
cTopa Kopuctehu XOMOTOTICKE TeXHUKE.

Ipumep 3.1. Csaxu kKonttpaximiudouiar apocitiop je apocitio dose3at.
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3aucitia, axo ce X KOHTpaxyje y TAUKy £o € X OJHOCHO aKO j€ CHHIUITOH { T } AehopMarinonu
2
peTpakT mpoctopa X, Tafa je X XOMOTOIICKH eKBUBAIEHTAH Tauku {T} ma je

7T1(X, SL’(]) = Wl({$0},xo) = (D = <® | Q))

ITpu ToM, KaKO je KOHTPAKTUOMIAH MPOCTOP U MYTEBUMA MOBE3aH, U300P UCTAKHYTE TAUYKE
He yTuue Ha (QyHTaMEHTAIIHY TPYyTYy. O]

Ipumep 3.2. Dyugamenitianna cpyiia ¢eoguMeH3UOHATHE chepe je TpUsUjana.

3aucitia, xaxo je cdepa MyTeBUMA TMOBE3aH MPOCTOP, MOKEMO JIa pa3MaTpaMo HeHy (yH-
JaMeHTaJIHy IpYIy y IIPOM3BOJbHOj Taukh ¥y € S°. Heka je 0 : I — S? npousBoJbHA TeTiba
y Tauku yo. Tama, ckym o(/), Kao HEelpeKHIHA CITUKA KOMIAKTHOT CKyra I je KOMIaKTaH
nozckyn T mpoctopa S?, ma je u 3aTBopen. OTyna mocroju Tauka 4, € S? Koja mpunana
excrepuopy ckyna o (I). Cana, crepeorpadceka mpojekmmja b : S? \ {y;1} — R? u3 tauxe y; je
xomeomopdusam npoctopa S2 \ {y1} n Eykmuuacke pasnu R? na je h(o(I)) C R? 3aTBOpeH n
OrpaHMYeH OJHOCHO KOMIAKTaH IOACKYIl METPHUKOT mpocTopa R?.

Y1

I'paduk 12: XomoTomnuja U3 qokasa.

Oryna, nocroju quck D = {z € R?* | d(x, h(yo)) < r} Takas na je h(o(I)) C D. Kako je
npocTop D KOHTPaKTHOMIIAH Y OHOCY Ha TauKy h(yp ), mocToju kontpakumja H : Dx I — R*
TakBa ma3acee x € D ucset € I Baxu:

H(z,0) =z,
H(Iv 1) :h(y())a
H(h(yo),t) =h(yo)-

Cana, HEMPEKUIHO MpecnKaBame Tj. xomotormja H' : I? — S%\ {y,} nara ca:
H(t,5) = i N (H(h(o (1)), stel

00e30ehyje eKBUBANECHIIN]Y 0 ~ €, Jep Je:

H'(t,0) =h~"(H(h(o(t)),0)) = h™" (h(a (1)) = o(t);

HY(1,1) =h~Y(H(h(o (1)), 1)) = b~ (h(yo)) = yo 32 cre t € 1,

H'(0,5) =h~'(H(h((0)),s)) = h™ (H(h(yo),s)) = h~" (1)) = b,

H'(1,8) =h(H(h(c(1)),s)) = h*(H(h(y),s)) = h*(h(y)) = yo3acre s € I.



Kako je met/ba o 61a Ipou3BoJbHA, 3aKIbYUYjEMO [ je CBaKa MeTsba Ha cepu S? xomo-
TOITHA KOHCTAHTHO] MET/BU YUMe CMO oKazamu fa je 71 (52, yo) = (0 | 0). []

Ipumep 3.3. @yugamenitianna epyia KpysrcHuye je u3oMoppHa OeCKOHAUHO] YUKIUYHO] Spyiu
OgHOCHO ZpYilu yeaux opojesa.

Jloxas. Hexa je xpyxnuna S C R? mara ca S' = {x € R? | ||z|| = 1}. Pasmorpumo
(yHIaMeHTaNHY TPYIy KpYyXHHUIIE y Tauku 7o = (1,0).

Knaca expuBanenmije a = [a] € m,(S?, 7o) nyTa koju o6unasu KpyKHHILY jeTHOM
a:l—S'  a(t) = (cos2rt,sin2xt), te€[0,1]

je jenan He-TpuBHMjanan enemeHT rpyne (S, xg) jep 6M y CympOTHOM XOMOTOMHMja KOja
006e30¢ehyje penanujy o ~ e,, 6uIa U KOHTpaKIMja Kpyra 1To HUje Moryhe jep Kpyr Huje
KOHTPaKTUOMIIAH TTPOCTOP.

Hame, 3a pazmuuute m,n € Z: eneMeHTH a’ U a” ¢y pa3snuuuTi y PyHIAMEHTATHO] TPYIH
71 (S, z0) jep 3 @™ = a" cnemu ™" = [7] = [ey,] u ST C 7(I) (jep T je HeKkn ymHOXKAK
myTa <) Ta 6U y TOM cllyyajy XOMOTOIHja Koja o0e30elyje eKBUBANIEHUU]Y T ~ €., Ouna u
KOHTpaKIMja mpoctopa S*.

Ha oBaj HauuH cMo gokasamu ja je (a | ()) moarpyna rpyne 7 (S, o). Ilokaxumo 1a je
npousBosbHO [0] € 1 (S?, zg) obnuka [o] = a™ 3a Heko n € Z.

Caaka netiba 0 : I — S mMoxe na ce mpeacTasy y nonapHuM KoopauHataMa GopMyIoM
o(t) = (cosp(t),sinp(t)),t € I tnejey : I — R Henpekunna GpyHkimja Taksa aa je ¢(0) = 0
1 (1) = 2n7 3a Heko n € Z (1a 6u o Gua MeT/ba Mopa [a MOYMLE U 3aBPINABA Ce Y TAUKU

(1,0)).

»
>

(cosp(t),sinp(t))

A
\ 4

v
I'padux 13: Tletma Ha KPYKHUILM Y TTOJIAPHUM KOOPIMHATAMA.

Tana, kmaca a” je mpencraBibeHa netbom 7(t) = (cos(t),sin(t)),t € I. Tlpu Tom, T

j& YMHOXaK IyTa v WIH HKerOBOT MHBEP3HOT IIyTa a ¢ je HelpeKuaHa (yHKIHja 3a KOjy je

takohe ¢ (0) = 0 u (1) = 2nm. Taga, QyHKIHje ) U © Cy XOMOTOICKY €KBUBAIICHHTHE IIITO
omoryhasa nuHeapHa xomotonuja H : I x I — R gara ca

H(t,s) =sy(t)+ (1 —s)p(t), s, tel.
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I'padux 14: Xomoronuja u3 gqokasza 3a n = 3.

Cayia MokeMo j1a nepunuiemo xomotonnujy G : S x I — St ca:
G(t,s) = (cos(H(t,s)),sin(H(t, s)))

Koja 00e30¢ehyje EKBUBAICHIIN]Y 0 ~ (- - - (¢ Jep je

G(t,0) =(cos(H (t,0)),sin(H(t,0))) = (cos(p(t)),sin(p(t))) = o(?),
G(t,1) =(cos(H(t,1)), sm(H( ;1)) = (cos(1(t)),sin(vp(t))) = 7(t) 3acBe t € I,
G(0,s) =(cos(H (0, s)),sin(H (0, s)))

=(cos(s¥(0) + (1 — s)¢(0)), sin(s¥(0) + (1 — s)¢(0))

=(sin0,cos0) = (0,1) = xg

) =
cos(H(1,s)),sin(H(1 5)))

G(1,s) (H ,

cos(s¢(1) + (1 = s)p(1)),sin(s(1) + (1 = s)ip(1))
( )
)

cos(s2nm + (1 — s)2nm), sin(s2nm + (1 — s)2nm) = (sin 2nn, cos 2nm)

0,1) =x¢3acmees e I.

=(
(
(
(
(sin
(
(
(
(

Jlakie, TPOU3BOJbHA TIET/bA O j€ eKBUBAJIEHTHA HEKOM YMHOXKY TIET/hE (v MIIM HEKOM
YMHOXKKY H-eHE HHBEP3HE METJbE LITO JO0Ka3yje [a je cBaku enement [o] € (St zy) obmuka
a™ 3a HEKO N € 7, YuMe CMO JIOKa3alld Jia je

(St mo) 2 (a | 0) 2 Z

O
Crnenehu mpumep wiIycTpyje MpuUMeHy (pyHIaMeHTallHe TPyIie pagId XOMOTOIICKE KIIacH-
(bukamnmje TOMOJOIIKUX ITPOCTOPA.

IIpumep 3.4. Topyc u kKpyorcHuya HUCy XOMOTOUHY HOCTHOPU.

3aucitia, y Tlpumepy 3.3 cMo 10Ka3anu 1a je pyHIaMeHTanHa Tpyna kpyxHule S nzomopdHa
TPyIH LeTuX OpojeBa, a 3HAMO Ja je TOPYyC IMPOCTOP XoMeoMOphaH TOMOJIOIIKOM ITPOU3BOAY
S! x S! ma, na ocHoBy Teopeme 3.7, 3akibydyjeMo na je (yHIaMeHTaIHA T'PyMa Topyca
u3omMopdHa MPOU3BoO 1y (GyHIAMCHTATHUX TPyNa KPYKHUIA OJHOCHO TPYIH IPynu Z: X 7, =
7Z?2. Kaxo rpyne Z u 7> nucy nzoMopdHe clean 1a KPyXKHHUIA U TOPyC HE MOTY Aa Oymay
XOMOTOIICKH €KBUBAJICHTHH TOIOJIOIIKU ITPOCTOPH. ]
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DyHIaMEHTAHE TPyIie TOMOIOUIKUX IIPOCTOpa UMa]y MPUMEHY U Y KIIACUYHO] TOTIONIOTHjU
Kao 1mto he ga 6yae WIycTpoBaHO y HACTABKY.

Ipumep 3.5. Cepepa S* nuje peimipaxi qucka D?.

Pewere. 3namo na je m(D? zy) = O. Axo 6u mocrojana perpakuuja r : D? — S, tama
61 oarosapajyhu uHaykoBaHu XxoMoMopdusam 1, : m(D? xo) — m (S, xg) 6uo ,Ha” a To
umranipa ja je 71 (S, z9) = O mro Huje cnyyaj. O

Ipumep 3.6. Csaxo nenipexugro fpeciuxasare [ : D? — D? uma uxcuy mauxy.
Peweme. Hexa nocToju HeMpeKUOHO MpeciukaBame [ : D? — D? Takso ma je f(x) # x
3a cBako v € D?. To 3HauM Ja MOxeMo Ja Ae(QUHHIIEMO HEMPEKUIHO MPECIUKABAMBE I

D?* — S'car(z) = y3ax € D? rue je y mpecek Toympase Koja MoBe3yje Tauke f(x) u z (ca
noueTkoM y f(z)) u kpyxknuue S' (oBakBa momynpasa moctoju jep je f(x) # ).

Tana je, r [s1= lg1 OOHOCHO 7 je peTpaKIhja TUCKA Ha KPYXKHHIIY KOja MO MPETXOTHOM
MPUMEPY HE TTOCTOjH. [

Heka je D? = {z € R?|||z|| < 1} jemunnunn muck Eyxmumcke pasam R? u Heka je
a : I — D? xpyxnuua koja obunasu py6 mucka S' Tauno jessom u Heka je o(0) = wo.

Jema 3.7. Heipexugno tipeciuxasarve f : S — X uma neiipexugny excimensujy F : D* — X
axxo je tieitiva f o o 1 [ — X exeusanenifina KOHCTHAHTTNO] deiliby Y Hauku f (xo).

Joxkas. (=) Heka f : S' — X uma Henpekunny excrensujy ' : D? — X. Kako je mpoctop
D? XOHTpaKTUOUIAH, TOCTOJH KOHTpPaKIIHja

H:D?>xI— D%

Tana, npecnukaBame [/ = F o H : D?> x I — X je konTtpakuuja npocropa F'(D?) mro
sHaun ga je mi (F(D?), F(x)) = O. Oryna, CBaKa HeTJ'ba npocropa F'(D?) je XoMoTomHa
KOHCTAHTHO] TIET/BH & CAMHMM THM U leTiba F'(a) = f(«).

" \

[2

\_&/

I'padux 15: Aujarpam npecnukaBama U3 IpuMepa.

(<) Heka je f : S' — X nempeknnHo u Heka je f (o) XOMOTOIIHA KOHCTAHTHO] TICTIBH € f(5).
Tana, mocroju xomotonuja H : I? — X Taxsa na je

H{(t,0) =f(a(t)),
H(t,1) =f(zo)3acBet € I,
H(0,s) =H(1,s) = f(zo)3acBes € I.
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Jlakne, mpecnukaBambe H Tpu cTpaHe kBampaTa [° mpecnukasa y Tauky y Tauky f(zg) ma,
aKo CBe IHUX MAEHTHHUKyjeMo ca TaukoM (1,0) unentudukanujom i : [ — D', nobujamo
IpOCTOp KOjH je xomeoMopdaH monasHoM gucky D? rre je mpecnukasame h @ D' — D?
oarosapajyhu xomeoMopduzam.

Canaje npecnukaBatmbe ' = Hoi toh™ : D* — X mo6po nepunucanojepjei *(h1(x))
JIe0 TpaHUIIE KBaJlpaTa KOjU ce IpecliuKaBameM H clirka y jeqHy Tauky (Kao IITO je TPHUKa3aHo
Ha ['paduky 15). Jaxie, npecnukaBame [’ peacraBiba TpakeHy eKCTEH3H]Y. ]

Y oBOM 0fieJbKy CMO BUIIENH Aa je onpehuBame ¢pyHIaMEHTATHE TpYIe MPOCTopa y Haj-
OINIIITEM CITy4ajy 3axXTeBaH 1mocao. 3aTo hemo ce y ocTaTKy Kypca 1mo3adaBuTH MeTOlaMma 3a
jenHocraBuuje oapehuBamme GhyHIaMeHTaIHE TPYIE CICHU(PUIHUX TOMIOIOIIKUX TTPOCTOPA.
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4 @yHaaMeHTATHA IPyna yHHje TONOJOMKHUX MPOCTOpa

o cama cMo BUIeIH Kako pyHIaMeHTAIHA TpyIa HEKUX [IPOCTOPa MOKE JeTHOCTABHO Aa
ce onpenu kopuctehu GpyHgaMeHTaIHe TpyTe TOMOIOIKUX IIPOCTOpa KOJU Cy IhUMa XOMeOo-
MOp(}HM UITM XOMOTOTICKH €KBUBAJICHTHHU.

Y 0BOM O/IeTbKY aHAIM3UPAMO TTOCTYNaK ojapehuBama dyHmaMeHTanHe rpyme mpocTopa
KOJjH CY IPEJICTABILEHU KA0 YHHU]a CIIEIU(PUIHUX TOTOJIONIKUX MMPOCTOPpA YHje hyHTaMEHTATTHE
rpyme Beh mo3Hajemo. Takobe, Bumehemo kKako ce Ha jeqHocTaBaH HauuH oapelhyjy dyHna-
MEHTaJIHe TPyIe TOMOJOUIKOX MPOCTOpa KOjU Cy NOOHjeHM UAeHTU(UKalMjama CTpaHUIla
paBaHCKUX (pUTYpa, CIelljaTHO MHOTOYTIOBA.

4.1 Ban Kamnenona teopema

3HaMO [1a HEMPEKUIHO MPECTUKABAILE TOMONOMIKUX IPOCTOPA HHAYKYje XoMOMOphu3aM
BUXOBUX (PYHIAMEHTATHHX Tpyna. [1aBHU amapat Koju heMo [a KOpUCTUMO Y OBOM OJIEJbKY
CY MHAYKOBAHU XOMOMODP(U3MHU HMHKIy3Hja. Hamme, ako je TOMOIOLIKU MPoCTop U MOT-
MPOCTOP MpocTopa V, Tajaa ojaropapajyhe MHKIYy3MOHO MpeciauKkaBame ¢ : U — ) UHAYKYyje
xomomopduszam i, : m (U, xg) — m(V, o) BUXOBUX (DYHIAMECHTATHUX TPYId KOJU KIIACy
[a] € m (U, zo) mpecnukaBa y Ki1acy MpeacTaBbeHy HCTOM TIETIHOM (v &l Y TIpOCTOpy V.

Ha npumep, unknysuja ¢ : S' — D? ungykyje xomomopdusam i, : w1 (St xy) —
71(D, zy) xoju renepatop [a] rpyme 71 (S', z) = Z mpecnukasa y kiacy [a] € m (D, g
KOja je y OBOj TPYIHU jeMMHUYHU eleMeHT jep je 7 (D, x() TpuBHjaIHa.

I'maBHa ujeja je 1a nmpoctop X IpejICTABUMO KA0 YHHU]Y MPOCTOpa uvje pyHaaMEHTAaIIHE
rpyIe 3HaMo u J1a tomohy mux oapeaumo (X, 7).

Hexka nipoctop X u pamunuja U C P(X) umajy creeha cBojcrra:
(U1) X je myreBuMa MmoBe3aH U Ty € X je MCTAKHYTA TAYKa,

(U2) dbamunuja U = {U; | i € L} je oTBOpenu mokpusau mpocropa X rie cy U; myTeBruMa
TIOBE3aHM TIPOCTOPH TAKBH J1a To € U; 3a cBe i € L;

(U3) 3a mpomssosbHe U;, U; € U octoju Uy, € U Takas na je U; NU; = Uj.

O3HaunMo cajla WIyKoBaHe XoMOMOPGU3ME HHKITY3HMOHUX MPECINKABAbha CKYITOBA OBOT
nokpuBaua. Pamu jmaxuer 3amca, ymecto m1(U;, xo) mucahemo m(U;) u cBe dpyHIaMEHTATHE
rpyne hemo na pauyHamo y Tauku .

Axo je U; C U;, Hexa je p;; @ m(U;) — m(U;) xoMoMopd¥3aM MHIYKOBaH MHKITY3HjOM
it U; — U;junekaje); : m(U;) — m(X)xomomopdusam HHIYKOBaH MHKITy3HjoM ¢ : U; — X.
ITpumerumo na ako je U; C U, Tana nujarpam

Wl(ui) 2/}1 7T1(X)
\
™ (U;)

Teopema 4.1. (Ban Kamitenosa imicopema) Heka 3a dpocitiop X u ioxpusau U easice yciosu
(UL),(U2) u (U3) unera cy p;j, V; 2ope kouciapyucanu xomomopusmu. Heka je G ipoussomna

KOMYTHUDA, Tj. V; = 1j 0 ©;j.
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epyia u Heka je p; : m(U;) — G, i € L ¢amunuja xomomoppuzama iwaxea ga uz U; C U,

gujazpam
pi

1 (U;) G

pj

™ (U;)
Komyimupa, wj. p; = p; © pi;. Taga, docwoju jequnciasenu xomomopgusam o : m(X) = G

5
<.

imaxas ga 3a ipouszeonsto i € L qujazpam

Di
™1 (Us)

(U5 /

7Tl<X)

G

Komytaupa, j. p; = 0 0 Y;
Joka3z. Ilpe xoHCTpyKLMje ojroBapajyher xomoMmopdusma, aHAIU3UPAJMO CTPYKTYPY PyH-
JaMEHTalIHe Tpyne mpocropa X.

Jema 4.1. I'pyia m(X) je 2enepucana enemenitiuma cxyiia |J 1;(m(U;)).
i€l

Jokaz. Heka je a = [a] mpousBosbaH eneMeHT dyHIaMeHTamHe rpyre 71 (X ) mpeacraBibeH
netboM o : [ — X. Tana, {a~'(U4;) | i € L} je oTBOpEeHM NOKPUBAY KOMIAKTHOT MHTEPBAJIA
I wto 3Haum ma o” uma Jleberop 6poj A > 0. ITogenumo mHTepBan [ tTaukama 0 = ag <
ay < ---<a, =1Tako maje axy1 —ar < A3aceek =0,1,...,n — 1. Cana, kopucrehu
ocobune JleberoBor 6poja MoKprBaya, 3a cBako k € {1,...,n} mocroju i;, € L Takas 1a je
a(lag—1,ar]) CU,.

Kaxo je o cBojcTy (U3) mpecex U, NU;,
IyTeBUMA IOBE3aH, IOCTOJU IyT g : [ — U;, NU;,
k=1,....,n—1.

CKyIT OKprBaua U Koju je 1o cBojcTBy (U2)
KOjU cllaja Tauke o U a(ay) 3a CBe

-
Piad
-

LT s

e
.
.......

-
.........

......

I'padux 16: [IpencraBmame MeTibe o 3a N = H.

Jlasbe, IPECINKABA®BE O [[q, ,.q,] (€O MET/bE (v KOjU MOBe3yje Tauke a(ay—1) U a(ay))
nuHeapHoM pactyhom tpanchopmarmjom [ 0 I — [a;_1,a;] u xoMmmosunujom « = « o [
Tpaucdopmumemo y myt oy, : I — U;, Taxas ma je aix(l) = of|ak—1,ax]) 3a cBe k =

1,....,n—1
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Caza, TPOM3BOIH (1 Gy, §1- X2 Gy s - - -, Gn—1 - (i, Cy JeHHHHUCAHN U PeIOM ITPENCTABIBA]Y
netbe y cynosuma U;, , U, . .. ,U;, . Kako je mpousson

(041'9;1)'<91'042'9271)""'(97171'0571)

eKBHUBAJICHTAH IETJbU <, Kaja pehemo Ha oaroBapajyhe Kiace eKBUBaJIEHIH]e T00UjaMo:

a=a]=lar g7 [g1-as g5 o [Gnor - )

=1 a2 ... Qp

raeje ap € ¥y, (m(U;,)) 3acBe bk =1,...,n.
Haxe, 1 (X ) jecte renepucana enementiuma ckyma | J o;(mi(U;)). O
il
Hacrasumo nokas Ban Kammenose Teopeme. Heka je G mpousBoJbHA Tpyna u p;, i € L,
damunuja xoMomMopdu3aMa Koja 3a10BOJbaBa yCIoBe TeopeMe. TpebGa da TIOKakeMO Ja
nocroju xomomophuszam o : m1(X) — G Takas ja 3a cBe i € L Baxu p; = 0 0 1.

Mo mpeTxomHOj eMu, cBako a € (X ) MOKe 1a ce TPEACTABU KAO MIPOU3BOL

a =i, (ar) - Yy, (az) - .. - Y, (an)

rae ar € m (U, ),k =1,...,n. OBo HaMm omoryhaBa na npecnukaBamwe o : m(X) — G u3
Teopeme AedIHUIIIEMO ca

o(a) = pi(a1) - pir(az) - - . - pi, (an).

Kaxko cy p; xomomopdusmu u oBako jeuaucano o he ga 6yne xomomopduzam. Ilpu Tom,
0 = u;)= Pi jep BpeaHocT o ([r]) He 3aBUCH OJ1 IEKOMIO3UIIMje TIETIbE (v, TpocTopa U; MTO
nmokasyje cieneha gema.

Jdema 4.2. Hexa cy U; ulU; gsa ckyiia tiokpusaua U u nexa je o : I — U; N U; tiettiva y fiauku
xo. Ako je a = [o] € m(U;) u b = [o] € m(U;), waga je pi(a) = p;(b).

Hoxaz. Ha ocHoBy cBojctBa (U3) ckyn U, = U; N U; npunajia mokpuBady U, ma eIeMeHT
¢ = [o] npumanga rpymu m (Uy). Kako je Uy, C U; u Uy, C U; Bumo 11a je a = ¢;(c)
ub = ¢pi(c). Kako dpamunmja xomomopduszama p;, i € L, 3a10BObaBa yCIOB TeOpeMe
mobujaMo 11a je

pi(a) =pi o pri(c) = pi(c),
p;(b) =p; © pi;j(c) = pi(c).
W3 mperxoHe aBe jeaHakocTu godujamo aa je p;(a) = p;(b). O

[MokaxxuMo 1a je o 1o6po AeGUHUCAHO OTHOCHO 1A BPETHOCT 0 (a) He 3aBUCH O[] IEKOM-
nosunuje a = ¥;, (a1) - ¥, (as) - ... - ; (a,) (mpumeTumo u3 nokasa Jleme 4.1 ma mekom-
Mo3uIlnja He Mopa jaa Oyjae jenuHcTBeHa). C TUM y Be3H, ako je b Heka Jpyra JCKOMITO3U-
I1ja WCTOT eJIEMEHTa rpyre 7 (), yMecTo ja mokasyjemo na uz a = b cnequ o(a) = o(b),
nokazahemo tauz ¢ = a - b~ = 1 (mpu Tom, ¢ = a - b! je JeKOMIIO3UIM}a jeUHUIIE) CITETH
o(a) - (c(b) ™ =0(a-b7) =0(c)=1.

Jdema 4.3. Hexacy a, € m(U;, ), ix € L, k=1,2,...,n. Taga u3,
Vi (a1) iy (ag) ..o Yy (an) =1, cnegu  piy(ar) - pi(ag) - .. - pi, (an) = 1.
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Hokas. Hexajea, = [fi|tme f: I — U, 3ak =1,...,n. Tagaje; (a1) Vi, (as)-.. .-, (an)
ernemednt [f] € m(X) npencrasben nietiboM f @ I — X koja uma GopMy pOM3BOAA TETIHU
f=/fi-far... fn. Oryna, mocroju nmojgena jeAMHUIHOT nHTEepBaa [ Taukama 0 = ¢y < ¢ <
oo < ¢, = 1T1ako gaje f([cx—1,ck]) = fu(I) 3a k = 1,...,n. Ilo npermocrasiy, retrba f je
eKBHUBAJIEHTHA KOHCTAHTHO] TIETJbH IITO 3HAYM Aa MocToju XomoTtomuja H : I? — X Taxsa na

H(t,1) =z¢3acmet € I,
H(0,s) =H(1,s) = xg3acses € [.

Heka je A > 0 Jleberos 6poj otBopenor nokpusada {H '(U;) | i € L} xommakTHOT
MeTpuukor npoctopa I2. Tlomenumo kBaapatT /2 Ha MPaBOYyraoHUKE JHjAMETPA MAEr OJf
ATaukama 0 = tg < 1 < - < t,, = 1ul =853 < 81 < -+ < S, = 1 TakBUM 112
je {c1,...,¢cn}t € {t1,...,tm}. BacBei,j € 0,1,...m, 03HAUUMO elleMeHTe TOOUjeHUX
paBOyraoHWKa Ha creaehu HaumH:

e TeMeHa: v;; = (1, 55),
e mpaBoyraonunm: K;; = [t;_1,%;] X [s;_1,5;],4# 0,5 # 0,
® XOPU3OHTAIIHE CTpaHuue: a;; = [ti—1,t;] X {s;}

e BeprukaiHe crpanune: b = {s;} X [s;_1, sj].

V21 asy ! V31

<—I o o o —>
tl tQ t3 1

I'paduk 17: Tlomena kBagpata 12 3a m = 4.

Cana moxemo na gedunuimemo myrese A;; = H(a;;) u B;; = H(b;;). Kako mpoussou
A;j_1B;j n B,_1;A;; npeicTaBbajy MyTeBe Koju noBesyjy Tauke H (v,_1j_1) u H(v;;) y KoH-
TpakTHOMIHOM mpocTopy H(Kj), OHU Cy eIBHBANCHTHHU INTO HUMIUTHIMPA Ja je 3a CBe
,7=1,...,n

Aij1Bij ~ Bi_1jAi.

Kako cMo npaBoyraoHuke ogabpanu na Oynoy AHjaMeTpa Mamer of A, cBakoM K;; oaro-
Bapa ckyn U, (3a Heko A\;; € L) tako na je H(K;;) C Uy, 3acBed, j=1,...,m.

Kaja oBako ogabepemMo CKynoBe u3 mokpusada U, cBako teme H (v;;) NpaBOyraoHuKa ce
HAJA3M Y KOHAYHO MHOTO CKymoBa mokpusaua {Uy,, | 4,7 € 1,...m} ckyma H(I?). 36or
cBojcTBa (U3), mocToju MyT g;; KOjU MOBe3yje Tauky xo U H(v;;) U KOjH je 11eo caapikaH y
CBAaKOM CKyIly mokpuBaua {Uy,; | 4,7 € 1,...m} xoju cagpxu H (vy;).
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Cana, 3a cBako ¢, j = 1,...,m MoxeMo Ja neduHUIIEMO eneMeHTe o, B;; € G ca
-1 -1
aij = p([gi15 - Aij " 9ij I, Bij = p([gi-1; - Bij - 9ij )

KOjU IIpecTaBibajy CIHMKe Klaca eKBUBAJIEHINja MeTIbH ¢;—1; - Aij - gigl ugi_1j- Bij- gz-gl Koje
cagp:xe myTese A;; u B; ;. [IpumetnMo na cy cy «;; u 3;; enementu rpymne G xoju 360r Jleme
4.2 He 3aBUCE OJ1 MpecUKaBarmba p Gpamumuje {p; | i € L}.

AKo HcKopucTUMO ekBUBajieHIMje A; j_1B;; ~ B;_1;A;;u 9ij 1. Gij ™ €H(uv;;)> 3AKIbYUY]EMO
JaszacBei,j = 1,...,n BaXU peramyja

—1 -1 —1 —1
gi-1j-1 " Aij “Gij—1 " Gij—1 - Bi; "G ™~ Gi-15-1 Bi 1 i1y gi-15Ai; "G -

[IpumeHoM oxarosapajyher xomoMopdu3Ma p Ha Kilace eKBUBAJIHIM]E, TIPETXOIHA peNalja
3acBe i, ) = 1,...,m IOCTaje jeMHaKOCT

Oéi,jflﬁij = ﬂifljaij-

m
Cafa, KaKo je mofa3Ha TeTsba f eKBUBATEHTHA TIeTIbM || gi10 - Aio - o', 3aKIbYUyjeMo
i=1
na y rpynu GG BaKH jeTHAKOCT

sz'i(@i) = HO@‘O-
i=1 i=1

Hame, xako je H(s,1) = H(0,t) = H(1,t) = x¢ 3ak/pydyjeMo 1a je ay, = 1 3a cBe

i=1,....mupfy; =1, up,; = 13acsej=1...,m Taxo gobujamo na je 3a cBe
j=1...,n
m
HOéz‘j—l =151 0251 ... Qpj-1
i=1
=Qpj-1 Qi1 Qi1 Pmj
=151 Q251" ... Op_15-1" 5m—1j * Oy
=jo1 Qi1 o Bmgj Qi1+ Qg
:60j~a1j~a2j-...~amj
m
=5 Qg5 ... Oy = Haij

=1

AXO MPETX0JIHO JOKAa3aHy jeTHAKOCT MPUMEHUMO M IMyTa, J00ujaMo
m m m
HOéio = Hail == HOém
=1 =1 =1

a Kako je [ [ aum = 1, mobujamo ma je [[ aio = [] pi,(ax) = 1.

=1 k=1 k=1
Hamnokon, mpecnukaBame o je 100po JehUHUCAHO. 0
Haxe, o je TpaxxeHH XoMoMopdu3aMm unMe je Ban KameHoBa Teopema qokasaHa. O]

3anuMIbUBO je na rpyna GG Ban KammeHoBe Teopeme y HAJOMIITH]EM CIIydajy MOXKE Ja
Oyne mpousBosbHA. Ha mpumep, ako je G TpuBHWjamHa rpymna, ycinosu Ban KammeHose Teo-
peMe Cy 3aI0BOJBEHM 3a MPOU3BOJbaH M300p pamMunuje xomoMopdusama p;, ¢« € L. Jla om
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Ban KaMnieHOBY TeopeMy HCKOPHCTIIIN [a YIOTIIYHOCTH ofpeaumo mi(X ), moTpebHo je na
onabepemo rpyny G Tako na xomoMopduszaM o 6yae 6ap ,,Ha . YV Ty cBpxy, uckopructiuheMmo
pernpe3eHTaIuje rpyra.

Heka je U = {U; | i € L} orBopenu mokpusau mpoctopa X KOjU 3a/10BOHABA YCIOBE
(UL), (U2) u (U3) u reka je m (U;) = (A; | R;) 3acBei € I. Heka je

sicrm (Us) = < SEY Ri>

1€l 1€l

croboman npousson rpyna mi(U;), i € L. Heka je N HOpMaTHa TOArpyna rpyie ;e m (Us)
reHepucaHa eneMeHTuMa o6mmka ;;(a)b ! rae je a € m(U;) m b = ¢;;(a) 3a cBe mapose
i,j € L takse na je U; C U;. Tana, ako je G = *;cpm(U;)/N a p; KOMIIO3UIHMja HHKITY3Hje
1 (U;) — *iepm (U;) 1 kommuHIIKOT XOMOMOpbhU3Ma 1 7m1 (U;) — G, nujarpam

7T1(Ui)

Di
G
Vi
™1 (U;)

KOMYTHpa 3a cBako i € L. To mo Ban KaMmreHoBOj] TeopeMy UMILUTHIIUPA 4 TOCTOJH jeIUH-
ctBenun xomoMopduzam o : 1 (X) — G. JIokaxumo 1a je o uzoMophuszam.

Axo je aj - - - a, TpoM3BOIBAH eneMeHT Tpyne G, Tana ar = [ € m(U;,), i = 1,...,n.
360T CTPYKTYpE U JeTHHCTBEHOCTH XOMOMOP(HHU3MA 7, EIIEMEHT [ - . .. - Y,] € w1 (X)) je Takan
majeo([yi- .. ) =pi([n]) - pul[1m]) = a1 - - - a,, unMe cMo nOKa3aMM 12 je 0 ,Ha”.

[MoTpakuMo je3rpo mpecnukaBama 0. Heka je a € m1(X) takas 1aje o(a) = 1. Ilo Jlemn
4.1, eneMeHT a je obmuka ¢, (a1) - - - ¢y, (a,) THE jE ax = [Y] € m1 (U, ), k =1, ..., n ogHOCHO
a=[y1-... 7). Kakojeenemenr o(a) = a - - - a,, TpuBHjanan y rpynu (G, OCTOjU MOCTYMAK
cBohema y kojeMm cy Moryha /iBa Kopaka:

e 3a HeKO k je ap = 1 € m(U;,) o uMIuMImpa j1a y mpoctopy X Baku

fyl-...-fyk~...-’yn~fyl-...-exo-..-"YnNH’Yj;
J#k

® 33 HEKO k je agy1 = a,;l W j€ i, (ar) = a,;il Koju y 00a cllyyaja UMILUTULIUpPA 1A Y
npoctopy X BaXy eKBHBAICHLU]A Vj; * Vk+1 ~ €z, & CAMUM TUM H

0 IR (A A B A Ve B A H V;-
J#kk+1
Konaunom nmpumMmeHOM mpaBuia cBohema J00MjaMo 1A J€ Y1 * ...« Yn ~ €4, LITO 3HAUHU A je

a =1 ¢€ m(X). lakie, je3rpo MpecIuKaBamba o je TPUBHjATHO YUME CMO MOKa3aiu ciemehy
TEopeMy.

Teopema 4.2. Heka je X moionowxu ipocitiop ca dokpusavem {U; | i € L} koju 3agosomasa
yenose (UL), (U2) u (U3). Taga, ¢yngamenitiama 2pyiia ipocimiopa X je uzomoppua cpyiu
xicm1(U;) /N 2ge je N nopmanna iogepyia epyiie *;cm1 (U;) cenepucana ca

{gpij(a)bil | ac ﬂ-l(ui)ﬂb = @Zj(a)azvj € L7Z/{Z g uj}
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Axo je (A; | R;) dpesenimiayuje 2pyiie m1(U;) 3a cse i € 1, Waga je

wl(X)%‘<UAi\ (URi)U{a:HaEN}>.

€L €L

HajmpakTHaHujuM peuHUKOoM, (pyHIaMeHTa IHa Tpylia mpocrtopa X je n3oMopdHa KOIHd-
HUYKO] TPYIH CIIO0O0IHOT TIPOU3BOA *c 1,71 (U;) T/Ie CMO MOUCTOBETUIIN EIIEMEHTE KOJH MOTY
Ja ce TIpeJICTaBe TeTIhbaMa Koje ce Hamase y ICTOM cKyiy mokpusaua . UimyctpyjmMo Teopemy
HajjeTHOCTABHUJOM TTPUMEPOM.

Hocaenuua 4.1. Heka je X = U UV 2ge cy U u 'V oitieopenu, dyiieguma fose3anu cKyiuosu
maxeu ga je U NV # () apocimio dosesan. Taga, 7 (X) je usomopgpua cpyimu 7 (U) x w1 (V).

Hoxkas. Tpso, mokpusau{U, V,UNV} 3amoBosbasa yciose (1), (U2) u (U3) urTo IpeTXOAHO]
Teopemu ummmiuupa 1a je (w1 (U) = m(V))/N. Kakocy iy : UNY s> Unis : UNY —
V jeqMHe MHKITY3Wje €ICMEHATA TIOKPUBAYA A TIO MPETIOCTaBIm je m (U N V) TpuBHjanHa,
3aKJbYUYjEMO 4 Cy MHIYKOBAHU XOMOMOP(HU3MH

o1 :mUNY) = mU), @:mUNY)— m(V)
TPUBUjaJIHK IITO UMILTMIIMPA J1a j€ ryna N U3 MPETXO/HE TEOPEME TPUBH]AIIHA.
Otyma m1(X) = m (U) * (V). O
ITpuMEHNMO OBY TEOPEMY Ha HEKOIMKO IPOCTOPA.

Ipumep 4.1. Ogpequitiu pyrgamenisiany cpyiy KIUHACTe cyMe ¢6e KPYiCHUYe.

X

iy Zo

U uny V

I'paduxk 18: Pasnarame npocropa S*V S*.

Peweme. Jla ce motcetumo, ako je (| X; = {xo} Tamga mpoctop

i€L
U=V

i€L i€L
Ha3uBaMo KimHacTa cyma (0yker) hamunuje {X; | i € L}.

Heka je X = S' Vv S'. Jla 6u mpuMeHHIM MPETXOMHY MOCTIEAUILY, MTPEACTABUMO IPOC-
Top X Kao yHujy oTBopeHux ckynoBa U u V mpukazanux Ha @urypu 18. Kako je d NV
KOHTPAKTUOUJIAH, OH je TTPOCTO TOBE3aH a Kako ¢y U U ) mpOoCTOpH KOjU Cy XOMOTOTICKH
eKBUBAJICHTHU KPYXHHIIH, 3aKIbyuyjeMo na je m1 (X ) = Z x Z. [

AMOUITNO3HU CTYACHTH MOTY HHIYKITHJOM Ja JOKaXYy /4 je 7T1( S 1) =« 7

1

NS
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Ipumep 4.2. Pyngaveniianna epyia apocimiopa D* \ {x1,x2}, 2ge ¢y x1,7o € Int D? gse
paznuuuitie wavxe, je usomopgpna cpyiiu 7. x 7.

3aucitia, Kaxo je GyKeT JBe KPyXKHUIE neopManronn peTpakT npoctopa D? \ {x1, 72}, Ha
OCHOBY TIPETXO/IHOT NpuMepa jooujamo aa je w1 (D? \ {zy, 12}) X Z + Z. O

I'paduk 19: mpocropu SV St u D? \ {z1, x5} cy xomoTonHu

Kaxo je 3aTBopeHH qUCK 1ehOpMaIMOHN PeTPaKT OTBOPEHOT JUCKA a paBaH 0e3 IBe Tauke
j& XoMmeoMop(dpHa OTBOPEHOM JIMCKY, MMPETXOHA KOHCTPYKITHja je MOTIJIa Ja ce IPUMEHU U Ha
paBan 6e3 1Be Tauke. Jlasbe, Kako je cepa 6e3 Tauke xomeoMop(dHa paBHHU, chepa 6e3 Tpu
TavKe je XoMeoMopdhHa paBHU 0€3 JIBE TAUKE T1a j¢ XOMOTOIICKH €KBUBAJICHTHA KJIMHACTO] CyMHU
JIBe KPY>KHUIIC TIITO 3HAYM /1A j&

7T1(S2 \ {[El, T, 1’4}) 27 x7.

AHAJIOTHUM TTOCTYITKOM MOXE JIa CE ITOKaXe 1A j¢ pyHTaMeHTaTHA Tpya OTBOPCHOT JINCKA
0e3 n Tauaka oJHOCHO cepe 6e3 n + 1 Tauaka uzoMmopdHa c10060THOM TPOUZBOIY N TPYIA
nenux Opojena.

OBu mpuMepH WUIYCTPY]y JEAHO BAKHO CBOJCTBO HABEJICHOT METOAA a TO j€ jia Ou Tpu-
MeHuM Ban KaMneHOBY TeopeMy 4ecTO MOpPaMo J1a HICKOPUCTUMO Je(hOopMaIione peTpakTe
MPOCTOPa U BUXOBE (PyHTIaMEHTAJIHE TPYIIE.

4.2 @yHaamMeHTAJIHA rpyna npocropa A00MjeHnX uaeHTUu(puKanujom paBaH-
ckux ¢urypa
Y oBOM 0j1€JbKY aHaIH3UpaMo npuMeHy Ban KammneHoBe TeopeMe Ha jolII je1aH jeqHOCTa-

BaH nokpuBau npoctopa X. Hekaje X =U UV, tnecy U, V uld N} oTBOpEeHU NyTeBUMa
MOBE3aHU CKYMOBU U Heka je xo € U M) uctakHyTa Tauka. Heka cy

Wy m(U) = m (X)),

Wy m (V) = m(X),

YVurw : mUNY) — m(X),
oy mUNY) = m(U),

Yy mUNY) = 1 (V),

XOMOMOPGIHU3MH HHAYKOBAHH OIroBapajyhum HHKITy3Hjama.
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Teopema 4.3. Hexa je fipocitiop V fipocitio fiosesan. Taga, 1, je eiumopduzam u eaxcu ga je
m(X) = m(U)/ Ker iy,
2ge je Ker 1, najuara nopmanna iogepyia epyiie w1 (U) rkoja cagpacu ckyii o, (m (U NV)).

Jlokaz. OBa Teopema Moxe 1a ce nokaxe nmomohy Teopeme 4.2 anu oBae NpUMEHYjEMO
opruHanHy BapujaHTy Ban KamrmeHoBe Teopeme. 300T KOMYTATUBHOCTH OJroBapajyhux

HHKIIY3UMOHHX ITPCCIIMKAaBalba, I[I/Ijal"p‘dM
m(U)
Pu w\
uNv

mUNY) m1(X)

N
’/Tl(V)

komytupa. Kako je m1(V) = O u yny = 1y © ©p, 100HjAMO 18 j€ Yyn, TPUBUJATHU XOMO-
Mopdmzam. Jlame, KaKo je Yyn, = Yy, © (0, 3aKIbYUYjEMO JIa j¢

ou(mUNYV)) C Ker,.

[MokaxkuMmo 1a je v, emumopdusaM. 3auncra, Ha ocHOBY Jleme 4.1, rpyma 7 (X) je rete-
pucana yuujom ¥, (m1(U)) U 1, (71(V)) mro 3uaum ga cBaku eneMent = € (X ) Moxke a ce
npe/cTaBu ca ¢ = Yy (a) - ¥, (b) tne a € m(U), b € (V). Kaxko je rpyna 71 (V) TpuBHjanHa,
nobujamo 1a je v = 1, (a) 3a cBe v € m (X).

[Mokaxkumo jorr ma je Ker ), HajMamwa HOpMamHa moarpymna rpyme i (U) Koja campxu
ckyn @, (m (U NYV)). C tum y Besu, veka je H = m(U)/n rie je N HajMama HOpMasHa
noarpyna rpyne 71 (U) u @, (m (U NV)) C N. Heka je p, HHAYKOBAHH emUMOpdU3am rpyre
71 (U) y kommuanuky rpymy H uHeka cy p, : m1(u) — H upyny : m(UNV) — H TpuBmjanaun
xomoMmop¢usmu. Cana, XOMOMOPPUZMH Py, Py U Dyny UCTYBABajy ycioBe Ban KammeHose
Teopeme 4.1 ma, moctoju xomomopdusam o : m(X) — H takas na je p, = o o ¢,. Otyma
nmobujamo na je Ker ¢, C Kerp, = N. Kako je /N HajMama HOpMaIHa MOATPYIa Koja caIpKu
ckym @, (m (U N'V)), a rpyna Ker v, je jenna taxsa, godujamo na je N C Ker),. Haxie,
Ker, = N. O]

AKXO HCKOPUCTHMMO TIpe3eHTalmje Tpyre oxHocHo ako je m1(U) = (G | R) tae je G ckyn
CBUX TeHepaTopa a R ckym cBux penanuja rpyme w1 (U), ako je Ker ¢, C 7 (U) npencrasibena
nmomohy reneparopa G, Tajza je

m(X)=mU)/Kerp, =(G| RU{a=1]|a € Keri,}).
Ipumep 4.3. Pyugamvenitiarna cpyia cghepe S? je mpusujanna.

3aucitia, 1a 6¥ CMO TPUMEHUIIH ITPETXOTHY TEOPEMY ITPECTABIUMO chepy Kao YHU]Y OTBOPEHHUX
CKymoBa ca ciejehe cluke.

KakocyU,VuldNY oTBOpEHU U ITyTeBUMA ITOBE3aHU IIPOCTOPU U, HA TIPUMED, V KOHTpAK-
TUOWIAH, OH je ¥ IPOCTO TIOBE3aH Ia MoXkeMo 1a mpumenumo Teopemy 4.3. Otyna, 1(S?)
je cnuka ¢yumnamentante rpyne w1 (U) xomomopduzMoM 1), a Kako je U Takohe KOHTpak-
THOUIaH, oaMax gobujamo na je m (S?) = m(U)/ Ker 1y, = O. O

Teopema 4.3 je moceOHO MOTOAHA 32 MPOCTOPE NOOHMjeHE MICHTU(HUKAIIMJOM CTpaHMIla
HEKOT MHOTOYTJIA.
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S? U unvy

I'paduk 20: Pasmarame cepe va morckynose U, U NV, V.

Ipumep 4.4. Pyngamenitiarua cpyiia wopyca je uzomopgua 2pyiu 7.
Pewemwe. Y Ilpumepy 3.4 cMo Bumenu aa ce (pyHIaMEHTAlIHA T'pyla Topyca jeTHOCTAaBHO
onpehyje ako Topyc mocMaTpaMo Kao mpocTop u3oMopdan npocropy St x S

3Hamo ma je Topyc 1' dakTop MPOCTOP KOjU MOXKEMO Ja JOoOMjeMO HACHTU(GHUKAINjOM

CTpaHMIIA TPABOYTAOHUKA Ka0 HA (UTYPU HUCTIO/.

Zo Zo

a

8
o
Ly

8

o

I'paduk 21: Topyc kao pakTOp MPOCTOP.

Crtpanure npaBoyraoHuka a u b mociie WieHTU(GUKAIU]je TTOCTa]y JIBe KPYKHHIIE ca 3a-
JETHUYKOM Ta4ukoM Zo. IIpemcraBUMO TOpPyC KaO YHHM]Yy OTBOPEHUX CKyroBa U u ) kao Ha
I'pacuxy 22.

Tana, U,V uld NV cy oTBOpeHU MMyTeBMMA MoBe3aHu mpoctopu. Kaxo je V xomeomopdan
OTBOPEHOM JIUCKY, FheroBa (pyHIaMEHTAIHA TPYTIa je TPUBHjATTHA ITa, MOXKEMO J1a TIPUMEHIMO
Teopemy 4.3.

WBuiia mpaBoyraonuka je 1eopMaIiioHu peTpakT MPaBOYraoHUKa Oe3 JUcKa IITO UM-
TUTMIIMPA /1A je KIIMHACTA CyMa JIBe KPYXHHUIIE JehOPMAIIOHN PETPAKT TTpocTopa U OTHOCHO,
WBerosa pyHIaMeHTallHaA Tpyna je H3oMopdHa cT000HOM TTPOU3BOIY JIBE TPYIIE ETHX Opo-
jeBa.

Hexka je x1 € UNV ucraknyra tauka. Hekacya : [ — T ub: I — T meTibe Koje mponase
KpPO3 MBUIIC MPABOYraOHUKA 1 HeKa je d : I — ' myT Koju craja Tauke Ty U Tg.

Kako je kpyxuuna jepopmannonu peTpakt npocropa d NV Baxu gaje m (UNV, x1) = Z.
Heka je v = [¢| renepatop rpyme w1 (U NV, z1) tie je ¢ : I — U NV napamerpusanuja
xpyxnuie. Cana, rpyna 7 (U, z1) = Z * 7. je renepucana ca o = [d ' -a-d] = [d] n
B =1[d'-b-d = [V]. Jla 6u npumennau Teopemy 4.3, ONUIIAMO j€3Trpo NpeCTUKABaEA
1), momohy enemenara rpymne @, (m (U NV, xq)). Kako je m (U NV, x0) = (v | 0), Ker p,
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I'padux 23: T'eneperopu dpyHnamenTaanux ryna npocropald, U NV u V.

je TeHepHUCcaH ca reHepaTopa Y,n, (7). Kako je y mpocTopy U meTsba ¢ eKBHBAJIEHTHA METIHU
a -V -a~1- V! nobujamo na je

eu(V) = @ulld) =i =[a" V-V =[] [B] - [ ] T =a-Brah BT
Haxne, Ker ¢, = (a- 3-a~t- 371 | () wro umauuupa 1a je GyHraMeHTaIHa rpyna Topyca:
ML) & Ml fry, = (@80 B0 B =1) = (0.8 |a-f=B-0) ¥ 27

[

OmucaHa TeXHUKA pauyHame (PyHIaMeHTallHe TpyIie Topyca je 3a HujaHCcy 00Jba Hero mpu-

MeHa Teopeme 3.7 jep cy reHeparopu pyHIaMeHTAlHE TPyIe TeOMETPUJCKU OUUTIIEIUHU]U.

AHATOTHUM IMOCTYIKOM, MOXEMO Ja U3pauyHaMo (pyHJAMEHTATHE TPyIEe MpoCcTopa J100u-
JEHUX CTUYHOM WICHTU(UKAIIU]OM PaBAHCKUX (purypa.

IIpumep 4.5. Dyngameniianua cpyiia nygauxe xaiie je WpUBUJATHA.

Pewere. Jlynauxy kany LK MOXeMO J1a TPEJACTABUMO Ka0 MPOCTOP JOOUjeH UACHTH(DUKAIIN-
JOM CBHIX CTpaHHIIA jeMHAKOCTpaHWUYHOT Tpoyria. I[lpemcraBumo mpocrop LK kao yHH)y
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I'padux 24: Paznarame myadke Karme.

oTBOpeHux ckyrmoBa U, V u U NV npukazanux Ha I'paduky 24. Ilpoctopu U, V uld NV
CY OTBOPEHM U IIyTEBHMA MOBE3aHU a V) jeé KOHTPAKTUOWIAH LITO 3HAUU J]a MOXKEMO J1a IPU-
meruMo Teopemy 4.3. Kako je uBuia tpoyria aehopMaIioHd peTPakT TPoyria 6e3 aucka
a CBe TPU CTpaHUIle TPOYIJIa HA JIyIAYKO] KAl ce WACHTUDHUKY]Y Y jeTHY KPYKHHUILY, T0-
OujamMo Ja je KpykHwuia Jjiepopmarmonn perpakt npocropa . IlpencraBumo reHepaTope
¢dbyngamenTamHux rpyna npocropa i, V ud NV nomohy nytesa a, c u d kao na I'paduky 24.

AnanmorHuM moctynkoMm kao y Ilpumepy 4.4, mobujamo ga je dbyHIaMeHTallHa I'pylia
nymauke kare 71 (LK) 2 (a | d?a™' =1) X (a]a=1) 2 0. O

IIpumep 4.6. Dyngamenitianna cpyiia apojexitiusre paghu RP? Jje yuriiuyHa cpyia pega gaa.

Pewemwe. TlpojektuBHa paBan RP? Moxke nma ce omumie kao (akTop MpocTop Ho0HjeH
MIeHTU(UKALI]OM aHTHIIOJATHIX TAYaKa FPAaHIYHE KPyKHHIIe Aucka D? kao LITo je IpHuKa3a-
HO Ha TpauKy UCIIO/.

Cana, Xako CMO TPOJEKTUBHY paBaH MPEACTABIWIA KA0 YHHMjy TPOCTOpPA Ca MPETXOIHE
CITMKE, AaHAJIOTHUM IToCcTynkoM Kao y [Ipumeprma 4.4 u 4.5, 3akspyuyjeMo aa je pyHgaMmeHTanHa
rpyna npojeKTUBHE PaBHU

m(RP) 2 {a|a-a=1)2{a|a®=1)=Z,.
L

Manom moaudukaimjoM mTpeTXOaHOT MPpUMepa, MOXKE J1a ce JOKaXe J1a 3a TTPOU3BOJEHO
p € IN moctoju Tonosouku npoctop X Takas fa je mi(X) = Z,.
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I'padux 25: ITpojexkTHBHA paBaH Kao (GaKTOp MPOCTOP U pasiiarame.

4.2.1 Knacudukanuja KOMIAKTHUX NOBPIIN

[Mo medpuHUIMjU, TTOBPIIU Cy TOTOJOIIKH MPOCTOPH JOKATHO XoMeoMopdHHu Eyknumckoj
paBHU Tj. mpocTop M je mOBpII aKKO

(Vo € M)(3U, € Ton)x € U, =~ R

IToxkasyje ce ma je mMpon3BoJbHA KOMITAKTHA IMOBe3aHa moBpi M xoMeoMopdHa TPOCTOPY
nT umn nRP? 3a neko n € IN rie cy n1” omqnocHo nIR? mobujeHe MaeHTHHHUKAIMOM CTPAHUIIA
4n—Toyraa 0JJOHOCHO 2n-Toyria mpuka3zanum Ha ['paduky 26. OTyma, moBe3aHa KOMIAKTHA
IOBPII je 10 Ha XxoMeoMopduzaM oxpeljeHa CBOJEBPCHHUM ,,pELIENITOM 34 CIajalbe IPAHULIE
MHOTOYTJIA.

I'padux 26: Kommakthae nmospiu kao (pakTop MpoCcTOpU MHOTOYTJIOBA.

45



Axo nmamo nBe nospiu M; u Ms, moxemo na medunuimeMo mospin M, < Ms xojy
HA3MBAMO CIIajatbe MOBPIIHN Kao (akTop mpoctop aucjyukThe yauje (M \ Uy, ) U (Ms \ U,)
(rze cy ckynosu U,, C My uU,, C My xoMeoMOppHH OTBOPEHOM jucKy Int D?) ujentu-
dbukaujom Tayaka ckyna OU,, ca ojarosapajyhinm taukama ckyna OlU,.,. Taga, npoctop n1 ce
706uja cykiecndHUM cajameM 1 Topyca a mpoctop nlRP? ce 1061ja CyKLIECHBHUM CriajamheM
n TpojeKTUBHUX paBHU. Clajame Topyca 3a TOPYC je WIyCTPOBAHO HA rpaduKy UCIIOI.

by
o Ea N
by
@ 20
SRR B P
a2

I'paduk 27: Cnajame 1Ba Topyca u rmpoctop 27

HrepanmjoMm omnmcaHor Ipolieca ce godujajy mpoctopu nl'. AHamorHa KOHCTPYKIIHja
BAXU U y clouajy npoctopa nRP2. T'padux 28 uaycTpyje Kako ce clajambe MOBPIIN MaHU-
tdecryje y Eykmackum mpoctopy. AMOMITMO3HU CTYJEHTH MOTY Jia JoKaxy 1a je Kimajoosa
6oma 3anpaso cnajame RP? < RP2.

'padux 28: IMospmm 2RP? u 37

dyHgaMeHTa Ha rpyna npocropa M; =< My moxe jga ce uspauyHa momohy (M) u
71 (M) mpumenom Teopeme 4.2 mehyTum, 360T OmHcaHe CTPYKType KOMIAKTHHX MMOBPIIH,
(dyHIaMeHTaIHe TpyIe pauyHamo Teopemom 4.3.

Kao u y Ilpumepuma 4.4, 4.5 u 4.6, nospiuu 1’ oqaocHo nlRP? Mory z1a ce npejictase Kao
YVHUja OTBOPEHHX, ITyTeBUMA MOBE3aHUX ckymoBa U u V rae je V xoMeoMopdaH OTBOPEHOM
mucky. Tama, ynmamenranne rpyne 7 (nT) u 7 (nRP?) umajy penpeseHTanmje:

m(nT) = (a1, b, ..., an, by | alblaflbﬂazbwglb;l e apbpay byt = 1),

7 (nRP?) = (a1, as, . .., a, | aia3 - =1)
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TZie a; OOHOCHO b; MpelncTaBibajy Kiace oapeheHe meT/bama Koje OATroBapajy UBHMLAMA MHO-
TOYIJIOBA.

W3 cTpykType hyHmaMenTanaux ¢ppymna npoctopa n1 u nIRP? ce onmax Bumu ga uz n # m
omuocuo NI’ % mT u nRP? % mRP? cnierm w1 (nT) % m(mT) n m (nRP?) % m (mRP?).
Mehytum, mpobnem HacTtaje npu ynopehuBamy ¢GyHIaMeHTATIHUX Tpymna mpoctopa nl' u
mRP? omHOCHO, mOcTaBiba ce mutame Aa mu cy mi(nT) u m (mRP?) usomopdHue 3a Heke
n,m € N? V 1y cBpxy kopuctumo abenuzanujy rpyme. Ako je G = (A | R) npeseHraimja
rpyne G, Tana AGenoBy TpyIy

G =(A| RUK)

Hazupamo abemuszaumja rpyne G rae je K = {aba™'b™' = 1 | a,b € A}. TlpakTuuno,
abenn3anujoM rpyle J03BoJbaBaMO KOMYTATHBHOCT I€HepaTopa a caMHM THM H KOMYyTa-
THBHOCT IIPOU3BOJBHHUX €1eMEHATA.

Tana, abemmzammje rpyna 71 (nT) u m (nRP?) cy pemom

F(fb(nT) = <a1,b1, ce ,an,bn ’ K>,

m*(nRP?) & (ay, as, ..., an | (010z- -+ a,)* = 1, K).

2n
Otyna, 7 (nT) je npesentanuja rpyne € Z koja je uzomopdHa rpymu Z>".
i=1

3arpymy 7§ (nRP?), ako yBemieMo cMeHy a je ¢ = a1ds - - - Gy, Tajajea, = ca; ‘ay ' ---a,*;

IIITO UMIUTUIIpA 1A je

1%

P (nRP?) 2 (ay, as, ..., an,c | =1,a, = ca;lay - a,', K)

12

(a1,as2,...,an_1,C| = 1, K)
n—1

(Pz)oz,=72"" & Z.
i=1

I

Haxne, 7% (nRP?) uma moarpymy koja je usoMopdHa MUKINYHO] TPYMH APYTOT pea.
Kako Hu jenna rpyna 7¢%(nT) HeMa HaBeIeHO CBOjCTBO, 3aKJbyUyjEMO a TOHOIOLIKH pa-
3MTUYUTUM TOBE3aHUM KOMIIAKTHUM MOBPIIIMMA OATOBapajy HemzoMopdHe abenuzaiuje GyH-
JIAMETHATHUX TPyMa a CaMUM TUM U Hen3oMop(dHe QyHIaMEHTAIHE TpyIIE.

Takobe, xako je gekomnosunuja Adenose rpyne Ha JUPeKTaH 30up Z u 7., 3a npocte
p € N jequHCTBEHA 10 HA PEAOCIE cabupaka, 3aKJbydyjeMo Ja 3a TPOU3BOJbHY KOMIAKTHY
nospiu M rpymna 7 (M) Bpluu TOMONOMWKY KIackpuKaiujy nospmu M u To:
e axo je (M) cnobomua (caxpxu camo 7 cabupke) Tana je M ~ nT rue je n 6poj Z
cabupaxa rpyme 7w (M);
e axo je Z, moxrpyna rpyne 7°(M) Tana je M =~ (n + 1)RP? rze je n 6poj Z cabupaka
rpyne m§°(M).

Wnaue, Opoj Z cabupaka nekomnosuiuje Adenose rpyne G Ha cabupke obmika Z u Z,
3a mpocte p € IN ce HaszuBa panr rpyne Gy o3Hanu rank G.

Cana Moxemo j1a GOPMYITUINEMO TIIABHY TCOPEMY OBOT MMOTJIABIbA.

Teopema 4.4. Ilosesane xomiiakitine @08pwU CY XOMEOMOPHE AKKO ¢y UM (hyHgamenitaniHe
epyiie uzomopgre.
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Jlokasz. 3HaMo 1a XOMeOMOP(HHUM TOITOJIOIIKUM ITPOCTOPUMA OIroBapajy u3oMopdHe GyHma-
MeHTaJIHe rpyIe. AKo ¢y ¢hbyHIaMeHTaIHe IpyIie ABe MOBPIIN n3oMopdHe, Taga ¢y uzoMopdHe
1 BbUXOBE a0eIu3aliyje Koje MOTIyHO oapel)yjy TOMOIOMIKY TUIT TIOBPIIIH. ]

Hagegumo jomn jegHy mpuMeHy TTpeTXOHOT Pe3ynTaTa.

[MoBpmu ce Takohe kinacupukyjy Ha OpUjeHTAONIIHE U HEOPHjEHTAOWITHE, a 3a OBaj TI0jaM
MOTPEOHO je MPBO JIe(hUHUCATH OpUjEHTAIU]y TIeT/he Ha moBpiu. Heka je M mospin (He Mmopa
na Oyme kommakTHa). Kaxkemo ma netrba « : I — M uyBa opHMjeHTanujy Kajaa , KPETAmHEM
IyX TeT/he TauKe MOBPILIU OCTajy ca UCTE CTpaHe MeTibe. Y CyMPOTHOM, KaXXeMo Ja MeTiba
Mema opujeHTaInjy. OpujeHTaObmITHe TOBPIIN CY OHE KO KOJUX He ITOCTOJU MeTJha Koja Meha
OpHjeHTaIIN]y, 4 aKO TaKBa IeTJba ITOCTOJH, KaXkKeMO Ja je TIOBPIIT HeOpHjeHTAOWITHA.

[Ipumepu opujeHTaOMITHUX TTOBPIH Cy cdepa, TOPYC, paBaH, 40K cy MebujycoBa Tpaka,
KmajaoBa 0orma u mpojeKTHBHA paBaH HEOPHjeHTAOMIHE TTIOBpIM. Jlako ce jlokasyje ma cy
kommnakTHe moBpin M; u My opujentadbunne akko je My < M, opujeHTabUIHA.

I'paduk 29: HeopujeHTabuHe MOBPIITH.

Ortyna, kaga xohemo 1a TpoOBEPUMO Ja JIU je HeKa KOMIIAKTHA MOBPIIT OPHUjeHTA0OUTHA,
cBe 1ITO Tpeba Aa ypaguMo je Ja UCOUTaMo Ja JIM je oHa JoOujeHa chajambeM Topyca WU
MPOjeKTUBHUX paBHU. Ha ocHOBY MocTymka 3a oapehuBame ¢pyHIAMEHTATHUX TPyHa KOM-
MAKTHUX TTOBPIIHU, TO MOXKEMO JIa ypaaumo nmomohy adenusaiuje \UXoBUX DyHIaMEHTATHUX
rpyna OJTHOCHO TIOBPIII j¢ OpHjeHTA0MITHA aKKO abenuzanuja GyHIaMEHTAIHE TPYIIC TIOBPIITH
HE CaIPKU TOJTPYITy u3oMophHyY Tpynu Zs.
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S KomMOuHaTOpHA ancTpakumja TONMOJOMKHX MpocTopa

OBo moriaBlbe je mocBeheHO aHaIM3U jeqHE CIEIHjaIHe KiIace TOIOJOMIKHUX ITpOocTopa
KOje Ha3WuBaMO CUMILTHITHAJHU KOMIUIEKCH. Y MHUTAaBkby Cy CBOJEBPCHU BUINEIUMEH3UOHATHH
MO3auIld, HACTAIN ClMajalbeM HajjeTHOCTABHUJUX TOTCKYyMmoBa EyKIWICKUMX mpocTopa Koje
30BeMO CHUMIUICKCH. Ha oBaj HauWH, aHanu3a JOKATHUX OCOOMHA CHUMIUTMITUjATHUX KOM-
MJIeKCa C€ CBOJM HAa TMO3HAaBamke OCOOMHA KOMMAKTHUX TOTCKyNoBa EyKIWACKUX mpocTopa
TTOK cy I1baiHe ocoOMHe OBAaKO JOOWjEHUX TOIOJIOMIKUX MpocTopa oapeheHe T3B. pelenTomM
Crajara IerOBUX KOMIIOHEHTH KOje Ha3UBaMO aIllCTPAKTHU CUMILTHIIMATHN KOMIUIEKCH.

5.1 T'eomeTpujcKkM CUMILIEKCH

HedbuHummMo OCHOBHE TpaJMBHE €JIEMEHTE UMjUM ClajarbeM hemMo Ja KOHCTPYHIIEMO
CKOpO CcBe KOMITAKTHE MOTCKyIoBe Eyknuackux npocropa.

HNepununnja 5.1. Cryii dwawaka A = {ag, ay, . .., a,} C RYje agurno nesasucan axo cy sexiwopu
ay — ag, . . ., ap — Qo JUHEAPHO HE3AGUCHU, TH]. AKO 8AIICU:
VAo, s A €ER)Y(Noag+ -+ Apan =0A X+ -+ X, =0)= Xg=---= A\, =0.

Ha npumep, cBake fBe pasmuunte Tauke {ag, a1 } ¢y auHO He3aBUCHE, TPH Tauke {ag, a1, as }
cy aMHO He3aBUCHE AKKO HUCY KOIMUHeapHe, Tauke {ao, a1, a2, a3} ¢y y aUHO HE3aBUCHE AKO
He MpHUnazaajy ucroj pasuu uta. Ckyn A = {ag, ay, ..., a,} € R? onpehyje pasan P, C R?

PA = {513' € Rd ‘ I:iAldl,i)\z = 1}
=0 =0

KOJy HazuBaMo auHU oMoTau ckyna A u koja uMma crenehe ocodue:

e axo je A adbmHO He3aBHCaH, 3a CBaKO T € P4 KoopauHaTe Ao, ..., A\, € R TakBe na je
r = Ao + A\1a1 + - - - + \,a, Cy JeTMHCTBEHE;

e axo je A aduno He3aBucaH u a € Py, Tanga je AU {a} apuHo He3aBucaH;
e dimP, = |A| — 1 = n akko je A aduHO He3aBUCAH.

Hedunnnnja 5.2. 'eomeimipujcku n-cumiinexc ogpehen aguno nezasucium ckyiiom A = {ay, ..., a,}
apocigiopa RY je koneexcnu omottiay ckyiia A. Ilpeyusnuje, cumiinexc je cKyi
n n
o4 =conv A= {x: 5 Aia; | 5 A=1)\ ZO,i:O,...,n}.
i=0 i=0
3uauajne Komionenidie cuminiexca o, C R4 cy
o imauke a; € A, i =0,1,...,n cy 6pxo6u CUMIIEKCA T A;
o |A| —1=n € N je gumensuja cumiinexca,
® axo je x = \ay + -+ \ayn, € 04, ckanape o, \1, . . ., \p, HA3U8aM0 OapuyeHmpuyHre
KOOpguHailie WauKe T Y CUMIIEKCY O A,

L

P (ao + -+ an) ce Hazued 6apuuemﬂap CUMILIEKCA O A,

® liauKa 04 =

49



A ={ap}, n=0
_ — . n _
® [OWCKYH 04 = : HA3U6AMO UHITe-
oA {r=> Nai€oa|X>0i=0,....,n}, n#0
i=0
PUOD CUMIIIEKCA O 4, a py6 cumiliexca je ckyi |oa| = o4 \ 04

IMpumeTMO 1a MHTEPUOP CHMIUICKCA W pyO CUMIUIEKCAa He MOpajy Ja ce TIoKjamnajy ca
HHTEPHOPOM U PYyOOM Y peIaTHBHO] TOIOJOTHjH EyKIHICKOT MOTIIpocTopa.
Tomnonomnrke ocoOMHe CUMITIICKCA Cy TIOTITYHO o/IpeljeHe lberoBoM TuMeH3ujoM. Ha mpumep:

n =0, CHMIUIEKC 04} = {ao} je TauKa, HeH GAPULEHTAP je T(q} = o, THTEPUOP j€ T(qy} =
Ofag}> & TPAHHULA je |0fay] = 0;

n =1, CHMIUIEKC 04, 4} j€ LYK, BETOB GAPUIIEHTAP j€ CPEMILTE LYKH O (a0} = 3 (A0 + a1),
Tfao,ar} = Ofan,ar} \ {00, @1} @ TpaHuIa je |0 (a0} = {00, @1} = 0ag} U 0qa};

_ . _ : . ~ _ 1
n=2,3a A = {a,a1,as}, CUMIUIEKC 04 je TpOyrao, GapuueHTap o4 = 3(ap + a1 + az)
je TeXUIITE 4 UHTEPUOP 4 j€ YHYTPAIHLOCT TPOYIIIA JIOK je IeroBa rpanuia |o| =
T{ag,ar} Y T{ar,a} Y Oag a0}

n = 3, CUMIUIEKC O {4 a,,a2,a;} JE TETPAEHAP.

° ey

ag = U{ao}

ap ao

O0{ag,a1,a2}
01, a
O{ag,a1} 2

a1 0—{1107(11-,'127!13}
a1 3]
as

I'padux 30: Cummnnexcu mumensuje 0, 1, 2, 3.

W3 TeXHUUKUX Pa3Iora yBOIUMO M T3B. IpasaH cuMiuiekc () = oy. Kao mro Bumumo ca
rpaduka u3Hag, rpaHUIly CUMITIEKCA JUMeH3Uje n popmupa n+ 1 cummiiekca gumensuje n — 1
a IbUXOBE TPAHUIIC CY CUMIIICKCH JTUMEH3UjE 10 — 2 UT/IL.

Heka je mat cumiuieke o 4 1 Heka je B C A mpou3BoJbaH.
Hedunnunja 5.3. Cumiiiexc o 2ge je |B| = k + 1 306emo k—citipana cumiinexca o 5. Citipana

o je ilasa axko je B Gipasu toitickyii ckyiia A ogrnocto k < n.

OBako, MPOU3BOIJbHOj KOMOUHaNHUju o/ k + 1 Tauaka us ckyma A = {ay, . .., a, } oaroBapa
. 1
jenuHcTBeHa k—cTpaHa cuMiuiekca o 4. OTyaa n CUMILIEKC UMa (ZL) pa3nuuuTUX k—CcTpaHa.
W3 neduHuMje cUMIUIeKca U HEerOBUX cTpaHa kKao U Ha I'paduxy 30, Bumgumo na je pyo

CHUMITJIEKCA 3AMPABO YHU]A CBUX IbETOBUX MTPABUX CTPAHA .

Teopema 5.1. Ceaxa gea n-cumiinekca ¢y Xxomeomop@uu apociiopu.

Mokaz. Hexka cy o4 the je A = {ag,...,a,} uoptneje B = {by,...,b,} mBa cumiekca
mumensuje n. JedbuHummmo npecnukaBame f : 04 — 0. 3a TPOU3BOJBHO T € 04 BAXKHU 1A
jex = Aoag + - -+ + A\pa, TAC CY Ao, . . . A, OAPHIEHTPUYHE KOOpAUHATE Tauke x. Heka je

Fhotto + -+ + Antn) = Aobo + -+ + Auby.
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I'paduxk 31: JIuneapuu xomeoMopduzam 2—cuMIUIEKca U3 J0Ka3a.

Kako je mpecnukaBame [ JTMHeapHO W OMjEKTUBHO (CBAKO T € 04 OMHOCHO Yy € Op UMa
JeIUHCTBEHE OapUIEHTPUUHE KOOPIUHTE), OHO je U HENMPEeKUIHO Ta MpeAcTaB/ba TpakeHU
XOMEOMOP(PH3AM. O

IMperxomna TeopemMa HaM HaM YKa3yje Ha YMILEHUILY J1a Cy CHMIUICKCH JIO Ha XOMEO-
Mopduzam ynornyHoctu oapehenn csojom aumensujom. Cajta HaBOAUMO HUXOBE 3HAUAjHE
OCOOHHE.

Teopema 5.2. ['eomeilipujcku n-CuUMINEKC T 4 je KOHBEKCAH, 3ATH80PEH, KOMUAKIHAH U T08e3aH
domipoctmop fpocimopa RY.

Hoka3. VIHTYUTHBHO, CUMILIEKC 0 (g, .. a,,} € KOHBEKCAH Ka0 KOHBEKCHH OMOTAUCKYITa TayakKa.
[MpeuusHmje, 3a CBake ABE TaUKe T = A\gQg + -« + - + A\p@n, Y = oo + - -+ + fpay THC jE A > 0,
pi>0,3aceei=0,....,nuy . A=D1/ =1lusacsaxot € [0,1] Tauxa

tr + (1 —t)y =t(Noao + -+ + ) + (1 — t)(poao + - - - + pinay)
= (tho+ (1= t)po)ag + -+ + (tA, + (1 — )i )a,

TpuUMana o4, jepje tA; + (1 —t)u; > 03acBei =0,...,nu

n

Z(t)\i+(1—t)u,-):tzn:Ai—l—(l—t)Zn:,ui:H—l—t:l.

=0 =0 =0

Kaxo je cummnekc 04 xomeoMmopdan jgucky D™, oH je 3aTBOpPEH, KOMMAKTAH W TIOBE3aH
TPOCTOP. O

5.2 CuMmmMiuujaIHiu KOMIIEKCH

OBaj oxempak je rmocBeheH aHATU3M jeIHE CIIeljaliHe Kilace TOIMOIOIMIKUX ITPOCTOpa KOjU
MOTyY J1a ce JOOHM]y YHHjoM KOHauHe (phaMHIIMje CUMITIeKca MOImTYjyhu HeKONMKO jeqHocTa-
BHUX TipaBwia. Koncrpykimja ymuorome nmorceha Ha Mo3auke OJJHOCHO CIATaIUIIE T/IE IIPBO
CKYITUMO CBE JISITOBE Ha jeTHO MECTO a MMOTOM MX CIAXEMO T10 JIATO] PEIECHTYPH.

Hedununuja 5.4. [eomeitipujcku cumiiauyujannu komitnexc K je konauawn ckyii cumiiiexca apoc-
@iopa R koju 3agosomasa ciegehe ycnose

(K 1) cilipana dpoussomHos cumitiexca kominexca K dpuiiaga komiinexcy K,

(K 2) dpecex gea cumitnexca uz K je wmu dpazan cKyil umu muxosd 3dajeqHuydKa CHpaHa uwiu
CKBUBAICHIUHO
(Voa,08 € K)oaNog =0ap € K.
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Humensuja komiinexca K je maxcumym qumensuja rwezosux cumiinexca. Ilotikomiinexke Kkom-
inexca K je ceaxa wiogghamumja L C K cumiinexca uz K koja sagosowasa ycnos (K1) a
aocaequuno u (K2) (uwemo L < K).

U3 ocobune (K1) je jacHO ma aKO HEKU N-CUMILTEKC MIPUITAa KOMIUIEKey K, cBe mherose k
crpane k = 0,...,n — 1 cy Takohe cumrniekcu koMmruiekca K. OBa ocobuHa HaM omoryhasa
na euHUIIEMO CrelMpUIHE TOTKOMIUIEKCE KOJU MPEACTaBIbajy CBOJEBPCHE OKBUPE 3 KOH-
CTPYKIH]jy KOMITIeKca K.

Hedununuja 5.5. 3a ceaxo k > 0, k—ckeneiti komiinexca K je tiottikomiinekc K k C K koza
yumne ceu cumiliexcu komiinexca K gqumensuje marse unu jegnaxe og k.

OBako, CBaKOM CUMIUTHITH]aTHOM KOMITIEKCY K mUMeH3uje n oaroBapa pactyhu (y omHocy
Ha MHKJTY3H]y) HU3 TTOTKOMILTEKca

MN=K'cK'cK'c---CcK"=K.

K° K* K=K

I'paduk 32: CummmimjaaHu KOMIUIEKC U 1eroB 0, 1, u 2—ckener.

Jlema 5.1. Ako cy L4 C K u Ly C K gea tiogkomiinexkca cumiinuyujannod kominekca K, aga
cyu L1 U Ly u Ly N Ly diogromiinexcu kominexca I.

Kao mpocra aMuinja cMMITIEKca, CAMILTHIIN] 4 THE KOMIUTEKC je ITpe CBera KOMOMHATOPHU
o0jexaT. HbeMy oaroBapa mocedaH TOIOJIOMIKH ITPOCTOP.

HNedunnmmja 5.6. Cxyi mauaxa ipociiopa R koje ce nanaze bap y jeqrom cumiinexcy Kominexca
K ca penaitiusrom woionocujom EykaugckoZ dotaapocitiopa 306emo ioauegap xomiiiexca K u
osnauasamo ca |K|. Kaswcemo ga je cumitnuyujannu komitnexe K wmpuanyrayuja wonowkos
apociopa |K|.

Jakiie, CAMITTUIMaTHOM KOMILUIEKCY K 0AroBapa TOMOIOIIKHA TPOCTOP

K| = | oa

ocpaeK

Kao xonauyna ynuja yHuja cMMITIEKCa, TOIUEAAP CHMIUTMIIN]ATHOT KOMIUIEKCA je 3aTBOPEH
1 KOMaKTaH Tomnonomku npoctop. Ilumerumo (I'paduk 32) na monuesap CHMILTUITH]jATHOT
KOMILIeKca He Mopa Aa Oyne moiuenap y KIacUYHOM reoMeTpujckoM cmuciay. Hama he Ha
OBOM KypcCy Z1a Oyay 3HauajHU TOTOIOIIKU MPOCTOPU XoMeoMopdHHU noluenpuma. MHaue,
y IuTepatypu, ako je X ~ |K|, kaxe ce Ja je CHMIUIMIUjaiHi KOMIUTEKC /X TpuaHTynamuja
TOTIOJIOIIKOT TIPOcTOpa X OTHOCHO, TPHAHTYIIAIM]E MPOCTOPA C& KOHCTPYHUIITY JI0 HA XOMEO-
mopduzam. Takohe, ako je L moTkomruieke komriekca K, Tana je | L| 3aTBopeHn moampoctop
nonuenpa | K.
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I'padux 33: Ukocaegap kao monuenap CUMIUIAITN]ATHOT KOMITIEKCa

Ipumep 5.1. Oducaitiv cumiinuyujannu KOMINEKC Yyuju je doaueqap CUMIIEKC O 4.

Peweme. Hexka je 04 3a A = {ay, ..., a,} IpousBosban n-cumiuiekc mpoctopa R, Hexka je
K(oa) ={op | B C A} cuMmuiujasHu KOMIUIEKC KOju GOPMUPA CHMILIIEKC 0 4 U CBE FETOBE
crpare. Tama je |K(04)| = oa jep je cBaku npyru cumruieke damimje K (04) caapxan y
CHUMILIIEKCY O 4. ]

W3 cTpykType CUMILTULIM]ATHUX KOMIUIEKCa je JACHO Ja TauKe KOje ce Halla3e Y lerOBOM
MOJIMeIPY MOTY J1a MPUTAa]y pa3NUIUTUM CUMITIeKcuMa. MeljyTum, cutyarija ce Mema ako
MOCMAaTPaMo UHTEPUOPE CUMITIEKCA.

Teopema 5.3. Hexa je K cumiinuyujannu komiinexc. Taga, céaxka tliauka apociiopa |K ] tiputiaga
uniiepuopy mauno jegnoé cumiinexca pamunuje K. Obpuyiio, ako Hexa ¢pamunuja cuminexkca
K sagosomwasa yenos (K1) Jedunuyuje 5.4 u yenos:

(K 2/ ) uHiliepuopu paziuuuiiux cumiiiexca uz K cy qucjynxianu,
waga, pamunuja K je cuminuyujannu Kominexc.

Jloka3. Heka cy 04,0p pa3snuuuTi CUMIUICKCH KOMITIekca K u Heka * € o4 M op. Tana,
T € 0anp THE J€ 0anp 3ajeIHUYKA CTpaHAa CUMIUIEKCA 04 W Op. YCIOB J1a X TIpUIajaa
UHTEPUOPY CUMILIEKCA 0 4 UMIUTHIIMPA [a T He TIpUMaga keroBoM pyoy. Kako je cBaka mpasa
CTpaHa CUMILIEKCA O 4 elIeMEHT KOMITIeKca Koju (opMUpa HeroBy TpaHUILy, 3aKJbYdyjeMo Oa
j€ 0AnB = 04. AHAJIOTHO Ounp = OpTaje 04 = Op.

JHokaxumo aa u3 (K1) u (K2') cnenu (K2) dedunuimje 5.4 0HOCHO Ja ¢€ CUMILICKCH
KoMIuTekca K ceKy 1Mo 3ajeTHIIKO] CTPaHH.

IMpBo, cBakoMm x € 04 oarosapa ckyn A, = {a;,,...,a;, } C A Takas 1a je

k
T = Z/\ijaij raeje A, >03aceej=1,..., k.
§=0

OTyna, CUMILIIEKC 0 4, j€ jequHa CTpaHa CUMILIEKCA 04 TAKBa 1a jJe & € 0 4,.

Hekacyoa,op € K cuMiuiekcn TakBu aa je 0 4No g # (). Tama, IpousBobHOM T € 0 4N0R
oarosapajy TeMeHa A, v B, OJHOCHO CUMIUTEKCH 04, U 0p, TAKBU 1A X € 04, U T € op, 1A
je camum TuM = € oy, N op,. Kako mo mpermocTasim Baxu cBojctBo (K2'), nobujamo ma
je 04, = op, wto ummunupa jaa je A, = B,. Kako je A, C Au A, C B 3ak/pyuyjemMo Ja
je A, C AN B acamuM tuM je 04, C 0anp. Kako x € 0, , 3aKIbyuyjeMo J1a TPOU3BOJHHO
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x € 04N 0p IpUIIaga CUMILUIEKCY O 4np T1a j€ caMUM TUM 04 N o C 04np. Kako nHaue Baxu
naje oang C 04 M op, 3aKIBYUY]EMO JIa j€ 04 N OB = 0 ANB. ]

Jaxre, monueaap CUMIUTUIM]ATHOT KOMIUIeKca K Moxe 1a ce MpeICTaBy Kao IUCJYHKTHA
YVHUja UHTEPHOPA CUMILIEKCa KOMITIeKca /{ Kao LITO je WIYCTPOBaHO Ha TpaUKy UCHOI.

Ofao}

K<O—{(1,07a1,a,2}) d{al} O.-{LL],CLQ} d{(lZ}

I'paduk 34: Pazmarame monueapa Ha MHTEPUOPE CUMITIEKCA.

HckopucTuMo OBy OCOOMHY Ja TOOHjeMO jeTHY 3HAUajHy TPHAHTYIIAITH]y.
IMpumep 5.2. Konciwipyucaitiu b6ap jequy wwipuansyrayujy cgepe S™.

Peweme. Heka je |A| = n+ 1. 3uamo na je chepa S™ xomeoMopdHa TPAHUIIH THCKA OTHOCHO
npoctopy OD" ! = D™\ Int D" a muck D™ je mpocTop xoMeoMophaH 1n—CHMILIEKCY
oarneje |A| = n+ 1. Cana, cummmnnujanau kommwieke $" = K (o4) \ {A} onnocHo mweros
nonuenap je xomeomopdan mpocropy D"\ Int D" jep cknamamem Tawaka cumrekca
A, mo Teopemu 5.3, 3apaBo CKIamaMo caMo Tauke nonuenpa | K (o4)| Koje ce Hamase y G 4.
Hakne, K (o4) \ {A} je Tpuanrynanuja cepe. O

W3 cTpyKType CUMITIUITN]jATHOX KOMITJIEKCA j€ JaCHO J1a aKo je L MOTKOMITIEKC KOMIIICKCa
K, pamunuja K \ L He Mopa o6aBe3Ho j1a Oy/1e CUMIUTUIIMjATHI KOMIUTEKC jep HeKa CTpaHa
cumiuiekca u3 K\ L moxe nma ce Halje y komrekey L. MehyTuM, oBaj HeTocTaTaK MOXKe /1
ce HaJJOMECTH.

Jlema 5.2. Cesakom dioitikomiinexcy L kominexca K ogéosapa tiotuxkomiinexec M <X K iwakas ga
| M[ = [K|\|L].

Jlokaz. Heka ce motkomrimieke M cacToju 0/ OHUX CUMIIIEKCA KOMITIEKca /{ KOju Cy CTpaHe
cBux cumintekca pammwmje K\ L. Tana, M je motkomiuieke komiutiekca K. Kako cBaka Tauka
x € |K|\ |L| npumaga uHTEpHOPY TAYHO jEIHOT CUMIUIEKCA 04, € K, a M0 KOHCTPYKUIUjU
je o4, € M, zakmpyuyjemo na je | K|\ |L| C |M| a nomro je | M| 3aTBOpeH, 1o6ujamo na je
|K|\ |L| C |M|. Takobe, cBako = € |M| ce HaNa3u y MHTEPHOPY HEKOT CHMIIIEKCA KOJH je
cumuieke pavunumje L C K. To sHaum na je [M| C |K|\ |L|, 7j. |[M| C |K|\ |L|. Jaxe,
M| = K\ [L]. .

Hname, ako je L mpousBosbHa amiija cumiuiekca, Heka K (L) o3Ha4aBa HajMarmbu
CUMIUTUIIUJATHH KOMIUTIEKC Koju caapxku davunujy L. Ilpenusnuje, TO je CUMIUTAIIN]ATHA
KOMILIIEKC:

K(L)={op | BC A,04 € L}.

Tononoruja nonueapa | K | je mo pedununumju penatusua y ogHocy Ha EyKIuCKu mpocTop
KojuTa caapxku. Mehytum, oHa Moske 1a ce onuilie TOMOhy TOTOIOTH]e CUMITIIEKCa KOMITIIeKCa
K 0IHOCHO Kao TOMOJIOTHja YHH]e TOMOJOIKUX IIPOCTOPA.
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Jema 5.3. Iogckyi F idomegpa | K| je 3aitisopen axro 3a céaxu cumitiexc o € K, ckyi F N o
Jje 3ailigopeH.

Jlokas. Heka je ' C K 3atBopeH. Kako je cBaku cuMIliekC 0 € K 3aTBOpeH IMMOICKYII
nonuenpa |K|, ckym o N F' je 3aTBOpeH Kao Mpecek 3aTBOPEHUX cKymoBa. OBGpHYTO, aKo je
o N F 3atBopen 3a cBako o € K, mojackyn F' C | K| hie na Oy/ie 3aTBOPEH Ka0 KOHAUHA YHUja
3aTBOPEHUX CKYMOBA. O

IMperxoana nema HaM omoryhasa Jja moJIMepe CUMIUTHIIN]ATHUX KOMIUTIEKCA KOHCTPYUIIIe-
MO Kao (aKTOp MPOCTOP JIOOUjEH OJT IUCJYHKTHE YHUJE CUMITICKCA WACHTU(DUKAIIU]OM CTpa-
HUIIA CUMITIIEKCa KOJU Ce CeKy yHyTap ToJueapa jep Kao pas3yiaraT Jo0ujaMo XxoMeoMopdHe
TOITOJIOIIKE IIPOCTOPE.

AHanu3npajMo HEMpeKUIHA TIpecINKaBama rmonuenapa. Kako cy monuenpu y CylmTHHHA
BpJIO JEAHOCTABHU TOMOJONIKU IIPOCTOPH, HEMMPEKUIHOCT HUXOBUX MPECIUKABAA CE BPIO
JaKOo TIpOoBepaBa MOCMAaTPamkeM PECTPUKIIN]a MpecuKaBama Ha CUMILIEKce Koju uX GpopMu-
pajy. MehyTtum, kako noaueapu uMajy ceiiupuuHy CUMIUTALIA]ATHY CTPYKTYPY, pazMaTphemo
MPECIUKaBamba Koja Ty CTPYKTYPY 4yBajy.

Heka cy K u L cuMImuimjaTH KOMIUICKCH.
Hedunnnnja 5.7. Ipecruxasarwe [ : | K| — |L| je cumitnuyujanno axo sadice ycinosu:

(s1) 3a csaxo o4 € K, fiociwioju op € L waro ga je f(A) = B,
(s2) axojex =Y Na;, wmagaje f(x) => Nif(a;).

Jaxre, mpecnukaBathe f : |K| — |L| je CHMIUIHIUJATHO aKO ce BPXOBU CBAKOT CHM-
IIeKca KOMITIEKca K MpEecnKaBajy y BPXOBEe HEKOT CUMIUICKCA KOMIUIEKca L U ako vyBa
OapuIlEHTPUUYHE KOOP/IMHATE Tauaka moiueapa. CUMIUTHINjaTHa MPECTUKABAhA UMAjy BPIIO
3aHMMJBUBE OCOOMHE.

Jema 5.4. Hexka je upeciuxasarve [ : |K| — |L| cumitnuyujanno. Taga,
o 3a ipoussowan 04 € K sasicu f(04) = 0yay a cumiinexc o g4y dpuitaga kominexcy L,
o pamunuja f(K) = {f(oa) | 04 € K} je ioiuixomiinexc komiinexca L;

o fIK]) =[f(K)]
Mokas. TIpBo CBOJCTBO je OuWINenHa TMociemuiia ocobuHa (s1) u (s2) cUMIUTMIMjATHUX
npeciukaBama. Pamumja f(K) je canpxana y L a 3a npousBosbHe 0f(ay, 0By € f(K)
BAXH
floa) N flog) = floaNop) = f(dans)

mTo mokasyje aa je f(K) moTkoMIuieke KoMuiekca L.

Tpehe cBojcTBO crenu U3 OCOOUHE 1A 3a CBAKH CIUMIUICKC 04 € K pectpukuuja f|,,
peciikaBa o4 y cumiuieke pammnuje f(K). O

Jlakne, cBakO CHMIUTHIMjaiHO TpeciukaBame f : |K| — |L| je mormyHo ompeheno
CTMKaMa BpXoBa KoMmiulekca K M WHAyKyje mpecnukaBame f @ K — L CUMIDIHIIUjaTHUX
KoMILTekca. Baxku u oOpHyTO Tj. ako je f : K — L npeciukaBame CUMIUTUIUJATHUX KOM-
wiekca tako aa je f(K) = L, mwemy oaroBapa CUMIUTHIIM]AIHO MPECIUKABAE MOJIHEIapa
f  |K| — |L| (mokazatu). OTyna, CUMIUTMIIMATHA TIPECIUKABAbA MONUEIAPa MOKEMO J1d
MMOMCTOBETUMO Ca MpecIuKaBambuMa (paMUInja CKYIMoBa Koja 4yBajy CTPYKTYPY CHUMILIUITHU-
JaTHUX KOMILIIEKCA.

55



Jlema 5.5. Cumiinuyujanno dpeciuxkasarse je HedApeKUugHo.

Jlokas. 3a ceako 0 € K, pectpukuuja f | o je TMHEAPHO MPECIUKABATLE IITO UMILUTHIIHPA 1A
je HempekuaHo. Kaxko je |K | koHauHa yHUMja CUMILUIEKCA KOJH CY 3aTBOPEHU CKYIIOBH, CIIEU
Ia je [ HempeKHIHO TIpecIuKaBame jep je 1o Jlemu 5.3 cBaku 3aTBOpeH MOTCKYI MOJTHEIpa
KOHAYHa YHHUja 3aTBOPEHUX TTOTCKYTIOBA CUMILIEKCA. [

Xomeomopduzam cuminiekca Teopeme 5.1 je mpuMep jeTHOT CUMITIUIIM]ATHOT ITPECTUKa-
Barba. 3aWHTEPCCOBAHM YUTAOIM MOTY JIa JIOKAXY JId je CUMIUTUIMJATHO TIPECINKABAC
OMjEKTUBHO aKKO j€ FeroBa PECTPUKITH]ja HA BPXOBE KOMIIIEKCA OUjeKITHja.

Hpumep 5.3. Kowuciwpyucaitiv 6ap jegno cuMinuyujaiio apeciukasarse apasuinos weciioyeia
v Keagpaiii.

Pewere. Heka cy K u L TpuaHrynauuje 1ecToyriia i KBajpara puKa3aHe Ha (PUrypu UCIIO/I.

as (14
f by bs
/\
ag as b()
bl bg
aq (05}

I'paduk 35: CuMItunyjaIHoO MpeciuKaBarme ecToyria y KBaapar.

Tana, jenHO CUMIUTHIIHjaTHO TipecnukaBame [ : |K| — |L| je oapeheno ca:

f’ Gy a3 az a3 a4 dAas
' b(_) bl bg 63 b4 bO .

5.3 bapunieHTpU4HA NoAe1a CUMIUTMIU|ATHUX KOMILIEKCA

CuMIuMnujagHa TpecinKaBama, Hako KOMOMHATOPHO jeMHOCTaBHA, HUCY JOBOJbHA 3a
IMpYy aHATU3y MpecIuKaBama u3Mely monuenapa jep mpe cBera 3aBUCE O] HHUXOBE TPHAH-
rynamuje kao mro wrycrpyje [lpumep 5.3. Kako je Hanaxeme ajieckBaTHE TpUaHTyNaIUje
TOTOJIONTKKUX MPOCTOPA BPJIO 3aXTEBHO, omucahieMo TEXHUKY KOjOM Oj] JaTe TPUAHTYJIAIN]je
TOIOJIOLIKOT TIPOCTOpA MOXKE [a ce A00Hje HU3 ,,(pUHMUX  TpHAHTyJIallHja Koje Y KPajiboj
aujuju oMoryhaBajy KOMOMHATOPHY aHANN3y HEMPEKUIHUX ITpecIUKaBarmba moiuenapa.

Nepunuunja 5.8. Kasemo ga je nuz cuminexca N = (04,,04,,...,04,) y31a3a1 axo je
Ay C A C -+ C A

ITprMeTHMO 14 y Y3Ia3HOM HHU3Y CUMIUTEKCA (0 4y, O Ay, - - - , 04, ) TPETXOIHU CUMILIEKC je
YBEK IpaBa CTpaHa HapeOHOT a HU3 HUXOBHUX IUMeH3Hja je pacTyhu. JemaH y3ma3mHu HU3
CHUMILIEKca je mpukasaH Ha ['paduxy 30.

IIpumep 5.4. Ouucaitiu cee y3nasue nuzose cumitiekca komiiexca K(o4) 2ge je |A| = 3.
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Peweme. Heka je A = {ag,a1,a2}. Tama, HajayXu y3Ma3HU HU30BU CHMIUTEKCA CHUMILTHUIIN-
jamHor komrutekca K (o4) cy:

= (0fao}>T{ao,ar}» T{av,ar,az})
= (0{a0}»T {ap,az} T{ag,ar,az})s
= (0{a1},0{a0.a1}» O{ao.ar,a2})
= (0{a1},0{a1,a2}» T{an,a1,a2} )
( )

)

Y

2EEE

N5 - 0-{@2}70-{(10,(12}7 O-{ao,al,ag} I
N6 = (U{fw}?a{al,az}v O{ap,a1,a2})>
OcTtanm y371a3H1 HU30BU CUMITICKCA CY TTOJHU30BH HABE/ICHUX. O

Cana heMo J1a OTTUITIIEMO TEXHUKY KOJOM CE CBAKOM Y371a3HOM HM3Y CUMILICKCA TIPUJIPYKY]e
HOBH CUMIIIEKC KOjH je caJIpXKaH y MOCTIEIHEM CUMIUICKCY HU3A.

Teopema 5.4. Axoje N = (04,,04,, - .,04,) Y31a3HU HU3 CUMILIeKCd, TAGA je CKYI IDUXO0BUX
bapuyenimiapa N' = {G a,,04,, - .., 04, } aduno nezasucar.
Joka3. Y3na3Hu HU3 CUMITIEKCA (0 4y, 04y, - - -, 04, ), THeje A = {ag, a1, az, . .., a, }, MOKEMO

Ja mocMaTpaMo Kao MOJHM3 Y3JIa3HOT HHU3d CUMILIICKCA

(U{ao}v O0{ag,a1}» O{ag,a1,a2}y - - - 70-{“07alaa27---,an}>'
Kao TeMmeHa cumIiuiekca, Tauke dg,di,...,d, Cy apuHO He3aBUCHe. IIOKaXuMo 1a cy U
GAysOAys- - - 04, aOHHO HE3aBUCHE.
. ~ 1 . .
ITpHceTHMO ce 11a j€ T(ag,a1,....0,} = i—i-_1<a0 +a;+---+a;),i=0,1,...,n. Heka je

Aoa{ao} + Ala{ao,al} + -+ )\na‘{ao,ah...,an} =0

raecy A\;, ¢ = 0,...,n peaqHu OpojeBH TakBU J1a A\g + A1 + - - - + A\, = 0. To 3Haum na je

1 1
)\an+)\1§(a0+a1)+---—l—)\nn+1(ao+a1+-~-+an):0,

A An A An An
()\0+_1+...+ )a0+(—1+---+ )a1_|_..._|_ ag = 0.

2 n+1 2 n—+1 n—+1
Kako cy ag, aq, . . ., a, adpuHO He3aBUCHE TO0OUjaMoO 11a je
Al An
Ao+ 2L 4L =0
0o+ 5 + + P ,
A An
A -0
2 Tt n+1 ’
An
=0
n+1
ITpeTX0oaHU CUCTEM MMa CaMO TPUBHMJAITHO pelickhe \g = A = --- = A, = 0. Oryja,
OAPHUIEHTPH T {aq}; Ofag,ar}s - - - » O{ag,ar,...an} CY APHHO HE3ABHCHHU. O

Jlakie, cBAaKOM y3Ia3HOM HM3y cuMIiutekca N oarosapa apuHO HE3aBHCAH CKYII N a
CAMHIM THM M CUMILICKC 0 g [IpuMeTumo 1a je mpecek GapuuenTapa usosa Ny u Ny Gapu-
IEHTap HUXOBOT 3ajeTHUUKOT Mo IHU3a HajBehe qy)uHe Kao U J1a je CBaKU MOHU3 Y37a3HOT
HM3a cUMIUIeKca Takohe y3mazan. OBa ormcepBaiyja HaM oMoryhaBa aa geuHUIIEMO HOBU
CUMILTULIM]ATTHA KOMILIEKC.

Hexka je WK ¢damunuja cBUX y3/Ia3HUX HU30Ba CUMILTULIMJATHOT KoMIeKca /.
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Hednuunuja 5.9. anunygy KV = {05 | N' € WK} nasusamo fipsa 6apuyenimipuuna iiogeaa
xominekca K. 3an € N, gamumnjy (KON = KM nasugamo n-ma 6apuyenipuyna
fogena xominexca K.

I'padux 36: ITpBa 1 npyra GapHIleHTpHYHA Mojena KoMIiekea K (0(qg,a;,00}-

Haxe, 6apUIIeHTpUYHOM TMOAETIOM KoMmIllekca K qobujaMo HOBU CUMITIUIM]ATHU KOM-
mexc K (V. HheroBu BpXoBH Cy GapHIIEHTPH CBUX CHMIUTIEKCA KOMIUIekca K IITO 3HAYHM 1A
xommieke K (Y yma BpxoBa komuko u kommuieke K nma cumruiekca. Otyna, K Huje moTKoM-
meke o7 K mutn K notkommieke o K. MehyTnm, GapHIleHTpUYHAM MOJEIAMa CC
J00Mjajy HOBE TPUAHTYIIAIIM]€ UCTOT TOTIOJIONTKOT TTPOCTOpA.

Teopema 5.5. 3a apoussoman cuminuyujarnu komineke K eaocu | K| = |[KW)|.

Jloxas. Kako cy BpXOBH cBakoT cuminiekca kommiekca K (V) 6apumeHTpy cuMITekca KOM-
nmekca K, 3aK7bydyjeMo /1a je cBakd cuMIITeke 6apuiienTpudre nofene K (1) caapxan y Hekom
cuMTIeKcy Kommiekca K mto ummmmmpa aa je |[KWY| C |K|.

Jloxaxkumo fa je | K| C |[K(|. 3a mpoussomsHo x € |K | mocToju cumiineke o4 € K Takas
nax € oy. Axo je A = {ag,aq,...,a,} Taga je:

T = Ao+ A\ay + -+ A\a,toeje \; >03acBei =0,1,...,nu Z)\izl.
i=0

MoxeMo [1a TPETIOCTABUMO Ja je A\g > Ay > --- > )\, IITO MUMIUIMIIMpA Jia TOCTOje
o5 41 - - - by € R TaxBu ma je
Hn Mn—1 451
Ao = I ’
0 n 1 + n + + 5 + Lo
Hn Hn—1 251
A = R I )
T+ + n et 2’
_ _Hn
n n + 17
raeje Y p; =1lump; >03acsei=0,1,...,n. 3aMeHOM KOOPIUHATA Tauke T TOOHjaMO
i=0

! (ap + a1+ +ay)
a a N a,
2 n+1 0!
= NOa{ao} + ,ula\—{ao,al} +- Mna\{ag,al,...,an}-

1
T = poao + p15(ao + ar) + -+ fin
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OTyza, Tauka @ mpunaga cumiviekcy o € K koju ofroeapa ysnasHoM HU3y cHMIUIEKCA
N = (U{ao}v Olag,ar}s - - - 7U{a07alv---7an})' L

Jaxie, 6apHIIEHTpUYHOM IIOJENIOM KOMIUIeKca K ce 3aIllpaBoO BPIIM pe-TpHAHTYIAIHja
TOMONOIMIKOT npoctopa |K|. Ha mpBu morien, KOMIUKOBAaba TPHAHTYIAIN]A UMILTHIIHPA
KOMIUTUKOBAHU]y aHAIU3y MehyTuM, GapUIIeHTpUIHNM ToaenaMa ce JoOHjajy T3B. CHTHHH]E
TPUAHTYIAIH]C.

, je Makcumym qu-
Jameitiapa cumiinexca komiinekca K ognocto

|| K|| = max{diamoy4 | 04 € K}.

Kako je cuMIIIeKC 0 4 KOHBEKCHI OMOTad a(hMHO HE3aBHCHOT CKYIla Tauaka A, HHTYUTUBHO
je jacHo na he meroB qujameTap aa Oyjie MAaKCUMYM pacTojamba u3Mel)y TeMeHa ckyma A.

Jlema 5.6. 3a dpoussoman cumiinexkc o5 eaxcu:
diam 04 = max{||a; — q|| | a;,a; € A}.

Jokas. Kaxo je 04 KOMITAKTaH CKYyIT a METPHKA HempekuaHa (yHKIMja, TUjaMeTap CKyIa
0 A JeIHAK je pacTojamy m3Mehy Heke IBe Tauke CKyNa o4 (IujaMeTap ce MMHave padyHa Kao
cympeMyM pactojamba). Ha mpumep, Heka je diam(o4) = ||xo — yo|| 3a Heke zg, yo € 4. AKO
je A ={ag,aq,...,a,} Tauke T U Yo Cy OOIUKA

To = Z)\iaia Yo = Z/Mai, Z/\i = Z,Uz‘ =1
i—0 =0 i—0 =0

Tana, 3a qUjaMeTap CUMIUICKCA O 4 BAXKU:

diam(74) = [|20 = gol| = |70 = > uer
=0

= H Z,ui«%’o - Z,Uz‘@i = H Z/M(l"o - Gi)
i=0 i=0 i=0

<Zm|lxo—azll nax [lzo = aif| = [lzo — ai|

3a HeKo ip € {0,1,...,n}. Jdame,

n
[lwo — aio|| = H > N — ag,
=0
n
= H Z/\i<ai — Qi)

n
-2 Mg
=0 =0
n
<3 Aillas = ai|
=0

S Jnax | lai = aigl| = [lai — ai]
saneko iy € {0,1,...,n}. dakue, diamoa < ||a;, — a;,||, a KaKO BPXOBH a;, U a;, IPUITATA]Y
CHUMILIEKCY 0 4, 3aKIbyuyjeMo aa je diam o g = ||a;, — a;, - O

HcrnmrajmMo kako OapulIeHTpHUYHA TT0/IeIa YTHYE Ha JUjaMeTap CUMIUICKCa a CaMUM TUM U
Ha HjaMeTap CUMIUIHIIAjaTHOT KOMIUIEKCa.
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Jlema 5.7. Axo je N yznaznu nus cumiinexca Koju ce 3a6picasa CUMIIEKCOM O o GUMEH3Ue M,
maga 3a CUMILIEKC O gy 6AJICU:

diam o 4.

Hoxas. Hekaje N' = {G4,,04,,...,04,} THEje T4, = jﬁ(@io ta, +-tay),j=1,... k.
Tana,mo mpeTxoHoj JieMu, octoje p, q € {0, 1,...,k} rme je p < ¢ TakBu 1a je

dlamo’_/v = ||8Ap _a\Aq|| = H (aiO +ai1 + _'_a’ip) _a\AqH

p+1

= ||m(% +ai + ot a) -
1
B ||p+ 1

S emax  flai, = a, |l = llas, = 4l

(aig —0a, + @iy —0a, + -+ ay, —04,)||

sanekot € {0,1,...,p}. Hame,

~ 1
||az‘t—0'Aq||:Haz‘f,—m(aio+ai1+"'+az‘q>|’

. q+1

_Hq+1“ q+1(a’°+a’1+ + )|
1

:m\\(ait—aioﬂL"'Jr%—@it+"'+ait—aiq)H
1

SH—l(llau—aio\|+~-+H0H+~-+Hait—%H)
q

< —— max |la; —ayl| = l|la;, —a|

q+1je{o1,..p}
saneko [l € {0,1,...,q}\ {t}.
Kaxo je ¢ < n a tauke a;,, a;, Cy TEMEHA CUMILIEKCA O 4, 3aKIbYUY]EMO J1a je

n
< —
n+1

n .
lla;, — a; || < " diam(c™).

+1

]

Jakne, 6apUICHTPUYHOM TIOJIENOM ce J00HM]jajy CHMIUICKCH MambeT TjaMeTpa Kao IITo je

umycrpoBaHo Ha I'paduky 36. Mcrurajmo 1mTa ce faernmapa ca HOpMOM r—Te OapUIIeHTPUYHE
MoeNe CUMILTUII]aTHOT KOMILTEKCA.

Teopema 5.6. 3a cumiinuyujannu komiinexce K qumensuje n u ipouszsomno r € N sastcu

||K<’”>||<( n ) K]

n+1

Jokaz. 3a mpBy GapuueHTpuuny mogmeny K1) xomriekca K M cuMmIekc o v € K M) ca
HajBehnM IMjaMETPOM 3HAMO [1a j€ j€ 0 g CaApKaH y CUMILIEKCY 04, € K KOju je MOCIENbU y
musy N. Tlpu ToMm je k < n INTO UMIIUIMpa 1€ je

n
n+1

| KW = diam o g <

||

P < g <
lamoy, < lamoy, <
k+1 Ak n+1 Ax

60



IIITO 3HAYH 11 je
n

|| K]l
n—+1
Kako mpeTrxo/iHa HejeTHAKOCT Ba)kKH 3a CBAKU CUMIUIHIU]ATHH KOMILIEKC U HeTOBY TIPBY

OapHUITHEHTPHUUHY MOJENY, a OapUIMeHTPHYHA To/IeNIa He Meba JUMEH3H]y CUMILTUIIN]aTHOT
KOMIIIEKCa, y3aCTOITHOM ITPUMEHOM TIPETXOIHE HEjSTHAKOCTH TOOUjaMo J1a je

2 r
KO < — HK<"”H<< ; >HK‘“>H<~'<( h >HKH.

n+1 n+1 n+1

KD <

]

Ha kpajy, HaBoaguMO Haj3HAYAJHU]Y TPUMEHY OapUIICHTPUYHUX TTOeIa CUMIUTALIN]aTHUX
KOMIUICKCA. AKO j€ CUMIUTUIIUjaTHU KOMIUIEKC K JTUMEH3uje 1, KaKO je TPaHUYHA BPETHOCT

lim( o ) —0
r—00 n—|—1

3aKJbY4yjeMO Jla aKO OTBOPeHH mokpuBay I nonuenpa | K| uma Jleberos 6poj A (ipu Tom je
A > 0jep je | K| kommakTaH), 6aprIeHTPUYHOM IIOIEIOM TOBOJFHO BETUKOT peia KOMILIEKCa
K no6ujamo Tpuanrynamujy K ") mpocropa |K| Tako qa caku cumIiekc kommnexca K ()
MpuUmaga HeKOM OTBOpeHOM ckymy damumnuje . OTyna, paau METpUUKe aHAJIM3e Tonuenapa,
OCpUIICHTPUYHE 1OjIe7Ie HaM oMoryhaBajy j1a pacrnoiaxeMo ca TpuaHrynanudjama Koje popmu-
pajy CUMIUICKCH MTPOU3BOJHHO MAJIOT TUjaMeTpa.

5.4 CumMmmMinmMjaJIHa anpoOKCUMANM|A HEeNPEKUIHUX NMPEeCIMKABAA

AHamn3a HeMPEKUIHUX MTPECTUKaBabha TOMOJIONTKUX TIPOCTOpa je 6a3upaHa Ha KOHIETTY
) —OKOJIMHE TAYKe U3 JIOMEHA U €—OKOJIMHE ICHE CITUKE Y KOJIOMEHY. Y OBOM OJIeJbKY OIHCY-
JEMO METOJIy KOJOM C€ OKONMHA Tayke y monuenpy dhopMupa moMohy CUMIUIEKCAa CUMILTH-
[IUjaTHOT KOMIUIEKCA KOjU TPHAHTYNIMINY TMOjuenap. bapuiieHTpuuHe mojene he ja Ham
omoryhe 1a KOHCTPYHUIIIEMO KOMOMHATOPHE OKOJIMHE JOBOJHHO MAJIOT ITOJTYIIPEYHUKA & CAMUM
TUM U KOHCTPYKIIM]y CUMIUTHIIMjATTHUX MPECINKaBamba Koja ca YHAIpe. 3a1aTOM TauHoIhy
AIPOKCUMHUPA]y JAaTO HETIPEKUIHO MPECIINKABALE TTOTHeaapa.

ITo Teopemu 5.3, cBaku moaueap MOKE JIa CE MPEACTABH KAO JIUCJYHKTHA YHU]a MHTE-
pHopa CBOjUX cUMITIeKca. MHTEpHOp CBAKOT CHMIUIEKCA JeCTe OTBOPEH CKYIT Y PETaTHUBHO]
TOTIOJIOTUjU CUMILIEKCca Mel)yTuM, HHTEpUOp CUMIUIEKca He Mopa J1a Oy/ie OTBOPEH Y pelaTH-
BHOJ TomoJioruju nonuenpa. Otyna, na 6u 1o0uim KoMOUHATOpHE aHAJIOTe OKOJTMHA Tayaka
MoJIuenpa, yBoauMo cienehy nepuHumjy.

HMedununuja 5.11. Heka je K cumiinuyujannu xomiinexc. 3ee3ga cumitnekca o, € K, y osnayu
st (0 A) Je yHuja unitiepuopa ceux cumiliekca komiiiekca K kojuma je cumiinexc o cipana 0gHOCHO
itio je cKyil

st(oa) = J{os | o5 € K,AC B}.

ITpumeTuMo 11a je 3Be3/1a CUMIUICKCA TTOTCKYIT MOTUEIPa CUMIUTHITH]aTHOT KOMITICKCA.

HokazaheMo 1a je y pelaTUBHO] TOMOJIOTHjU MMOJUEIpa 3Be3/a CUMILIEKCA OTBOPEH CKYIL.
Otyna, 3Be3e CUMIUIEKCa, Y KIACHUHOM TOIOJIOIIKOM CMUCIY, jeCy OKOIIMHE CBaKe CBOje
Tauke.

Jlema 5.8. Hexa je K cumiinuyujannu Komiinexc.
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a .

a1 a1

K St(O'{ao}) St(a{ao,al})

I'paduk 37: 3Be3ne 0 u 1 —cumriekca y TpuaHTyKaldju HKocaeapa.

(1) Axo je cumiinexc o 4 ciipana cumitiexca op, waga je st(op) C st(oa).

(2) Axo cy ag,aq, ..., a, Heku epxosu kominexca K ihaga

St(a{ao}) N St(U{al}) N---N St(O'{an}) 7& 0 < Olag,at,....an} € K.

(3) 3acearo o € K 36e3gast(o4) je oilisopen ckyil y peaaitiuehoj woionocuju ipociopa | K|.

Hoxasz. (1) Heka je x € st(op) npoussosbho. Taga x € o¢ raeje B C Cuoc € K. Kako je
no npetnoctasiu A C B, 3akpyuyjemo ja je A C C' a camum TiM je © € st(o4).

(2) (=) Hexa je x € st(0(a}) Nst(0fay) N -+ Nst(0fa,y). Tama,3acei =0,1,...,n, u3
x € st(oy,,)) cnenn na x € 04, 3a HEKH cUMILIEKC 04, € K. Kako  nmpunana nomuenpy | K|,
o Teopemu 5.3, cuMIUTeKC KOMIUIKeca K KOjU Y MHTEPUOPY CANPXKHU TAUKY & je jeIHHCTBEH

wto umrrimpa ga je Ag = Ay = -+ = A, = Au{ap,a1,...,a,} C A,

(<)Hekaoy € Kraeje A = {ag,a1,...,a,}. Taga 0-cUMIIEKCH 0 (4,} CY CTPaHE CUMILIEKCA
0 4, 1TO TIO cBOjcTBY (1) mMmmuimpa na je 64 C st(oyq,}) 3a cBe i = 0,1,...,n, mWTO 3HAYN
7a je

oA C $6(0(a}) N56(0(a}) N+ N st(04a,).

A

st(0(ay})

St(a{al})

I'padux 38: Caku cuMILIEKC MONKUEpPA je y TTPeceKy 3Be3/1a CBOjUX TEMEHA.
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(3) Mokaxumo na je ckyi | K|\ st(04) 3aTBOpeH y Tomonoruju mpocropa | K| 3a mpou3BosbHO
o4 € K. Hekaje L = {op € K | A Z B}. Tana, L je noTkoMIUTeKC KoMITIekca K .

ITo Teopemu 5.3, 3a cBako x € |K| moctoju jemuHCTBeH o, € K Takas ia je ¢ € 0p,.
Tama, wm je A C Bum A ¢ B mto ummmunmpa 1a @ € st(o4) wmn je ¢ € |L|. Opum
cmo Jjtokasamu ja je | K| = st(o4) U |L| m na je st(o4) N |L| = (). Kaxko je |L| 3aTBopen (kao
TIOJIMEIAP) CIIE/H J1a je St(0 4) OTBOPEH CKYIL O

Ja Ou Harmacwiy Ja 3Be3/ly CUMITIICKCA 0 4 HATA3UMO Y KOMIUICKCY K, yBOJMMO O3HAKY
stx (04). HenpexumHoct npecnukasama f : | K| — | L| Tomoomkux mpocropa moapasymesa
ma 3a cBako * € | K| u mpousBospHy okoHMHY V C |L| Tauke f(x) mocroju okonuna U C |L]|
Tauke = Taksa 1a je f(U) C V. VHTYUTUBHO je jacHo ma he mpeciukaBame g @ |K| — ||
na Oyje ampokcumanuja npeciukaBama [ ako je f(U) C g(U) 3a cBe OTBOPEHE CKYIOBE
U C |K| jep oBakas ycioB, y3 HEMPEKUIHOCT MPECIUKABAA ¢, UMITTUIMPA HEMPEKUTHOCT
npeciaukaBama f. MOTUBHCAHM OBOM OTICEPBAITHjOM, YBOIUMO clieiehy neduHunmjy.

Hepununnja 5.12. Hexa je [ : |K| — |L| netipexugno apeciuxasarse iomegapa | K| u |L|. Axo
docimioju cumiliuyujanno ipeciuxasamwe fs : |K| — |L| wakeo ga 3a ceaxu epx {a} xomiinexca
K sancu ga je f (st (o)) C str(oqs.(a)) @aga, fs 306emo cumiuyujanna aiipoxcumanuja
dpecaukasaroa f.

Kaxo je ckyn cuMImmunmjaHuX mpeciuKkaBama Komriekca K u L orpannueH (MOXKe J1a UX
uMa HajBuIe m" je n 6poj BpxoBa KomIuiekca K a m Opoj BpxoBa KoMILiekca L), 3aKIbydyjeMo
714 er3UCTEeHIINja CUMILTHIIN]aTHE AlTPOKIMMAIINje HEMPEKUIHOT peciukabama f : | K| — ||
3aBHCH OJ] TPHUAHTYIIalMje KoMIuiekca K u L.

Ha npumep, Heka cy K = {o{10},00}, 0101} 1 L = {0{07%}, 011135 00}, 01y o1} TpHU-
aurynanuje unrepsana [0,1] € R. Taxga, ugeHtuuko npecnukasBawe 1; : [ — [, moc-
MaTpaHo Kao mpecnukaBawe 1; : |K| — |L|, HemMa cCUMITIMIMjATHY ATTPOKCUMAIIM]Y jep
1;(st(ogoy)) = [0, 1) Huje MOJICKYI HY je/{HOT CUMITIEKCA KOMITIEKca L a caMUM TUM HU je/iHe
3Be3te u3 | L.

AnanmmsupajMo mpecIuKaBama Koja UMajy CUMIUTHITU]ATHY alpOKCUMAITH]Y.

Jema 5.9. Csaxo cumitnuyujanno apecauxasarwe [ : |K| — |L| je camo cebu cumitnuyujanna
aipokcumayuja.

Hokas. Iokaxumo 1a je f(stx(o(ay)) C str(0fs)}) 3a cBe BpxoBe {a} kommnekca /. Heka
T € st K(U{a}). Tana, mo meHHUIUH 3Be3/e CUMILIEKCa, ¥ € oo Tnejea € Auoy € K.
Kaxo je npecnukapame f cuMmmnujainHo, mo Jlemu 5.4 cremu ma f(x) € f(oa) = opa) U
0 f(4) je cumiekc kommekca L. Hekaje x = Mpa+Aay +-- -+ a,taecy \ji = 0,1,...,n,
MO3UTHBHE OAPUIICHTPUYHE KoopauHaTe Tauke x. Ilo Hedbununmju 5.7, Baku jaa je f(x) =
Xof(a)+ M flar) + -+ A\ f(an) mTo 3HAUM 12 = € G54y Kako je { f(a)} Teme cummexca
0 f(A), 3KIbYUYyjeMO a & € stz (0 f(a)})- O

OnuiuMo jeHy jeTHOCTaBHY TEXHHUKY 32 KOHCTPYKIIU]Y CUMILTHIIN]ATHE allpOKCHMAITH]je
mator mpecunaBamba. Heka je V(K) cKyll CBHX BpXOBa CHMIUTHIIMJATTHOT KoMIUtekca K
OITHOCHO HeKa je:

V(EK)= ] A

oAEK

Teopema 5.7. Axo 3a neipexugno ipeciuxasamwe [ : |K| — |L| sascu ycnos
(Va € V(K)) (E|b € V(L))f(StK (O’{a})) - StL(U{b}),

waga docioju cumibiuyujanna aipoxcumayuja fs : | K| — |L| apecruxasarwa f.
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Jlokaz. KOHCTpYUIITUMO CUMILTUITU]jaIHY allpOKCUMAIIH]y IpeciKaBama f. 3a cBako TeMe a
KoMIUIeKca K, TIo IpeTIoCTaBIH, IIOCTOjU TeMe b KoMIIiekca L Tako 1a

f(str (0qay)) C strlogey),

ma, Heka je fs(a) = b 3a cBako a € V(K). [okaxumo ma fs 3amoBosbaBa ycioB (sl)
Jepunuimje 5.7 cummmuiujanHor npeciukasamwa. Heka je A = {ag, a1,...,a,} tneos € K
U HeKa x € 04. Tama, mo Jlemu 5.8,

T € St(O'{ao}) N St(O'{al}> MN---N St(O'{an}>
IITO IO KOHCTPYKITU]H MPECITUKaBama f; UMITIUIMpA J1a je

f(@) € f(st(oga}) N f(st(ogay) N--- N f(st(0fany))
C st(0{f.(a0)}) N 8(TLf,(@)}) N - N SE(O L1 (an)})-

Otyna, st(o (1, (ae)}) LT £, (a0)}) N - NSt(O (£ (a0)y) 7 D, 11TO HA OCHOBY OcobuHe (2) JTeme 5.8
MMIUTAIAPA J12 J€ O( £, (ag),fs (a1),....fs(an)} = O fs(A) CAMILTIEKC CHMITTHIHjATHOT KoMmrinekcea L. To
3HAUM 1A [ MOXKE JIa ¢ TPOIIMPH 710 CUMILTUIMJATHOT Mpeciukasama f; : |[K| — |L| (cmuuno
Teopemu 5.1, GapuIieHTPUUHE KOOPAMHATE APTYMEHTA CY OAPULIEHTPUYHE KOOPIUHATE CITUKE)
Koje je mo Jledununmju 5.12 cUMIDTHITMjaTHA allpOKCUMAIIH]ja IIpecTuKaBama f. ]

CaJia HAaBOIMMO TJIaBHY TEOPEMY OBOT OJIeJbKa KOja ONpaBaaBa TEPMUH ,,alIPOKCUMAIIHja
Hedbununmje 5.12.

Teopema 5.8. Hexa cy K u L cumiinuyujannu komiinexcu. Axko je fs cumiiauyujanna aiapoxcu-
Mmayuja neipexugnoé ipeciuxasamwa f 1 |K| — |L|, waga je fs ~ f.

Jlokaz. Heka je f, cuMruimjaiHa anmpokcuManuja mpecimkapama f. Koncrpyuimmmo xomo-
TOITH]y TIpeNUKaBama fs 1 f OMHOCHO HEMpeKUIHO npecnukaBamwe H : |K| x [ — |L| TakBo
naje H(z,0) = f(x)a H(x,1) = fs(z)3acBe x € |K|.

Heka je = € |K| npousBosbro. Tapa, mo Teopemu 5.3 MOCTOjU jeTMHCTBEHH CUMILIEKC
o4 € K takaB na © € o4 e je A = {ag,a1,...,a,}. Kako z € st(oyq,,)) cnemm na je
f(x) € f(st(ogay)) Cst(ogsay) 3acBei =0,1,...,n Otyxa,

f(ZL") € St(O'{fS(aO)}) N St(O’{fs(ao)}) N---N St(O‘{fs(an)}).

ITo Teopemu 5.3, Tauxa f () mpunaga HHTEPUOPY CUMILIEKca o € L 1 3Be31M St(0(f, (a)})
s3aceei =0,1,...,n,3akmyuyjemo ma je { fs(ao), fs(a1), ..., fs(an)} = fs(A) C B. Kako je
[ CUMIITHIMjaTHO MpecuKaBambe cenu 1a je f5(z) € fo(oa) = oy,a) C op. Aaxkie, fs(z) n
f(z) mpumanajy cumIutekcy op € L KOjH je KOHBEKCAH CKYII [IITO 3HAYM Jla U IyX KOja craja
fs(@)m f(x) 1. cxym {(1 — t) f(x) + tfs(x) | t € I} mpunaga cuMIUIekcy op.

Otyna, MoXxeMo J1a TeUHHIIIEMO HEIPEKUIHO npecinukaBaimbe H : |K| x I — |L| ca
H(z,t)=(1—t)f(x) +tfs(z), zel|K[tel

KOja MpeAcTaB/ba XOMOTOIIH]Y IIpecIuKaBama f U fs. ]

Jaxmie, cUMIIULIMjAlTHA allpoKCHMAallja He Mema KIacy MpecihKaBamba y OZHOCY Ha
penanujy ,,0utu xomoTtonan . OBO je BP0 3HAYAjHA OCOOMHA jep aKO yCIEMO /14 KOH-
CTPYUIIIEMO TPHUAHTYIAIN]y TOMOJOMKHNX mpocTtopa X W Y TakBy Jla CBAKO HETPEKUTHO
npecaukaBame f : X — Y UMa cUMIUIMIIMjaITHY alipOKCUMAIIH]Y, YMECTO XOMOTOTICKE KITACH-
(bukanmje cBUX HENMPEKUIHUX IpeciIrKaBama IpocTopa X y mpoctop Y, HOBOJBHO je Aa
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U3BPIIMMO XOMO XOMOTOIICKY KITacU(UKAIM]y CHUMIUIULIHJATHUX IIPECTUKABarha HUXOBUX
TpUAHTYyJallMja KOJUX Yy Kpjaro] JUHUJU MMa KOoHayHO MHOro. McmocraBiba ce ma je 3a
OBO J0BOJbHA OWJIO KOja TpHAHTYyJaIMja MpocTopa Y y3 JIOBOJBHO CUTHY OapUIICHTPUUHY
moJieny mpocropa X.

Teopema 5.9. (Teopema o cumitnuuyujarnoj aiipoxcumanuju) Hexa [ : |K| — |L| neiipexugno
apecauxasarve. Taga wiocimoju 6apuyenitapuuna iogena K" xominexca K iwaxea ga ipeciuxa-
sarve f o |KM| — |L| uma cumiinuyujanny aipoxcumayujy.

JMokaz. Jla 6u 0030 er3UCTCHIIN]Y CUMIUIMITHjAITHE allpOKCUMAaIIAje MPEeCTUKaBarbha
f |K| = |L|, KoHCTpyHIINMO TOBOJLHO CHTHY TPHAHTYJIALH]y rpocTtopa | K| Tako ma Gyme
HCIyHEeH ycioB Teopeme 5.7.

Heka je V = {str(opy) | b € V(L)} damunmja cBUX 3Be31a CUMIDTULIHATHOT KOMILTIEKCa
L. Kako cy 3Be3fle OTBOPEHH CKYIIOBH Y PENATUBHO] TOMOJIOTHjH TpocTopa |L| a mpeciu-
kaBawe [ nempexumno, pamuwmja f~1(V) = {f (st (o)) | b € V(L)} je orBopenn
nokpusau npocropa |K|. Kako je |K| kommakTan a merosa Tonojaoruja uHaykosana Ey-
xmnckom metpukom, f (V) uma Jleberos 6poj A > 0. Tama, mo Teopemu 5.2, moctoju
r € IN omHOCHO GapuieHTpUuHa mojena K () Taksa na je || K ™) || < % To 3HauM 112 3a CBaKu
Bpx a € V(K ™) Baxu na je diam (stx(oiap)) < A (mokasatu). Otyna, 3a cBako a € V(K),
CKYII St (0(q)) je campikaH y HEKOM CKyIly TokpuBada [~ (V) 1ITO MMIUIMIMpA Ia 3a CBAKO
a € V(K) mocroju b € V(L) Tako 1a je

f(str (o)) S strlopm)

ITo je mo Teopemu 5.7 TOBOJBHO 3a €I3UCTEHIIN]Y CUMILIUIMjaIHE allPOKCHMAIIH]e ITPeCTuKa-
Bama f. ]

Jaxkie, cuMIIMIMjaaHa anmpoKCUMalldja dyBa XOMOTOIICKE WHBAapHjaHTe HEMPEKUTHOT
MpecinKaBama. IlOKaXUMO 1a CUMIUIMITHjaJTHA TIpecIHKaBarba MOTY Ja IOCIyXe W Kao
AHAJTUTUYKE alTpOKCUMAITH]je HEMPEKMUIHUX (PYHKITH]A.

Mocnenuua 5.1. Heka je [ : |K| — |L| neapexugno apecauxasamwe. Taga, 3a @pousooho
e > 0, gocwoje v, s € N u cumiimuyujanna agpoxcumayuja f, - | K| — |L®)| apecuxasara f
wmarsa ga 3a cee v € |K| sancu || f(z) — fs(x)|| < e

Moxaz. Heka je L'®) Gapunentpuuna mozena xommaexca L Taksa ma je ||L®)]| < e. Tlo
TeopemMu 0 CUMILTUILIM]ATHO] anmpokcuMaItiju 5.9, nmocroju v € IN omHOCHO GapUIIEHTPpHUYHA
momena K (") xommmexca K M cuMIITHIHMjamTHO mpeciukasame [, : |[K(M| — |L¥)| koje je
CUMIUTUIMjATHA alTpOKCUMAIlMja HEMPEKUIAHOT mpeciukaBama f. Kako 3a cBako x € |K|
Tauxe f(z) u f,(r) mpunamajy ucrom cumrmrekcy nomuespa |L(°)|, cnemu na je BUXOBO pacTo-
jame || f(x) — fs(z)|| Mmame o nujamerpa cummIekca kommurekca L) kojem mpumanajy. Tlo
Jedunumuju 5.10, IujameTap cBakor cuMIUIekca Kommiekca L(®) je mamu ox Hopme || L]
KOja je 1Mo KOHCTPYKIIUJU Marba Of €. ]

Jlakie, CBakoO HEMPEKUIHO IPEeCIUKaBalbe TOMOJOIIKUX MPOCTOpa KOJU HUMajy TpUaH-
TyJIaldjy MOXe JOBOJBHO TOOpO Ja ce almpOKCHMHpA CUMIUTMIM]ATHUM IIPeCIHKaBambeM
Koje je moThnyHo oapeheHo cBojum KOMOMHATOPHUM cBOjcTBUMA. OBakBa TpaHchopmalmja
HEITPEKUTHOT TIPECIIMKaBamha y CUMIUIMITH]AITHO TIpecIuKaBame 00e30ehyje Bpao jemy Besy
m3Mel)y kKoMOMHATOPHUKE U TOTIOJIOTH]E Kao MITO WIyCTpyje ciaeachu mpumep.

IIpumep 5.5. Hexa cy m,n € N apouseomnu warsu ga je m # n. [okazaitiv ga iwiaga éasice
cregeha ceojcitisa:
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(1) cghepe S™ u S™ nucy xomomoiinu dpocitopu;
(2) R™ £ R™.

Pewere. Tlonuenap cummmuimjannor komruiekca K (o) \ {0"} je ckyn S koju 30BeMO
nonueapanta chepa jep mo Ipumepy 5.2 3Hamo ga je $" ~ S™

(1) doBosbHoO je ma mokaxkemo aa 3" u $”" HECY XOMOTOIIHH TOTIOJIONIKK pococTopu. Heka
je Ha mpumep n < m. [IpeTmocTaBUMO CyNIpOTHO, Tj. Aa IOCTOj€ XOMOTOIICKE EKBUBAJICHIIH]jE
f:5" —=8"ug:5" — $" takse ma je g o f ~ lg». Kako je f mpecnukaBame monuenapa,
OHO UMa CUMIUTMIIMjATTHY ampokcuManujy fs : 5" — 5. Kako je n < m, mpeckukaBame
fs muje ,na’ jep $™ uma Buine Bpxosa. Ha ocnoy Ilocnemune 1.2, f; je XOMOTOIMHO HEKOM
KOHCTAHTHOM TIPECIIUKABALY €, T1e Yo € 5. Caga je Ign ~ go f >~ goey, = ey, IHe
xg € 5". Tako mobujamo na je 5", a camuM TUM U S”, KOHTPAKTUOWIAH TIPOCTOP IITO HUje
Mmoryhe.

(2) Heka je f : R™ — R™ xomororcka exBuBaieHuuja u ueka je f(0) = 0 (ako 1o Huje
CIIy4aj, MpeciMKaBambe f + ¢ je Takole XOMOTOIICKA eKBULIAJIEHIH]a Koja 3a 400po ogabpaHo ¢
ucnymasa oBaj yernos). Taja, f je xomoToncka exksusasenija mpoctopa R™\ {0} u R™\ {0}.
Kaxo je S™ neopmarmonu parpakt nmpocropa R™\ {0}, xomotormuja H : R™\ {0} — R\ {0}
Koja To 00e30¢ehyje je maTa ca

H(z,t) = (1—t)yc+t||z—H zeR"\ {0}t e,

3akspyuyjemo aa je R™ \ {0} ~ S™. Ha cnuuan Haunn qobujamo aa je R™ \ {0} ~ S™. Cana,
m3 R™ \ {0} ~ R™\ {0} cmenu S™ ~ S™ wto Huje Moryhe. O
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6 (DYHIIaMeHTaJIHa rpymna CHMHJII/IIII/IjaJ'IHI/IX KOMIIJIEKCA

Y oBOM MOTJAaBIbY, onMcaheMo TeXHUKe 3a TauyHamwe (pyHIaMeHTalIHe TpyIe MpocTopa
KOjU UMajy TPUAHTYIAIjy KopucTehn KOMOMHATOPHY CTPYKTYpY TpHAHTYyIAIlHja OJHOCHO
oAroBapajyhux cUMIUIMIMjaTHUX KoMmIuiekca. [locebHy onakmumity y pajay ca TpHAHTYyIaIu-
jama mpocTtopa Ham o6e30¢ehyje TeopeMa 0 CUMIUTMITUjATHO] ampoKcuMaIju 5.9 jep nyrt y
MTOJIUENPY, OTHOCHO HETOBY XOMOTOTICKY KJIACy, MOKEMO Jla TTOCMAaTpaMo Kao KJacy jeTHOT
CUMILTULIM]ATTHOT MPECIUKaBarha.

6.1 I'pyna uBuna

Iyt o : [ — | K|, ka0 HEMPEKU/IHO MPECITUKABALE, UMA CBOJY CUMIUTHIIU]AJIHY alipOKCH-
manujy oy : |L| — |K| tae je L nweka tpuanryianuja untepsana [ = [0, 1] u 3aamo j1a je
a ~ ag. Kaxko je ag(L) jenHomMMeH3nOHATHA TIO TKOMITIEKC CUMIUTHIIAJATHOT KoMIuTekca K,
ciuka (/) je moTmyHO ompeheHa HM30M TeMeHa KoMiuiekca K Kpo3 Koje IMyT (g MpOoJasi.
MOTHBHCAHM OBOM OIICEPBAIIMjOM, YBOJIMMO je[IHY CIIelUjaTHy KIacy myTeBa monuenpa | K |.

Heka je K cuMImmImjasHu KOMIUIEKC U ag € V' (K) HEeKO HCTAKHYTO TEME.

Hedununuja 6.1. Hus iiemena o = agay . . . a, Kominexca K iwiakaé gazaceetr = 0,1,... ,n—1
CUMTNEKC O {q; o, .} Uputlaga Komiinexcy K nasusamo uewunu fymi. Axo je ag = a,, waga o
306eMo ueuuHa fefinba y ay. Meuunu Gy o' = a,dy,_1 . . . Q109 306eM0 UHEEP3HU TVl Vil
a. 3a ueuyne fyitiese o = agay - . . Ap, B = ApGpi1Gn49 - - . G geQuUHULLEMO UBUYHY TYITI

a-fB=agay...a,0,0011 .-Gy

KOjJu 308eM0 GPOU380G UBUUHUX TYiiesa o U [3.

I'padux 39: MBnunm myTteBu KoMmruiekca /X U IbUXOB TTPOU3BO/I.

IMpumeTHMO 1a CBAKOM UBUYHOM MYTY (v = QoA - - . Gy, OATOBAPA CUMILTHIIN]AJTHO TTPECITH-
KaBame o : |L| — | K| 3a Heky Tpranrynanujy L unTepBana I Koje mpeacrasiba IyT IMPOCTopa
| K| y k1acuunom emucity. Takohe, MpOU3BOIY HBUYHUX MyTEBA OArOBapa KIIACHYAH TPOU3BO/T
MyTeBa OJTHOCHO OJITOBAPajyiUX CHMILTHITH]aJTHUAX TTpecTukaBama. Cala HABOAMMO HEKOITUKO
OYUTJICTHUX OCOOMHA MPOU3BO/Ia UBUYHUX ITyTCBA.

Jema 6.1. Hexa cy o, B u vy usuunu iyifiesu cumiiuyujarnoé komibnexca K.

(1) Axo je geunucan ipouszeoq usuuHUX wyitiesa (a . ﬁ) -, Waga je gegunucan dpouzsoq
a- (B -)usancugaje(a-p)-v=a-(6-7)
(2) Axo je gegunucan iipoussog o - 3 fwaga je geunucan u dpouzsog B - o' u eaxncu

(@-B) " =p"" ol

67



[IpeTxX0oaHU pe3ynTaTH UIIYCTPY]y MOTOTHOCTH KOje Mpyka KOMOMHATOPHA aHATIHU3a UBH-
YHUX ITyTeBa jep HaBelIeHe OCOOMHE ITPON3BO/Ia KJIACHYHUX IyTeBa BaXke caMo 3a Kirace eKBH-
BaJICHIIM]¢ Y OJJHOCY Ha Pelanujy ,,0uTH XoMoTonaH . JIepMHUIINMO jeIHY PETalijy eKBUBA-
JeHIMje Ha (haMUITUjU UBUYHUX TTyTCBA.

HMedunnnnja 6.2. (Exeusarenitinu usuunu ifyimiesu) Hera cy o u [} ueuunu iiyidesu,

(:) Heuunu Gyiti o je ereMeHiliapHo eKeusanieHilian ueudHoM iyiy [, wuwemo o ~ 3, ako je
uciiyren 6ap jegam og yciosa:
(el) a=ag...a;a;...a,uff=ag...a;...a,;
(€2) a = ap...a;a5a)...a, ub = ag...Qi0% ... Gy G CUMATEKC Ofq, a;.qa,) TpUdAga

Komiinexcy K.

(N) Heuunu iiyii o je exgusaneHiian UBUYHOM UYILY B, wuwemo o ~ [, ako Hoctioju HU3
UBUYHUX HYillesa Oy, Qg . . . , O HIAKAB gad je (0 = (] 2 (g 2 -+ 2 (, 5

Penanuja ,,0MTH €IBMBAJICHTAH UBMYHU MyT ~ j€ penanyja eKBUBAJICHIHUje (JoKa3aTn).
Hexaje m( K, ag) hamunmja CBUX K1aca €KBUBAJICHIIN]e MBUYHUX ITET/HH y TEMEHY ag. [1ponu3Boj
ki1aca pamunje 7( K, ag) yBOAMMO Ha CTaHAApAaH HAYMH

o] - [6] = [a- Bl rre [a], [8] € w(K, ao).

Jema 6.2. Heka cy [, [B] € m(K, ay) krace ogpehene usuunum iyimiesuma o u . Taga eaice
cnegeha ceojcitiea.

1) Hpoussog |a] - [5] je gobpo gepunucan (ne 3asucu og pegcitiagnuxa Kace).

2) Ilpoussog kaaca je acoyujatiiugar.

(1)
(2)
(3) Kunaca [ay) je jequnuunu enemeniti ciupyxitype w(K, ap).
(4)

4) Hnsepsnu enemeni knace (o € m(K, ag) je enementi [a™t] € m(K, ap).

Hokaz. (1) I3 o ~ o cnent o - 5 ~ o - 3 jep axo je ag,aq, . .., Q, HA3 UBUYHUX MyTCBA
TaKaB Ja je, & ~ g ~ ] ~ - >~ q, = & Tagaje ag- B,aq - 5,...,q, - 5 HA3 UBUYHUX
nyTeBa TakaB jaje - ~ag-f~a;- B~ -+ ~q, -3 = - (. Ananordo, uz 3 ~ '
cremn o - f~ - . Oryma, us a ~ o’ u 5 ~ [ cnequ

a-f~a-B~ad-f.
Haxie, ako je o ~ fua’ ~ f', ciem maje [o] - [8] = [a- f] = [o/ - f] = [o] - [B].

(2) Baxu 360T acolMjaTUBHOCTH MTPOU3BOIA UBUYHHX TTET/HH.

(3) Heka je « = apay . . . a,_1Go NIPOU3BOJbHA UBUYHA TIETIbA. Taja, Mo AeQUHHII]H eIEMEH-
TapHe CKBUBAJICHIIM]C UBHUHUX TICTJBU, TPEIIU3HU]E IO CBOJCTBY (€1), Baxu

- ag = apayq ...Apn—10000 = Qpdq .. .0p—_100 = O,

MTO UMILTULIHPA Ja je Q- apg ~ Q.
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(4) Heka je @ = apay . .. ap_1a9 M Q™' = aga,_ . .. a1a0 leHa HHBEp3HA NeTsba. Tama je

- Oé_l = Qpdq ...0p-100000p—-1 -.-A71G0

12

apy ...Ap—100p—1 -..aA1Q0

12

apy ...Ap—10p—-1...a1040

~ apa1Qg

~ Qg
jep CUMIINEKCH 0 (a,_,,a0,an_1}> Ofan—2,an_1,an_2}s - - - » O{ar,a0,a1} CY> KAO JETOBH MBHYHOT ITyTa,
WBHLIEC KOMITIeKkca K . L

Haxre, anrebapcka CTpyKTypa (W(K ,ap), ) je rpyma.

Hedununuja 6.3. [ pyiy (W(K ,ag), ) 306emMo Zpyiia ueuya uiu UeUYHA Spyia CUMUIUYUJAIHOE
Kominexca K.

CriyHo QYHIaMEHTAHOj TPYITH, CBAKOM CHMILTHIIMjATHOM KOMIUIEKCY OJroBapa rpyra
MBHUIIA YHMjU Cy CIEMCHTH KJIACe CKBUBAJICHIMj¢ MBMYHMX MyTeBa. Kako je rpyma WBHIA
KOMOWHATOPHA WHBAPHjaHTA CUMIUIAIIM]ATHOT KOMIIJIEKCA, MPUPOJHO je Ja aHATU3UPAMO
CIIMKe UBUYHUX MyTeBa CUMIUIMIMjaHUM MpecnukaBambuma. Heka o = apa; . . . a,, UBUYHH
oyt u fs : |K| — |L| cummunujanto mpecnukaBame. MBuunHu myT fg(«) komrurekca L
neUHAIIIEMO ca

fs(@) = fi(ao) fs(ar) - .. fi(an).
IMpu Tom, f(r) jecTe MBHYHM TyT KoMILieKca L jep ako je 0¢q, q,,,} WBHIA KoMIITekca /<,
Taaa je fs (a{ai%ai}) = O{fu(ai_1),fs(a;)} CUMIUIEKC KOMIIEKca L 3acBei = 1,...,n

Jema 6.3. Axo cy o,  usuunu uyitesu kominexca K waxeu ga je a ~ B u fs : |K| — |L]
cumiuyujanno apecaukasarse, waga je fs(a) ~ fs(5).

Jokaz. ]J10BOJBHO je ma mokaxkemo na u3 « ~ [ ciaenu fs(a) ~ fy(B). Heka je o ~ f3,
Pasnuxyjemo nBa ciayuaja:
® aKo je = ag...GQ;...a, U 3 = ag...a;...a, Taua, HXOBE CIUKE CHMILTHIIN]a-
JIHUM TIpecTIUKaBameM [, ¢y uBimunu nyteBu fs(a) = fs(ag) ... fs(ai) fs(a;) ... fs(a,) n
fs(B) = fs(ag) ... fs(a;) ... fs(a,) KOjU cy enEeMEHTAPHO EKBUBAJICHTHH;

® AKO je & = ag...Q;QjQ...0, U b = ag...a;ay...a, a CAMIUIEKC O{a;,a;,a,) TIPH-

naja kommiekey K, tana je fi(a) = fs(ao) ... fs(a;) fs(a;) fs(ar) ... fs(an) n fs(B) =
fs(ao) R fs(ai)fs(aj) Ce fs(an) a CHMIIJIICKC fS(O‘{ai,a].,ak}) = 0{.fs(a¢),fs(aj),fs(ak)} IIpu-
maga xomiuiekey L 36or cBojetBa (sq) Jebununuje 5.7 MITO OMET UMIUIUIUPA 14 je

fsla) = fu(B).

OTyna, MIpOU3BOJHHOM HHU3Y €IEMEHTAPHHUX €KBHBAICHIMJA (vg =~ (y = - 2 (v, OAroBapa
HU3 eJleMeHTApHUX ekBuBaieHnnja fs(ag) ~ fs(ay) ~ -+ ~ fs(a,) mro 3Hauu na us a ~ f3
crenu fs(a) ~ fo(B). O

Ha ocnoBy mperxosne neme, ako je f, : |K| — |L| cummauiujanno mpecnukaBame,
OHO WHJIyKYje XoMoMopduzam f : (W(K ,ap), ) — (7T(L, fs(ao), ) UBUYHMX TPyIa JaT ca
fs(la]) = [fs(a)] 3a [a] € 7(K ao).

ITocraBsba ce MmuTame KAKBa CBOjCTBA CUMILTUIIN]ATHOT KOMIUIEKCA Cy ojipelieHa lmeroBom
TPYNOM WBHIIA, CHCIUjATHO KOJU CUMIUIMITMjATHU KOMIUICKCH UMajy u30oMopdHe HUBUYHE
rpyre. Cama hemo ja onuineMo MocTynak KOjuM ce OJ CUMITIHITMjATHOT KOMITIEKca 100uja
bErOB MOTKOMIUIEKC KOJU UMa U30MOP(QHY TpyIly UBHUIIA.
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Hedununnja 6.4. (Koraiicupare) 3a (n — 1)—citipany op n-cumiiiexca o4 € K rasicemo ga je
C10b0gHa aKo O Huje cllipana Hu jequoé gpyéoé cumiiiexca kominexca K. Axo je op crobogna
ciupana cumitnexca o s € K, wiaga K1 = K\ {04, 0} je cumibuyujannu komiinexc, a docimyaax
Kojum og Kominiexca K gobujamo K, 308emo enementiiapno Konaicuparse.

oo gbegie

3

I'paduxk 40: Konancupame koMIiekca /{, PBEHU CUMIUIEKCU CY CIIO0O/IHHU.

EjeMeHTapHUM KOJAIICHPAeM ce He Mebajy XOMOTOIICKE HHBAPHjaHTe CUMILTUIIN]ATHOT
KOMIUIEKCa Kao ITO WIYCTpyje clieaeha aema.

Jema 6.4. Axo ce cumiinuyujannu kominexc K1 goouja enemenifiapuum Koraicupareem og Kom-
inexca K, maga je | K| geghopmayuonu peitipaxia iipocitiopa | K |.

Hokas. Hexa je A = {ag,ay,...,a,-1} 1 HeKa je 04 c1060JHA CTPAHA CUMILIEKCA 0 AU{q,}-
Tanma, 3a GapuLeHTap 0 = 04 = %(ao + a1 + -+ + Gyp_1) CHMIUIEKCA O 4\{q,}, U CBAKO
i=0,1,...,n—1ckyn 4; = (A\{a;})U{7, a, } je apuno nezasucan. OTyna, CUMILTHLIN]ATHI
KOMILICKC
n—1
L=|JK(oa)
i=0

je TpHaHTyNanuja CUMIUIEKCA 0 A {q,} TakBa qaje L N K = LN (K \ {04,040(4,}}). Cana

0{ap,a1,a2}

agp O{ag,a1} aq

K

I'paduk 41: Unycrpanuja gokasa.
MokeMo aa medunumniemo xomoromnujy H @ |L| x [ — |L|:
H(z,t) =tfa(x) + (1 —t)fe(r)

rre cy fs1 ¥ fso CHMIUTHIIMjaJTHA TIpECIUKaBama oapeleHa ca:

(a a -+ a, © S ay ar - ay
fsl- ~ ) fsl-

apy ap --- Qn O ag ay -+ Qpn Qap

Q)
N——
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[pecnukaBatbe H je medopmanmona perpakuuja momuenpa |L| wa morckym |L N K| =
| K (0au{any) \ {A U {an}, A}| Koju je TpHaHTynanyja IPpaHUILIE CHMILIEKCA 0 AU{q,} O€3 UHTe-
puopa cumIniekca o 4. To 3HauH j1a MokeMo jia gedununemo xomoronujy G @ | K| x I — | K|

_ z, S ’K1’
G(z,t) = { H(z,1), 7€ 0asa; re|Kl,tel
KOja TpeCcTaBba qehOpMAIMOHY peTpakimjy moiuenpa | K| Ha motmpoctop | K. ]

Haxe, KonancupameM CUMILUTHIT]jaTHOT KoMruiekca K mobujamo meros aeopmaniuonu
pPETpakT. AKO CUMILUTUIIMjATHH KOMIUIEKC MOXeE J1a ce KONAICHpAmheM CBelle Ha HEKO CBOje
TeMe KaXeMo Ja je KOJIANCUOMIAH.

Tocaemuna 6.1. Axo je ionuegap | K| koraiicubunan, onga je u KOHGPAKGUOUIGH.

Jokaz. Crnemu U3 YumbeHUIlE Ja Cy TTPOCTOP U HEeroB IeGOopMAaIIMOHN PETPAKT XOMOTOIICKU
€KBUBAJICHTHU U TPAH3UTUBHOCTU XOMOTOIICKE CKBUBAJICHIIN]E TIPOCTOPA. Ol

Hcnutajmo kako Kolancuparme CUMIUTUIN]AIHOT KOMIUIeKca YTUYe Ha TPYITy UBUIIA.

Jema 6.5. Hexa ce xomiinekc K enemenitiapno xonaticupa na ieme ag. Taga, axo je o
HUpou360LHA USHYHA HEML/BLA Y TAAYKU G, 8AJICU gd je o ~ ay.

Jokaz. Tlpumetumo ga n3dalnuBame W3 KOMITIekca K cuMITIeKca JUMEH3uje Behe o 2
He yThue Ha Tpyny uBuna. Heka ce kommiekc /i mobuja ox xomrutekca K uzbarmBa-
FEM CUMIUIEKCA 0 (4 q;,a;,} YU FETOBE CIIOOOHE CTPAHE O(q, ;) - AKO je @ = ag ... a;a; . .. A
MPOM3BOJbHA HBHYHA TIETIba KOja MPOJIA3H KPO3 CTPAHUILY O {4, o} OHA J€ EIEMEHTAPHO EKBUBA-
JIEHTHA NETJBU q - . . A;akA; - . . Qg = (v & (1 j6 UBUYHA NeTsba koMmiuiekca K. Hacrapspajyhu
MOCTYIIAK, JOOUjaMo [1a je v o~ vy = - -+ ™ Qi =2 dg, OAHOCHO (v ~ dq. ]

U3 mokasa MpeTXojIHe JIEMe je JaCHO a ako ce K no6Hja eneMeHTapHAM KOTUTATICUPAEM
o xommiekca K, tana je m( Ky, ag) = m(Kq,ag) (npu ToM ag € V (K7)).

Ca/:[a HABOJIHNMO KJbYUYHY TCOPEMY OBOT IIOIJIdBJbA.

Teopema 6.1. Hexaje K cumiinuyujannu komitnexc. @yngamenitanrna 2pyiiam (| K|, ag) doregpa
| K| u usuuna cpyia (K, ag) kominexca K ¢y usomopgue.

Aoxkaz. Kouctpynnmmo oirosapajyhin nzomopdusam. CBaKoj MBUIM 0 (4, 4,3 € K OJHOCHO
MBUYHOM MYTY @;a; OJATOBAPA KIACUYAH MYT Ujj : [ — 0(q, ;) JAT C&

Ulj(t) = (1 — t)az + th te [O, 1]
Jedpunnmmmo npeciukaBambe ¢ : m( K, ag) — m1 (| K|, ag) ca
(I)([CL()CLl Ce anao]) = [’LLOl U2 .. Up—1n Un(]]

34 TIPOU3BOJBHO [agay . . . anag] € T(K, ag) (MPAaKTUYHO, UBUYHY TIETIbY TPAHCHOPMHUIIEMO Y
KTacuuHy netspy). [lokaxumo na je ¢ usomopduzam.

IIpBo, ¢ je xomoMopdu3am jep 3a UBUUHE METILE O = Aoy, - - - i, Qo U B = apayj, - . . aj,, ag
y TEMEHY @ BaXWU:

O([o] - [8]) = ([ - B]) = Plagai, - - - ai, apaoay, - . .a;, al

= [u0i1 Ceee s Ug,0 t Ugy et Ujm()]
= [ugiy * - - - Wino] * [Wojy * - - - * Ujpno]
= &([a]) - ©([5])-

71



Hpyro, nokaxumo 1a je ¢ 1o6po nepununcano. Heka je o ~ /.

(el) Akojea =ag...a;a;...apa ' =ag...a;...ap, TAOA je U; = €4, TA je

O([a]) = [uor + -+ -+ U1+ Ugj * Ugjgq - - - * Upo)
= [Uop * . Ui €q;  Uijg1 -+ - Unp)
= [U01 Ceeet U1t Ui Uno]
= ®([a]).

(e2) Heka je o = ag...aa5a,...a0 , B = ap...a;a;...a9. Tama je u; - ujr ~ Uip jep
CUMIUIEKC O (g, q;.0,} € K J€ KOHTPAKTUOMIAH MPOCTOP MA Cy CBAKA /[BA H>CTOBA MyTa KOJU
MOBE3Yjy UCTe Tauke eKkBUBajJeHTHU. OTyja je

Ugp = v+ vt Ugj " Ujpe * -+« " Upo ~ UL * - - - " Uik * - -« * Upo,

a kaga mpehemo Ha oxrosapajyhe kiace ekBuBaneniuje robujamo aa je ¢([al) = ¢([5]).

Tpehe, ® je ,,Ha” mpecnukaBambe. Heka je o : I — |K| mpou3Bo/bHa MET/ba Y TAUKH
ag. Ilo Teopemu 0 CUMIUIMIIMjATHO] apOKCUMANM]U 5.9, MOCTOjU OapUIICHTPUYHA TTOEIa
I") pnrepana I = [0,1] Taukama 0 = by < by < -+ < bpyy = 1 ¥ CUMIUTHIHjATHO
mpecnmKaBame o, : || — | K| koje je XoMoToMmHO MpecnukaBamy «. ITpu Tom, XoMoToMHja
a ~ a, u3 gokaza Teopeme 5.9 uyBa MCTaKHYTY Tauky o IITO 3HAYM 4 Cy MET/bE o U
o5 ekBUBaNeHTHe. AKO je ay(b;) = a; € V(K), MmoxeMo na aeUHUIIEMO UBUYHY TETIBY
o = apay . . . A, 0 TAKBY J1a j&

O([a]) = [uor - u1a - - . . - Uno] = [as] = [a].

Haxe, mpousBosbHO [7] € 71 (| K|, ag) je cnuka wexor enementa [ € 7(K, ag) mTo qokasyje
na je ¢ emumopduzam.

Ha xpajy, mokaxumo ga je ¢ ,,1-1” mposepoM jesrpa mpecnukasBama. Heka je a =
apay - .. agag € (K, ag) nBuuHa netsba taksa aa je O([a]) = [e,,] € m (| K], ap) jemuumnunn
eiement. OpaBje eI Ja je metba (g = Ugy * Ui * ... - Ugo : I — |K| exBuBaeHTHA
KOHCTAHTHOM TIYTy Y Ta4KH g IITO 3HAYM JIa MOCTOju xomoTommja H : I? — | K| TaxBsa 1a je

H(t,0) = as(t),
H(t,1) = ag = eqy(t)3acBet € I,
H(0,s) = H(1,s) =ag3acBes € I.

Heka je L Tpuanrynamuja kpaapata /° mpukasaHa Ha I'paduky 42. AKO OJpeauMo
CUMITTUIIMJATHY AMPOKCUMAITH]y XoMOTomnuje [, oHa He Mopa j1a 3a70BOJbaBa YCIOBE Kao
xomoTtonuja H, moceOHO yCnoBe HA TPaHUIIM T/ie Tpeba ga Oyjie KOHCTaHTHA.

360r Tora ysojumo nomohny tpuanrynanujy L' kajgpata /? U CUMITIMIU]aIHO TPECIU-
KaBamwe h : |L'| — |L|ca

/ / /
h.(CO @ - G G G Clc+3>

Co €1 " Cg43 Co C1 r Ciy3

ITo TeopeMu 0 CUMILIMIMjAIHO] aipoKcuManuju 5.9, npecnukasamwe H o h @ |L'| — |K| uma
cUMIITHIMjaTHy anpokcumanyjy H, : |L'"| — |K| 3a nexy Gapurentpuuny momemy L/
komriekca L. Jlasbe, kKako ce mojmenap | L' | komarncupa Ha ¢y, CBaka mherosa 6apuIleHTpUIHA
TMoziena ce KOoNarncHpa Ha c¢g. OTyma, mo Jlemu 6.5, cBaka MBMYHA IeT/ba KoMiUtekca /(")
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Cy Cs Cy Cs

h
Ny

L L

Co

'paduk 42: Tpuanrynauuje L' u L xsagpata 12 3a n = 3.

je eKBMBAICHTHA KOHCTAHTHO] METIBU Y Co @ caMUM TuM U Tietiba OL'") koja obumasu py6
kBagpata |L'(")|. ITo KOHCTPYKIHjH IIPeCTHKaBamba h OTHOCHO TPHAHTYyanHje L', cBako TeMe
Koje HHje ca Jome uBuIe kBaapata |L'| (a camum Tum u | L/(")|) mpecmikasamem H, ce ciuka y
TeMe ag. To je 3aTo IMTO ce MHTEPUOPHU CBAKOT CUMILIEKCA U3 FbUXOBUX 3Be3/1a IIPECTNKABAHEM
H o h cnukajy y ag. CniuuHo, TeMeHa ca JIOHkE UBUIIE KBAJIpaTa Ce CIIMKA]y Y TeMEHA UBUYHOT
nyta . OTyza, ciuka uBnuHe netsbe 0L/ cummmmmmjananm npecinkasamem H, je nBuaHa
neTsba (g - - - g ~ « Koja je 1o Jlemu 6.3 ekBuBajeHTHa eTibu H(co) = ag.

JMakie, u3 @ ([a]) = [ao] cnemm o ~ ag mTo mokasyje na je xomomopduzam @ ,,1-17. O

OnpehuBame ¢hyHIaMeHTaTHe T'pyIe TOIOJOMKUX MPOCTOpa je y HajMamy PYKY 3axTe-
BaH npobieM. MeljyTHM, aKo TOMOJIOIIKU MPOCTOPH UMaj]y TPUAHTYIAIM]y, IPyIa HBHIlA
HaM oMoryhapa jia 3HaTHO JeJHOCTAaBHU]jE OJpeaAnMo (pyHIaMeHTATHE TpyIe moaueaapa. Jlo-
BOJbHO je Ja IIPUMCTHMO Jd Ppas3iiMUuTUX IICTJbH Y CKOPO CBAKOM TOITIOJIOIIKOM IIPOCTOPY HMa
HEMPeOPOJUBO JIOK UBUYHUX MET/bU TPOU3BOJFHOT CUMILTHITH]aTHOT KOMIIJIEKCAa UMa Tpedpo-
JUBO MHOTO. MIyCTpyjMO OBY OJIAKIIMITY jeTHHUM IIPHUMEPOM.

[pumep 6.1. Ogpequitiu hyngameniiianty 2pyiy kpyacruye S*.
Pewemwe. 3namo na je K = K(0(a9a1,a01) \ {0{a0,a1,a2} } JAHA TPHAHTYIAIIM]A KPYKHHILE.
TTpUMETUMO J1a 33 UBHYHM ITYT Y = (oa1A200, ENEMENHT [y] Huje TpuBujanan y rpymu 7 (K, ag).

Heka je [§] € 7(K, ao) nponsBomban. Heka je a = a;ya;, - - - a;, UBUYHA TIETIha y TAYKH
ao (ai, = a;, = ap) TaKBa 1 Cy CBe OCTajle netibe Knace [J] myxute Behe unm jeaHake ox «.
Tana, netiba « uMa crenehe ocobuHe:

e 300r (el) Medununuje 6.2 Baxku qa je a;,_, # a;, 3acBek =1,...,n;

® HE [TOCTOJM TPOUIIAHM CETMEHT U, 4, G, , | TIETILE (v TAKAB 1A J€ A;,_, = @, , J€p O 3001
ocobune (€2) eunuruje 6.2 TakaB CETMEHT OHO CJIEMEHTAPHO EKBUBAJICHTAH CETMEHTY

iy, Wiy, 38TO IITO CUMILIEKC Oq,  a;, iy} = Ofas,_,.as,, ) TPUNATA KOMILIEKCY K.

Kako je a;, = ap, netsba o Moxe j1a uma cnezehe jise popme:
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® aKo je a;, = ap Tamaje a;, = as, U;, = Qg, G;, = A1 UTH. LIITO 3HAYM 14 je o OOIHUKA
1 2 2 3 5 4

a = Apga1a200a1a2 * - ApA1A200
~ ApA1G2000001A200 * * - ApA10200
— A
- 7 )
® 4Ko je a;, = ag Tajaje a;, = ai, a;; = Gy, A;, = (o UTJL. ITO 3HAYM JIa je v OONIMKA
a = Apgh2a1Aga2aq * * * ApA2a1 Qg
~ ApA2a1AnAoA2aA1A0 * * - AgA2A710A(

= ("

Kako 3a pasmuuute m,n € N Baxu ma [y"] # [y™] (360r mpencTaBHUKA Kilaca HajMarbe
JTy’)KUHE) 3aKJbYUYjEMO /1A j€

mi(St, 20) = m (K, a0) = ([7] | 0)

12

Z.

6.2 I'pyna cuMNIMUUjATHOT KOMILIEKCA

YV 0BOM 0j1eJbKY IIPEICTAB/HAMO JOIIT JeJTHY METO/TY 3a ojipehuBarbe pyH/1aMeHTAITHE TPYIIe
CUMIUTMITUjATHUX KOMIIIKeca. MeToaa ce 0a3upa Ha OfmcepBaIlju j1a, ako je L komarcu-
OWIaH MOTKOMIUTIEKC CUMILTUIIM]aTHOT KOMIUIeKca K, cBaka MBHYHA MMeT/ha KOMIUIeKca L je
€KBUBaJICHTHA KOHCTAHTHO] TIET/bH & CAauM THM M IpaHHIla CBAKOT 2—CHUMILIEKca KOMIUIeKca
K. OBo Ham oMoryhasa fa, kopuctehu CHUMIITULIN]aTHY CTPYKTYPY KOMIUTekca K, oapeTuMo
penpesenrtanujy dpyugamentanue rpyne 7 (| K|, ag).

OnuImuMo TEXHUKY KOjOM ce KOMOMHATOPHO MpOBepaBa MMOBE3aHOCT IyTeBUMa MOJIUEIpa
CUMILTHIIN]AITHOT KOMIIEKCA.

Teopema 6.2. Hexa je K cumiinuyujarnu kominexce u |K| mwezos iomuegap. Taga, |K| je
dyitiesuma ose3an WoAOLOWKY APOCHIOp aKKo 3a ceéaka géa imemena a,b € V(K) docitioju
ueUYHU Ayl o« = Q1 - . . oy KoMilnekca K wwakas ga je ag = a u a,, = b.

Jokaz. (=) Hexa je | K| myTeBrMa moBe3aH. [1peTocTaBUMO CYyIIPOTHO, HEKa MTOCTOje TEMEHA
a n b xomriekca K Koja He MOTY J1a Ce ITOBEXKY UBUYHUM TyTeM. Tajia, CBaKo TeMe KOMILIEKCa
K mpumaja jesiHoM o1 CKyTmoBa

e ckyn V' C V(K') Temena komiuiekca K Koja MOTY [ ce OBEXY ¢4 TEMEHOM @ UBUUHUM
MyTeM;
o cxyn V' =V(K)\ S

Kako je V' N V" = (), ne nocroju cummiekc 04 € K takasmaje ANV #Qu ANV” £ ()
jep Gu y CyIpOTHOM HEeKO TeMe u3 V" MOITIM Ja MOBEKEMO Ca ¢ IITO je y CYMPOTHOCTH ca
KOHCTpPyKIHujoM ckymosa V' u V",

To 3nHaun qa K MoXe Jla ce TPEICTaBU KAa0 YHHUjA TUCJYHKTHUX CUMIUTHITUjATHUX KOM-
wiekca L u M rage je.

L={oseK|ACV'},
M={oseK|ACV"}.
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Oryma, |K| = |L| U |M|u |L| N |M| = ) urro 3nauu ga | K| Huje MOBE3aH U Ty A0OIA3UMO 10
KOHTpaIUKITH]e.

(<=) Heka mpou3BosbHA TEMEHA KOMIUTEKCA /X MOTY /1a ce TOBEeXY UBMYHUM IyTeM. [Toka)umo
na je | K| myreBuma mosesad. Heka cy x,y € |K| mpousBosbHe Tauke. Tamga, r € 04Uy € 0p
e 04,0 € K. Heka je ag € Au by € B. Kako ¢y CUMIITIEKCH ITyTeBUMa ITOBE3aHU
TIPOCTOPHU, TTOCTOJU TIYT Y1 : [ — 04 TakaB ma je 11(0) = xuy (1) = aoumyrys : [ — op
takas ja Y2(0) = by u 12(1) = y. Kako ¢y ag u by Temena kommekca K, Mo mpeTmoCTaBIH,
OHA MOTY JIa Ce TIOBEXKY UBUYHUM MYTEM (@ = agdy . . . A,by. Caja, MOXeMo 1a IehUHUIIIEMO
CUMILTHIIHJAITHO TIpeCuKaBame o : |I'| — | K| ca

. ( to ti o e e )
Q-
apg a1 -+ Qp bo
rae je I’ Tpuanrynanmja cumiutekca [ umja cy temena t;, ¢ = 0,1,...,n + 1 3a Koje Baxu 1a
0=ty <ty <--- <t, <ty = 1. Tana, mpousBOI V1 - Qs - Y2 j€ ACPUHKUCAH U TIOBE3Y]C
TAYKE ag U by. ]

Y NpeTX0AHOM OJIEJbKY CMO OTIHCATTN TEXHUKY KOJIallCHpabha CUMILTULIA]ATHOT KOMITIeKca
KOjOM ce Io0uja HeMy XOMOTOIICKU eTBUBAIEHTAH MOTKOMILIEKC IITO 3HAYAJHO TOjeTHO-
CTaBJbYj€ payyHarbe TPYIIC UBUIIA & CAMUM TUM U (yHJIAMEHTAJIHE TPYTIE ATOT mpoctopa. a
OU jOIII BHIIIE TIOjeTHOCTABUIIN pauyHame pyHIaMeTanHe rpyme, omucaheMo MeTo1y KOjoM ce
onpehyje MaKCUMaITHU (Y CMUCITY UHKITY31]j€) KOJIATICUOUIaH TOTKOMILIEKC JaTOT CUMILTUIIU-
JATTHOT KOMILIEKcA.

Hedbununuja 6.5. Jegnogumenzuonannu cuMinuyujainy KOMIIEKe KOju ce KOoIaucupa Ha HeKo
ceoje ilieMe Ha3UBAMO gp8o.

®damvumja {L C K | L je apBo} je mapuujamHo ypeheH CKyIL, Ta OH UMa MaKCUMAITHU
EIIEMEHT KOjU HA3MBAMO MAaKCHMAaJIHO JpBO. MAaKCHUMAaIHO JIPBO je MOCEOHO MOTOAHO 32
onpehuBame HajBeher KOTANCUOMITHOT MOTKOMIIIEKCA JATOT CUMITITHITHjATHOT KOMITJIEKCA.
ap

SS\s%s

I'paduk 43: CuMmIumMIjaTHA KOMIUIEKC /X ¥ IbeTOBO MaKCUMAITHO APBO L.

Teopema 6.3. Hexa je | K| itosesan. Axo je L maxcumanto gpso xomitiexca K, iwaga L cagpacu
cea tiemena Komiiexca K.

Jokaz. Hexka je L makcumanto apBo koje He caapxku teme b € V(K). Tlo Teopemu 6.2, 3a
IPOM3BOJBHO TeMe ag € V(L) MOCTOju UBMYHU TIYT v = apdy . . . 4, b KOjU TIOBE3Yje TeMe ag U
b. Heka je a;, mpBo Teme myTa o TakBo na je a € V(L) a ag1 ¢ V(L) (0BakBO Teme MOCTOjU

jep b & V(L)).
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Tana, CUMITTHIHjaTHA KOMITTEKC L1 = L U {0 (4,0, 1}s Ofar,,} f C€ KOMancupa Ha L jep je
O{ay,,} CTOOOMHA CTpaHA CUMILIEKCA O(q, q,.,}- KaKo ce L komamcupa Ha Heko Teme (jep je
JIpBO) U L ce moCneAMYHO Koarncupa Ha UCTO TO TEME IITO 3Ha4u Aa je u Ly apBo. Kako je
L C Ly, cnequ ta L Huje MakcuMaitHo JpBo 1mTo Huje moryhe. daxme, b € V(L). O]

Tocrenuua 6.2. Hexa je |K| iiosezan. Taga, tiocitioju domixominexe L C K imaxas ga L
cagpacu céa iemena kominekca K u |L| je konmwpaximuounan |

3aucitia, MakcUMaTHO IPBO CaAPKU CBA TeMeHA KOMILIEKCA M OHO j€ KOJAIcHOUIaH CUMITTH-
IIUjaJTHH KOMITIEKC a IberoB noiueaap je mo ITocneauim 6.1 KOHTpaKTHOMIAH. ]

[MpumeTuMo 1@ MakCUMaIHO JIPBO HE Mopa Jia Oyae HajBehu TTOTKOMILICKC CUMILTUIU-
JaTHOT KOMITIEKCA KOJU je KOJIATICHOUITaH jep JIPBO je jeTHOIMMECH3UOHAIaH TTOTKOMITICKC.
Taxobhe, KOHTpAaKTUOWIHOCT monueapa | K| He Mopa J1a UMIUTUIUPA KOJIAMCUHOUITHOCT CHM-
IUTHIMjATHOT KoMIulekca K. Ha mpumep, Omiao Koja TpuaHTyjaluja JyJauyke Kare HUje
KOJTaTICHOMIaH CUMILTUIIN]AITHH KOMILIIEKC.

Hexka je | K| mose3an u L moTKoMITIeKC KoMIUTekca K Koju caapu cBa TemeHa u3 K (He
Mopa Jia Oyjie ApBo) Takas Ja je | L| konTpaktubunan (KOMIieKe L moCToju jep MAaKCUMATTHO
JIPBO 3a/10BOJbABA HaBeJIeHe yenose). Heka g;;, Tiie je ¢ < j, 03HaYaBa CUMILIEKC 0 (g, q;} € K.
CBakoM l-cuMIiekcy 04, q;3 € L monemwyjeMo pernanmjy gi; = 1l CBaKoM 2—CHMILICKCY
Ola;a;a,y € K, THE Je @ < j < k monerbyjeMo penaumjy gij - gik - i = 1.

MoTuBanmja 3a OBaKBY KOHCTPYKIIUILY Ce OTJIeNla y UNEeHUIM a | L| caapku cBa TeMeHa
koMmrutekca K. Kako cBaka XoMOTOIHja Ha oiuenpy |L| Moske ma ce MpouMpu Ha TIOIHeIAp
| K|, kajia ce u3Bpiu KoHTpakiwja nojueapa | L| noéujamo npoctop |K|/|L| koju je xomoTo-
TICKU eKBUBAJICHTaH monmeapy | K| y kojem je cBako Teme komruiekca K cajia jeqHa Tadka.
Ortyna, cBaku 1-cuminiekce komiuiekca Ky mpocropy | K|/|L| mocraje metiba. 360r TOTra, CBE
1-cumMIIeKce y KOMIUTEKCY L MIeHTU(]YKYjEMO ca HEYTPaIHUM EIEMEHTOM Kao U METIbE KOje
TIpeCTaBIbajy UBUIIE CBUX 2-CUMILIEKCA jep je CBaKU 2—CUMILIEKC CaM I10 ce61 KOHTPAaKTUOH-
JIaH TIPOCTOP.

Hedunnnuja 6.6. Hexa je L domixomiinexc komitiexca K iaxas ga je |L| xoniipaximiubunan
uV(L) = V(K). Hexa je G = {gij | Ofasa;y € K}, R1 = {955 = 1 | 0{a,ay € L},
Ry ={gi; 9ir* 971 = 1| Ofas.ay.00} € K\ L}. Tpyita cumiimunujano xomiirexca K, y osnayu
G(K) je epyiia ogpehena peiipeseniviayujom

G(K) = (G| By UR,).

Kaxo renepatopu rpymne G(K) ce onrosapajy 1-cumriiekcuma xoMruiekca K, a penarje
dbopmupajy momohy 2-cuMIUIeKca, 3aKJbyUyjeMoO JIa Ipyla CUMIUTUIH]aTHOT KoMIulekca X
3aBucH camo o 2—ckeneta K2 C K. Kako ce penamnmje rpyne G(K) gopmopajy 3a cBe 2-
CHUMIIIEKCE KOjH ce He Hajlaze Y KOHTPaKTHOWIHOM TIpocTopy |L|, ma 6u mpeseHTanuja rpyre
“Maja IMTo Mame peaiuja, y MHTepecy HaM je 1a ojadepemo HajBehu, y cMHCITy MHKITy3H]e,
KOHTPAKTUOMIIAH MOTIIONHEAap monueapa |L|.

Ipumep 6.2. Hexa je n € N un > 2. Ogpequitiu 2pyiy CUMAIUYUJAIHOZ KOMIIEKCA
ionuegpanne cepe S* = K(o™) \ {o"}.

Peweme. Hexa je A = {ag,a1...,a,11} nreka je S" = K(o4) \ {o4}. Younmo cummexc
Ofag,ar,...an}- Kakoje |S"| ~ S”, nonuenap cumrmimjansor komreka L = $™\{0 (40,01, an} }
je 360r Teopeme 5.3 xomeomopdan nmpoctopy [S"| \ F(eg.a:,....an 1} OTHOCHO TOTIOTOUIKOM
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mpoctopy S™ \ Int D" ~ D™ koju je koHTpakTHOMIaH. Kako cBU 1 —CHMIUTEKCH KOMILTEKCA

Y

S" mpunanajy komrutekey L, 3akipyuyjemo na je G(S") = O. O

Kao mro Buaummo, Tpyna CHUMITIHIMjATHOT KOMITICKCA je 3HAYajHO jeTHOCTABHUjA 3a
pauyHame o MBHYHe Tpyme. Melytum, ucnocrasuhe ce na je rpyna mBuila Ouna camo
jenaH IperasHu TEOPUjCKH ajaT.

Teopema 6.4. (Ipyita cumiinuyujannoZ Komitiekca u usuuna Zpyiia Komitiekca cy uzomopgue)
Axo je ag € V(K) mweme cumibmuyujannos xomibiexca K uuju je domegap tiosesan, iwaga je

G(K) = (K, ap). .

Jokas. Heka je L moTkoMIntekc komiuiekca K Takas 1a je | L| koHTpakTubmwian u L campxu
CBa TeMeHa KoMmIutekca K.

3a cBako TeMme a; KoMITIeKca /' Heka je o; MBUYHU MYT Y KOMITIEKCY L KOjU MOBE3Yje
TEMEHa G U a; (OBaKaB IyT ITOCTOjU jep je KOHTPAKTUOWIAH IPOCTOP MyTeBUMa MOBE3aH Ma
Baxu TeopeMma 6.2 U mo mpeTnocTaBUM L caapXu cBa TeMeHa KoMiulekca K). Heka je g;;
TIPON3BOJbaH He-TpUBHjaaH TeHepaTop rpyne G(K') koju ofroBapa CUMILIEKCY 0(q, 4,3 € K.
Hedbunuimmmo npecankaBame

p:G(K) = m(K.a) ca ¢(gy) = o aa;-a;l].

[pu Tom, ¢(g;;) He 3aBUCH OJ M360pa MBUYHOT MyTa «; OXHOCHO «v; jep, mo Teopemu 6.1,
MIPOU3BOJHHM UBHYHU IIyTEBU KOMIUIEKca L KOJU MOBE3Y]y UCTa TeMEHA CY eKBUBaJIeHTHHU. Jla
OM TOKa3alIM /1A (p MOXKE J1a C€ TIPOIIUPH A0 XOMOMOPpGhHU3Ma, UCITUTA]MO CITUKE pealfja rpyme
G(K). CuMmuexcy 0a;a;.q,} € K \ L onrosapa penauuja gi; - gg - g = lmaje

0(9i3) - o(gin) - (g') = o - asa; - o5 '] - oy - ajag - og '] - [ - aga; - ;']

Q; - a;a; - (04] L. aj) - ajay - (a,;l ) - aga; - o)l

SN

~1
- 000505 QLARAE; - O |

(&%

0

[
[
[
la; - a;ajaa; - o 1.

Kako cy a;, a;, ar TemeHa 2-CUMIIEKCA 04, q,) € K, 360r cBojcTBa (€2) Jdedunuumje 6.2
nobujamo 11a je

©(9i5) - e(g5%) - e(g5") = v - qara; - ;']

[
= [a; - a;a; - o ]
= [0 ;- "]
= loi- a;l]
= [a] =

Jaxie, ¢ uyBa penaluje na Moxke a ce IPOLIUPH 10 XOMOMOpGHU3MA.

Hepunummmo caga xomomopdusam ¢ : (K, a9) — G(K). Heka je 32 mpousBoJbHO
[a] = [agay ... agag] € (K, ap)
gz’ji <7,
V(o) = hot - haz - ... hyo THEJE hij =<4 95, J<i,
1, I =] WIH 04, q;} € L.

IMokaxumo ja je ¢ mobpo nedunucano, Tj. na w3z a ~ [ coemn P([a]) = ¥([F]) 3a
MPOU3BOJHHE UBHYHE TIET/bE Y TEMEHY ag KoMmriekca K. JIOBOJBHO je JIa POBEPUMO eNeMeH-
TapHe eKBUBAJIEHIIH]E.

77



Hekajea ~ 5. Akojea =ag...a;...ao U 3 = ag...a;a;...ay Taga je

¢([&]) = h()l ot hi—li . h” . hii—H Cot hk()

=hor ..o hi— 1 hypr - oo Iy
=hor - hicii - g - hag
= ([B]).

Axo je a = ag...a;ajay...ap B 3 = ag...a;a...ay U 2-CUMIUIEKC O, 4, q, TPUNIAIA
xommiekey K, y rpymu G(K) Baxu 1a je h;; - hjp = hg. OTyna,

(o)) = hot . hiy g By
Y T
= ¥([a]).
Cama, 3 o ~ [ cremn Y([a]) = ([f]) na, ako je o« ~ oy ~ -+ ~ ,, ~ [ HU3
eJIEMEHTAPHUX CKBUBAJICHIIN]a KOju 00e30¢ehyje penaumnjy o ~ 3, tana je ¥ ([a]) = ¥([aq]) =
= Y([an]) = ¥([B]) aje ¥([a]) = ¥([B]).

AHaTuzupajMo KOMITO3HIIHjE ( © 1) U 1) 0 ¢. AKO je apay . . . G,0o TIPOU3BOJbHA UBUYHA
rmeTJba KoMIuTekca K, Taja je

wo([aga ... anag]) = @(hor - hig - ...« hno)
= ¢(ho1) - p(h12) - ... - @(hno)
= | - apay ‘041’1] o sarag o] o - anag - ol
= [ - apar - oyt - ar - aiag - ayt -y - anag - gt
= [ - agay - . . anag - o)
= |

Qpay . anao]

HOCJ'ICI[H:&jGI[H&KOCT BaXX" 34TO IITO (g 4 CAMUM THUM Ozal MOXKE 1a 6YILC KOHCTAHTAaH UBUYHU
IIyT (xg = Qg.

Jasbe, 32 IPOM3BOJBAH IeHepaTop g;; rpyme G(K), Baxu

3aTO LITO Cy (y; U (v; UBUYHU IyTE€BU KOMIUIEKca L a 10 KOHCTPYKIUjU IPECIUKABAba ¢ CBU
ILUXOBU CETMCHTH CC CIIMKA]y Y JSIMUHU CTICMCHT.

Oryma, ¢ 0 ¢ = ly(kap) B ¥ 0 p = lgk) WTO UMITMIHMpPA Oa Cy 00a XoMOoMoppusma
U30MOPhU3MHU. ]

Haxe, rpyna CUMITITUIIU]ATHOT KOMIUIEKCa je€ M30MOop(HA UBUYHO] TPYIH 4 CAMUM TUM H
(hyHIaMeHTAlIHO] TPYNU HeroBor monuenpa. Kako ce U3 cTpyKType CUMILIUIUjATHOT KOM-
IUIeKca oIMax Jo0uja pemnpeseHTaluja GyHIaMeHTalIHe rpyme (IITaBUllle, METOIa MOXe Ja
ce ucnporpamupa Ha BehMHU MPOTPaMCKUX je3UKa), JACHO j€ Ja j€ TpyIa CUMILUIUIN]jATHOT
KOMIIJIEKCa 3HAaYajHO je/THOCTaBHM]A 3a M3padyHaBame. JequHU TpoOJeM je TIPErmo3HaBAhEe
M30MOPGhHUX perpe3eHTalIrja TPyMa a TO je CTpOoro aaredapcku mpoosem.

6.3 @d@yHgameHTAJHA rpyna CUMILTMIIUAjATHOT KOMILIEKCA

VY oBom oj1esbKy hemo ja uzpauyHamo ¢yHIAMEHTAJIHE IpyIe TOMONONIKUX MPOocTopa
nmoMohy Tpyrne CUMITUIMIIMjaIHOT KOMITIEKCAa KOjU Cy HhUXOBe TpuaHrynanuje. Haenrhemo
onpeheHe TeopHjcke MOTOTHOCTH KOje HaM MpeAcTaB/beHa TeXHIUKa oMoryhasa.
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Ipumep 6.3. Ogpeguitiu pyngameniianny Zpyiy kunacige cyme \/ S*.
i=1

ay as Q4 as

¢ @ ®

Qo

A2p—1 Aop—1

n
I'padux 44: Tpuanrynauumja K npocropa \/ S' u xonancubunan notkommiaexc L.
i=1

Pewere. Hexa je ag = (0,0) € R?. Younumo ckyn

A= {ai: (cosﬂ,sinﬂ> |i:1,...,2n,} c R?.
n n

Tana, 3a mpoussosbHo @ = 1,...,n, ckyn A; = {ag, ag;, azi11} je aduno nesaBucan mro
sHaun jia je S; = K(04,) \ {04, } Tpuanrymammja kpyxnnie. Kaxo je 87 N'S; = {040} }
3aKJbyUyjeMo Ja je
n
K=|Js!
i=1

TpuaHryrnanuja Knunacre cyme \/;_, S' npukasana ua Ipaduky 44. Cana, CUMIUTALMjATHE
xommieke L = {0y | i = 0,1,...,2n} U {0fapa | © = 1,...,2n} je moTkOMMICKC
KoMIiekca K Koju je KomancuOunan (0, j€ CIo00omHa CTpaHa CHUMIIEKCA Ofq),q;} 3 CBE
, = 1,...,2n) ma je mo Ilocnemuuu 6.1 1 KoHTpakTHOMNIAaH. Kako kommuieke K He caipku
HU jemaH 2—cumiuteke, a K \ L = {o(12},0(34},---,0{2n—1,20}}, TPYA CHMILTHIHjATHOT
KoMIUIeKca K MMa pemnpe3eHTaln]y

G(K) = (g12. 934, - - - Gon—1 20 | 0) = Z".
Oryna, dynnamenTanna rpyna npocropa \/;_, S je Z™. ]
Ipumep 6.4. Oyngameniianna 2pyiia cghepe S™ je mipusujanna 3a n > 2.

3aucitia, y Tipumepy 6.2 cmo mokaszanu 1a 3a n > 2 Baxku G(35") = O rae je $” monuenpanna
chepa. ]

I'pyna uBuma nam omoryhasa ga, y ciaydajy Kajia TOMOJONIKA MTPOTOPU UMa]y TPUAHTY-
Januje, ToKaxxeMo TBphema aHamorHa nocnenuiama Ban-KameHnose Teopeme.

Teopema 6.5. Heka cy Ky u Ko cumitiuyujannu kominexkcu yuju cy toauegpu iogezanu. Taga,
3a yngamenitianny 2pyity kmnacie cyme |Kq| V | K| sascu

([ Ka| V[ Kel) = m([Kq) * ([ Kl).
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Jokaz. MoxeMo a IPeTHOCTaBUMO 1a ¢y K ¥ Ky CUMIUIMIMjATIHA KOMIUIEKH Y HCTOM
Eyxnuackom npoctopy R? u na je | K| N |K»| = 0 jep TpancnauujoM TeMeHa Kommnekca Ko
JI00UjaMO CUMIUIUIIM]aTHA KOMIUIEKC KOju MMa XomeomopdaH monueaap.

Jokaxumo aa y mpoctopy R 3a monuenpe | K| u | K»| koju ce He ceKy Baxku

d(|K.|, |Ka) =  inf ||z —y|| = d(V(K)), V(Ky)).
(KoL Ral) = nt (o=l = d(V(ED, V(K2)
Kako cy mommeapu koMmmakTHn ckynosu, caemn aa je d(|Kil,|Ks|) = ||zo — yo|| 3a Heke

xo € |Kil|, yo € |K3|. Tama,x € 04 € Ky uy € op € K, mTo 3Ha4u 1a je
d(|K1|, |K2|) = d(O‘A,O'B)

Jlaxo ce jokasyje 1a 3a cummiekce mpocropa RY pasku d(o 4, o B) = d(A, B).

Hexka je d(| K1, |K2|) = d(ag,bo) tae ag € V(K1) u by € V(K>). Tana, 3a cummuexc
O fag,bo} BAKH Oa oy N |[Ki1| = {ao} m 0faepey N [K2| = {bo} mro 3naum na mMoxemo ja
neUHUTIIEMO CUMIUTHIIN]aJTHE KOMIUIEKCe

K5 = Ky U {0000}, Ofao} ) K2 = K1 U Ky U{0{ag,b0} }-
Kako ce K} xonancupa na Ky, mo Jlemu 6.4 Baxu na je | K}| ~ | K| axaxoje | K4|N| K7 = {ao}
crenu aa je | K| =~ |Kq| V | Ks|.
Hekacy Ly C K, Ly C K} notkommnekcu takpu naje V (Ly) = V(K ) uV (Ly) = V(K})
a BUXOBH nojueipu | L1 | v | Lo| cy kouTpaktubwinu. Kaxkoje |L1|N|Ly| = |K1|N[ K| = {ao},
3akIpyuyjemo ma je |L1| U |Lo| = |Ly U Ly| xouTpaktubunan. Heka je Lo = Ly U L. Tana,
G =19ij | 0(a;,a;y € K12} = G1 UGy e je

Gr = {9ij | Ofasa;) € K1},

G2 ={9ij | 0fasayy € K3};

Ry ={gij = 1| 0fay,a;) € L12} = R11 U Rip e je

Ru ={gij = 1| 0fay,a;y € L1},

Riy ={gij = 1| 0ay,0;3 € L2};

Ry ={9ij - 9ir - 92‘7@1 =1| Ofaiaja,) € K2 \ L12} = Ro1 U Rys TriC jE

Ror = {gij - gk - gﬂgl = 1| 044,050y € K1\ L},

Roo ={gij - gir-- g5 = 1| Ofasazan) € K5\ Lo}

MITO UMITTULIAPA Ja 3a TPYIy CUMITUTHIIM]aTHOT KOMITIeKca K 1o BaXKu

G(Ki2) = (G1 UG | Ri1 U Ri2U Ry U Rys)
= (G1 | R1i1 U Ra1) # (Go | R12 U Rap) = G(K)) * G(K}).
yuMe je TeopeMa JoKa3aHa. ]
Cama HaBOOMMO TeopeMy 3a ofapehuBarme GyHIaMEHTaTHe TPYyIle YHHUje IBa MOIHeapa.

Hexka cy L u M noTtkomiuiekcu koMmiuiekca K takBu maje K = LUM u N = LN M
(mpumeTtumo na je N Takohe moTkomruiekc komrutekca K). Heka cy f : |[N| — |L| u
g : |N| — | M| onroBapajyha HHKIy3MOHA TIPECTUKABAHA.

Teopema 6.6. Hexa cy |L|, | M| u | N| ayiesuma iosesanu ionuegpu u ag HeKo iieme KOMIIeKca
N. Taga, ¢pyngameniuanna epyia m (|K|, ag) ce gobuja og epyie m(|L|, ag) * m (| M|, ap)
gogasarvem peaayuja (f+(c)) - (g.(c)) ™' = 1 3a ceaxu enemeniti c epyie m (| N|, ap).
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Jlokasz. Heka je Ty makcumanHo apBo komiuiekca N. Kaxko je /N moTkoMIIeke koMiuiekca L u
MOTKOMILIIEKC KoMIUTekca M , CTUYHUM MTOCTYIIKOM Kao y goka3zy Teopeme 6.3, Ty Moxe 11a ce
MPOIIUPHU IO MAKCUMATHOT JipBeTa 17, KomIiekca L 1 MakcuMaiaHOT apBeTa 1), KoMIUieKca
M tako maje Iy NN =Ty NN = Ty. Cana, cumrmmanujarai KoMruteke T = T, U Ty
MpecTaBba APBO KOje CaapKU cBa TeMeHa KoMIuiekca /.

Ompenumo 71 (| K|, ag) omHocHO Tpymy cumiuimjamHor komiuiekca G(K). I'pyma G(L)
je TeHepHcaHa elleMeHTHMA ¢;; KOjU OfroBapajy 1-cummiekcuma damunuje L \ 77, nonaBameM
penanuja g;; - gji - gi;l = 1 3a caku 2-cumruiekc u3 damunuje L \ 17, a rpyna G(M) je
reHepucaHa eleMeHTHMa h;; Koju oarosapajy 1-cumriekcnma damunuje M \ T)y mogaBameM
peratmja hi; - hyy - hy' = 1 3a ceaku 2-cummnexc bamumuje M \ Ty

IpumeTumo a cy cBu reHepeTop u penarmje rpyna G( L) u G(M ) renepaTopu u penarmje
rpyne G(K) 360r mpeseHTaluje rpyne CUMIDIMIUjaIHOT KoMiuiekca. OTyma, na 61 o cio-
6omuor mpoussoma G(L) * G(M) mobunu pemnpesenrtaiujy rpymne G(K), moBosbHO je ma
MOUCTOBETUMO TeHEepaTOpe KOju ofaroapajy 1—cumruiekcuma mpeceka L N M = N ogHOCHO
na jomamo penanuje f.(c) = g.(c) 3a cBaku renepaTop ¢ rpymne G(N). O

Ipumep 6.5. Kopucitiechu 2pyiy cumitnuyujannoZ Komiiexca, ogpequitiu pyHgamenitiaime cpyie:

® ifiopyca;

Knajnoge boye;
® IpOjeKiUGHe PAGHU,
® ygauke Kaiie.

Pewemwe. Oppennmo pyHIaMEHTAIHY TPYMy MPOjeKTUBHE paBHU. YMecTo jaa ojapehyjemo
TPUAHTYJIANU]y MPOJeKTUBHE PaBHU y MPOCTOPY, TOBOJBHO je a OAPETUMO TPHAHTYIAIH]Y
JTUCKa YHjOM ce MIeHTU(UKAIII]oM T00Hja MpojeKTUBHA paBaH. BoauMo paduyHa qa ce MAEHTH-
(buxammjom 1o06Mja CUMITTUIIN]ATHE KoMITUTekc. Heka cy TpuaHTyIaluja MpojeKTUBHE PaBHU
K 3ajegHo ca KOJANCUOMIHUM MOTKOMIUIEKCOM L TTpUKa3aHu Ha Tpaduky UCIO/.

I'padux 45: Tpuanrymnainuja mpojeKTUBHE PaBHHU.
Tama, rpyna CUMITIHIIMjATHOT KoMIulekca K nuMa gopmy:
G(K) = <go1,9027904,905,9127915,924 |

915 = 912, Jo1915 = Yos5, Jos = Go4, Jo2924 = Jo4; g12924 = 1>-
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KOja ce JeMTHOCTaBHUM cpehuBameM CBOIU Ha GopMmy:

G(K) = <912 | 9%2 = 1> = Zo.

82



	Predgovor
	Homotopije
	Algebarske strukture algebarske topologije
	Grupoidi
	Prezentacija grupe

	Fundamentalna Grupa
	Prostori puteva i petlji
	Fundamentalni grupoid i fundamentalna grupa
	Indukovani homomorfizmi
	Odredjivanje fundamentalne grupe nekih prostora.

	Fundamentalna grupa unije topoloških prostora
	Van Kampenova teorema
	Fundamentalna grupa prostora dobijenih identifikacijom ravanskih figura
	Klasifikacija kompaktnih površi


	Kombinatorna apstrakcija topoloških prostora
	Geometrijski simpleksi
	Simplicijalni kompleksi
	Baricentricna podela simplicijalnih kompleksa
	Simplicijalna aproksimacija neprekidnih preslikavanja

	Fundamentalna grupa simplicijalnih kompleksa
	Grupa ivica
	Grupa simplicijalnog kompleksa
	Fundamentalna grupa simplicijalnog kompleksa


