
UNIVERZITET U KRAGUJEVCU

PRIRODNO�MATEMATI^KI FAKULTET

Topologija 2

Skripta

dr Marinko Timotijevi}

KRAGUJEVAC
2021



2



Sadr`aj

Predgovor 4

1 Homotopije 5

2 Algebarske strukture algebarske topologije 11

2.1 Grupoidi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
2.2 Prezentacija grupe . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

3 Fundamentalna Grupa 16

3.1 Prostori puteva i petqi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16
3.2 Fundamentalni grupoid i fundamentalna grupa . . . . . . . . . . . . . . 19
3.3 Indukovani homomorfizmi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23
3.4 Odre|ivawe fundamentalne grupe nekih prostora. . . . . . . . . . . . . . 27

4 Fundamentalna grupa unije topolo{kih prostora 33

4.1 Van Kampenova teorema . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33
4.2 Fundamentalna grupa prostora dobijenih identifikacijom ravanskih

figura . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40
4.2.1 Klasifikacija kompaktnih povr{i . . . . . . . . . . . . . . . . . 45

5 Kombinatorna apstrakcija topolo{kih prostora 49

5.1 Geometrijski simpleksi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49
5.2 Simplicijalni kompleksi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51
5.3 Baricentri~na podela simplicijalnih kompleksa . . . . . . . . . . . . . 56
5.4 Simplicijalna aproksimacija neprekidnih preslikavawa . . . . . . . . 61

6 Fundamentalna grupa simplicijalnih kompleksa 67

6.1 Grupa ivica . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67
6.2 Grupa simplicijalnog kompleksa . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 74
6.3 Fundamentalna grupa simplicijalnog kompleksa . . . . . . . . . . . . . . 78

3



Predgovor

U domenu svih topolo{kih prostora relacija �biti homeomorfan� je relacija ek-
vivalencije koja razbija topolo{ke prostore na disjunktne klase ekvivalencije. Ova
klasifikacija nam omogu}ava da topolo{ka svojstva poznatih prostora prenosimo
na svaki prostor iz wegove klase i tako odredimo topolo{ke karakteristike drugih
prostora bez wihove neposredne analize.

Dokaz da su dvaprostora homeomorfna se svodinakonstrukciju bijektivnogobostrano
neprekidnog preslikavawa jednog prostora u drugi, me|utim, dokaz da dva prostora
nisu homeomorfna je znatno slo`eniji jer podrazumeva dokaz da takvo preslikavawe
ne postoji. Ovo se obi~no posti`e uo~avawem topolo{kih svojstava koje ne mogu da
imaju dva homeomorfna prostora. Me|utim, postoje prostori koji imaju iste poznate
topolo{ke karakteristike a za koje se zna da nisu homeomorfni {to ovaj metod ~ini
mawe efikasnim.

Ne{to grubqa klasifikacija topolo{kih prostora na klase homoto- pnih prostora
omogu}ava prepoznavawe nehomeomorfnih prostora jer dva ne-homotopna prostora ne
mogu biti homeomorfni. U tu svrhu, u daqem radu }e biti opisan metod konstrukcije
algebarskog aparata ~ija je glavna primena prepoznavawe prostora koji nisu homo-
topni.

Pomo}u homotopnih puteva i petqi u topolo{kim prostorima konstruisa}emo
aparat kojim se svakom putevima povezanom topolo{kom prostoru dodequje algebarska
grupa ~ije osobine u velikoj meriodra`avaju homotorska svojstva polaznog topolo{kog
prostora.

Ovaj kurs }e u velikoj meri da bude posve}en opisu jedne kombinatorne tehnike
kojom kompaktni potprostori Euklidskih prostora mogu do na homeomorfizam da se
predstave pomo}u kona~ne fanilije skupova koje nazivamo simplicijalni kompleksi.
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1 Homotopije

Jedan od glavnih fundamentata Algebarske topologije je teorija homotopije. U
ovom odeqku navodimo wene osnovne koncepte.

Ka`e se da su dva neprekidna preslikavawa f, g : X → Y homotopna ako f mo`e
�neprekidno da se deformi{e� u preslikavawe g, tj. ako postoji neprekidna fami-
lija preslikavawa {ft | t ∈ I} gde je I = [0, 1] takva da f0 ≡ f i f1 ≡ g. Termin

Grafik 1: Homotopna preslikavawa skupa R.

�neprekidna familija� se odnosi na neprekidnost preslikavawa F : X × I → Y datog
sa F (x, t) = ft(x) za sve x ∈ X i svako t ∈ I . Otuda i slede}a definicija.

Definicija 1.1. Ka`emo da su preslikavawa f, g : X → Y homotopna (ili da je f
homotopno g ) ako postoji neprekidno preslikavawe F : X × I → Y tako da je

F (x, 0) = f(x),

F (x, 1) = g(x)

za svako x ∈ X , pri tom, topologija na intervalu [0, 1] je relativna u odnosu na Eklidsku
topologiju realne prave. Preslikavawe F zovemo homotopija i ako je f homotopno g
pi{emo f ' g. Ako za neki skup A ⊆ X va`i f �A= g �A i ako postoji homotopija

F : X× I → Y takva da je F (x, a) = f(a) = g(a) za svako a ∈ A i sve t ∈ I , tada ka`emo

da su f i g homotopni u odnosu na podskup A i pi{emo f ' g relA.

Sada navodimo nekoliko svojstava homotopije i homotopnih preslikavawa.

Lema 1.1. Svako neprekidno preslikavawe je homotopno samom sebi, tj. ako je f : X → Y
neprekidno, tada je f ' f .

Dokaz. Homotopija F : X×I → Y data F (x, t) = f(x) za sve x ∈ X i sve t ∈ I obezbe|uje
relaciju f ' f .

Teorema 1.1. Na skupu Map(X, Y ) = {f : X → Y | f je neprekidno preslikavawe}
relacija ' je relacija ekvivalencije.
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Dokaz. Refleksivnost. Va`i zbog Leme 1.1.

Simetri~nost. Ako je f ' g, tada postoji homotopija H : X × I → Y tako da
H(x, 0) = f(x) i H(x, 1) = g(x) za svako x ∈ X . Tada, za homotopiju H ′ : X × I → Y
datu saH ′(x, t) = H(x, 1− t), x ∈ X, t ∈ I va`iH(x, 0) = g(x) iH(x, 1) = f(x) za svako
x ∈ X , pa je g ' f .

Tranzitivnost. Neka f ' g i g ' h. Tada postoje homotopijeH1, H2 : X × I → Y takve
da za sve x ∈ X va`i

H1(x, 0) = f(x);

H1(x, 1) = H2(x, 0) = g(x);

H2(x, 1) = h(x).

Sada, preslikavawe H : X × I → Y dato sa

H(x, t) =

{
H1(x, 2t), t ∈ [0, 1

2
],

H2(x, 2t− 1), t ∈ [1
2
, 1],

je neprekidno (H(x, 1
2
) = H1(x, 1) = H2(x, 0) = g(x), x ∈ X) i va`iH(x, 0) = H1(x, 0) =

f(x) i H(x, 1) = H2(x, 1) = h(x) za sve x ∈ X , pa je f ' h.

Na osnovu Teoreme 1.1, mo`emo da zakqu~imo da su preslikavawa f, g ∈ Map(X, Y )
homotopna ako postoji put u prostoru Map(X, Y ) koji povezuje preslikavawa f i g
(ako je H : X × I → Y odgovaraju}a homotopija, tada je L : I → Map(X, Y ) dat sa
L(t) = H(x, t), x ∈ X , t ∈ I pomenuti put).

Lema 1.2. Neka su dati prostoriX, Y iZ i preslikavawa f0, f1 : X → Y , g0, g1 : Y → Z.
Tada iz f0 ' f1 i g0 ' g1 sledi g0 ◦ f0 ' g1 ◦ f1.

Dokaz. Neka je F : X × I → Y homotopija izme|u f0 i f1 i G : Y × I → Z homotopija
izme|u g0 i g1. Tada, homotopija H0 : X × I → Z data sa H0 = g0 ◦ F obezbe|uje
g0 ◦ f0 ' g0 ◦ f1.

Tako|e, za homotopijuH1(x, t) = G(f1(x), t), x ∈ X , t ∈ I va`iH1(x, 0) = G(f1(x), 0) =
g0 ◦ f1(x) i H1(x, 1) = G(f1(x), 1) = g1 ◦ f1(x) za sve x ∈ X , pa je g0 ◦ f1 ' g1 ◦ f1.

Kako je ' tranzitivna relacija sledi da je g0 ◦ f0 ' g1 ◦ f1.

Teorema 1.2. Neka je Y konveksan podskup skupa Rn i neka su f, g : X → Y neprekidna

preslikavawa. Tada je f ' g.

Dokaz. Defini{imo homotopiju H : X × I → Y sa

H(x, t) = (1− t)f(x) + tg(x), x ∈ X, t ∈ I

Sada, H je neprekidno preslikavawe kao kompozicija neprekidnih preslikavawa i
H(X × I) ⊆ Y jer Y je konveksan skup. Kako za homotopiju H va`i H(x, 0) = f(x) i
H(x, 1) = g(x) za svako x ∈ X , sledi da je f ' g.

Homotopiju H iz Teoreme 1.2 nazivamo linearna homotopija.

Posledica 1.1. Neprekidna preslikavawa f, g : X → Rn su homotopna.
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Dokaz. Sledi iz ~iwenice da je Rn konveksan skup.

Razmotrimo preslikavawa prostora X na sferu Sn−1. Iako Sn−1 ⊆ Rn nije konve-
ksan skup, skoro svaka dva preslikavawa f, g : X → Sn−1 su homotopna {to ilustruje
slede}a lema.

Lema 1.3. Neka su f, g : X → Sn−1 neprekidna peslikavawa takva da je f(x) 6= −g(x) za
svako x ∈ X . Tada je f ' g.

Dokaz. Ako f i g posmatramo kao preslikavawa prostora X i Rn \ {0}, tada je f
homotopno g {to omogu}ava linearna homotopija H jer svaka linija koja spaja ta~ke
f(x) i g(x) ne prolazi kroz nulu zato {to je f(x) 6= g(x) za svako x ∈ X . Uo~imo
preslikavawe F : Rn \ {0} → Sn−1 dato sa F (x) = x

‖x‖ , x ∈ R
n. Tada je F �Sn−1= 1Sn−1

gde 1Sn−1 predstavqa identi~ko preslikavawe kru`nice.

Daqe, preslikavaweH ′ : X → Sn−1 dato saH ′ = F ◦H je neprekidno (kao kompozi-
cija neprekidnih preslikavawa) i

H ′(x, 0) =F (H(x, 0)) = F (f(x)) = f(x) za sve x ∈ X jer g(x) ∈ Sn−1;

H ′(x, 1) =F (H(x, 1)) = F (g(x)) = g(x) za sve x ∈ X jer g(x) ∈ Sn−1.

Dakle, f ' g.

Posledica 1.2. Svako neprekidno preslikavawe f : X → Sn koje nije �na� je homotopno
nekom konstantnom preslikavawu.

Dokaz. Neka f : X → Sn i neka postoji y0 ∈ Sn tako da f(x) 6= y0 za sve x ∈ X . Za
neprekidno preslikavawe g : X → Sn dato sa g(x) = −y0, x ∈ X va`i f(x) 6= −g(x) za
svako x ∈ X pa na osnovu Leme 1.3 va`i da je f ' g.

Sada, pomo}u homotopnihpreslikavawadadefini{emorelaciju izme|u topolo{kih
prostora koja }e da bude od velikog zna~aja u ostatku kursa Algebarske topologije.

Definicija 1.2. (Homotopska ekvivalencija topolo{kih prostora)

• Neprekidno preslikavawe f : X → Y je homotopska ekvivalencija topolo{kih

prostora X i Y ako postoji preslikavawe g : Y → X tako da je f ◦ g ' 1Y i

g ◦ f ' 1X .

• ProstorX je homotopski ekvivalentan prostoru Y (pi{emoX ' Y ) ako postoji
homotopska ekvivalencija f : X → Y .

• Svojstvo prostora koje se ~uva pri svakoj homotopskoj ekvivalenciji se naziva

homotopsko svojstvo.

Ovako definisana relacija je pogodna za analizu topolo{kih prostora jer je
relacija ekvivalencije pa razbija toplo{ke prostore na disjunktne klase ekvivalen-
cije {to ilustruje slede}a teorema.

Teorema 1.3. Relacija me|u topolo{kim prostorima �biti homotoski ekvivalentan�

je relacija ekvivalencije.
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Dokaz. O~igledno je svaki prostor sam sebi homotopski ekvivalentan. Tako|e, ako je
X ' Y , tada je i Y ' X jer ako je f : X → Y homotopska ekvivalencija, tada je po
Definiciji 1.2 i odgovaraju}e preslikavawe g : Y → X homotopska ekvivalencija.

Ostaje da poka`emo tranzitivnost relacije. Neka je X ' Y i Y ' Z. Tada postoje
homotopske ekvivalencije f : X → Y , f ′ : Y → X , g : Y → Z i g′ : Z → Y , koje
obezbe|uju homotopsku ekvivalentnost datih prostora.

Kako je f ′ ◦ f = f ′ ◦ 1Y ◦ f i g′ ◦ g ' 1Y , na osnovu Leme 1.2, sledi da je f ′ ◦ 1Y ◦ f '
f ′ ◦ g′ ◦ g ◦ f , odnosno f ′ ◦ f ' f ′ ◦ g′ ◦ g ◦ f . Tako|e, kako je f ′ ◦ f ' 1X ponovo, na
osnovu Leme 1.2, sledi f ′ ◦ g′ ◦ g ◦ f ' 1X .

Analogno g ◦ f ◦ f ′ ◦ g′ ' 1Z .
Dakle, g ◦ f je homotopska ekvivalencija prostora X i Z pa je X ' Z.

Lako se vidi da su homeomorfni prostori tako|e i homotopni. Me|utim, klasi-
fikacija prostora na homotopne prostore je grubqa od klasifikacije prostora na
homeomorfne prostore, tj. postoje homotopni ne-homeomorfni prostori.

Primer 1.1. Ispitati da li je S1 × [0, 1] ' S1 ili S1 × [0, 1] ≈ S1.

Re{ewe. Neka jeX omota~ vaqka S1× [−1, 1] i Y kru`nica S1×{0}. Tada,X ' Y {to
obezbe|uje homotopska ekvivalencija f : X → Y data sa f(x, y, z) = (x, y, 0), x ∈ X ,
gde je preslikavawe g = iY : Y → X inkluziono preslikavawe. Pri tom, homotopija
H : X × I → X preslikavawa g ◦ f i 1X je data sa H((x, y, z), t) = (x, y, tz), (x, y, z) ∈
X, t ∈ I , a o~igledno je f ◦ g = 1Y .

Grafik 2: Cilindar i kru`nica su homotopni prostori.

Me|utim, ovi prostori nisu homeomorfni jer kru`nica nema ta~ku sa okolinom
koja je homeomorfna disku D2.

Kako je u prethodnom primeru prostor Y bio potprostor prostora X , data homo-
topska ekvivalencija je zapravo jedna specifi~na vrsta preslikavawa.
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Definicija 1.3. Neprekidno preslikavawe r : X → A prostoraX na potprostorA ⊆ X
nazivamo retrakcija a prostorA retrakt prostoraX ako je r �A= 1A. Ako je iA◦r ' 1X
gde je iA : A → X ikluziono preslikavawe, tada r zovemo deformaciona retrakcija, a
potprostor A deformacioni retrakt prostora X .

Postoji posebna vrsta deformacione retrakcije r : X → A, tzv. �stroga defor-
maciona retrakcija� koja se razlikuje od klasi~ne u tome {to je homotopija koja je
obezbe|uje uvek identi~ka na potprostoru A.

Lema 1.4. Ako je A deformaconi retrakt prostora X , tada je A ' X .

Dokaz. Odgovaraju}a deformaciona retrakcija r : X → A je tako|e i homotopska
ekvivalencija jer je po pretpostavci iA ◦ r ' 1X a ina~e je r ◦ iA = 1A.

O~igledno je svaki deformacioni retrakt tako|e i retrakt. Me|utim, obrnuto nije
slu~aj {to ilustruje slede}i primer.

Primer 1.2. Kru`nica jeste retrakt ali nije deformacioni retrakt torusa.

Zaista, znamo da je torus T prostor homeomorfan topolo{kom proizvodu S1 × S1.
Projekcija topolo{kog proizvoda S1 × S1 na S1 × {0} data sa r(x, y) = (x, 0), (x, y) ∈
S1 × S1 je tra`ena retrakcija. Me|utim, ako bi postojala deformaciona retrakcija

Grafik 3: Projekcija torusa na kru`nicu je retrakcija.

torusa na kru`nicu na osnovu Leme 1.4 oni bi bili homotopski ekvivalentni, {to nije
slu~aj (bi}e dokazano u Primeru 3.4).

Primer 1.3. Ta~ka 0 ∈ Rn je deformacioni retrakt diska Dn = {x ∈ Rn | ||x|| ≤ 1}.

Zaista, preslikavawe r : Dn → {0} dato sa r(x, y) = 0, x ∈ X je deformaciona
retrakcija gde je homotopija preslikavawa r ◦ i{0} i 1Dn data sa H(x, t) = tx, x ∈ Dn,
t ∈ I .

Kako je po Lemi 1.4 Dn homotopski ekvivalentan ta~ki, pogodno je dati ime pros-
torima sa ovakvim svojstvom.

Definicija 1.4. Topolo{ki prostorX je kontraktibilan ako postoji neprekidno pres-

likavawe H : X × I → X takvo da je H(x, 0) = x za sve x ∈ X i H(X × {1}) = {x0} za
neko x0 ∈ X . Preslikavawe H zovemo kontrakcija. Ako je H(x0, t) = x0 za svako t ∈ I ,
ka`emo da je prostor X kontraktibilan u odnosu na x0 ∈ X .
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Primeri kontraktibilnih prostora su zvezda, }iri�~no slovo }, krst, dok sfera
Sn, n ∈ N nije kontraktibilan prostor.

Videli smo dakle da je relacija �biti homotopan� relacija ekvivalencije na skupu
neprekidnih preslikavawa topolo{kih prostora. Prvi deo kursa Topologije 2 }emo
da posvetimo konstrukciji tzv. kovarinatnog funktora koji pomo}u klasa ekvivalen-
cije homotopnihneprekidnihpreslikavawa jedini~nog intervala, svakom topolo{kom
prostoru dodequje jednu specijalnu grupu.
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2 Algebarske strukture algebarske topologije

Algebarske strukture koje }emo da dodequjemo topolo{kim prostorima imaju vrlo
specifi~ne osobine i u ovom odeqku ih analiziramo ~isto algebarski.

2.1 Grupoidi

Neka je G 6= ∅ i neka su λ, ρ : G → G unarne operacije. Neka je · : G × G → G
binarna operacija definisana za one a, b ∈ G takve da ρ(a) = λ(b).

Definicija 2.1. Struktura (G, ·, λ, ρ) je grupoid ako zadovoqava slede}e aksiome:

(G1) λ ◦ λ = λ = ρ ◦ λ, λ ◦ ρ = ρ = ρ ◦ ρ;

(G2) λ(a) · a = a = a · ρ(a) za sve a ∈ G;

(G3) λ(a) · λ(a) = λ(a) , ρ(a) · ρ(a) = ρ(a) za sve a ∈ G;

(G4) λ(a · b) = λ(a), ρ(a · b) = ρ(b) za sve a, b ∈ G;

(G5) (a · b) · c = a · (b · c) za sve a, b, c ∈ G za koje je ρ(a) = λ(b) i ρ(b) = λ(c);

(G6) za svako a ∈ G postoje b ∈ G i c ∈ Gtakvi da je λ(b) = ρ(a) = λ(c) i ρ(b) = λ(a) =
ρ(c) i za koje va`i a · b = λ(a) i c · a = ρ(a).

Ovakva konstrukcija je na prvi pogled prili~no neuobi~ajna ali nadaqe, gore
navedene operacije }e da dobiju vrlo konkretne interpretacije u vidu svojstava klasa
ekvivalencija puteva i petqi.

Lema 2.1. (Sintaksne posledice aksioma grupoida) Neka je G grupoid.

(1) Za svako a ∈ G i b, c ∈ G koji zadovoqavaju aksiomu (G6) va`i b = c.

(2) Za svako a ∈ G postoji jedinstveno a−1 ∈ G takvo da λ(a−1) = ρ(a), ρ(a−1) = λ(a),
a · a−1 = λ(a) i a−1 · a = ρ(a). Tako|e, za sve a, b ∈ G takve da je ρ(a) = λ(b) va`i

(a · b)−1 = b−1 · a−1.

Dokaz. (1) Neka a, b, c ∈ G zadovoqavaju uslove leme, tada

(c · a) · b = ρ(a) · b = λ(b) · b = b;

c · (a · b) = c · λ(a) = c · ρ(c) = c,

pa, na osnovu osobine (G5), va`i da je b = c.

(2) Ako u tvr|ewu (1) leme zamenimo a−1 = b = c, na osnovu aksiome (G6) sledi tvr|ewe
za a−1. Neka su a, b ∈ G i a−1, b−1 ∈ G odgovaraju}i elementi i ρ(a) = λ(b). Tada

λ(b−1 · a−1) = λ(a−1) = ρ(b) = ρ(a · b),
ρ(b−1 · a−1) = ρ(a−1) = λ(a) = λ(a · b).

Otuda, proizvod (a · b) · (b−1 · a−1) je definisan i va`i

(a · b) · (b−1 ·a−1) = a · (b · b−1) ·a−1 = a ·λ(b) ·a−1 = a ·ρ(a) ·a−1 = a ·a−1 = λ(a) = λ(a · b)

(b−1 · a−1) · (a · b) = b−1 · (a−1 · a) · b = b−1 · ρ(a) · b = b−1 · λ(b) · b = b−1 · b = ρ(b) = ρ(a · b)
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{to na osnovu tvr|ewa (1) implicira da je (a · b)−1 = b−1 · a−1.

Na osnovu Leme 2.1, mo`emo da zakqu~imo da }e elementu a ∈ G element a−1 ∈ G
da bude inverzni uz uslov da je λ(a) = ρ(a) = e gde je element e ∈ G neutralni element
grupoida (ako postoji). Otuda i slede}a definicija.

Definicija 2.2. Grupoid (G, ·, λ, ρ) je grupa ako je λ = ρ i ako su oba preslikavawa

konstantna.

Element {e} = λ(G) = ρ(G) je neutralni element grupe i za svako a ∈ G na osnovu
Leme 2.1 element a−1 ∈ G je jedinstveno odre|en.

Neka je G grupoid i ∅ 6= H ⊆ G neki podskup skupa G.

Definicija 2.3. Ka`emo da je H podgrupoid grupoida G ako:

(p1) λ(H) ⊆ H , ρ(H) ⊆ H , tj. H je zatvoren za unarne operacije;

(p2) za sve a, b ∈ H takve da je ρ(a) = λ(b) va`i a · b ∈ H;

(p3) za sve a ∈ H element a−1 ∈ H , tj. H je zatvoren za inverzne elemente.

Podgrupe grupoida G su naro~ito interesantne jer se pokazuje da one upotpunosti
odre|ene izborom jednog specifi~nog elementa skupa G.

Definicija 2.4. Element e ∈ Gtakav da je e ·e definisano i e ·e = e zovemo idempotent
grupoida G.

Lema 2.2. Ako je e ∈ G idempotent, tada je λ(e) = e = ρ(e).

Dokaz. Da bi proizvod e · e bio definisan treba da va`i λ(e) = ρ(e). Daqe,

e · (e · e−1) = e · λ(e) = e · ρ(e) = e,

(e · e) · e−1 = e · e−1 = λ(e),

otuda, na osnovu aksiome (G5) grupoida sledi λ(e) = e.

Sada, pomo}u idempotenata grupoida odre|ivati razli~ite podgrupe grupoida G.

Neka je E ⊆ G skup svih idempotenata grupoida G. Tada, na osnovu aksiome (G3)
grupoida, sledi da je λ(G) = E = ρ(G) (jer za e ∈ E dobijamo da je λ(e) = e = ρ(e)). Za
idempotent e ∈ E neka je G(e) = {g ∈ G | λ(g) = e = ρ(g)}. Poka`imo da je G(e) grupa
za sve e ∈ E.

Teorema 2.1. Za svako e ∈ E skup G(e) je podgrupa grupoida G.

Dokaz. Iz λ(e) = e = ρ(e) sledi da e ∈ E. Proverimo uslove Definicije 2.3.
(p1) λ(G(e)) = {e} = ρ(G(e)) ⊆ G(e), pa G(e) je zatvoren za unarne operacije.

(p2) Neka a, b ∈ G(e) tada ρ(a) = λ(b) = e pa je a · b definisano i ρ(a · b) = ρ(b) = e,
λ(a · b) = λ(a) = e, pa a · b ∈ G(e).

(p3) Za sve a ∈ G va`i λ(a−1) = ρ(a) = e i ρ(a−1) = λ(a) = e, pa a−1 ∈ G(e).

Dakle, G(e) je podgrupoid grupoida G.

Doka`imo da je,G(e) podgrupa. Prvo, po definiciji skupaG(e), λ i ρ su konstantna
preslikavawa naG(e). Drugo, e ∈ G(e) je jedinstveni neutralni element jer ako su e i d
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razli~iti idempotenti grupoida G, tada je G(e) ∩G(d) = ∅ (jer ako je g ∈ G(e) ∩G(d),
sledi da je λ(g) = e i λ(g) = d, pa je e = d).

Dakle, svaki idempotent grupoidaG ima svoju specifi~nu grupuG(e) i razli~itim
idempotentima odgovaraju razli~ite grupe. Me|utim, iako ih formiraju razli~iti
elementi, me|u wima postoje izomorfne grupe.

Za svako a ∈ G, na osnovu aksiome (G3) grupoida, λ(a) i ρ(a) su idempotenti pa
mo`emo da defini{emo funkciju ha : G

(
λ(a)

)
→ G

(
ρ(a)

)
. Za proizvoqno x ∈ G

(
λ(a)

)
neka je ha(x) = a−1 ·x ·a (tzv. indukovani homomorfizam). Tada λ(a−1 ·x ·a) = λ(a−1) =
ρ(a) i ρ(a−1 · x · a) = ρ(a), pa a−1 · x · a ∈ G

(
ρ(a)

)
.

Teorema 2.2. (Indukovani homomorfizam je izomorfizam)

(1) Za sve a ∈ G, preslikavawe ha je izomorfizam.

(2) Za a, b ∈ G takve da ρ(a) = λ(b) va`i ha·b = hb ◦ ha.

Dokaz. (1) Prvo, ha jeste homeomorfizam jer, proizvoqne x, y ∈ G
(
λ(a)

)
, va`i

ha(x · y) = a−1 · x · y · a;

= a−1 · x · a · a−1 · y · a
= (a−1 · x · a) · (a−1 · y · a)

= ha(x) · ha(y).

Poka`imo da je preslikavawe �1-1�, odnosno da ima trivijalno jezgro. Neka je
x ∈ G

(
λ(a)

)
proizvoqno. Tada iz ha(x) = ρ(a) dobijamo da je a−1 · x · a = ρ(a). Ako

pomno`imo prethodnu relaciju elementom a sa leve i a−1 sa desne strane dobijamo

a · a−1 · x · a · a−1 = a · ρ(a) · a−1 = a · a−1 = λ(a).

Kako je a · a−1 · x · a · a−1 = λ(a) · x · λ(a) = x, jer x pripada grupi G
(
λ(a)

)
, dobijamo da

je x = λ(a) a ovo je neutralni element grupe G
(
λ(a)

)
.

Poka`imo da je ha �na�. Za proizvoqno y ∈ G
(
ρ(a)

)
postoji element x = a · y · a−1

grupe G
(
λ(a)

)
(jer λ(a · y · a−1) = λ(a) i ρ(a · y · a−1) = ρ(a−1) = λ(a)) takav da je

ha(x) = ha(a · y · a−1) = a−1 · (a · y · a−1) · a = (a−1 · a) · y · (a−1 · a) = ρ(a) · y · ρ(a) = y

{to dokzuje da ha jeste �na� a samim tim i izomorfizam.

(2) Neka a, b ∈ G tako da ρ(a) = λ(b). Tada λ(a · b) = λ(a) i ρ(a · b) = ρ(b), pa za
proizvoqno x ∈ G(λ(a)) va`i

ha·b(x) = (a · b)−1 · x · (a · b) = b−1 · a−1 · x · a · b = b−1 · (a−1 · x · a) · b = hb ◦ ha(x).

Dakle, ha·b = hb ◦ ha.

U ovom odeqku videli smo strukturu i osobine jedne specifi~ne grupe. U ostatku
kursa }emo da vidimo kako se opisane strukture prepoznaju u razli~itim topolo{kim
prostorima.
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2.2 Prezentacija grupe

Sadanavodimometodprezentacije grupa koji omogu}ava jednostavanprikaz kona~no
generisanih grupa a time i prepozavawe izomorfnih grupa.

Neka je A 6= ∅ alfabet (skup slova), a ∈ A slovo. Izraz an = aaa · · · a gde n ∈ Z
zovemo slog a izraz an1

1 a
n2
2 · · · a

nk
k gde k ∈ N zovemo re~.

Neka je W [A] skup svih re~i nad alfabetom A gde praznu re~ ozna~avamo sa e.
Defini{imo operacije nad skupom W [A]. Proizvod re~i w1 = an1

1 a
n2
2 · · · a

nk
k i re~i

w2 = bm1
1 bm2

2 · · · b
ml
l ∈ W [A] je re~

w1w2 = an1
1 a

n2
2 · · · a

nk
k b

m1
1 bm2

2 · · · b
ml
l .

Inverzna re~ re~i w1 = an1
1 a

n2
2 · · · a

nk
k ∈ W [A] je re~ w−1

1 = ank
k · · · a

n2
2 a

n1
1 .

Defini{imo jednu relaciju nad ovako uvedenim elementima skupaW [A].

Definicija 2.5. (Ekvivalentne re~i) Neka w1, . . . , wk, w1, w2 ∈ W [A]. Tada:

(I) w1 ' w2 ako va`i jedan od uslova

• w1 = a0 i w2 = e,

• w1 = w1a
0w2 i w2 = w1w2,

• w1 = w1a
manw2 i w2 = w1a

m+nw2,m,n ∈ Z;

(II) w1 ∼ w2 ako postoji kona~an niz re~i w1, . . . , wk takvih da

w1 ' w1 ' · · · ' wk ' w2.

O~igledno, ∼ je relacija ekvivalencije. Neka je F [A] = W [A]/∼ odgovaraju}i
koli~ni~ki prostor sa operacijama definisanim na standardan na~in odnosno, za
[w1], [w2] ∈ F [A] neka je [w1] · [w2] = [w1w2] i za [w] ∈ F [A] neka je [w]−1 = [w−1].

Tada (F [A], ·) zovemo slobodna grupa nad alfabetom A.

Primenimo ovaj aparat na konkretne grupe.

Ako je (G, ∗) grupa generisana elementima skupa A (ka`emo generisana skupom A)
tj. G = {tG[α] | t ∈ Term, α : Var → A}, tada je preslikavawe f : F [A] → G dato sa
f [an1

1 a
n2
2 . . . ank

k ] = an1
1 ∗ an2

2 ∗ · · · ∗ a
nk
k epimorfizam.

F [A] G

F [a]/Ker f

//
f

��

??

∼=

a to implicira da je G ∼= F [A]/Ker f .

Dakle, da bi predstavili klasu izomorfnih grupa u kojoj se kona~no generisana
grupa G nalazi, mo`emo da iskoristimo odgovaraju}u slobodnu grupu i zapis

〈A,Ker f〉 = 〈a1, a2, . . . , an | . . . an1
1 a

n2
2 · · · a

nk
k = 1 . . .〉

koji nazivamo reprezentacija grupe G.
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Primer 2.1. Reprezentacije nekih poznatih grupa:

1. 〈a | an = 1〉 ∼= Zn (cikli~na grupa reda n ∈ N);

2. 〈a, b | a2 = 1, b2 = 1, abab = 1〉 ∼= Z2 ⊕ Z2.

Ako poznajemo prezentaciju grupe, vrlo jednostavno mo`emo da primenimo svojstva
grupe na re{avawe konkretnih problema {to ilustruje teorema:

Teorema 2.3. Neka je 〈A | R〉 prezentacija grupe G i h : A → G funkcija takva da

h(w) = 1G za svako w = 1 ∈ R (svaki term iz algebarskih zakona slika u neutralni

element). Tada postoji jedinstveni homomorfizam h : 〈A | R〉 → G koji pro{iruje h.

Zaista, homomorfizam h : 〈A | R〉 → G koji je dat sa

h([an1
1 a

n2
2 . . . ank

k ]) = h(a1)n1 ∗ h(a2)n2 ∗ · · · ∗ h(ak)
nk

za [an1
1 a

n2
2 . . . ank

k ] ∈ F [A] zadovoqava uslove teoreme.

Kako izomorfne grupe mogu homomorfizmom da se transformi{u jedna u drugu, tako
i prezentacije izomorfnih grupa mogu da se transformis{u jedna u drugu.

Definicija 2.6. Dve reprezentacije grupa su ekvivalentne ako se jedna mo`e dobiti iz

druge kona~nom primenom slede}ih pravila

(1) 〈A | R〉 ∼ 〈A | R ∪ {s}〉 gde je s posledica pravila iz R,

(2) 〈A | R〉 ∼ 〈A ∪ {c} | R ∪ {wc−1 = 1}〉 gde je c 6∈ A novi simbol i w ∈ W [A].

Defini{imo sada jednu specifi~nu grupu koja }e veoma biti zna~ajna u daqem radu.

Definicija 2.7. Ako su G i G′ kona~no generisane grupe sa prezentacijama 〈A | R〉 i
〈A′ | R′〉 tada, grupu ~ija je reprezentacija 〈A ∪ A′ | R ∪ R′〉 zovemo slobodan proizvod
grupa G i G′ u oznaci G ∗G′.

Primer 2.2. 〈a1, . . . , an | ∅〉 ∼= Z ∗ · · · ∗ Z.
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3 Fundamentalna Grupa

Uovom odeqku pozabavi}emo se konstrukcijom jednog funktora koji svakom topolo-
{kom prostoru dodequje grupu koju nazivamo fundamentalna grupa. Kao {to }emo da
poka`emo, fundamentalna grupa }e da bude jedna homotposka varijanta, pogodna za
homotopsku klasifikaciju prostora.

Kako smo ranije napomenuli, relacija biti homotopan je jedna relacija ekviva-
lencije na prostoru neprekidnih preslikavawa topolo{kih prostora. Sada }emo se
osvrnuti na jednu specifi~nu klasu preslikavawa koja jedini~ni interval I = [0, 1]
preslikavaju u dati topolo{ki prostor.

3.1 Prostori puteva i petqi

Neka je I = [0, 1] jedini~ni interval iΩ(X) = Map(I,X) skup svih puteva prostora
X . Ako je f ∈ Ω(X) neki put, tada f(0) i f(1) zovemo po~etna i krajwa ta~ka puta f .
Prostor Ω(X) ima kompaktno otvorenu topologiju odnosno najmawu topologiju koja
sadr`i subbazne skupove oblikaM(K, u) = {f ∈ Ω | f(K) ⊆ u} gde jeK ⊆ I kompaktan
skup, a u ⊆ X otvoren skup.

Neka je Ω(X, x0) = {f ∈ Ω(X) | f(0) = x0} potprostor prostora Ω(X) odre|en
ta~kom x0 ∈ X . Neka je j : I → X konstatno preslikavawe j(I) = {x0} koje nazivamo
konstantan put.

Grafik 4: Prostor Ω(I, 1
2
)

Teorema 3.1. Potprostor Ω(X, x0) je kontraktibilan i kontrahuje se u konstantan

put j : I → {x0}.

Dokaz. Konstrui{imo kontrakciju topolo{kog prostora Ω(X, x0). Neka je preslika-
vawe H : Ω(X, x0) × I → Ω(X, x0) dato sa H(f, s)(t) = f

(
(1 − s)t

)
za sve t, s ∈ I i put

f ∈ Ω(X, x0). Tada, H je neprekidno kao kompozicija neprekidnih preslikavawa i za
svako f ∈ Ω(X, x0) i t ∈ I va`i

H(f, 0)(t) = f(t) = 1Ω(X,x0)(f)(t);

H(f, 1)(t) = f(0) = j(t)
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{to zna~i da je H �Ω(X,x0)×{1} konstantno preslikavawe.

Kako za preslikavawe j ∈ Ω(X, x0) i homotopiju H va`i H(j, s)(t) = j
(
(1 − s)t

)
=

x0 = j(t) za sve t ∈ I , zakqu~ujemo da je Ω(X, x0) kontraktibilan.

Kontraktibilnost prostora Ω(X, x0) implicira da su svaka dva puta iz ovog pros-
tora homotopna. Zbog toga nema smisla razmatrati klase homotopnih puteva ovog
prostora.

Sada }emo se osvrnuti na jednu druga~iju klasu puteva prostora X .

Put f ∈ Ω(X) takav da f(0) = f(1) zovemo petqa. Neka je Λ(X) = {f ∈ Ω(X) |
f(0) = f(1)} prostor petqi prostora X . Za fiksirano x0 ∈ X neka je Λ(X, x0) = {f ∈
Ω(X) | f(0) = f(1) = x0} prostor petqi sa osnovnom ta~kom x0.

Grafik 5: Prostor Λ(I, 1
2
).

Ovaj prostor je veoma zna~ajan jer je pogodan za efikasnu konstrukciju algebarskog
aparata zato {to dozvoqava konstrukciju specifi~nih operacija.

Definicija 3.1. Proizvod petqi f, g ∈ Λ(X, x0) je petqa f · g ∈ Λ(X, x0) data sa:

(f · g)(t) =

{
f(2t), t ∈ [0, 1

2
],

g(2t− 1), t ∈ [1
2
, 1].

Grafik 6: Mno`ewe petqi prostora Λ(I, 1
2
).

Pridru`ivawe (f, g) 7→ f ·g odre|uje funkciju (operaciju) µ : Λ(X, x0)×Λ(X, x0)→
Λ(X, x0) koju zovemo mno`ewe petqi.
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Teorema 3.2. Mno`ewe petqi je µ je neprekidna funkcija.

Dokaz. Poka`imo da je inverzna slika subbaznog skupa kompaktno-otvorene topologije
podprostora Λ(X, x0) otvoren skup u topolo{kom proizvodu Λ(X, x0)× Λ(X, x0).

Neka je u = M(K,w) ∩ Λ(X, x0) gde je K ⊆ I kompaktan, w ∈ TX , otvoren skup
u relativnoj topologiji prostora Λ(X, x0). Neka su x̃, ỹ : I → I neprekidna presli-
kavawa data sa x̃(t) = t

2
, ỹ(t) = t+1

2
za sve t ∈ I . Tada, skupoviA = x̃−1(K) iB = ỹ−1(K)

su kompaktni u I a skupovi F = M(A,w) ∩ Λ(X, x0) i G = M(B,w) ∩ Λ(X, x0) su
otvoreni u Λ(X, x0). Lako se vidi da je f · g ∈ M(K,w) ako i samo ako je f ∈ M(A,w)
i g ∈M(B,w). Otuda je µ−1(u) = F × G koji je otvoren u Λ(X, x0)× Λ(X, x0).

Kako je mno`ewe petqi neprekidno, svaka petqa f ∈ Λ(X, x0) odre|uje neprekidna
preslikavawa Lf , Rf : Λ(X, x0)→ Λ(X, x0) data sa:

Lf (g) = f · g, g ∈ Λ(X, x0) (levo mno`ewe sa f );

Rf (g) = g · f, g ∈ Λ(X, x0) (desno mno`ewe sa f ).

Grafik 7: Levo i desno mno`ewe petqi prostora Λ(I, 1
2
).

Primetimo da mno`ewe petqi nije komutativna operacija. Analizirajmo kako
konstantna petqa uti~e na mno`ewe petqi.

Neka je γ : I → {x0} konstantan put (petqa) u ta~ki x0 ∈ X .

Teorema 3.3. Preslikavawa Lγ i Rγ su homotopna identi~nom preslikavawu u odnosu na

konstantnu petqu γ.

Dokaz. Doka`imo tvr|ewe za preslikavawe Rγ . Neka je H : Λ(X, x0) × I → Λ(X, x0)
preslikavawe dato sa sa:

H(f, s)(t) =

{
f( 2t

1+s
), t ∈ [0, 1+s

2
]

xo, t ∈ [1+s
2
, 1]

, f ∈ Λ(X, x0).

Tada, H je neprekidno kao kompozicija neprekidnih preslikavawa i va`i

H(f, 0)(t) =

{
f(2t), t ∈ [0, 1

2
]

xo, t ∈ [1
2
, 1]

= f · γ(t) = Rγ(f)(t) za sve t ∈ I;

H(f, 1)(t) = f(t) = 1Λ(X,x0)(f)(t) za sve t ∈ I

gde je 1Λ(X,x0) : Λ(X, x0)→ Λ(X, x0) identi~ko preslikavawe.
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Tako|e, za svako s ∈ I je H(γ, s)(t) = x0 = γ(t) = Rγ(γ)(t), t ∈ I {to implicira da
je Rγ ' 1Λ(X,x0) rel{γ}

Prethodni rezultat navodi na zakqu~ak da, u odre|enom smislu, mno`ewe petqe
konstantnom petqom ne uti~e na klasu ekvivalencije homotopnih petqi, tj. da je dobi-
jena petqa homotopna polaznoj. Ova osobina }e kasnije da nam poslu`i da defini{emo
jedini~ni element fundamentalne grupe.

3.2 Fundamentalni grupoid i fundamentalna grupa

Sada imamo spreman celokupan aparat za definisawe fundamentalne grupe.

Neka je Ω(X) = Map(I,X) skup svih puteva prostora X i neka su σ, τ ∈ Ω(X).

Definicija 3.2. (Ekvivalentni putevi) Putevi σ i τ su ekvivalentni (pi{emo σ ∼ τ)
ako va`e uslovi:

(E1) σ(0) = τ(0) i σ(1) = τ(1) (σ i τ povezuju iste ta~ke);

(E2) postoji homotopija H : I × I → X koja zadovoqava uslove:

• H(t, 0) = σ(t),

• H(t, 1) = τ(t), t ∈ I ,
• H(0, s) = σ(0) = τ(0) i

• H(1, s) = σ(1) = τ(1), s ∈ I .

Lema 3.1. Relacija ∼ je relacija ekvivalencije na skupu Ω(X).

Dokaz. Analogno dokazu Teoreme 1.1, samo treba uvideti da se uslov restrikcije homo-
topije na krajevima intervala ~uva pri kombinovawu homotopija.

Grafik 8: Ekvivalentni putevi.

Dakle, uvedena relacija je relacija ekvivalencije na skupu svih puteva {to zna~i
da pomo}u we mo`emo da uvedemo odgovaraju}u koli~ni~ku strukturu.
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Neka je π(X) = Ω(X)/∼ skup svih klasa ekvivalencije. Defini{imo odgovaraju}e
operacije nad klasama ekvivalencije. Za klasu a = [σ] ∈ π(X), neka a(0) i a(1)
predstavqaju po~etak i kraj puta σ, tj. a(0) = [σ(0)] i a(1) = [σ(1)]. Neka je proizvod
klasa a = [σ], b = [τ ] ∈ π(X) definisan za one klase kod kojih je a(1) = b(0) i jednak
klasi c = a · b = [σ · τ ] gde je put σ · τ : I → X definisan sa

σ · τ(t) =

{
σ(2t), t ∈ [0, 1

2
]

τ(2t− 1), t ∈ [1
2
, 1]

.

Lema 3.2. Element a · b ∈ π(X) ne zavisi od predstavnika klasa a i b.

Dokaz. Neka su p ∈ [σ] = a i q ∈ [τ ] = b neki drugi predstavnici klasa a i b. Tada,
p ∼ σ i q ∼ τ {to zna~i da postoje homotopije H,G : I × I → X takve da

H(t, 0) = σ(t), H(t, 1) = p(t), t ∈ I,
H(0, s) = σ(0) = p(0), H(1, s) = σ(1) = p(1), s ∈ I,
G(t, 0) = τ(t), G(t, 1) = q(t), t ∈ I,
G(0, s) = τ(0) = q(0), G(1, s) = τ(1) = q(1), s ∈ I.

Defini{imo homotopiju F : I × I → X sa

F (t, s) =

{
H(2t, s), t ∈ [0, 1

2
]

G(2t− 1, s), t ∈ [1
2
, 1]

s ∈ I.

Grafik 9: Povezivawe homotopija iz dokaza.

Tada, za sve t, s ∈ I i va`i

F (t, 0) =

{
H(2t, 0), t ∈ [0, 1

2
]

G(2t− 1, 0), t ∈ [1
2
, 1]

=

{
σ(2t), t ∈ [0, 1

2
]

τ(2t− 1), t ∈ [1
2
, 1]

= (σ · τ)(t),

F (t, 1) =

{
H(2t, 1), t ∈ [0, 1

2
]

G(2t− 1, 1), t ∈ [1
2
, 1]

=

{
p(2t), t ∈ [0, 1

2
]

q(2t− 1), t ∈ [1
2
, 1]

= (p · q)(t),

F (0, s) =H(0, s) = σ(0) = p(0) = σ · τ(0) = p · q(0),

F (1, s) =G(1, s) = τ(1) = q(1) = σ · τ(1) = p · q(1).

Dakle, σ · τ ∼ p · q pa [σ · τ ] = [p · q].
Sada mo`emo da defini{emo operaciju mno`ewa klasa ekvivalentnih puteva.
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Definicija 3.3. Klasu c = a · b ∈ π(X) zovemo proizvod klasa a, b ∈ π(X).

Defini{imo sada unarne operacije λ, ρ : π(X) → π(X). Za proizvoqnu klasu
ekvivalencije a ∈ π(X) neka su φ : I → {a(0)} i ψ : I → {a(1)} konstantni putevi, i
neka je:

λ(a) = [φ], ρ(a) = [ψ].

Poka`imo da uvedena struktura zadovoqava aksiome grupoida prethodnog odeqka
odnosno, proverimo aksiome Definicije 2.1.

Lema 3.3. Za sve a ∈ π(X) va`i λ(a) · a = a = a · ρ(a).

Dokaz. Neka je σ ∈ a proizvoqan put. Kako je λ(a)(0) = a(0), proizvod λ(a) · a je
definisan. Uo~imo homotopiju H : I × I → X definisanu sa

H(t, s) =

{
σ(0), t ∈ [0, s

2
]

σ(2t−s
2−s ), t ∈ [ s

2
, 1]

.

Definisano preslikavawe je neprekidno kao kompozicija neprekidnih preslikavawa
i va`i

H(t, 0) = σ(t),

H(t, 1) =

{
σ(0), t ∈ [0, 1

2
]

σ(2t− 1), t ∈ [1
2
, 1]
∈ λ(a) · a

H(0, s) = σ(0),

H(1, s) = σ(1),

{to zna~i da je λ(a) · a = a. Sli~no, a · ρ(a) = a.

Dakle, levim odnosno desnim mno`ewem konstantnim putem, u algebri π(X) ne
mewaju se klase ekvivalencije dobijenog proizvoda.

Teorema 3.4. π(X) je grupoid.

Dokaz. Aksiome (G1), (G2), (G3), (G4) Definicije 2.1 va`e zbog Leme 3.2 i Leme 3.3.
Doka`imo asocijativnost operacije · odnosno aksiomu (G5).

Neka su a = [α], b = [β], c = [γ] ∈ π(X) takvi da je ρ(a) = λ(b) i ρ(b) = λ(c). Tada su
elementi (a · b) · c, a · (b · c) ∈ π(X) predstavqeni redom putevima

σ : I → X, σ(t) =


α(t), t ∈ [0, 1

4
]

β(4t− 2), t ∈ [1
4
, 1

2
]

γ(4t− 3), t ∈ [1
2
, 1]

,

τ : I → X, τ(t) =


α(t), t ∈ [0, 1

2
]

β(4t− 2), t ∈ [1
2
, 3

4
]

γ(4t− 3), t ∈ [3
4
, 1]

.

Poka`imo da je (a · b) · c = a · (b · c) odnosno da je σ ∼ τ . Uo~imo homotopiju
H : I2 → X datu sa

H(t, s) =


α( 4t

s+1
), t ∈ [0, s+1

4
]

β(4t− s− 1), t ∈ [ s+1
4
, s+2

4
]

γ(4t−2−s
2−s ), t ∈ [ s+2

4
, 1]

.
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Kako je α(1) = β(0) i β(1) = γ(0), homotopijaH je dobro definisana i neprekidna kao
kompozicija neprekidnih preslikavawa i za sve t, s ∈ I va`i:

H(t, 0) =σ(t),

H(t, 1) =τ(t),

H(0, s) =α(0) = σ(0),

H(1, s) =γ(0) = τ(0).

Dakle, homotopija H obezbe|uje relaciju σ ∼ τ .

Doka`imo aksiomu (G6). Neka je a = [σ] ∈ π(X) i neka je τ : I → X tzv. inverzni
put puta σ definisan sa τ(t) = σ(1− t) i neka je b = [τ ] ∈ π(X). Kako je σ(1) = τ(0) i
σ(0) = τ(1), sledi da je λ(a) = ρ(b) i λ(b) = ρ(a) pa su proizvodi a · b i b · a definisani.

Poka`imo da je a · b = λ(a) (sli~no b · a = ρ(a)). Neka je a · b = [θ] gde je θ proizvod
puteva σ i τ odnosno put definisan sa

θ(t) =

{
σ(t), t ∈ [0, 1

2
]

τ(t), t ∈ [1
2
, 1]

.

Tada, homotopija H : I2 → X data sa

H(t, s) =

{
σ(2t− 2st), t ∈ [0, 1

2
]

σ(2− 2s− 2t+ 2st), t ∈ [1
2
, 1]

zadovoqava H(t, 0) = σ · τ(t), H(t, 1) = σ(0), t ∈ I i H(0, s) = σ(0) = σ · τ(0), H(t, 1) =
τ(1) = σ · τ(1), s ∈ I .

Dakle, put σ · τ je ekvivalentan konstantnom putu u ta~ki σ(0) pa, a · b = λ(a).

Dakle, struktura π(X) je grupoid u smislu Definicije 2.1 {to zna~i da za wega va`e
sve sintaksne posledice koje smo opisali u poglavqu Algebarske strukture algebarske
topologije. Na osnovu Leme 2.1, elementu a = [σ] ∈ π(X) odgovara jedinstveni element
a−1 = [τ ] ∈ π(X), gde je τ inverzni put puta σ.

Neka je x0 ∈ X proizvoqna ta~ka. Uo~imo konstantan put γ : I → X i neka
je e = [γ] ∈ π(X). Tada, e je idempotent grupoida π(X) koji na osnovu Teoreme 2.1
odre|uje podgrupu π1(X, x0) grupoida π(X).

Definicija 3.4. Grupu π1(X, x0) = {a ∈ π(X) | λ(a) = e = [γ] = ρ(a)} nazivamo
fundamentalna grupa prostora X u osnovnoj (istaknutoj) ta~ki x0 ∈ X .

Kako za svako a ∈ π1(X, x0) va`i λ(a) = ρ(a) = e, sledi da je za svakog predstavnika
klase a, tj. za put σ ∈ a ispuweno σ(0) = σ(1). Otuda, mogli smo da defini{emo
fundamentalnu grupu prostora X sa

π1(X, x0) = Λ(X, x0)/∼

gde je Λ(X, x0)/∼ prostor petqi sa osnovnom ta~kom x0.

Opi{imo preslikavawe iz Teoreme 2.2 koje mewa istaknutu ta~ku fundamentalne
grupe. Neka je σ : I → X put i neka su σ(0) = x0 i σ(1) = x1 po~etna i krajwa ta~ka
puta σ. Tada, po Teoremi 2.2, put σ indukuje izomorfizam σ# : π1(X, x0) → π1(X, x0)
dat sa:

σ#(a) = [σ]−1 · a · [σ], a ∈ π1(X, x0).
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Neka su σ, τ : I → X dva puta koji povezuju ta~ke x0 i x1 prostora X . Oni indukuju
izomorfizmeσ#, τ# : π1(X, x0)→ π1(X, x1). Opi{imovezu izme|u ovih izomorfizama.

Neka su a = [σ], b = [τ ] ∈ π(X) klase ekvivalencije. Tada, za svako s ∈ π1(X, x0) je

τ#(s) =b−1 · s · b
=b−1 · (a · a−1 · s · a · a−1) · b
=b−1 · a · σ#(s) · a−1 · b
=(a−1 · b)−1 · σ#(s) · a−1 · b
=c−1 · σ#(s) · c
=hc ◦ σ#(s)

gde je c = a−1 · b ∈ π1(X, x1), a hc : π1(X, x1) → π1(X, x1) je tzv. unutra{wi automor-
fizam, grupe π1(X, x0). Dakle, τ# = hc ◦ σ#

Ovo je najgeneralniji metod kojim se uvodi fundamentalna grupa topolo{kog pro-
stora. Ra~unawe fundamentalne grupe tehnikama ovog odeqka je teorijski vrlo za-
htevno. Zbog toga, u nastavku analiziramo topolo{kih prostora koja olak{avaju
odre|ivawe fundamentalne grupe.

3.3 Indukovani homomorfizmi

Glavna temaovog odeqka je odre|ivaweinvarijanti topolo{kogprostora koje uti~u
na wegovu fundamentalnu grupu. Specijalno, utvrdi}emo kakvu topolo{ku odnosno
homotopsku klasifikaciju obezbe|uje fundamentalna grupa topolo{kog prostora.

Razmotrimo prvo kako funktor fundamentalne grupe transformi{e morfizme u
kategoriji topolo{kih prostora odnosno, {ta se de{ava sa neprekidnim preslikava-
wem topolo{kih prostora i odgovaraju}im fundamentalnim grupama.

Neka su π(X) i π(Y ) fundamentalni grupoidi prostora X i Y i neka je f : X → Y
neprekidno preslikavawe. Za proizvoqno [σ] ∈ π(X), kompozicija f ◦σ odre|uje klasu
[f(σ)] ∈ π(Y ).

Lema 3.4. Klasa [f(σ)] ∈ π(Y ) ne zavisi od predstavnika klase [σ] ∈ π(X).

Dokaz. Doka`imo da iz σ ∼ τ sledi f ◦ σ ∼ f ◦ τ .

Neka je τ ∈ [σ] neki drugi predstavnik klase [σ] odnosno neka je σ ∼ τ . To zna~i da
postoji homotopija H : I2 → X takva da za sve t, s ∈ I va`i

H(t, 0) =σ(t),

H(t, 1) =τ(t),

H(0, s) =σ(0) = τ(0),

H(1, s) =σ(1) = τ(1).

Tada, homotopija G = f ◦H : I2 → Y obezbe|uje relaciju f(σ) ∼ f(τ) {to implicira
da je [f(σ)] = [f(τ)] ∈ π(Y ).

Prethodna lema nam garantuje da mo`emo da defini{emo preslikavawe fundamen-
talnih grupoida f∗ : π(X) → π(Y ) sa f∗([σ]) = [f(σ)] za [σ] ∈ π(X). Ka`emo da je
preslikavawe f∗ indukovano neprekidnim preslikavawem f .
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Grafik 10: Normalna projekcija prostora R3 na R2 ~uva ekvivalentne puteve.

Lema 3.5. Preslikavawe f∗ : π(X)→ π(Y ) je homomorfizam grupoida.

Dokaz. Za proizvoqne a = [σ], b = [τ ] ∈ π(X) takve da je a(1) = b(0), klasa a · b je
predstavqena putem [φ] gde je

φ(t) =

{
σ(2t), t ∈ [0, 1

2
]

τ(2t− 1), t ∈ [1
2
, 1]

.

Kako je f ◦ σ(1) = f(σ(1)) = f(τ(0)) = f ◦ τ(0), proizvod (f ◦ σ) · (f ◦ τ) je definisan i
predstavqen putem

f ◦ φ(t) =

{
f ◦ σ(2t), t ∈ [0, 1

2
]

f ◦ τ(2t− 1), t ∈ [1
2
, 1]

.

Otuda, f∗(a · b) = [f ◦ φ] = [(f ◦ σ) · (f ◦ τ)] = [f ◦ σ] · [f ◦ τ ] = f∗(a) · f∗(b).
Dakle, neprekidna preslikavawa topolo{kih prostora se transformi{u u homo-

morfizam grupa. Analizirajmo kako osobine preslikavawa f uti~u osobine induko-
vanog homomorfizma f∗.

Lema 3.6. (Osobine indukovanog homomorfizma)

(1) Ako je 1X : X → X identi~ko preslikavawe, tada je 1X∗ : π(X)→ π(X) identi~ko
preslikavawe grupoida π(X).

(2) Ako su f : X → Y i g : Y → Z neprekidna preslikavawa, tada je (g ◦ f)∗ = g∗ ◦ f∗.

(3) Ako je f : X ≈ Y homeomorfizam, tada je f∗ : π(X) ' π(Y ) izomorfizam i va`i da

je (f−1)∗ = (f∗)
−1.

Dokaz. (1) O~igledno jer se putevi slikaju sami u sebe.

(2) Za svako [σ] ∈ π(X) i neprekidna preslikavawa f : X → Y i g : Y → Z va`i

(g ◦ f)∗([σ]) = [g ◦ f(σ)] = [g(f(σ))] = g∗([f(σ)]) = g∗ ◦ f∗([σ]).

(3) Kako je f−1 neprekidno i (f−1)∗ je homomorfizam, po svojstvu (2) va`i da je,

1π(X) = (f ◦ f−1)∗ = f∗ ◦ (f−1)∗, 1π(Y ) = (f−1 ◦ f)∗ = (f−1)∗ ◦ f∗
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{to dokazuje da je f∗ izomorfizam i da je (f−1)∗ = (f∗)
−1.

Dakle, fundamentalni grupoid je topolo{ka invarijanta prostora. Analizirajmo
sada kako indukovani homomorfizam u kontekstu fundamentalne grupe

Neka je f : X → Y neprekidno preslikavawe. Neka je x0 istaknuta ta~ka prostora
X a f(x0) = y0 istaknuta ta~ka prostora Y . Primetimo da je slika petqe u x0 pre-
slikavawem f petqa u f(x0) a ako homotopija H obezbe|uje ekvivalentnost puteva, ona
obezbe|uje i ekvivalentnost petqi a samim tim i wena slika f ◦ H . Otuda, restri-
kcija infukovanog homomorfizma grupoida na klase predstavqene petqama indukuje
preslikavawe f∗ : π1(X, x0)→ π1(Y, y0) koje zovemo indukovani homomorfizam funda-
mentalnih grupa.

Razmotrimo indukovane homomorfizme homotopnih preslikavawa.

Teorema 3.5. Neka su f, g : X → Y neprekidna i homotopna preslikavawa. Tada, za

indukovane homomorfizme f∗ : π1(X, x0) → π1(Y, f(x0)) i g∗ : π1(X, x0) → π1(Y, g(x0))
va`i relacija

g∗ = σ# ◦ f∗
gde je σ# : π1(Y, f(x0))→ π1(Y, g(x0)) izomorfizam odre|en putem σ : I → Y .

Dokaz. Neka je f(x0) = y0 i g(x0) = y1. Kako je f ' g, postoji homotopijaH : X×I → X
za koju va`i H(x, 0) = f(x) i H(x, 1) = g(x) za sve x ∈ X . Defini{imo put σ : I → Y
sa σ(t) = H(x0, t) za t ∈ I . Tada je

σ(0) =H(x0, 0) = f(x0) = y0,

σ(1) =H(x0, 1) = g(x0) = y1.

Otuda σ odre|uje izomorfizam σ# : π1(Y, y0)→ π1(Y, y1).

Neka je a = [α] ∈ π(X, x0) proizvoqno. Defini{imo neprekidnu funkciju odnosno
homotopiju G : I2 → Y sa G(t, s) = H(α(t), s) Tada, za sve t, s ∈ I va`i,

G(0, s) =H(α(0), s) = H(x0, s) = σ(s),

G(1, s) =H(α(1), s) = H(x0, s) = σ(s),

G(t, 0) =H(α(t), 0) = f(α(t)),

G(t, 1) =H(α(t), 1) = g(α(t)).

Dakle,G obezbe|uje ekvivalenciju g◦α ∼ σ−1 ·(f ◦α) ·σ koja u fundamentalnim grupama
odre|uje jednakost [g ◦ α] = [σ]−1 · [f ◦ α] · [σ] a samim tim i

g∗(a) = σ#(f∗(a)) = σ# ◦ f∗(a).

Kao {to vidimo, klasi~na homotopija izme|u preslikavawa u su{tini mewa is-
taknutu ta~ku u kodomenu preslikavawa koja se manifestuje kao automorfiazm funda-
mentalne grupe indukovan putem.

Posledica 3.1. Ako je f ' G relx0, tada je f∗ ≡ g∗.

Dokaz. U ovom slu~aju, odgovaraju}i izomorfizam je indukovan konstantnim putem
σ : I → {y0} i on predstavqa identi~ko preslikavawe grupe π1(Y, y0). Otuda je
g∗ = 1π1(Y,y0) ◦ f∗ = f∗.

Analizirajmo idukovani izomorfizam homotopske ekvivalencije.
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Teorema 3.6. Ako je f : X → Y homotopska ekvivalencija i f(x0) = y0, tada je indukovani

homomorfizam f∗ : π1(X, x0)→ π1(Y, y0) izomorfizam grupa.

Dokaz. Kako je f homotopska ekvivalencija, postoji g : Y → X tako da je g ◦ f ' 1X i
f ◦ g ' 1Y . Neka je g(y0) = x1.

Kako je f∗ : π1(X, x0) → π1(Y, y0) i g∗ : π1(Y, y0) → π1(X, x1), dobijamo da je
g∗ ◦ f∗ : π1(X, x0) → π1(X, x1) indukovani homomorfizam. Daqe, na osnovu Leme
3.6, (g ◦ f)∗ = g∗ ◦ f∗, a na osnovu Teoreme 3.5 iz ekvivalencije g ◦ f ' 1X sledi
(g ◦ f)∗ = σ# ◦ 1X∗ = σ# gde je σ# : π1(X, x0) → π1(X, x1) izomorfizam indukovan
putem koji povezuje ta~ku x0 sa ta~kom x1. Dakle, kompozicija g∗ ◦ f∗ je izomorfizam
σ# {to implicira da je f∗ �na�.

Sli~nim postupkom dobijamo da je f∗ ◦g∗ = τ# gde je τ# : π1(Y, y0)→ π1(Y, f ◦g(y0))
izomorfizam {to implicira da je f∗ �1-1�.

Dakle, fundamentalna grupa je homotopska invarijanta topolo{kih prostora tj. ho-
motopni prostori imaju izomorfne fundamentalne grupe. To svojstvo nam omogu}ava
da prepoznajemo ne-homotopne topolo{ke prostore upore|ivawem wihovih fundamen-
talnih grupa {to je jedan vrlo koristan alat za analizu topolo{kih prostora jer
postoji mali broj poznatih homotopnih invarijanti.

Tako|e, prethodna teorema nam omogu}ava da znatno jednostavnije odredimo fun-
damentalnu grupu prostora odre|ivawem fundamentalne grupe wegovog minimalnog (u
smislu inkluzije) deformacionog retrakta jer su po Lemi 1.4 prostor i wegov defor-
macioni retrakt homotopni.

Teorema 3.7. Neka su (X, x0), (Y, y0)topolo{ki prostori sa istaknutim ta~kama. Tada

je π1(X×Y, (x0, y0)) ' π1(X, x0)×π1(Y, y0) (fundamentalna grupatopolo{kog proizvoda
je izomorfna proizvodu fundamentalnih grupa koordinatnih prostora).

Dokaz. Kako su projekcije topolo{kih prostora p1 : X × Y → X i p2 : X × Y → Y
neprekidna preslikavawa, ona indukuju homomorfizme

p1∗ : π1(X × Y, (x0, y0))→ π1(X, x0), p2∗ : π1(X × Y, (x0, y0))→ π1(Y, y0).

Defini{imo preslikavawe

h : π1(X × Y, (x0, y0))→ π1(X, x0)× π1(Y, y0)

koje proizvoqnom elementu [σ] ∈ π1(X × Y, (x0, y0)) dodequje element h([σ]) grupe
π1(X, x0)× π1(Y, y0) definisan sa

h([σ]) =
(
p1∗([σ]), p2∗([σ)]

)
.

Tada, h jeste homomorfizam jer su p1∗, p2∗ homomorfizmi.

(�na�) Za proizvoqno ([σ1], [σ2]) ∈ π1(X, x0) × π1(Y, y0) postoji put σ : I → X × Y dat
sa σ(t) =

(
σ1(t), σ2(t)

)
, t ∈ I koji odre|uje klasu klasu [σ] ∈ π1(X × Y, (x0, y0)) za koju

va`i h([σ]) = ([σ1], [σ2]).

(�1-1�) Doka`imo da je jezgro preslikavawa h trivijalno. Neka je

f([σ]) = ([p1 ◦ σ], [p2 ◦ σ]) =
(
[ex0 ], [ey0 ]

)
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gde je
(
[ex0 ], [ey0 ]

)
jedini~ni element grupeπ1(X, x0)×π1(Y, y0)predstavqen konstantnim

putevima ex0 : I → {x0} i ey0 : I → {y0}. Tada postoji homotopija H1 : I2 → X
koja obezbe|uje ekvivalenciju p1 ◦ σ ∼ ex0 i homotopija H2 : I2 → Y koja obezbe|uje
ekvivalenciju p2 ◦ σ ∼ ey0 . To implicira da homotopija H : I2 → Y data sa

H(s, t) = (H1(s, t), H2(s, t)), s, t ∈ I

obezbe|uje σ ∼ e(x0,y0), pa je [σ] = [e(x0,y0)]. Dakle, jezgro homomorfizma h jeste trivi-
jalno.

Grafik 11: Homotopija iz dokaza za prostore π1(I, x0),π1(I, y0) i π1(I2, (x0, y0)).

Prethodna teorema lako mo`e da se pro{iri na topolo{ki proizvod kona~ne
familije topolo{kih prostora. U mnogim granama matematike, poput Kompleksne
analize i Analize 4, topolo{ki prostori sa trivijalnom fundamentalnom grupom su
od velikog zna~aja i zbog toga ih posebno imenujemo.

Definicija 3.5. Ako je topolo{ki prostor X putevima povezan i π1(X, x0) ∼= O (gde je
O trivijalna grupa) tada ka`emo da je prostor X prosto povezan.

Posledica 3.2. Topolo{ki proizvod prosto povezanih topolo{kih prostora je prosto

povezan topolo{ki prostor.

3.4 Odre|ivawe fundamentalne grupe nekih prostora.

U ovom odeqku }emo da odredimo fundamentalne grupe zna~ajnih topolo{kih pro-
stora koriste}i homotopske tehnike.

Primer 3.1. Svaki kontraktibilan prostor je prosto povezan.
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Zaista, ako seX kontrahuje u ta~ku x0 ∈ X odnosno ako je singlton {x0} deformacioni
retrakt prostora X , tada je X homotopski ekvivalentan ta~ki {x0} pa je

π1(X, x0) = π1({x0}, x0) ∼= O ∼= 〈∅ | ∅〉.

Pri tom, kako je kontraktibilan prostor i putevima povezan, izbor istaknute ta~ke
ne uti~e na fundamentalnu grupu.

Primer 3.2. Fundamentalna grupa dvodimenzionalne sfere je trivijalna.

Zaista, kako je sfera putevima povezan prostor, mo`emo da razmatramo wenu fun-
damentalnu grupu u proizvoqnoj ta~ki y0 ∈ S2. Neka je σ : I → S2 proizvoqna petqa
u ta~ki y0. Tada, skup σ(I), kao neprekidna slika kompaktnog skupa I je kompaktan
podskup T2 prostora S

2, pa je i zatvoren. Otuda postoji ta~ka y1 ∈ S2 koja pripada
eksterioru skupa σ(I). Sada, stereografska projekcija h : S2 \ {y1} → R2 iz ta~ke y1 je
homeomorfizam prostora S2 \ {y1} i Euklidske ravniR2 pa je h(σ(I)) ⊆ R2 zatvoren i
ograni~en odnosno kompaktan podskup metri~kog prostora R2.

Grafik 12: Homotopija iz dokaza.

Otuda, postoji disk D = {x ∈ R2 | d(x, h(y0)) 6 r} takav da je h(σ(I)) ⊆ D. Kako je
prostorD kontraktibilan u odnosu na ta~ku h(y0), postoji kontrakcijaH : D×I → R2

takva da za sve x ∈ D i sve t ∈ I va`i:

H(x, 0) =x,

H(x, 1) =h(y0),

H(h(y0), t) =h(y0).

Sada, neprekidno preslikavawe tj. homotopija H ′ : I2 → S2 \ {y1} data sa:

H ′(t, s) = h−1(H(h(σ(t)), s)), s, t ∈ I

obezbe|uje ekvivalenciju σ ∼ ey0 jer je:

H ′(t, 0) =h−1(H(h(σ(t)), 0)) = h−1(h(σ(t))) = σ(t);

H ′(t, 1) =h−1(H(h(σ(t)), 1)) = h−1(h(y0)) = y0 za sve t ∈ I,
H ′(0, s) =h−1(H(h(σ(0)), s)) = h−1(H(h(y0), s)) = h−1(h(y0)) = y0,

H ′(1, s) =h−1(H(h(σ(1)), s)) = h−1(H(h(y0), s)) = h−1(h(y0)) = y0 za sve s ∈ I.
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Kako je petqa σ bila proizvoqna, zakqu~ujemo da je svaka petqa na sferi S2 homo-
topna konstantnoj petqi ~ime smo dokazali da je π1(S2, y0) ∼= 〈∅ | ∅〉.

Primer 3.3. Fundamentalna grupa kru`nice je izomorfna beskona~noj cikli~noj grupi

odnosno grupi celih brojeva.

Dokaz. Neka je kru`nica S1 ⊆ R2 data sa S1 = {x ∈ R2 | ||x|| = 1}. Razmotrimo
fundamentalnu grupu kru`nice u ta~ki x0 = (1, 0).

Klasa ekvivalencije a = [α] ∈ π1(S1, x0) puta koji obilazi kru`nicu jednom

α : I → S1, α(t) = (cos 2πt, sin 2πt), t ∈ [0, 1]

je jedan ne-trivijalan element grupe π1(S1, x0) jer bi u suprotnom homotopija koja
obezbe|uje relaciju α ∼ ex0 bila i kontrakcija kruga {to nije mogu}e jer krug nije
kontraktibilan prostor.

Daqe, za razli~item,n ∈ Z elementi am i an su razli~iti u fundamentalnoj grupi
π1(S1, x0) jer iz am = an sledi am−n = [τ ] = [ex0 ] i S

1 ⊆ τ(I) (jer τ je neki umno`ak
puta α) pa bi u tom slu~aju homotopija koja obezbe|uje ekvivalenciju τ ∼ ex0 bila i
kontrakcija prostora S1.

Na ovaj na~in smo dokazali da je 〈a | ∅〉 podgrupa grupe π1(S1, x0). Poka`imo da je
proizvoqno [σ] ∈ π1(S1, x0) oblika [σ] = an za neko n ∈ Z.

Svaka petqa σ : I → S1 mo`e da se predstavi u polarnim koordinatama formulom
σ(t) = (cosϕ(t), sinϕ(t)), t ∈ I gde jeϕ : I → R neprekidna funkcija takva da jeϕ(0) = 0
i ϕ(1) = 2nπ za neko n ∈ Z (da bi σ bila petqa mora da po~iwe i zavr{ava se u ta~ki
(1, 0)).

Grafik 13: Petqa na kru`nici u polarnim koordinatama.

Tada, klasa an je predstavqena petqom τ(t) = (cosψ(t), sinψ(t)), t ∈ I . Pri tom, τ
je umno`ak puta α ili wegovog inverznog puta a ψ je neprekidna funkcija za koju je
tako|e ψ(0) = 0 i ψ(1) = 2nπ. Tada, funkcije ψ i ϕ su homotopski ekvivalenntne {to
omogu}ava linearna homotopija H : I × I → R data sa

H(t, s) = sψ(t) + (1− s)ϕ(t), s, t ∈ I.
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Grafik 14: Homotopija iz dokaza za n = 3.

Sada mo`emo da defini{emo homotoppiju G : S1 × I → S1 sa:

G(t, s) = (cos(H(t, s)), sin(H(t, s)))

koja obezbe|uje ekvivalenciju σ ∼ α · · ·α jer je

G(t, 0) =(cos(H(t, 0)), sin(H(t, 0))) = (cos(ϕ(t)), sin(ϕ(t))) = σ(t),

G(t, 1) =(cos(H(t, 1)), sin(H(t, 1))) = (cos(ψ(t)), sin(ψ(t))) = τ(t) za sve t ∈ I,
G(0, s) =(cos(H(0, s)), sin(H(0, s)))

=(cos(sψ(0) + (1− s)ϕ(0)), sin(sψ(0) + (1− s)ϕ(0))

=(sin 0, cos 0) = (0, 1) = x0,

G(1, s) =(cos(H(1, s)), sin(H(1, s)))

=(cos(sψ(1) + (1− s)ϕ(1)), sin(sψ(1) + (1− s)ϕ(1))

=(cos(s2nπ + (1− s)2nπ), sin(s2nπ + (1− s)2nπ) = (sin 2nπ, cos 2nπ)

=(0, 1) = x0 za sve s ∈ I.

Dakle, proizvoqna petqa σ je ekvivalentna nekom umno`ku petqe α ili nekom
umno`ku wene inverzne petqe {to dokazuje da je svaki element [σ] ∈ π(S1, x0) oblika
an za neko n ∈ Z ~ime smo dokazali da je

π(S1, x0) ∼= 〈a | ∅〉 ∼= Z.

Slede}i primer ilustruje primenu fundamentalne grupe radi homotopske klasi-
fikacije topolo{kih prostora.

Primer 3.4. Torus i kru`nica nisu homotopni postori.

Zaista, u Primeru 3.3 smo dokazali da je fundamentalna grupa kru`nice S1 izomorfna
grupi celih brojeva, a znamo da je torus prostor homeomorfan tomolo{kom proizvodu
S1 × S1 pa, na osnovu Teoreme 3.7, zakqu~ujemo da je fundamentalna grupa torusa
izomorfna proizvodu fundamentalnih grupa kru`nica odnosno grupi grupi Z× Z =
Z2. Kako grupe Z i Z2 nisu izomorfne sledi da kru`nica i torus ne mogu da budu
homotopski ekvivalentni topolo{ki prostori.
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Fundamentalne grupe topolo{kih prostora imaju primenu i u klasi~noj topologiji
kao {to }e da bude ilustrovano u nastavku.

Primer 3.5. Sfera S1 nije retrakt diska D2.

Re{ewe. Znamo da je π1(D2, x0) ∼= O. Ako bi postojala retrakcija r : D2 → S1, tada
bi odgovaraju}i indukovani homomorfizam r∗ : π1(D2, x0) → π1(S1, x0) bio �na� a to
implicira da je π1(S1, x0) ∼= O {to nije slu~aj.

Primer 3.6. Svako neprekidno preslikavawe f : D2 → D2 ima fiksnu ta~ku.

Re{ewe. Neka postoji neprekidno preslikavawe f : D2 → D2 takvo da je f(x) 6= x
za svako x ∈ D2. To zna~i da mo`emo da defini{emo neprekidno preslikavawe r :
D2 → S1 sa r(x) = y za x ∈ D2 gde je y presek poluprave koja povezuje ta~ke f(x) i x (sa
po~etkom u f(x)) i kru`nice S1 (ovakva poluprava postoji jer je f(x) 6= x).

Tada je, r �S1= 1S1 odnosno r je retrakcija diska na kru`nicu koja po prethodnom
primeru ne postoji.

Neka je D2 = {x ∈ R2‖|x|| 6 1} jedini~ni disk Euklidske ravni R2 i neka je
α : I → D2 kru`nica koja obilazi rub diska S1 ta~no jednom i neka je α(0) = x0.

Lema 3.7. Neprekidno preslikavawe f : S1 → X ima neprekidnu ekstenziju F : D2 → X
akko je petqa f ◦ α : I → X ekvivalentna konstantnoj petqi u ta~ki f(x0).

Dokaz. (⇒) Neka f : S1 → X ima neprekidnu ekstenziju F : D2 → X . Kako je prostor
D2 kontraktibilan, postoji kontrakcija

H : D2 × I → D2.

Tada, preslikavawe F ′ = F ◦ H : D2 × I → X je kontrakcija prostora F (D2) {to
zna~i da je π1(F (D2), F (x0)) ∼= O. Otuda, svaka petqa prostora F (D2) je homotopna
konstantnoj petqi a samim tim i petqa F (α) = f(α).

Grafik 15: Dijagram preslikavawa iz primera.

(⇐) Neka je f : S1 → X neprekidno i neka je f(α) homotopna konstantnoj petqi ef(x0).
Tada, postoji homotopija H : I2 → X takva da je

H(t, 0) =f(α(t)),

H(t, 1) =f(x0) za sve t ∈ I,
H(0, s) =H(1, s) = f(x0) za sve s ∈ I.

31



Dakle, preslikavawe H tri strane kvadrata I2 preslikava u ta~ku u ta~ku f(x0) pa,
ako sve wih identifikujemo sa ta~kom (1, 0) identifikacijom i : I2 → D′, dobijamo
prostor koji je homeomorfan polaznom disku D2 gde je preslikavawe h : D′ → D2

odgovaraju}i homeomorfizam.

Sada je preslikavaweF = H◦i−1◦h−1 : D2 → X dobro definisano jer je i−1(h−1(x0))
deo granice kvadrata koji se preslikavawemH slika u jednu ta~ku (kao{to je prikazano
na Grafiku 15). Dakle, preslikavawe F predstavqa tra`enu ekstenziju.

U ovom odeqku smo videli da je odre|ivawe fundamentalne grupe prostora u naj-
op{tem slu~aju zahtevan posao. Zato }emo se u ostatku kursa pozabaviti metodama za
jednostavnije odre|ivawe fundamentalne grupe specifi~nih topolo{kih prostora.

32



4 Fundamentalna grupa unije topolo{kih prostora

Do sada smo videli kako fundamentalna grupa nekih prostora mo`e jednostavno da
se odredi koriste}i fundamentalne grupe topolo{kih prostora koji su wima homeo-
morfni ili homotopski ekvivalentni.

U ovom odeqku analiziramo postupak odre|ivawa fundamentalne grupe prostora
koji su predstavqeni kao unija specifi~nih topolo{kih prostora ~ije fundamentalne
grupe ve} poznajemo. Tako|e, vide}emo kako se na jednostavan na~in odre|uju funda-
mentalne grupe topolo{koh prostora koji su dobijeni identifikacijama stranica
ravanskih figura, specijalno mnogouglova.

4.1 Van Kampenova teorema

Znamo da neprekidno preslikavawe topolo{kih prostora indukuje homomorfizam
wihovih fundamentalnih grupa. Glavni aparat koji }emo da koristimo u ovom odeqku
su indukovani homomorfizmi inkluzija. Naime, ako je topolo{ki prostor U pot-
prostor prostora V , tada odgovaraju}e inkluziono preslikavawe i : U → V indukuje
homomorfizam i∗ : π1(U , x0) → π1(V , x0) wihovih fundamentalnih grupa koji klasu
[α] ∈ π1(U , x0) preslikava u klasu predstavqenu istom petqom α ali u prostoru V .

Na primer, inkluzija i : S1 ↪→ D2 indukuje homomorfizam i∗ : π1(S1, x0) →
π1(D, x0) koji generator [α] grupe π1(S1, x0) ∼= Z preslikava u klasu [α] ∈ π1(D, x0)
koja je u ovoj grupi jedini~ni element jer je π1(D, x0) trivijalna.

Glavna ideja je da prostor X predstavimo kao uniju prostora ~ije fundamentalne
grupe znamo i da pomo}u wih odredimo π1(X, x0).

Neka prostor X i familija U ⊆ P(X) imaju slede}a svojstva:

(U1) X je putevima povezan i x0 ∈ X je istaknuta ta~ka;

(U2) familija U = {Ui | i ∈ L} je otvoreni pokriva~ prostora X gde su Ui putevima
povezani prostori takvi da x0 ∈ Ui za sve i ∈ L;

(U3) za proizvoqne Ui,Uj ∈ U postoji Uk ∈ U takav da je Ui ∩ Uj = Uk.

Ozna~imo sada idukovane homomorfizme inkluzionih preslikavawa skupova ovog
pokriva~a. Radi lak{eg zapisa, umesto π1(Ui, x0) pisa}emo π(Ui) i sve fundamentalne
grupe }emo da ra~unamo u ta~ki x0.

Ako je Ui ⊆ Uj , neka je ϕij : π(Ui) → π(Uj) homomorfizam indukovan inkluzijom
i : Ui ↪→ Uj ineka jeψi : π(Ui)→ π(X) homomorfizamindukovaninkluzijom i : Ui ↪→ X .
Primetimo da ako je Ui ⊆ Uj , tada dijagram

π1(Ui) π1(X)

π1(Uj)

//
ψi

��
ϕij

CC

ψj

komutira, tj. ψi = ψj ◦ ϕij .

Teorema 4.1. (Van Kampenova teorema) Neka za prostor X i pokriva~ U va`e uslovi

(U1),(U2) i (U3) i neka suϕij, ψi gore konstruisani homomorfizmi. Neka jeG proizvoqna
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grupa i neka je pi : π(Ui) → G, i ∈ L familija homomorfizama takva da iz Ui ⊆ Uj
dijagram

π1(Ui) G

π1(Uj)

//
pi

��
ϕij

CC

pj

komutira, tj. pi = pj ◦ ϕij . Tada, postoji jedinstveni homomorfizam σ : π1(X) → G
takav da za proizvoqno i ∈ L dijagram

π1(Ui) G

π1(X)

//
pi

��
ψi

CC

σ

komutira, tj. pi = σ ◦ ψi

Dokaz. Pre konstrukcije odgovaraju}eg homomorfizma, analizirajmo strukturu fun-
damentalne grupe prostora X .

Lema 4.1. Grupa π1(X) je generisana elementima skupa
⋃
i∈L

ψi(π1(Ui)).

Dokaz. Neka je a = [α] proizvoqan element fundamentalne grupe π1(X) predstavqen
petqom α : I → X . Tada, {α−1(Ui) | i ∈ L} je otvoreni pokriva~ kompaktnog intervala
I {to zna~i da on ima Lebegov broj λ > 0. Podelimo interval I ta~kama 0 = a0 <
a1 < · · · < an = 1 tako da je ak+1 − ak < λ za sve k = 0, 1, . . . , n − 1. Sada, koriste}i
osobine Lebegovog broja pokriva~a, za svako k ∈ {1, . . . , n} postoji ik ∈ L takav da je
α([ak−1, ak]) ⊆ Uik .

Kako je po svojstvu (U3) presek Uik ∩ Uik+1
skup pokriva~a U koji je po svojstvu (U2)

putevima povezan, postoji put gk : I → Uik ∩ Uik+1
koji spaja ta~ke x0 i α(ak) za sve

k = 1, . . . , n− 1.

Grafik 16: Predstavqawe petqe α za n = 5.

Daqe, preslikavawe α �[ak−1,ak] (deo petqe α koji povezuje ta~ke α(ak−1) i α(ak))
linearnom rastu}om transformacijom l : I → [ai−1, ai] i kompozicijom αk = α ◦ l
transformi{emo u put αk : I → Uik takav da je αk(I) = α([ak−1, ak]) za sve k =
1, . . . , n− 1.
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Sada, proizvodiα1 ·g−1
1 , g1 ·α2 ·g−1

2 , . . . , gn−1 ·αn su definisani i redom predstavqaju
petqe u supovima Ui1 ,Ui2 , . . . ,Uin . Kako je proizvod

(α1 · g−1
1 ) · (g1 · α2 · g−1

2 ) · . . . · (gn−1 · αn)

ekvivalentan petqi α, kada pre|emo na odgovaraju}e klase ekvivalencije dobijamo:

a = [α] =[α1 · g−1
1 ] · [g1 · α2 · g−1

2 ] · . . . · [gn−1 · αn]

=a1 · a2 · . . . · an

gde je ak ∈ ψik(π1(Uik)) za sve k = 1, . . . , n.

Dakle, π1(X) jeste generisana elementima skupa
⋃
i∈L

ψi(π1(Ui)).

Nastavimo dokaz Van Kampenove teoreme. Neka je G proizvoqna grupa i pi, i ∈ L,
familija homomorfizama koja zadovoqava uslove teoreme. Treba da poka`emo da
postoji homomorfizam σ : π1(X)→ G takav da za sve i ∈ L va`i pi = σ ◦ ψi.

Po prethodnoj lemi, svako a ∈ π1(X) mo`e da se predstavi kao proizvod

a = ψi1(a1) · ψi2(a2) · . . . · ψin(an)

gde ak ∈ π1(Uik), k = 1, . . . , n. Ovo nam omogu}ava da preslikavawe σ : π1(X) → G iz
teoreme defini{emo sa

σ(a) = pi1(a1) · pi2(a2) · . . . · pin(an).

Kako su pi homomorfizmi i ovako definisano σ }e da bude homomorfizam. Pri tom,
σ �π1(Ui)= pi jer vrednost σ([α]) ne zavisi od dekompozicije petqe α, prostora Ui {to
dokazuje slede}a lema.

Lema 4.2. Neka su Ui i Uj dva skupa pokriva~a U i neka je α : I → Ui ∩ Uj petqa u ta~ki
x0. Ako je a = [α] ∈ π1(Ui) i b = [α] ∈ π1(Uj), tada je pi(a) = pj(b).

Dokaz. Na osnovu svojstva (U3) skup Uk = Ui ∩ Uj pripada pokriva~u U , pa element
c = [α] pripada grupi π1(Uk). Kako je Uk ⊆ Ui i Uk ⊆ Uj vidimo da je a = ϕki(c)
i b = ϕkj(c). Kako familija homomorfizama pi, i ∈ L, zadovoqava uslov teoreme
dobijamo da je

pi(a) =pi ◦ ϕki(c) = pk(c),

pj(b) =pj ◦ ϕkj(c) = pk(c).

Iz prethodne dve jednakosti dobijamo da je pi(a) = pj(b).

Poka`imo da je σ dobro definisano odnosno da vrednost σ(a) ne zavisi od dekom-
pozicije a = ψi1(a1) · ψi2(a2) · . . . · ψin(an) (primetimo iz dokaza Leme 4.1 da dekom-
pozicija ne mora da bude jedinstvena). S tim u vezi, ako je b neka druga dekompozi-
cija istog elementa grupe π1(x), umesto da pokazujemo da iz a = b sledi σ(a) = σ(b),
pokaza}emo da iz c = a · b−1 = 1 (pri tom, c = a · b−1 je dekompozicija jedinice) sledi
σ(a) · (σ(b))−1 = σ(a · b−1) = σ(c) = 1.

Lema 4.3. Neka su ak ∈ π1(Uik), ik ∈ L, k = 1, 2, . . . , n. Tada iz,

ψi1(a1) · ψi2(a2) · . . . · ψin(an) = 1, sledi pi1(a1) · pi2(a2) · . . . · pin(an) = 1.
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Dokaz. Neka je ak = [fk] gde f : I → Uik za k = 1, . . . , n. Tada jeψi1(a1)·ψi2(a2)·. . .·ψin(an)
element [f ] ∈ π1(X) predstavqen petqom f : I → X koja ima formu proizvoda petqi
f = f1 · f2 · . . . · fn. Otuda, postoji podela jedini~nog intervala I ta~kama 0 = c0 < c1 <
· · · < cn = 1 tako da je f([ck−1, ck]) = fk(I) za k = 1, . . . , n. Po pretpostavci, petqa f je
ekvivalentna konstantnoj petqi {to zna~i da postoji homotopijaH : I2 → X takva da

H(t, 0) =f(t),

H(t, 1) =x0 za sve t ∈ I,
H(0, s) =H(1, s) = x0 za sves ∈ I.

Neka je λ > 0 Lebegov broj otvorenog pokriva~a {H−1(Ui) | i ∈ L} kompaktnog
metri~kog prostora I2. Podelimo kvadrat I2 na pravougaonike dijametra maweg od
λ ta~kama 0 = t0 < t1 < · · · < tm = 1 i 0 = s0 < s1 < · · · < sm = 1 takvim da
je {c1, . . . , cn} ⊆ {t1, . . . , tm}. Za sve i, j ∈ 0, 1, . . .m, ozna~imo elemente dobijenih
pravougaonika na slede}i na~in:

• temena: vij = (ti, sj),

• pravougaonici: Kij = [ti−1, ti]× [sj−1, sj], i 6= 0, j 6= 0,

• horizontalne stranice: aij = [ti−1, ti]× {sj}

• vertikalne stranice: bij = {si} × [sj−1, sj].

Grafik 17: Podela kvadrata I2 zam = 4.

Sada mo`emo da defini{emo puteve Aij = H(aij) i Bij = H(bij). Kako proizvodi
Aij−1Bij i Bi−1jAij predstavqaju puteve koji povezuju ta~ke H(vi−1j−1) i H(vij) u kon-
traktibilnom prostoru H(Kij), oni su elvivalentni {to implicira da je za sve
i, j = 1, . . . , n

Aij−1Bij ∼ Bi−1jAij.

Kako smo pravougaonike odabrali da budu dijametra maweg od λ, svakom Kij odgo-
vara skup Uλij (za neko λij ∈ L) tako da je H(Kij) ⊆ Uλij za sve i, j = 1, . . . ,m.

Kada ovako odaberemo skupove iz pokriva~a U , svako teme H(vij) pravougaonika se
nalazi u kona~no mnogo skupova pokriva~a {Uλij | i, j ∈ 1, . . .m} skupa H(I2). Zbog
svojstva (U3), postoji put gij koji povezuje ta~ku x0 i H(vij) i koji je ceo sadr`an u
svakom skupu pokriva~a {Uλij | i, j ∈ 1, . . .m} koji sadr`i H(vij).
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Sada, za svako i, j = 1, . . . ,m mo`emo da defini{emo elemente αij, βij ∈ G sa

αij = p([gi−1j · Aij · g−1
ij ], βij = p([gi−1j ·Bij · g−1

ij ])

koji prestavqaju slike klasa ekvivalencija petqi gi−1j · Aij · g−1
ij i gi−1j · Bij · g−1

ij koje
sadr`e puteve Aij i Bi,j . Primetimo da su su αij i βij elementi grupe G koji zbog Leme
4.2 ne zavise od preslikavawa p familije {pi | i ∈ L}.

Ako iskoristimo ekvivalencijeAi,j−1Bij ∼ Bi−1jAij i g
−1
ij ·gij ∼ eH(vij), zakqu~ujemo

da za sve i, j = 1, . . . , n va`i relacija

gi−1j−1 · Ai,j−1 · g−1
ij−1 · gij−1 ·Bij · g−1

ij ∼ gi−1j−1 ·Bi−1j · g−1
i−1j · gi−1jAij · g−1

ij .

Primenom odgovaraju}eg homomorfizma p na klase ekvivalncije, prethodna relacija
za sve i, j = 1, . . . ,m postaje jednakost

αi,j−1βij = βi−1jαij.

Sada, kako je polazna petqa f ekvivalentna petqi
m∏
i=1

gi−1 0 · Ai0 · g−1
i0 , zakqu~ujemo

da u grupi G va`i jednakost
n∏
i=1

pii(ai) =
m∏
i=1

αi0.

Daqe, kako je H(s, 1) = H(0, t) = H(1, t) = x0 zakqu~ujemo da je αim = 1 za sve
i = 1, . . . ,m i β0,j = 1, i βm,j = 1 za sve j = 1, . . . ,m. Tako dobijamo da je za sve
j = 1, . . . , n

m∏
i=1

αij−1 =α1j−1 · α2j−1 · . . . · αmj−1

=α1j−1 · α2j−1 · . . . · αmj−1 · βmj
=α1j−1 · α2j−1 · . . . · αm−1j−1 · βm−1j · αmj
=α1j−1 · α2j−1 · . . . · βm−2j · αm−1j · αmj
...

=β0j · α1j · α2j · . . . · αmj

=α1j · α2j · . . . · αmj =
m∏
i=1

αij

Ako prethodno dokazanu jednakost primenimom puta, dobijamo

m∏
i=1

αi0 =
m∏
i=1

αi1 = · · · =
m∏
i=1

αin

a kako je
m∏
i=1

αim = 1, dobijamo da je
m∏
k=1

αi0 =
n∏
k=1

pik(ak) = 1.

Napokon, preslikavawe σ je dobro definisano.

Dakle, σ je tra`eni homomorfizam ~ime je Van Kampenova teorema dokazana.

Zanimqivo je da grupa G Van Kampenove teoreme u najop{tijem slu~aju mo`e da
bude proizvoqna. Na primer, ako je G trivijalna grupa, uslovi Van Kampenove teo-
reme su zadovoqeni za proizvoqan izbor familije homomorfizama pi, i ∈ L. Da bi
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Van Kampenovu teoremu iskoristili da upotpunosti odredimo π1(X), potrebno je da
odaberemo grupu G tako da homomorfizam σ bude bar �na�. U tu svrhu, iskoristi}emo
reprezentacije grupa.

Neka je U = {Ui | i ∈ L} otvoreni pokriva~ prostora X koji zadovoqava uslove
(U1), (U2) i (U3) i neka je π1(Ui) = 〈Ai | Ri〉 za sve i ∈ I . Neka je

∗i∈Lπ1(Ui) =

〈⋃
i∈L

Ai |
⋃
i∈L

Ri

〉
slobodan proizvod grupa π1(Ui), i ∈ L. Neka je N normalna podgrupa grupe ∗i∈Lπ1(Ui)
generisana elementima oblika ϕij(a)b−1 gde je a ∈ π1(Ui) i b = ϕij(a) za sve parove
i, j ∈ L takve da je Ui ⊆ Uj . Tada, ako je G = ∗i∈Lπ1(Ui)/N a pi kompozicija inkluzije
π1(Ui) ↪→ ∗i∈Lπ1(Ui) i koli~ni~kog homomorfizma ∗i∈Lπ1(Ui)→ G, dijagram

π1(Ui) G

π1(Uj)

//
pi

��
ϕij

CC

pj

komutira za svako i ∈ L. To po Van Kampenovoj teoremi implicira da postoji jedin-
stveni homomorfizam σ : π1(X)→ G. Doka`imo da je σ izomorfizam.

Ako je a1 · · · an proizvoqan element grupe G, tada ak = [γk] ∈ π1(Uik), i = 1, . . . , n.
Zbog strukture i jedinstvenosti homomorfizma σ, element [γ1 · . . . · γn] ∈ π1(X) je takav
da je σ([γ1 · . . . · γn]) = p1([γ1]) · · · pn([γn]) = a1 · · · an ~ime smo dokazali da je σ �na�.

Potra`imo jezgro preslikavawa σ. Neka je a ∈ π1(X) takav da je σ(a) = 1. Po Lemi
4.1, element a je oblika ψi1(a1) · · ·ψin(an) gde je ak = [γk] ∈ π1(Uik), k = 1, . . . , n odnosno
a = [γ1 · . . . ·γn]. Kako je element σ(a) = a1 · · · an trivijalan u grupiG, postoji postupak
svo|ewa u kojem su mogu}a dva koraka:

• za neko k je ak = 1 ∈ π1(Uik) {to implicira da u prostoru X va`i

γ1 · . . . · γk · . . . · γn ∼ γ1 · . . . · ex0 · . . . · γn ∼
∏
j 6=k

γj;

• za neko k je ak+1 = a−1
k ili je ϕikik+1

(ak) = a−1
k+1 koji u oba slu~aja implicira da u

prostoru X va`i ekvivalencija γk · γk+1 ∼ ex0 a samim tim i

γ1 · . . . · γk · γk+1 · . . . · γn ∼ γ1 · . . . · ex0 · . . . · γn ∼
∏

j 6=k,k+1

γj.

Kona~nom primenom pravila svo|ewa dobijamo da je γ1 · . . . · γn ∼ ex0 {to zna~i da je
a = 1 ∈ π1(X). Dakle, jezgro preslikavawa σ je trivijalno ~ime smo dokazali slede}u
teoremu.

Teorema 4.2. Neka je X topolo{ki prostor sa pokriva~em {Ui | i ∈ L} koji zadovoqava
uslove (U1), (U2) i (U3). Tada, fundamentalna grupa prostora X je izomorfna grupi

∗i∈Lπ1(Ui)/N gde je N normalna podgrupa grupe ∗i∈Lπ1(Ui) generisana sa

{ϕij(a)b−1 | a ∈ π1(Ui), b = ϕij(a), i, j ∈ L,Ui ⊆ Uj}.
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Ako je 〈Ai | Ri〉 prezentacije grupe π1(Ui) za sve i ∈ I , tada je

π1(X) ∼=
〈⋃
i∈L

Ai |
(⋃
i∈L

Ri

)
∪ {a = 1 | a ∈ N}

〉
.

Najprakti~nijim re~nikom, fundamentalna grupa prostoraX je izomorfna koli~-
ni~koj grupi slobodnog proizvoda ∗i∈Lπ1(Ui) gde smo poistovetili elemente koji mogu
da se predstave petqama koje se nalaze u istom skupu pokriva~a U . Ilustrujmo teoremu
najjednostavnijom primerom.

Posledica 4.1. Neka je X = U ∪ V gde su U i V otvoreni, putevima povezani skupovi

takvi da je U ∩ V 6= ∅ prosto povezan. Tada, π1(X) je izomorfna grupi π1(U) ∗ π1(V).

Dokaz. Prvo, pokriva~{U ,V ,U∩V} zadovoqava uslove (U1), (U2)i (U3){toprethodnoj
teoremi implicira da je

(
π1(U) ∗ π1(V)

)
/N . Kako su i1 : U ∩ V ↪→ U i i2 : U ∩ V ↪→

V jedine inkluzije elemenata pokriva~a a po pretpostavci je π1(U ∩ V) trivijalna,
zakqu~ujemo da su indukovani homomorfizmi

ϕ1 : π1(U ∩ V)→ π1(U), ϕ2 : π1(U ∩ V)→ π1(V)

trivijalni {to implicira da je gupa N iz prethodne teoreme trivijalna.

Otuda π1(X) ∼= π1(U) ∗ π1(V).

Primenimo ovu teoremu na nekoliko prostora.

Primer 4.1. Odrediti fundamentalnu grupu klinaste sume dve kru`nice.

Grafik 18: Razlagawe prostora S1 ∨ S1.

Re{ewe. Da se potsetimo, ako je
⋂
i∈L

Xi = {x0} tada prostor

⋃
i∈L

Xi =
∨
i∈L

Xi

nazivamo klinasta suma (buket) familije {Xi | i ∈ L}.
Neka je X = S1 ∨ S1. Da bi primenili prethodnu posledicu, predstavimo pros-

tor X kao uniju otvorenih skupova U i V prikazanih na Figuri 18. Kako je U ∩ V
kontraktibilan, on je prosto povezan a kako su U i V prostori koji su homotopski
ekvivalentni kru`nici, zakqu~ujemo da je π1(X) ∼= Z ∗ Z.

Ambiciozni studenti mogu indukcijom da doka`u da je π1

( n∨
i=1

S1
) ∼= ∗ni=1Z
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Primer 4.2. Fundamentalna grupa prostora D2 \ {x1, x2}, gde su x1, x2 ∈ IntD2 dve

razli~ite ta~ke, je izomorfna grupi Z ∗ Z.

Zaista, kako je buket dve kru`nice deformacioni retrakt prostora D2 \ {x1, x2}, na
osnovu prethodnog primera dobijamo da je π1(D2 \ {x1, x2}) ∼= Z ∗ Z.

Grafik 19: prostori S1 ∨ S1 i D2 \ {x1, x2} su homotopni

Kako je zatvoreni disk deformacioni retrakt otvorenog diska a ravan bez dve ta~ke
je homeomorfna otvorenom disku, prethodna konstrukcija je mogla da se primeni i na
ravan bez dve ta~ke. Daqe, kako je sfera bez ta~ke homeomorfna ravni, sfera bez tri
ta~ke je homeomorfna ravni bez dve ta~ke pa je homotopski ekvivalentna klinastoj sumi
dve kru`nice {to zna~i da je

π1(S2 \ {x1, x2, x4}) ∼= Z ∗ Z.

Analognim postupkommo`e da se poka`e da je fundamentalna grupa otvorenog diska
bez n ta~aka odnosno sfere bez n + 1 ta~aka izomorfna slobodnom proizvodu n grupa
celih brojeva.

Ovi primeri ilustruju jedno va`no svojstvo navedenog metoda a to je da bi pri-
menili Van Kampenovu teoremu ~esto moramo da iskoristimo deformacione retrakte
prostora i wihove fundamentalne grupe.

4.2 Fundamentalna grupa prostora dobijenih identifikacijom ravan-

skih figura

U ovom odeqku analiziramo primenu Van Kampenove teoreme na jo{ jedan jednosta-
van pokriva~ prostora X . Neka je X = U ∪ V , gde su U , V i U ∩ V otvoreni putevima
povezani skupovi i neka je x0 ∈ U ∩ V istaknuta ta~ka. Neka su

ψu : π1(U)→ π1(X),

ψv : π1(V)→ π1(X),

ψu∩v : π1(U ∩ V)→ π1(X),

ϕu : π1(U ∩ V)→ π1(U),

ϕv : π1(U ∩ V)→ π1(V),

homomorfizmi indukovani odgovaraju}im inkluzijama.
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Teorema 4.3. Neka je prostor V prosto povezan. Tada, ψu je epimorfizam i va`i da je

π1(X) ∼= π1(U)/Kerψu

gde je Kerψu najmawa normalna podgrupa grupe π1(U) koja sadr`i skup ϕu(π1(U ∩ V)).

Dokaz. Ova teorema mo`e da se doka`e pomo}u Teoreme 4.2 ali ovde primewujemo
orginalnu varijantu Van Kampenove teoreme. Zbog komutativnosti odgovaraju}ih
inkluzionih preslikavawa, dijagram

π1(U ∩ V) π1(X)

π1(V)

π1(U)

//
ψu∩v

��
ϕv

CC

ψv

CC

ϕu

��

ψu

komutira. Kako je π1(V) ∼= O i ψu∩v = ψv ◦ ϕv, dobijamo da je ψu∩v trivijalni homo-
morfizam. Daqe, kako je ψu∩v = ψu ◦ ϕu zakqu~ujemo da je

ϕu(π1(U ∩ V)) ⊆ Kerψu.

Poka`imo da je ψu epimorfizam. Zaista, na osnovu Leme 4.1, grupa π1(X) je gene-
risana unijom ψu(π1(U)) ∪ ψv(π1(V)) {to zna~i da svaki element x ∈ π1(X) mo`e da se
predstavi sa x = ψu(a) · ψv(b) gde a ∈ π1(U), b ∈ π1(V). Kako je grupa π1(V) trivijalna,
dobijamo da je x = ψu(a) za sve x ∈ π1(X).

Poka`imo jo{ da je Kerψu najmawa normalna podgrupa grupe π1(U) koja sadr`i
skup ϕu(π1(U ∩ V)). S tim u vezi, neka je H = π1(U)/N gde je N najmawa normalna
podgrupa grupe π1(U) i ϕu(π1(U ∩ V)) ⊆ N . Neka je pu indukovani epimorfizam grupe
π1(U) u koli~ni~ku grupuH i neka su pv : π1(u)→ H i pU∩V : π1(U∩V)→ H trivijalni
homomorfizmi. Sada, homomorfizmi pu, pv i pu∩v ispuwavaju uslove Van Kampenove
teoreme 4.1 pa, postoji homomorfizam σ : π1(X) → H takav da je pu = σ ◦ ψu. Otuda
dobijamo da jeKerψu ⊆ Ker pu = N . Kako jeN najmawa normalna podgrupa koja sadr`i
skup ϕu(π1(U ∩ V)), a grupa Kerψu je jedna takva, dobijamo da je N ⊆ Kerψu. Dakle,
Kerψu = N .

Ako iskoristimmo prezentacije grupe odnosno ako je π1(U) = 〈G | R〉 gde je G skup
svih generatora aR skup svih relacija grupe π1(U), ako jeKerψu ⊆ π1(U) predstavqena
pomo}u generatora G, tada je

π1(X) ∼= π1(U)/Kerψu = 〈G | R ∪ {a = 1 | a ∈ Kerψu}〉.

Primer 4.3. Fundamentalna grupa sfere S2 je trivijalna.

Zaista, da bi smoprimeniliprethodnu teoremupredstavimo sferu kao uniju otvorenih
skupova sa slede}e slike.

Kako suU ,V iU∩V otvoreni i putevima povezani prostori i, na primer,V kontrak-
tibilan, on je i prosto povezan pa mo`emo da primenimo Teoremu 4.3. Otuda, π1(S2)
je slika fundamentalne grupe π1(U) homomorfizmom ψu a kako je U tako|e kontrak-
tibilan, odmah dobijamo da je π1(S2) ∼= π1(U)/Kerψu ∼= O.

Teorema 4.3 je posebno pogodna za prostore dobijene identifikacijom stranica
nekog mnogougla.
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Grafik 20: Razlagawe sfere na potskupove U , U ∩ V , V .

Primer 4.4. Fundamentalna grupa torusa je izomorfna grupi Z2.

Re{ewe. U Primeru 3.4 smo videli da se fundamentalna grupa torusa jednostavno
odre|uje ako torus posmatramo kao prostor izomorfan prostoru S1 × S1.

Znamo da je torus T faktor prostor koji mo`emo da dobijemo identifikacijom
stranica pravougaonika kao na figuri ispod.

Grafik 21: Torus kao faktor prostor.

Stranice pravougaonika a i b posle identifikacije postaju dve kru`nice sa za-
jedni~kom ta~kom x0. Predstavimo torus kao uniju otvorenih skupova U i V kao na
Grafiku 22.

Tada, U , V i U ∩V su otvoreni putevima povezani prostori. Kako je V homeomorfan
otvorenom disku, wegova fundamentalna grupa je trivijalna pa, mo`emo da primenimo
Teoremu 4.3.

Ivica pravougaonika je deformacioni retrakt pravougaonika bez diska {to im-
plicira da je klinasta suma dve kru`nice deformaconi retrakt prostora U odnosno,
wegova fundamentalna grupa je izomorfna slobodnom proizvodu dve grupe celih bro-
jeva.

Neka je x1 ∈ U ∩V istaknuta ta~ka. Neka su a : I → T i b : I → T petqe koje prolaze
kroz ivice pravougaonika i neka je d : I → T put koji spaja ta~ke x1 i x0.

Kako je kru`nica deformacioni retrakt prostoraU∩V va`i da je π1(U∩V , x1) ∼= Z.
Neka je γ = [c] generator grupe π1(U ∩ V , x1) gde je c : I → U ∩ V parametrizacija
kru`nice. Sada, grupa π1(U , x1) ∼= Z ∗ Z je generisana sa α = [d−1 · a · d] = [a′] i
β = [d−1 · b · d] = [b′]. Da bi primenili Teoremu 4.3, opi{imo jezgro preslikavawa
ψu pomo}u elemenata grupe ϕu(π1(U ∩ V , x0)). Kako je π1(U ∩ V , x0) ∼= 〈γ | ∅〉, Kerϕu
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Grafik 22: Razlagawe torusa.

Grafik 23: Generetori fundamentalnih gupa prostora U , U ∩ V i V .

je generisan sa generatora ϕu∩v(γ). Kako je u prostoru U petqa c ekvivalentna petqi
a′ · b′ · a′−1 · b′−1 dobijamo da je

ϕu(γ) = ϕu([c]) = [i(c)] = [a′ · b′ · a′−1 · b′−1] = [a′] · [b′] · [a′−1] · [b′−1] = α · β · α−1 · β−1.

Dakle, Kerψu = 〈α · β ·α−1 · β−1 | ∅〉{to implicira da je fundamentalna grupa torusa:

π1(T ) ∼= π1(U)/Kerψu
∼= 〈α, β | α · β · α−1 · β−1 = 1〉 ∼= 〈α, β | α · β = β · α〉 ∼= Z2.

Opisana tehnika ra~unawe fundamentalne grupe torusa je za nijansu boqa nego pri-
mena Teoreme 3.7 jer su generatori fundamentalne grupe geometrijski o~iglediniji.
Analognim postupkom, mo`emo da izra~unamo fundamentalne grupe prostora dobi-
jenih sli~nom identifikacijom ravanskih figura.

Primer 4.5. Fundamentalna grupa luda~ke kape je trivijalna.

Re{ewe. Luda~ku kapu LK mo`emo da predstavimo kao prostor dobijen identifikaci-
jom svih stranica jednakostrani~nog trougla. Predstavimo prostor LK kao uniju
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Grafik 24: Razlagawe luda~ke kape.

otvorenih skupova U , V i U ∩ V prikazanih na Grafiku 24. Prostori U , V i U ∩ V
su otvoreni i putevima povezani a V je kontraktibilan {to zna~i da mo`emo da pri-
menimo Teoremu 4.3. Kako je ivica trougla deformacioni retrakt trougla bez diska
a sve tri stranice trougla na luda~koj kapi se identifikuju u jednu kru`nicu, do-
bijamo da je kru`nica deformacioni retrakt prostora U . Predstavimo generatore
fundamentalnih grupa prostora U , V i U ∩V pomo}u puteva a, c i d kao na Grafiku 24.

Analognim postupkom kao u Primeru 4.4, dobijamo da je fundamentalna grupa
luda~ke kape π1(LK) ∼= 〈α | α2α−1 = 1〉 ∼= 〈α | α = 1〉 ∼= O.

Primer 4.6. Fundamentalna grupa projektivne ravni RP2 je cikli~na grupa reda dva.

Re{ewe. Projektivna ravan RP2 mo`e da se opi{e kao faktor prostor dobijen
identifikacijomantipodalnih ta~aka grani~ne kru`nice diskaD2 kao{to je prikaza-
no na grafiku ispod.

Sada, kako smo projektivnu ravan predstavili kao uniju prostora sa prethodne
slike, analognimpostupkomkao uPrimerima4.4 i 4.5, zakqu~ujemoda jefundamentalna
grupa projektivne ravni

π1(RP2) ∼= 〈α | α · α = 1〉 ∼= 〈α | α2 = 1〉 ∼= Z2.

Malom modifikacijom prethodnog primera, mo`e da se doka`e da za proizvoqno
p ∈ N postoji topolo{ki prostor X takav da je π1(X) ∼= Zp.
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Grafik 25: Projektivna ravan kao faktor prostor i razlagawe.

4.2.1 Klasifikacija kompaktnih povr{i

Po definiciji, povr{i su topolo{ki prostori lokalno homeomorfni Euklidskoj
ravni tj. prostorM je povr{ akko

(∀x ∈M)(∃Ux ∈ Tm)x ∈ Ux ≈ R2.

Pokazuje se da je proizvoqna kompaktna povezana povr{M homeomorfna prostoru
nT ili nRP2 za neko n ∈ N gde su nT odnosno nR2 dobijene identifikacijom stranica
4n−tougla odonosno 2n-tougla prikazanim na Grafiku 26. Otuda, povezana kompaktna
povr{ je do na homeomorfizam odre|ena svojevrsnim �receptom� za spajawe granice
mnogougla.

Grafik 26: Kompaktne povr{i kao faktor prostori mnogouglova.
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Ako imamo dve povr{i M1 i M2, mo`emo da defini{emo povr{ M1 � M2 koju
nazivamo spajawe povr{i kao faktor prostor disjunktne unije (M1 \ Ux1) t (M2 \ Ux2)
(gde su skupovi Ux1 ⊂ M1 i Ux2 ⊂ M2 homeomorfni otvorenom disku IntD2) identi-
fikacijom ta~aka skupa ∂Ux1 sa odgovaraju}im ta~kama skupa ∂Ux2 . Tada, prostor nT se
dobija sukcesifnim spajawem n torusa a prostor nRP2 se dobija sukcesivnim spajawem
n projektivnih ravni. Spajawe torusa za torus je ilustrovano na grafiku ispod.

Grafik 27: Spajawe dva torusa i prostor 2T .

Iteracijom opisanog procesa se dobijaju prostori nT . Analogna konstrukcija
va`i i u slo~aju prostora nRP2. Grafik 28 ilustruje kako se spajawe povr{i mani-
festuje u Euklidskim prostoru. Ambiciozni studenti mogu da doka`u da je Klajnova
boca zapravo spajawe RP2 � RP2.

Grafik 28: Povr{i 2RP2 i 3T .

Fundamentalna grupa prostora M1 � M2 mo`e da se izra~una pomo}u π1(M1) i
π1(M2) primenom Teoreme 4.2 me|utim, zbog opisane strukture kompaktnih povr{i,
fundamentalne grupe ra~unamo Teoremom 4.3.

Kao i u Primerima 4.4, 4.5 i 4.6, povr{i nT odnosno nRP2 mogu da se predstave kao
unija otvorenih, putevima povezanih skupova U i V gde je V homeomorfan otvorenom
disku. Tada, fundamentalne grupe π1(nT ) i π1(nRP2) imaju reprezentacije:

π1(nT ) ∼= 〈a1, b1, . . . , an, bn | a1b1a
−1
1 b−1

1 a2b2a
−1
2 b−1

2 · · · anbna−1
n b−1

n = 1〉,
π1(nRP2) ∼= 〈a1, a2, . . . , an | a2

1a
2
2 · · · a2

n = 1〉
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gde ai odnosno bi predstavqaju klase odre|ene petqama koje odgovaraju ivicama mno-
gouglova.

Iz strukture fundamentalnih frupa prostora nT i nRP2 se odmah vidi da iz n 6= m
odnosno nT 6≈ mT i nRP2 6≈ mRP2 sledi π1(nT ) 6∼= π1(mT ) i π1(nRP2) 6∼= π1(mRP2).
Me|utim, problem nastaje pri upore|ivawu fundamentalnih grupa prostora nT i
mRP2 odnosno, postavqa se pitawe da li su π1(nT ) i π1(mRP2) izomorfne za neke
n,m ∈ N? U tu svrhu koristimo abelizaciju grupe. Ako je G = 〈A | R〉 prezentacija
grupe G, tada Abelovu grupu

Gab = 〈A | R ∪K〉

nazivamo abelizacija grupe G gde je K = {aba−1b−1 = 1 | a, b ∈ A}. Prakti~no,
abelizacijom grupe dozvoqavamo komutativnost generatora a samim tim i komuta-
tivnost proizvoqnih elemenata.

Tada, abelizacije grupa π1(nT ) i π1(nRP2) su redom

πab1 (nT ) ∼= 〈a1, b1, . . . , an, bn | K〉,
πab1 (nRP2) ∼= 〈a1, a2, . . . , an | (a1a2 · · · an)2 = 1, K〉.

Otuda, πab1 (nT ) je prezentacija grupe
2n⊕
i=1

Z koja je izomorfna grupi Z2n.

Za grupuπab1 (nRP2), ako uvedemo smenuda je c = a1a2 · · · an, tada jean = ca−1
1 a−1

2 · · · a−1
n−1

{to implicira da je

πab1 (nRP2) ∼= 〈a1, a2, . . . , an, c | c2 = 1, an = ca−1
1 a−1

2 · · · a−1
n−1, K〉

∼= 〈a1, a2, . . . , an−1, c | c2 = 1, K〉

∼=
( n−1⊕
i=1

Z
)
⊕ Z2

∼= Zn−1 ⊕ Z2.

Dakle, πab1 (nRP2) ima podgrupu koja je izomorfna cikli~noj grupi drugog reda.
Kako ni jedna grupa πab1 (nT ) nema navedeno svojstvo, zakqu~ujemo da topolo{ki ra-
zli~itim povezanim kompaktnim povr{ima odgovaraju neizomorfne abelizacije fun-
dametnalnih grupa a samim tim i neizomorfne fundamentalne grupe.

Tako|e, kako je dekompozicija Abelove grupe na direktan zbir Z i Zp za proste
p ∈ N jedinstvena do na redosled sabiraka, zakqu~ujemo da za proizvoqnu kompaktnu
povr{M grupa πab1 (M) vr{i topolo{ku klasifikaciju povr{iM i to:

• ako je πab1 (M) slobodna (sadr`i samo Z sabirke) tada je M ≈ nT gde je n broj Z
sabiraka grupe πab1 (M);

• ako je Z2 podgrupa grupe π
ab
1 (M) tada jeM ≈ (n+ 1)RP2 gde je n broj Z sabiraka

grupe πab1 (M).

Ina~e, broj Z sabiraka dekompozicije Abelove grupe G na sabirke oblika Z i Zp
za proste p ∈ N se naziva rang grupe G u oznaci rank G.

Sada mo`emo da formuli{emo glavnu teoremu ovog poglavqa.

Teorema 4.4. Povezane kompaktne povr{i su homeomorfne akko su im fundamentalne

grupe izomorfne.
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Dokaz. Znamo da homeomorfnim topolo{kim prostorima odgovaraju izomorfne funda-
mentalne grupe. Ako su fundamentalne grupe dve povr{i izomorfne, tada su izomorfne
i wihove abelizacije koje potpuno odre|uju topolo{ki tip povr{i.

Navedimo jo{ jednu primenu prethodnog rezultata.

Povr{i se tako|e klasifikuju na orijentabilne i neorijentabilne, a za ovaj pojam
potrebno je prvo definisati orijentaciju petqe na povr{i. Neka jeM povr{ (ne mora
da bude kompaktna). Ka`emo da petqa α : I → M ~uva orijentaciju kada �kretawem�
du` petqe ta~ke povr{i ostaju sa iste strane petqe. U suprotnom, ka`emo da petqa
mewa orijentaciju. Orijentabilne povr{i su one kod kojih ne postoji petqa koja mewa
orijentaciju, a ako takva petqa postoji, ka`emo da je povr{ neorijentabilna.

Primeri orijentabilnih povr{i su sfera, torus, ravan, dok su Mebijusova traka,
Klajnova boca i projektivna ravan neorijentabilne povr{i. Lako se dokazuje da su
kompaktne povr{iM1 iM2 orijentabilne akko jeM1 �M2 orijentabilna.

Grafik 29: Neorijentabilne povr{i.

Otuda, kada ho}emo da proverimo da li je neka kompaktna povr{ orijentabilna,
sve {to treba da uradimo je da ispitamo da li je ona dobijena spajawem torusa ili
projektivnih ravni. Na osnovu postupka za odre|ivawe fundamentalnih grupa kom-
paktnih povr{i, to mo`emo da uradimo pomo}u abelizacije wihovih fundamentalnih
grupa odnosno povr{ je orijentabilna akko abelizacija fundamentalne grupe povr{i
ne sadr`i podgrupu izomorfnu grupi Z2.
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5 Kombinatorna apstrakcija topolo{kih prostora

Ovo poglavqe je posve}eno analizi jedne specijalne klase topolo{kih prostora
koje nazivamo simpliciajni kompleksi. U pitawu su svojevrsni vi{edimenzionalni
mozaici, nastali spajawem najjednostavnijih potskupova Euklidskih prostora koje
zovemo simpleksi. Na ovaj na~in, analiza lokalnih osobina simplicijalnih kom-
pleksa se svodi na poznavawe osobina kompaktnih potskupova Euklidskih prostora
dok su glbalne osobine ovako dobijenih topolo{kih prostora odre|ene tzv. receptom
spajawa wegovih komponenti koje nazivamo apstraktni simplicialni kompleksi.

5.1 Geometrijski simpleksi

Defini{imo osnovne gradivne elemente ~ijim spajawem }emo da konstrui{emo
skoro sve kompaktne potskupove Euklidskih prostora.

Definicija 5.1. Skupta~akaA = {a0, a1, . . . , an} ⊆ Rd je afino nezavisan ako su vektori

a1 − a0, . . . , an − a0 linearno nezavisni, tj. ako va`i:

(∀λ0, . . . , λn ∈ R)(λ0a0 + · · ·+ λnan = 0 ∧ λ0 + · · ·+ λn = 0)⇒ λ0 = · · · = λn = 0.

Naprimer, svake dve razli~ite ta~ke{a0, a1} su afinonezavisne, tri ta~ke {a0, a1, a2}
su afino nezavisne akko nisu kolinearne, ta~ke {a0, a1, a2, a3} su u afino nezavisne ako
ne pripadaju istoj ravni itd. Skup A = {a0, a1, . . . , an} ⊆ Rd odre|uje ravan PA ⊆ Rd

PA =
{
x ∈ Rd | x =

n∑
i=0

λiai,
n∑
i=0

λi = 1
}

koju nazivamo afini omota~ skupa A i koja ima slede}e osobine:

• ako je A afino nezavisan, za svako x ∈ PA koordinate λ0, . . . , λn ∈ R takve da je
x = λ0a0 + λ1a1 + · · ·+ λnan su jedinstvene;

• ako je A afino nezavisan i a 6∈ PA, tada je A ∪ {a} afino nezavisan;

• dimPA = |A| − 1 = n akko je A afino nezavisan.

Definicija 5.2. Geometrijskin-simpleks odre|en afino nezavisnim skupomA = {a0, . . . , an}
prostora Rd je konveksni omota~ skupa A. Preciznije, simpleks je skup

σA = conv A =
{
x =

n∑
i=0

λiai |
n∑
i=0

λi = 1, λi ≥ 0, i = 0, . . . , n
}
.

Zna~ajne komponente simpleksa σA ⊆ Rd su

• ta~ke ai ∈ A, i = 0, 1, . . . , n su vrhovi simpleksa σA;

• |A| − 1 = n ∈ N je dimenzija simpleksa;

• ako je x = λ1a1 + · · · + λnan ∈ σA, skalare λ0, λ1, . . . , λn nazivamo baricentri~ne
koordinate ta~ke x u simpleksu σA;

• ta~ka σ̂A = 1
n+1

(a0 + · · ·+ an) se naziva baricentar simpleksa σA;
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• potskup σ̇A =

 A = {a0}, n = 0

{x =
n∑
i=0

λiai ∈ σA | λi > 0, i = 0, . . . , n}, n 6= 0
nazivamo inte-

rior simpleksa σA, a rub simpleksa je skup |σA| = σA \ σ̇A

Primetimo da interior simpleksa i rub simpleksa ne moraju da se poklapaju sa
interiorom i rubom u relativnoj topologiji Euklidskog potprostora.

Topolo{keosobine simpleksa supotpunoodre|enewegovomdimenzijom. Naprimer:

n = 0, simpleks σ{a0} = {a0} je ta~ka, wen baricentar je σ̂{a0} = a0, interior je σ̇{a0} =
σ{a0}, a granica je |σ{a0}| = ∅;

n = 1, simpleks σ{a0,a1} je du`, wegov baricentar je sredi{te du`i σ̂{a0,a1} = 1
2
(a0 +a1),

σ̇{a0,a1} = σ{a0,a1} \ {a0, a1} a granica je |σ{a0,a1}| = {a0, a1} = σ{a0} ∪ σ{a1};

n = 2, za A = {a0, a1, a2}, simpleks σA je trougao, baricentar σ̂A = 1
3
(a0 + a1 + a2)

je te`i{te a interior σ̇A je unutra{wost trougla dok je wegova granica |σA| =
σ{a0,a1} ∪ σ{a1,a2} ∪ σ{a0,a2};

n = 3, simpleks σ{a0,a1,a2,a3} je tetraedar.

Grafik 30: Simpleksi dimenzije 0, 1, 2, 3.

Iz tehni~kih razloga uvodimo i tzv. prazan simpleks ∅ = σ∅. Kao {to vidimo sa
grafika iznad, granicu simpleksa dimenzije n formira n+1 simpleksa dimenzije n−1
a wihove granice su simpleksi dimenzije n− 2 itd.

Neka je dat simpleks σA i neka je B ⊆ A proizvoqan.

Definicija 5.3. Simpleks σB gde je |B| = k + 1 zovemo k−strana simpleksa σA. Strana
σB je pava ako je B pravi potskup skupa A odnosno k < n.

Ovako, proizvoqnoj kombinaciji od k+1 ta~aka iz skupaA = {a0, . . . , an} odgovara
jedinstvena k−strana simpleksa σA. Otuda n simpleks ima

(
n+1
k+1

)
razli~itih k−strana.

Iz definicije simpleksa i wegovih strana kao i na Grafiku 30, vidimo da je rub
simpleksa zapravo unija svih wegovih pravih strana .

Teorema 5.1. Svaka dva n-simpleksa su homeomorfni prostori.

Dokaz. Neka su σA gde je A = {a0, . . . , an} i σB gde je B = {b0, . . . , bn} dva simpleksa
dimenzije n. Defini{imo preslikavawe f : σA → σB. Za proizvoqno x ∈ σA va`i da
je x = λ0a0 + · · ·+ λnan gde su λ0, . . . λn baricentri~ne koordinate ta~ke x. Neka je

f(λ0a0 + · · ·+ λnan) = λ0b0 + · · ·+ λnbn.
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Grafik 31: Linearni homeomorfizam 2−simpleksa iz dokaza.

Kako je preslikavawe f linearno i bijektivno (svako x ∈ σA odnosno y ∈ σB ima
jedinstvene baricentri~ne koordinte), ono je i neprekidno pa predstavqa tra`eni
homeomorfizam.

Prethodna teorema nam nam ukazuje na ~iwenicu da su simpleksi do na homeo-
morfizam upotpunosti odre|eni svojom dimenzijom. Sada navodimo wihove zna~ajne
osobine.

Teorema 5.2. Geometrijski n-simpleks σA je konveksan, zatvoren, kompaktan i povezan

potprostor prostora Rd.

Dokaz. Intuitivno, simpleks σ{a0,...,an} je konveksan kao konveksni omota~skupa ta~aka.
Preciznije, za svake dve ta~ke x = λ0a0 + · · ·+ λnan, y = µ0a0 + · · ·+ µnan gde je λi ≥ 0,
µi ≥ 0, za sve i = 0, . . . , n i

∑n
i=0 λi =

∑n
i=0 µi = 1 i za svako t ∈ [0, 1] ta~ka

tx+ (1− t)y = t(λ0a0 + · · ·+ λn) + (1− t)(µ0a0 + · · ·+ µnan)

= (tλ0 + (1− t)µ0)a0 + · · ·+ (tλn + (1− t)µn)an

pripada σA, jer je tλi + (1− t)µi ≥ 0 za sve i = 0, . . . , n i

n∑
i=0

(tλi + (1− t)µi) = t
n∑
i=0

λi + (1− t)
n∑
i=0

µi = t+ 1− t = 1.

Kako je simpleks σA homeomorfan disku Dn, on je zatvoren, kompaktan i povezan
prostor.

5.2 Simplicijalni kompleksi

Ovaj odeqak je posve}en analizi jedne specijalne klase topolo{kih prostora koji
mogu da se dobiju unijom kona~ne familije simpleksa po{tuju}i nekoliko jednosta-
vnih pravila. Konstrukcija umnogome potse}a na mozaike odnosno slagalice gde prvo
skupimo sve delove na jedno mesto a potom ih sla`emo po datoj recepturi.

Definicija 5.4. Geometrijski simplicijalni kompleksK je kona~an skup simpleksa pros-

tora Rd koji zadovoqava slede}e uslove

(K1) strana proizvoqnog simpleksa kompleksaK pripada kompleksuK,

(K2) presek dva simpleksa iz K je ili prazan skup ili wihova zajedni~ka strana ili

ekvivalentno

(∀σA, σB ∈ K)σA ∩ σB = σA∩B ∈ K.

51



Dimenzija kompleksa K je maksimum dimenzija wegovih simpleksa. Potkompleks kom-

pleksa K je svaka podfamilija L ⊆ K simpleksa iz K koja zadovoqava uslov (K1) a

posledi~no i (K2) (pi{emo L � K).

Iz osobine (K1) je jasno da ako neki n-simpleks pripada kompleksuK, sve wegove k
strane k = 0, . . . , n− 1 su tako|e simpleksi kompleksa K. Ova osobina nam omogu}ava
da defini{emo specifi~ne potkomplekse koji predstavqaju svojevrsne okvire za kon-
strukciju kompleksa K.

Definicija 5.5. Za svako k > 0, k−skelet kompleksa K je potkompleks Kk ⊆ K koga

~ine svi simpleksi kompleksaK dimenzije mawe ili jednake od k.

Ovako, svakom simplicijalnom kompleksuK dimenzijen odgovara rastu}i (u odnosu
na inkluziju) niz potkompleksa

{∅} = K−1 ⊂ K0 ⊂ K1 ⊂ · · · ⊂ Kn = K.

Grafik 32: Simplicijalni kompleks i wegov 0, 1, i 2−skelet.

Lema 5.1. Ako su L1 ⊆ K i L2 ⊆ K dva podkompleksa simplicijalnog kompleksa K, tada

su i L1 ∪ L2 i L1 ∩ L2 podkompleksi kompleksaK.

Kao prosta familija simpleksa, simplicijalni kompleks je pre svega kombinatorni
objekat. Wemu odgovara poseban topolo{ki prostor.

Definicija 5.6. Skupta~aka prostoraRd koje se nalaze bar u jednom simpleksu kompleksa

K sa relativnom topologijom Euklidskog potprostora zovemo poliedar kompleksa K i

ozna~avamo sa |K|. Ka`emo da je simplicijalni kompleks K triangulacija topo{kog

prostora |K|.

Dakle, simplicijalnom kompleksu K odgovara topolo{ki prostor

|K| =
⋃
σA∈K

σA.

Kao kona~na unija unija simpleksa, poliedar simplicijalnog kompleksa je zatvoren
i komaktan topolo{ki prostor. Pimetimo (Grafik 32) da poliedar simplicijalnog
kompleksa ne mora da bude poliedar u klasi~nom geometrijskom smislu. Nama }e na
ovom kursu da budu zna~ajni topolo{ki prostori homeomorfni poliedrima. Ina~e,
u literaturi, ako je X ≈ |K|, ka`e se da je simplicijalni kompleks K triangulacija
topolo{kog prostora X odnosno, triangulacije prostora se konstrui{u do na homeo-
morfizam. Tako|e, ako jeL potkompleks kompleksaK, tada je |L| zatvoreni podprostor
poliedra |K|.
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Grafik 33: Ikosaedar kao poliedar simplicijalnog kompleksa

Primer 5.1. Opisati simplicijalni kompleks ~iji je poliedar simpleks σA.

Re{ewe. Neka je σA za A = {a0, . . . , an} proizvoqan n-simpleks prostora Rd. Neka je
K(σA) = {σB | B ⊆ A} simplicijalni kompleks koji formira simpleks σA i svewegove
strane. Tada je |K(σA)| = σA jer je svaki drugi simpleks familije K(σA) sadr`an u
simpleksu σA.

Iz strukture simplicijalnih kompleksa je jasno da ta~ke koje se nalaze u wegovom
poliedru mogu da pripadaju razli~itim simpleksima. Me|utim, situacija se mewa ako
posmatramo interiore simpleksa.

Teorema 5.3. Neka jeK simplicijalni kompleks. Tada, svaka ta~ka prostora |K| pripada
interioru ta~no jednog simpleksa familije K. Obrnuto, ako neka familija simpleksa

K zadovoqava uslov (K1) Definicije 5.4 i uslov:

(K2′) interiori razli~itih simpleksa izK su disjunktni,

tada, familijaK je simplicijalni kompleks.

Dokaz. Neka su σA, σB razli~iti simpleksi kompleksa K i neka x ∈ σ̇A ∩ σ̇B. Tada,
x ∈ σA∩B gde je σA∩B zajedni~ka strana simpleksa σA i σB. Uslov da x pripada
interioru simpleksa σA implicira da x ne pripada wegovom rubu. Kako je svaka prava
strana simpleksa σA element kompleksa koji formira wegovu granicu, zakqu~ujemo da
je σA∩B = σA. Analogno σA∩B = σB pa je σA = σB.

Doka`imo da iz (K1) i (K2′) sledi (K2) Definicije 5.4 odnosno da se simpleksi
kompleksa K seku po zajedni~koj strani.

Prvo, svakom x ∈ σA odgovara skup Ax = {ai1 , . . . , aik} ⊆ A takav da je

x =
k∑
j=0

λijaij gde je λij > 0 za sve j = 1, ..., k.

Otuda, simpleks σAx je jedina strana simpleksa σA takva da je x ∈ ˙σAx .

Neka suσA, σB ∈ K simpleksi takvida jeσA∩σB 6= ∅. Tada, proizvoqnomx ∈ σA∩σB
odgovaraju temena Ax i Bx odnosno simpleksi σAx i σBx takvi da x ∈ ˙σAx i x ∈ ˙σBx pa
je samim tim x ∈ ˙σAx ∩ ˙σBx . Kako po pretpostavci va`i svojstvo (K2′), dobijamo da
je σAx = σBx {to implicira da je Ax = Bx. Kako je Ax ⊆ A i Ax ⊆ B zakqu~ujemo da
je Ax ⊆ A ∩ B a samim tim je σAx ⊆ σA∩B. Kako x ∈ σAx , zakqu~ujemo da proizvoqno
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x ∈ σA ∩σB pripada simpleksu σA∩B pa je samim tim σA ∩σB ⊆ σA∩B. Kako ina~e va`i
da je σA∩B ⊆ σA ∩ σB, zakqu~ujemo da je σA ∩ σB = σA∩B.

Dakle, poliedar simplicijalnog kompleksaK mo`e da se predstavi kao disjunktna
unija interiora simpleksa kompleksa K kao {to je ilustrovano na grafiku ispod.

Grafik 34: Razlagawe poliedra na interiore simpleksa.

Iskoristimo ovu osobinu da dobijemo jednu zna~ajnu triangulaciju.

Primer 5.2. Konstruisati bar jednu triangulaciju sfere Sn.

Re{ewe. Neka je |A| = n+ 1. Znamo da je sfera Sn homeomorfna granici diska odnosno
prostoru ∂Dn+1 = Dn+1 \ IntDn+1 a disk Dn+1 je prostor homeomorfan n−simpleksu
σA gde je |A| = n + 1. Sada, simplicijalni kompleks Sn = K(σA) \ {A} odnosno wegov
poliedar je homeomorfan prostoru Dn+1 \ IntDn+1 jer sklawawem ta~aka simpleksa
A, po Teoremi 5.3, zapravo sklawamo samo ta~ke poliedra |K(σA)| koje se nalaze u σ̇A.
Dakle, K(σA) \ {A} je triangulacija sfere.

Iz strukture simplicijalnoh kompleksa je jasno da ako je L potkompleks kompleksa
K, familija K \ L ne mora obavezno da bude simplicijalni kompleks jer neka strana
simpleksa iz K \ L mo`e da se na|e u kompleksu L. Me|utim, ovaj nedostatak mo`e da
se nadomesti.

Lema 5.2. Svakom potkompleksu L kompleksaK odgovara potkompleksM � K takav da

|M | = |K| \ |L|.

Dokaz. Neka se potkompleksM sastoji od onih simpleksa kompleksa K koji su strane
svih simpleksa familijeK \L. Tada,M je potkompleks kompleksaK. Kako svaka ta~ka
x ∈ |K| \ |L| pripada interioru ta~no jednog simpleksa σAx ∈ K, a po konstrukciji
je σAx ∈ M , zakqu~ujemo da je |K| \ |L| ⊆ |M | a po{to je |M | zatvoren, dobijamo da je
|K| \ |L| ⊆ |M |. Tako|e, svako x ∈ |M | se nalazi u interioru nekog simpleksa koji je
simpleks familije L ⊆ K. To zna~i da je |M | ⊆ |K| \ |L|, tj. |M | ⊆ |K| \ |L|. Dakle,
|M | = |K| \ |L|.

Ndaqe, ako je L proizvoqna familija simpleksa, neka K(L) ozna~ava najmawi
simplicijalni kompleks koji sadr`i familiju L. Preciznije, to je simplicijalni
kompleks:

K(L) = {σB | B ⊆ A, σA ∈ L}.
Topologija poliedra |K| je po definiciji relativna u odnosu na Euklidski prostor

koji ga sadr`i. Me|utim, onamo`e da se opi{epomo}u topologije simpleksa kompleksa
K odnosno kao topologija unije topolo{kih prostora.
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Lema 5.3. Podskup F poliedra |K| je zatvoren akko za svaki simpleks σ ∈ K, skup F ∩ σ
je zatvoren.

Dokaz. Neka je F ⊆ K zatvoren. Kako je svaki simpleks σ ∈ K zatvoren podskup
poliedra |K|, skup σ ∩ F je zatvoren kao presek zatvorenih skupova. Obrnuto, ako je
σ ∩ F zatvoren za svako σ ∈ K, podskup F ⊆ |K| }e da bude zatvoren kao kona~na unija
zatvorenih skupova.

Prethodna lema namomogu}ava da poliedre simplicijalnih kompleksa konstrui{e-
mo kao faktor prostor dobijen od disjunktne unije simpleksa identifikacijom stra-
nica simpleksa koji se seku unutar poliedra jer kao razultat dobijamo homeomorfne
topolo{ke prostore.

Analizirajmo neprekidna preslikavawa poliedara. Kako su poliedri u su{tini
vrlo jednostavni topolo{ki prostori, neprekidnost wihovih preslikavawa se vrlo
lako proverava posmatrawem restrikcija preslikavawa na simplekse koji ih formi-
raju. Me|utim, kakopoliedriimaju specifi~nu simplicijalnu strukturu, razmatr}emo
preslikavawa koja tu strukturu ~uvaju.

Neka su K i L simplicijalni kompleksi.

Definicija 5.7. Preslikavawe f : |K| → |L| je simplicijalno ako va`e uslovi:

(s1) za svako σA ∈ K, postoji σB ∈ L tako da je f(A) = B;

(s2) ako je x =
∑
i

λiai, tada je f(x) =
∑
i

λif(ai).

Dakle, preslikavawe f : |K| → |L| je simplicijalno ako se vrhovi svakog sim-
pleksa kompleksa K preslikavaju u vrhove nekog simpleksa kompleksa L i ako ~uva
baricentri~ne koordinate ta~aka poliedra. Simplicijalna preslikavawa imaju vrlo
zanimqive osobine.

Lema 5.4. Neka je preslikavawe f : |K| → |L| simplicijalno. Tada,

• za proizvoqan σA ∈ K va`i f(σA) = σf(A) a simpleks σf(A) pripada kompleksu L;

• familija f(K) = {f(σA) | σA ∈ K} je potkompleks kompleksa L;

• f(|K|) = |f(K)|.

Dokaz. Prvo svojstvo je o~igledna posledica osobina (s1) i (s2) simplicijalnih
preslikavawa. Familija f(K) je sadr`ana u L a za proizvoqne σf(A), σf(B) ∈ f(K)
va`i

f(σA) ∩ f(σB) = f(σA ∩ σB) = f(σA∩B)

{to dokazuje da je f(K) potkompleks kompleksa L.

Tre}e svojstvo sledi iz osobine da za svaki slimpleks σA ∈ K restrikcija f |σA
preslikava σA u simpleks familije f(K).

Dakle, svako simplicijalno preslikavawe f : |K| → |L| je potpuno odre|eno
slikama vrhova kompleksa K i indukuje preslikavawe f : K → L simplicijalnih
kompleksa. Va`i i obrnuto tj. ako je f : K → L preslikavawe simplicijalnih kom-
pleksa tako da je f(K) � L, wemu odgovara simplicijalno preslikavawe poliedara
f : |K| → |L| (dokazati). Otuda, simplicialna preslikavawa poliedara mo`emo da
poistovetimo sa preslikavawima familija skupova koja ~uvaju strukturu simplici-
jalnih kompleksa.
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Lema 5.5. Simplicijalno preslikavawe je neprekidno.

Dokaz. Za svako σ ∈ K, restrikcija f � σ je linearno preslikavawe {to implicira da
je neprekidno. Kako je |K| kona~na unija simpleksa koji su zatvoreni skupovi, sledi
da je f neprekidno preslikavawe jer je po Lemi 5.3 svaki zatvoren potskup poliedra
kona~na unija zatvorenih potskupova simpleksa.

Homeomorfizam simpleksa Teoreme 5.1 je primer jednog simplicijalnog preslika-
vawa. Zainteresovani ~itaoci mogu da doka`u da je simplicijalno preslikavawe
bijektivno akko je wegova restrikcija na vrhove kompleksa bijekcija.

Primer 5.3. Konstruisati bar jedno simplicijalno preslikavawe pravilnog {estougla

u kvadrat.

Re{ewe. Neka suK iL triangulacije {estougla i kvadrata prikazane na figuri ispod.

Grafik 35: Simplicijalno preslikavawe {estougla u kvadrat.

Tada, jedno simplicijalno preslikavawe f : |K| → |L| je odre|eno sa:

f :

(
a0 a1 a2 a3 a4 a5

b0 b1 b2 b3 b4 b0

)
.

5.3 Baricentri~na podela simplicijalnih kompleksa

Simplicijalna preslikavawa, iako kombinatorno jednostavna, nisu dovoqna za
{iru analizu preslikavawa izme|u poliedara jer pre svega zavise od wihove trian-
gulacije kao {to ilustruje Primer 5.3. Kako je nala`ewe adekvatne triangulacije
topolo{kih prostora vrlo zahtevno, opisa}emo tehniku kojom od date triangulacije
topolo{kog prostora mo`e da se dobije niz �finijih� triangulacija koje u krajwoj
lijiji omogu}avaju kombinatornu analizu neprekidnih preslikavawa poliedara.

Definicija 5.8. Ka`emo da je niz simpleksa N = (σA0 , σA1 , . . . , σAk
) uzlazan ako je

A0 ⊂ A1 ⊂ · · · ⊂ Ak.

Primetimo da u uzlaznom nizu simpleksa (σA0 , σA1 , . . . , σAk
) prethodni simpleks je

uvek prava strana narednog a niz wihovih dimenzija je rastu}i. Jedan uzlazlni niz
simpleksa je prikazan na Grafiku 30.

Primer 5.4. Opisati sve uzlazne nizove simpleksa kompleksaK(σA) gde je |A| = 3.
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Re{ewe. Neka je A = {a0, a1, a2}. Tada, najdu`i uzlazni nizovi simpleksa simplici-
jalnog kompleksa K(σA) su:

N1 = (σ{a0},σ{a0,a1}, σ{a0,a1,a2}),

N2 = (σ{a0},σ{a0,a2}, σ{a0,a1,a2}),

N3 = (σ{a1},σ{a0,a1}, σ{a0,a1,a2}),

N4 = (σ{a1},σ{a1,a2}, σ{a0,a1,a2}),

N5 = (σ{a2},σ{a0,a2}, σ{a0,a1,a2}),

N6 = (σ{a2},σ{a1,a2}, σ{a0,a1,a2}),

Ostali uzlazni nizovi simpleksa su podnizovi navedenih.

Sada }emo da opi{emo tehniku kojom se svakom uzlaznom nizu simpleksa pridru`uje
novi simpleks koji je sadr`an u posledwem simpleksu niza.

Teorema 5.4. Ako je N = (σA0 , σA1 , . . . , σAk
) uzlazni niz simpleksa, tada je skup wihovih

baricentara N̂ = {σ̂A0 , σ̂A1 , . . . , σ̂Ak
} afino nezavisan.

Dokaz. Uzlazni niz simpleksa (σA0 , σA1 , . . . , σAk
), gde jeAk = {a0, a1, a2, . . . , an}, mo`emo

da posmatramo kao podniz uzlaznog niza simpleksa

(σ{a0}, σ{a0,a1}, σ{a0,a1,a2}, . . . , σ{a0,a1,a2,...,an}).

Kao temena simpleksa, ta~ke a0, a1, . . . , an su afino nezavisne. Poka`imo da su i
σ̂A0 , σ̂A1 , . . . , σ̂Ak

afino nezavisne.

Prisetimo se da je σ̂{a0,a1,...,ai} = 1
i+1

(a0 + a1 + · · ·+ ai), i = 0, 1, . . . , n. Neka je

λ0σ̂{a0} + λ1σ̂{a0,a1} + · · ·+ λnσ̂{a0,a1,...,an} = 0

gde su λi, i = 0, . . . , n realni brojevi takvi da λ0 + λ1 + · · ·+ λn = 0. To zna~i da je

λ0a0 + λ1
1

2
(a0 + a1) + · · ·+ λn

1

n+ 1
(a0 + a1 + · · ·+ an) = 0,(

λ0 +
λ1

2
+ · · ·+ λn

n+ 1

)
a0 +

(
λ1

2
+ · · ·+ λn

n+ 1

)
a1 + · · ·+ λn

n+ 1
a0 = 0.

Kako su a0, a1, . . . , an afino nezavisne dobijamo da je

λ0 +
λ1

2
+ · · ·+ λn

n+ 1
= 0,

λ1

2
+ · · ·+ λn

n+ 1
= 0,

...

λn
n+ 1

= 0.

Prethodni sistem ima samo trivijalno re{ewe λ0 = λ1 = · · · = λn = 0. Otuda,
baricentri σ̂{a0}, σ̂{a0,a1}, . . . , σ̂{a0,a1,...,an} su afino nezavisni.

Dakle, svakom uzlaznom nizu simpleksa N odgovara afino nezavisan skup N̂ a
samim tim i simpleks σN̂ . Primetimo da je presek baricentara nizova N1 i N2 bari-
centar wihovog zajedni~kog podniza najve}e du`ine kao i da je svaki podniz uzlaznog
niza simpleksa tako|e uzlazan. Ova opservacija nam omogu}ava da defini{emo novi
simplicijalni kompleks.

Neka jeWK familija svih uzlaznih nizova simplicijalnog kompeksa K.
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Definicija 5.9. FamilijuK(1) = {σN̂ | N ∈ WK} nazivamo prva baricentri~na podela
kompleksa K. Za n ∈ N, familiju (K(n−1))(1) = K(n) nazivamo n-ta baricentri~na

podela kompleksaK.

Grafik 36: Prva i druga baricentri~na podela kompleksa K(σ{a0,a1,a2}.

Dakle, baricentri~nom podelom kompleksa K dobijamo novi simplicijalni kom-
pleks K(1). Wegovi vrhovi su baricentri svih simpleksa kompleksa K {to zna~i da
kompleksK(1) ima vrhova koliko i kompleksK ima simpleksa. Otuda,K nije potkom-
pleks od K(1) niti K(1) potkompleks od K. Me|utim, baricentri~nim podelama se
dobijaju nove triangulacije istog topolo{kog prostora.

Teorema 5.5. Za proizvoqan simplicijalni kompleks K va`i |K| = |K(1)|.
Dokaz. Kako su vrhovi svakog simpleksa kompleksa K(1) baricentri simpleksa kom-
pleksaK, zakqu~ujemo da je svaki simpleks baricentri~ne podeleK(1) sadr`an u nekom
simpleksu kompleksa K {to implicira da je |K(1)| ⊆ |K|.

Doka`imo da je |K| ⊆ |K(1)|. Za proizvoqno x ∈ |K| postoji simpleks σA ∈ K takav
da x ∈ σA. Ako je A = {a0, a1, . . . , an} tada je:

x = λ0a0 + λ1a1 + · · ·+ λnan gde je λi > 0 za sve i = 0, 1, . . . , n i
n∑
i=0

λi = 1.

Mo`emo da pretpostavimo da je λ0 ≥ λ1 ≥ · · · ≥ λn {to implicira da postoje
µ0, µ1 . . . , µn ∈ R takvi da je

λ0 =
µn
n+ 1

+
µn−1

n
+ · · ·+ µ1

2
+ µ0,

λ1 =
µn
n+ 1

+
µn−1

n
+ · · ·+ µ1

2
,

...

λn =
µn
n+ 1

,

gde je
n∑
i=0

µi = 1 i µi ≥ 0 za sve i = 0, 1, . . . , n. Zamenom koordinata ta~ke x dobijamo

x = µ0a0 + µ1
1

2
(a0 + a1) + · · ·+ µn

1

n+ 1
(a0 + a1 + · · ·+ an)

= µ0σ̂{a0} + µ1σ̂{a0,a1} + · · ·+ µnσ̂{a0,a1,...,an}.
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Otuda, ta~ka x pripada simpleksu σN̂ ∈ K(1) koji odgovara uzlaznom nizu simpleksa
N = (σ{a0}, σ{a0,a1}, . . . , σ{a0,a1,...,an}).

Dakle, baricentri~nom podelom kompleksa K se zapravo vr{i re-triangulacija
topolo{kog prostora |K|. Na prvi pogled, kompikovawa triangulacija implicira
komplikovaniju analizu me|utim, baricentri~nim podelama se dobijaju tzv. sitinije
triangulacije.

Definicija 5.10. Norma simplicijalnog kompleksa K, u oznaci ||K||, je maksimum di-

jametara simpleksa kompleksaK odnosno

||K|| = max{diamσA | σA ∈ K}.

Kako je simpleks σA konveksni omota~ afino nezavisnog skupa ta~akaA, intuitivno
je jasno da }e wegov dijametar da bude maksimum rastojawa izme|u temena skupa A.

Lema 5.6. Za proizvoqan simpleks σA va`i:

diamσA = max{||ai − aj|| | ai, aj ∈ A}.

Dokaz. Kako je σA kompaktan skup a metrika neprekidna funkcija, dijametar skupa
σA jednak je rastojawu izme|u neke dve ta~ke skupa σA (dijametar se iina~e ra~una kao
supremum rastojawa). Na primer, neka je diam(σA) = ||x0 − y0|| za neke x0, y0 ∈ σA. Ako
je A = {a0, aa, . . . , an} ta~ke x0 i y0 su oblika

x0 =
n∑
i=0

λiai, y0 =
n∑
i=0

µiai,
n∑
i=0

λi =
n∑
i=0

µi = 1.

Tada, za dijametar simpleksa σA va`i:

diam(σA) = ||x0 − y0|| =
∥∥∥x0 −

n∑
i=0

µiai

∥∥∥
=
∥∥∥ n∑
i=0

µix0 −
n∑
i=0

µiai

∥∥∥ =
∥∥∥ n∑
i=0

µi(x0 − ai)
∥∥∥

6
n∑
i=0

µi||x0 − ai|| 6 max
i∈{0,...,n}

||x0 − ai|| = ||x0 − ai0 ||

za neko i0 ∈ {0, 1, . . . , n}. Daqe,

||x0 − ai0|| =
∥∥∥ n∑
i=0

λiai − ai0
∥∥∥ =

∥∥∥ n∑
i=0

λiai −
n∑
i=0

λiai0

∥∥∥
=
∥∥∥ n∑
i=0

λi(ai − ai0)
∥∥∥ 6 n∑

i=0

λi||ai − ai0||

6 max
i∈{0,...,n}

||ai − ai0|| = ||ai1 − ai0||.

za neko i1 ∈ {0, 1, . . . , n}. Dakle, diamσA ≤ ||ai1 − ai0||, a kako vrhovi ai1 i ai0 pripadaju
simpleksu σA, zakqu~ujemo da je diamσA = ||ai1 − ai0||.

Ispitajmo kako baricentri~na podela uti~e na dijametar simpleksa a samim tim i
na dijametar simplicijalnog kompleksa.
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Lema 5.7. Ako je N uzlazni niz simpleksa koji se zavr`ava simpleksom σA dimenzije n,
tada za simpleks σN̂ va`i:

diamσN̂ 6
n

n+ 1
diamσA.

Dokaz. Neka je N̂ = {σ̂A0 , σ̂A1 , . . . , σ̂Ak
} gde je σ̂Aj

= 1
j+1

(ai0 +ai1 + · · ·+aij), j = 1, . . . , k.

Tada,po prethodnoj lemi, postoje p, q ∈ {0, 1, . . . , k} gde je p < q takvi da je

diamσN̂ = ||σ̂Ap − σ̂Aq || = ||
1

p+ 1
(ai0 + ai1 + · · ·+ aip)− σ̂Aq ||

= || 1

p+ 1
(ai0 + ai1 + · · ·+ aip)− p+ 1

p+ 1
σ̂Aq ||

= || 1

p+ 1
(ai0 − σ̂Aq + ai1 − σ̂Aq + · · ·+ aip − σ̂Aq)||

6 max
j∈{0,1,··· ,p}

||aij − σ̂Aq || = ||ait − σ̂Aq ||

za neko t ∈ {0, 1, . . . , p}. Daqe,

||ait − σ̂Aq || = ||ait −
1

q + 1
(ai0 + ai1 + · · ·+ aiq)||

= ||q + 1

q + 1
ait −

1

q + 1
(ai0 + ai1 + · · ·+ aiq)||

=
1

q + 1
||(ait − ai0 + · · ·+ ait − ait + · · ·+ ait − aiq)||

≤ 1

q + 1
(||ait − ai0||+ · · ·+ ||0||+ · · ·+ ||ait − aiq ||)

≤ q

q + 1
max

j∈{0,1,...,p}
||ait − aij || = ||ait − ail ||

za neko l ∈ {0, 1, . . . , q} \ {t}.
Kako je q ≤ n a ta~ke ait , ail su temena simpleksa σA, zakqu~ujemo da je

diamσN̂ 6
q

q + 1
||ait − ail || 6

n

n+ 1
||ait − ail || 6

n

n+ 1
diam(σn).

Dakle, baricentri~nom podelom se dobijaju simpleksi maweg dijametra kao {to je
ilustrovano na Grafiku 36. Ispitajmo {ta se de{ava sa normom r−te baricentri~ne
podele simplicijalnog kompleksa.

Teorema 5.6. Za simplicijalni kompleksK dimenzije n i proizvoqno r ∈ N va`i

||K(r)|| 6
(

n

n+ 1

)r
||K||.

Dokaz. Za prvu baricentri~nu podelu K(1) kompleksa K i simpleks σN̂ ∈ K(1) sa
najve}im dijametrom znamo da je je σN̂ sadr`an u simpleksu σAk

∈ K koji je posledwi u
nizu N . Pri tom je k 6 n {to implicira de je

||K(1)|| = diamσN̂ 6
k

k + 1
diamσAk

6
n

n+ 1
diamσAk

6
n

n+ 1
||K||
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{to zna~i da je

||K(1)|| 6 n

n+ 1
||K||.

Kako prethodna nejednakost va`i za svaki simplicijalni kompleks i wegovu prvu
baricnentri~nu podelu, a baricientri~na podela ne mewa dimenziju simplicijalnog
kompleksa, uzastopnom primenom prethodne nejednakosti dobijamo da je

||K(r)|| 6 n

n+ 1
||K(n−1)|| 6

(
n

n+ 1

)2

||K(n−2)|| 6 · · · 6
(

n

n+ 1

)r
||K||.

Na kraju, navodimo najzna~ajniju primenu baricentri~nih podela simplicijalnih
kompleksa. Ako je simplicijalni kompleks K dimenzije n, kako je grani~na vrednost

lim
r→∞

(
n

n+ 1

)r
= 0

zakqu~ujemo da ako otvoreni pokriva~ U poliedra |K| ima Lebegov broj λ (pri tom je
λ > 0 jer je |K| kompaktan), baricentri~nom podelom dovoqno velikog reda kompleksa
K dobijamo triangulaciju K(r) prostora |K| tako da svaki simpleks kompleksa K(r)

pripada nekom otvorenom skupu familije U . Otuda, radi metri~ke analize poliedara,
bericentri~ne podele nam omogu}avaju da raspola`emo sa triangulacijama koje formi-
raju simpleksi proizvoqno malog dijametra.

5.4 Simplicijalna aproksimacija neprekidnih preslikavawa

Analiza neprekidnih preslikavawa topolo{kih prostora je bazirana na konceptu
δ−okoline ta~ke iz domena i ε−okoline wene slike u kodomenu. U ovom odeqku opisu-
jemo metodu kojom se okolina ta~ke u poliedru formira pomo}u simpleksa simpli-
cijalnog kompleksa koji trianguli{u poliedar. Baricentri~ne podele }e da nam
omogu}e da konstrui{emo kombinatorne okoline dovoqnomalog polupre~nika a samim
tim i konstrukciju simplicijalnih preslikavawa koja sa unapred zadatom ta~no{}u
aproksimiraju dato neprekidno preslikavawe poliedara.

Po Teoremi 5.3, svaki poliedar mo`e da se predstavi kao disjunktna unija inte-
riora svojih simpleksa. Interior svakog simpleksa jeste otvoren skup u relativnoj
topologiji simpleksa me|utim, interior simpleksa ne mora da bude otvoren u relati-
vnoj topologiji poliedra. Otuda, da bi dobili kombinatorne analoge okolina ta~aka
poliedra, uvodimo slede}u definiciju.

Definicija 5.11. Neka jeK simplicijalni kompleks. Zvezda simpleksa σA ∈ K, u oznaci

st(σA) je unija interiora svih simpleksa kompleksaK kojima je simpleksσ strana odnosno
to je skup

st(σA) =
⋃
{σ̇B | σB ∈ K,A ⊆ B}.

Primetimo da je zvezda simpleksa potskup poliedra simplicijalnog kompleksa.
Dokaza}emo da je u relativnoj topologiji poliedra zvezda simpleksa otvoren skup.

Otuda, zvezde simpleksa, u klasi~nom topolo{kom smislu, jesu okoline svake svoje
ta~ke.

Lema 5.8. Neka je K simplicijalni kompleks.
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Grafik 37: Zvezde 0 i 1−simpleksa u triangukaciji ikosaedra.

(1) Ako je simpleks σA strana simpleksa σB, tada je st(σB) ⊆ st(σA).

(2) Ako su a0, a1, . . . , an neki vrhovi kompleksaK tada

st(σ{a0}) ∩ st(σ{a1}) ∩ · · · ∩ st(σ{an}) 6= ∅ ⇔ σ{a0,a1,...,an} ∈ K.

(3) Za svako σA ∈ K zvezda st(σA) je otvoren skup u relativnoj topologiji prostora |K|.

Dokaz. (1) Neka je x ∈ st(σB) proizvoqno. Tada x ∈ σ̇C gde je B ⊆ C i σC ∈ K. Kako je
po pretpostavci A ⊆ B, zakqu~ujemo da je A ⊆ C a samim tim je x ∈ st(σA).

(2) (⇒) Neka je x ∈ st(σ{a0}) ∩ st(σ{a1}) ∩ · · · ∩ st(σ{an}). Tada, za sve i = 0, 1, . . . , n, iz
x ∈ st(σ{ai}) sledi da x ∈ σ̇Ai

za neki simpleks σAi
∈ K. Kako x pripada poliedru |K|,

po Teoremi 5.3, simpleks komplkesa K koji u interioru sadr`i ta~ku x je jedinstven
{to implicira da je A0 = A1 = · · · = An = A i {a0, a1, . . . , an} ⊆ A.

(⇐)Neka σA ∈ K gde jeA = {a0, a1, . . . , an}. Tada 0-simpleksi σ{ai} su strane simpleksa
σA, {to po svojstvu (1) implicira da je σ̇A ⊆ st(σ{ai}) za sve i = 0, 1, . . . , n, {to zna~i
da je

σ̇A ⊆ st(σ{a0}) ∩ st(σ{a1}) ∩ · · · ∩ st(σ{an}).

Grafik 38: Svaki simpleks poliedra je u preseku zvezda svojih temena.
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(3) Poka`imo da je skup |K| \ st(σA) zatvoren u topologiji prostora |K| za proizvoqno
σA ∈ K. Neka je L = {σB ∈ K | A 6⊆ B}. Tada, L je potkompleks kompleksa K.

Po Teoremi 5.3, za svako x ∈ |K| postoji jedinstven σBx ∈ K takav da je x ∈ σ̇Bx .
Tada, ili je A ⊆ B ili A 6⊆ B {to implicira da x ∈ st(σA) ili je x ∈ |L|. Ovim
smo dokazali da je |K| = st(σA) ∪ |L| i da je st(σA) ∩ |L| = ∅. Kako je |L| zatvoren (kao
poliedar) sledi da je st(σA) otvoren skup.

Da bi naglasili da zvezdu simpleksa σA nalazimo u kompleksu K, uvodimo oznaku
stK(σA). Neprekidnost preslikavawa f : |K| → |L| topolo{kih prostora podrazumeva
da za svako x ∈ |K| i proizvoqnu okolinu V ⊂ |L| ta~ke f(x) postoji okolina U ⊂ |L|
ta~ke x takva da je f(U) ⊆ V . Intuitivno je jasno da }e preslikavawe g : |K| → |L|
da bude aproksimacija preslikavawa f ako je f(U) ⊆ g(U) za sve otvorene skupove
U ⊂ |K| jer ovakav uslov, uz neprekidnost preslikavawa g, implicira neprekidnost
preslikavawa f . Motivisani ovom opservacijom, uvodimo slede}u definiciju.

Definicija 5.12. Neka je f : |K| → |L| neprekidno preslikavawe poliedara |K| i |L|. Ako
postoji simplicijalno preslikavawe fs : |K| → |L| takvo da za svaki vrh {a} kompleksa
K va`i da je f

(
stK(σ{a})

)
⊆ stL(σ{fs(a)}) tada, fs zovemo simplicijalna aproksimacija

preslikavawa f .

Kako je skup simplicijalnih preslikavawa kompleksaK i L ograni~en (mo`e da ih
ima najvi{emn jen broj vrhova kompleksaK am broj vrhova kompleksaL), zakqu~ujemo
da egzistencija simplicijalne aprokcimacije neprekidnog preslikavawa f : |K| → |L|
zavisi od triangulacije kompleksa K i L.

Na primer, neka su K = {σ{1,0}, σ{1}, σ{0}} i L = {σ{0, 1
2
}, σ{ 1

2
,1}, σ{0}, σ{ 1

2
}, σ{1}} tri-

angulacije intervala [0, 1] ⊆ R. Tada, identi~ko preslikavawe 1I : I → I , pos-
matrano kao preslikavawe 1I : |K| → |L|, nema simplicijalnu aproksimaciju jer
1I(st(σ{0})) = [0, 1) nije podskup ni jednog simpleksa kompleksa L a samim tim ni jedne
zvezde iz |L|.

Analizirajmo preslikavawa koja imaju simplicijalnu aproksimaciju.

Lema 5.9. Svako simplicijalno preslikavawe f : |K| → |L| je samo sebi simplicijalna
aproksimacija.

Dokaz. Poka`imo da je f(stK(σ{a})) ⊆ stL(σ{f(a)}) za sve vrhove {a} kompleksa K. Neka
x ∈ stK(σ{a}). Tada, po definiciji zvezde simpleksa, x ∈ σ̇A gde je a ∈ A i σA ∈ K.
Kako je preslikavawe f simplicijalno, po Lemi 5.4 sledi da f(x) ∈ f(σA) = σf(A) i
σf(A) je simpleks kompleksaL. Neka je x = λ0a+λ1a1 + · · ·+λnan gde su λi i = 0, 1, . . . , n,
pozitivne baricentri~ne koordinate ta~ke x. Po Definiciji 5.7, va`i da je f(x) =
λ0f(a) + λ1f(a1) + · · ·+ λnf(an) {to zna~i da x ∈ σ̇f(A). Kako je {f(a)} teme simpleksa
σf(A), zakqu~ujemo da x ∈ stL(σ{f(a)}).

Opi{imo jednu jednostavnu tehniku za konstrukciju simplicijalne aproksimacije
datog presilavawa. Neka je V (K) skup svih vrhova simplicijalnog kompleksa K
odnosno neka je:

V (K) =
⋃
σA∈K

A.

Teorema 5.7. Ako za neprekidno preslikavawe f : |K| → |L| va`i uslov(
∀a ∈ V (K)

)(
∃b ∈ V (L)

)
f(stK

(
σ{a})

)
⊆ stL(σ{b}),

tada postoji simplicijalna aproksimacija fs : |K| → |L| preslikavawa f .
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Dokaz. Konstrui{imo simplicijalnu aproksimaciju preslikavawa f . Za svako teme a
kompleksa K, po pretpostavci, postoji teme b kompleksa L tako da

f(stK
(
σ{a})

)
⊆ stL(σ{b}),

pa, neka je fs(a) = b za svako a ∈ V (K). Doka`imo da fs zadovoqava uslov (s1)
Definicije 5.7 simplicijalnog preslikavawa. Neka je A = {a0, a1, . . . , an} gde σA ∈ K
i neka x ∈ σ̇A. Tada, po Lemi 5.8,

x ∈ st(σ{a0}) ∩ st(σ{a1}) ∩ · · · ∩ st(σ{an})

{to po konstrukciji preslikavawa fs implicira da je

f(x) ∈ f
(

st(σ{a0})
)
∩ f
(

st(σ{a1})
)
∩ · · · ∩ f

(
st(σ{an})

)
⊆ st(σ{fs(a0)}) ∩ st(σ{fs(a1)}) ∩ · · · ∩ st(σ{fs(an)}).

Otuda, st(σ{fs(a0)})∩st(σ{fs(a1)})∩· · ·∩st(σ{fs(an)}) 6= ∅, {to na osnovu osobine (2)Leme 5.8
implicira da je σ{fs(a0),fs(a1),...,fs(an)} = σfs(A) simpleks simplicijalnog kompleksaL. To
zna~i da fs mo`e da se pro{iri do simplicijalnog preslikavawa fs : |K| → |L| (sli~no
Teoremi 5.1, baricentri~ne koordinate argumenta su baricentri~ne koordinate slike)
koje je po Definiciji 5.12 simplicijalna aproksimacija preslikavawa f .

Sada navodimo glavnu teoremu ovog odeqka koja opravdava termin �aproksimacija�
Definicije 5.12.

Teorema 5.8. Neka su K i L simplicijalni kompleksi. Ako je fs simplicijalna aproksi-
macija neprekidnog preslikavawa f : |K| → |L|, tada je fs ' f .

Dokaz. Neka je fs simplicijalna aproksimacija preslikavawa f . Konstrui{imo homo-
topiju prelikavawa fs i f odnosno neprekidno preslikavawe H : |K| × I → |L| takvo
da je H(x, 0) = f(x) a H(x, 1) = fs(x) za sve x ∈ |K|.

Neka je x ∈ |K| proizvoqno. Tada, po Teoremi 5.3 postoji jedinstveni simpleks
σA ∈ K takav da x ∈ σ̇A gde je A = {a0, a1, . . . , an}. Kako x ∈ st(σ{ai}) sledi da je
f(x) ∈ f

(
st(σ{ai})

)
⊆ st(σ{fs(ai)}) za sve i = 0, 1, . . . , n Otuda,

f(x) ∈ st(σ{fs(a0)}) ∩ st(σ{fs(a0)}) ∩ · · · ∩ st(σ{fs(an)}).

Po Teoremi 5.3, ta~ka f(x) pripada interioru simpleksa σB ∈ L i zvezdi st(σ{fs(ai)})
za sve i = 0, 1, . . . , n, zakqu~ujemo da je {fs(a0), fs(a1), . . . , fs(an)} = fs(A) ⊆ B. Kako je
fs simplicijalno preslikavawe sledi da je fs(x) ∈ fs(σA) = σfs(A) ⊆ σB. Dakle, fs(x) i
f(x) pripadaju simpleksu σB ∈ L koji je konveksan skup {to zna~i da i du` koja spaja
fs(x) i f(x) tj. skup {(1− t)f(x) + tfs(x) | t ∈ I} pripada simpleksu σB.

Otuda, mo`emo da defini{emo neprekidno preslikavawe H : |K| × I → |L| sa

H(x, t) = (1− t)f(x) + tfs(x), x ∈ |K|, t ∈ I

koja predstavqa homotopiju preslikavawa f i fs.

Dakle, simplicijalna aproksimacija ne mewa klasu preslikavawa u odnosu na
relaciju �biti homotopan�. Ovo je vrlo zna~ajna osobina jer ako uspemo da kon-
strui{emo triangulaciju topolo{kih prostora X i Y takvu da svako neprekidno
preslikavawe f : X → Y ima simplicijalnu aproksimaciju, umesto homotopske klasi-
fikacije svih neprekidnih preslikavawa prostora X u prostor Y , dovoqno je da

64



izvr{imo homo homotopsku klasifikaciju simplicijalnih preslikavawa wihovih
triangulacija kojih u krjawoj liniji ima kona~no mnogo. Ispostavqa se da je za
ovo dovoqna bilo koja triangulacija prostora Y uz dovoqno sitnu baricentri~nu
podelu prostora X .

Teorema 5.9. (Teorema o simplicijalnoj aproksimaciji) Neka f : |K| → |L| neprekidno
preslikavawe. Tada postoji baricentri~na podelaK(r) kompleksaK takva da preslika-

vawe f : |K(r)| → |L| ima simplicijalnu aproksimaciju.

Dokaz. Da bi obezbedili egzistenciju simplicijalne aproksimacije preslikavawa
f : |K| → |L|, konstrui{imo dovoqno sitnu triangulaciju prostora |K| tako da bude
ispuwen uslov Teoreme 5.7.

Neka je V = {stL(σ{b}) | b ∈ V (L)} familija svih zvezda simplicijalnog kompleksa
L. Kako su zvezde otvoreni skupovi u relativnoj topologiji prostora |L| a presli-
kavawe f neprekidno, familija f−1(V) = {f−1

(
stL(σ{b})

)
| b ∈ V (L)} je otvoreni

pokriva~ prostora |K|. Kako je |K| kompaktan a wegova topologija indukovana Eu-
klidskom metrikom, f−1(V) ima Lebegov broj λ > 0. Tada, po Teoremi 5.2, postoji
r ∈ N odnosno baricentri~na podelaK(r) takva da je ||K(r)|| < λ

2
. To zna~i da za svaki

vrh a ∈ V (K(r)) va`i da je diam
(

stK(σ{a})
)
< λ (dokazati). Otuda, za svako a ∈ V (K),

skup stK(σ{a}) je sadr`an u nekom skupu pokriva~a f−1(V) {to implicira da za svako
a ∈ V (K) postoji b ∈ V (L) tako da je

f
(

stK(σ{a})
)
⊆ stL(σ{b})

{to je po Teoremi 5.7 dovoqno za egzistenciju simplicijalne aproksimacije preslika-
vawa f .

Dakle, simplicijalna aproksimacija ~uva homotopske invarijante neprekidnog
preslikavawa. Poka`imo da simplicijalna preslikavawa mogu da poslu`e i kao
analiti~ke aproksimacije neprekidnih funkcija.

Posledica 5.1. Neka je f : |K| → |L| neprekidno preslikavawe. Tada, za proizvoqno

ε > 0, postoje r, s ∈ N i simplicijalna aproksimacija fs : |K(r)| → |L(s)| preslikavawa f
takva da za sve x ∈ |K| va`i ||f(x)− fs(x)|| < ε.

Dokaz. Neka je L(s) baricentri~na podela kompleksa L takva da je ||L(s)|| < ε. Po
Teoremi o simplicijalnoj aproksimaciji 5.9, postoji r ∈ N odnosno baricentri~na
podela K(r) kompleksa K i simplicijalno preslikavawe fs : |K(r)| → |L(s)| koje je
simplicijalna aproksimacija neprekidnog preslikavawa f . Kako za svako x ∈ |K|
ta~ke f(x) i fs(x) pripadaju istom simpleksu poliedra |L(s)|, sledi da je wihovo rasto-
jawe ||f(x) − fs(x)|| mawe od dijametra simpleksa kompleksa L(s) kojem pripadaju. Po
Definiciji 5.10, dijametar svakog simpleksa kompleksa L(s) je mawi od norme ||L(s)||
koja je po konstrukciji mawa od ε.

Dakle, svako neprekidno preslikavawe topolo{kih prostora koji imaju trian-
gulaciju mo`e dovoqno dobro da se aproksimira simplicijalnim preslikavawem
koje je potpuno odre|eno svojim kombinatornim svojstvima. Ovakva transformacija
neprekidnog preslikavawa u simplicijalno preslikavawe obezbe|uje vrlo lepu vezu
izme|u kombinatorike i topologije kao {to ilustruje slede}i primer.

Primer 5.5. Neka su m,n ∈ N proizvoqni takvi da je m 6= n. Dokazati da tada va`e

slede}a svojstva:
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(1) sfere Sn i Sn nisu homotopni prostori;

(2) Rn 6' Rm.

Re{ewe. Poliedar simplicijalnog kompleksa K(σn) \ {σn} je skup Sn koji zovemo
poliedralna sfera jer po Primeru 5.2 znamo da je Sn ≈ Sn

(1) Dovoqno je da poka`emo da Sn i Sm nisu homotopni topolo{ki prosostori. Neka
je na primer n < m. Pretpostavimo suprotno, tj. da postoje homotopske ekvivalencije
f : Sn → Sm i g : Sm → Sn takve da je g ◦ f ' 1Sn . Kako je f preslikavawe poliedara,
ono ima simplicijalnu aproksimaciju fs : Sn → Sm. Kako je n < m, preskikavawe
fs nije �na� jer S

m ima vi{e vrhova. Na osnovu Posledice 1.2, fs je homotopno nekom
konstantnom preslikavawu ey0 gde y0 ∈ Sm. Sada je 1Sn ' g ◦ f ' g ◦ ey0 = ex0 gde
x0 ∈ Sn. Tako dobijamo da je Sn, a samim tim i Sn, kontraktibilan prostor {to nije
mogu}e.

(2) Neka je f : Rn → Rm homotopska ekvivalencija i neka je f(0) = 0 (ako to nije
slu~aj, preslikavawe f+c je tako|e homotopska ekvicalencija koja za dobro odabrano c
ispuwava ovaj uslov). Tada, f je homotopska ekvivalencija prostoraRn\{0} iRm\{0}.
Kako jeSn deformacioni ratrakt prostoraRn\{0}, homotopijaH : Rn\{0} → Rn\{0}
koja to obezbe|uje je data sa

H(x, t) = (1− t)x+ t
x

||x||
x ∈ Rn \ {0}, t ∈ I,

zakqu~ujemo da je Rn \ {0} ' Sn. Na sli~an na~in dobijamo da je Rm \ {0} ' Sm. Sada,
iz Rn \ {0} ' Rm \ {0} sledi Sn ' Sm {to nije mogu}e.
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6 Fundamentalna grupa simplicijalnih kompleksa

U ovom poglavqu, opisa}emo tehnike za ta~unawe fundamentalne grupe prostora
koji imaju triangulaciju koriste}i kombinatornu strukturu triangulacija odnosno
odgovaraju}ih simplicijalnih kompleksa. Posebnu olak{icu u radu sa triangulaci-
jama prostora nam obezbe|uje Teorema o simplicijalnoj aproksimaciji 5.9 jer put u
poliedru, odnosno wegovu homotopsku klasu, mo`emo da posmatramo kao klasu jednog
simplicijalnog preslikavawa.

6.1 Grupa ivica

Put α : I → |K|, kao neprekidno preslikavawe, ima svoju simplicijalnu aproksi-
maciju αs : |L| → |K| gde je L neka triangulacija intervala I = [0, 1] i znamo da je
α ' αs. Kako je αs(L) jednodimenzionalni potkompleks simplicijalnog kompleksaK,
slika αs(I) je potpuno odre|ena nizom temena kompleksa K kroz koje put αs prolazi.
Motivisani ovom opservacijom, uvodimo jednu specijalnu klasu puteva poliedra |K|.

Neka je K simplicijalni kompleks i a0 ∈ V (K) neko istaknuto teme.

Definicija 6.1. Niztemenaα = a0a1 . . . an kompleksaK takav da za sve i = 0, 1, . . . , n−1
simpleks σ{ai,ai+1} pripada kompleksu K nazivamo ivi~ni put. Ako je a0 = an, tada α
zovemo ivi~na petqa u a0. Ivi~ni put α−1 = anan−1 . . . a1a0 zovemo inverzni put puta

α. Za ivi~ne puteve α = a0a1 . . . an, β = anan+1an+2 . . . am defini{emo ivi~ni put

α · β = a0a1 . . . ananan+1 . . . am

koji zovemo proizvod ivi~nih puteva α i β.

Grafik 39: Ivi~ni putevi kompleksa K i wihov proizvod.

Primetimo da svakom ivi~nom putu α = a0a1 . . . an odgovara simplicijalno presli-
kavaweαs : |L| → |K| za neku triangulacijuL intervala I koje predstavqa put prostora
|K| u klasi~nom smislu. Tako|e, proizvoduivi~nihputeva odgovara klasi~anproizvod
puteva odnosno odgovaraju}ih simplicijalnih preslikavawa. Sada navodimonekoliko
o~iglednih osobina proizvoda ivi~nih puteva.

Lema 6.1. Neka su α, β i γ ivi~ni putevi simplicijalnog kompleksaK.

(1) Ako je definisan proizvod ivi~nih puteva (α · β) · γ, tada je definisan proizvod

α · (β · γ) i va`i da je (α · β) · γ = α · (β · γ).

(2) Ako je definisan proizvod α · β tada je definisan i proizvod β−1 · α−1 i va`i

(α · β)−1 = β−1 · α−1.
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Prethodni rezultati ilustruju pogodnosti koje pru`a kombinatorna analiza ivi-
~nih puteva jer navedene osobine proizvoda klasi~nih puteva va`e samo za klase ekvi-
valencije u odnosu na relaciju �biti homotopan�. Defini{imo jednu relaciju ekviva-
lencije na familiji ivi~nih puteva.

Definicija 6.2. (Ekvivalentni ivi~ni putevi) Neka su α i β ivi~ni putevi;

(') Ivi~ni put α je elementarno ekvivalentan ivi~nom putu β, pi{emo α ' β, ako je
ispuwen bar jedan od uslova:

(e1) α = a0 . . . aiai . . . an i β = a0 . . . ai . . . an;

(e2) α = a0 . . . aiajak . . . an i b = a0 . . . aiak . . . an a simpleks σ{ai,aj ,ak} pripada
kompleksuK.

(∼) Ivi~ni put α je ekvivalentan ivi~nom putu β, pi{emo α ∼ β, ako postoji niz

ivi~nih puteva α1, α2, . . . , αk takav da je α ' α1 ' α2 ' · · · ' αk ' β.

Relacija �biti elvivalentan ivi~ni put� ∼ je relacija ekvivalencije (dokazati).
Neka jeπ(K, a0)familija svih klasa ekvivalencije ivi~nihpetqiu temenua0. Proizvod
klasa familije π(K, a0) uvodimo na standardan na~in

[α] · [β] = [α · β] gde [α], [β] ∈ π(K, a0).

Lema 6.2. Neka su [α], [β] ∈ π(K, a0) klase odre|ene ivi~nim putevima α i β. Tada va`e

slede}a svojstva.

(1) Proizvod [α] · [β] je dobro definisan (ne zavisi od predstavnika klase).

(2) Proizvod klasa je asocijativan.

(3) Klasa [a0] je jedini~ni element strukture π(K, a0).

(4) Inverzni element klase [α] ∈ π(K, a0) je element [α−1] ∈ π(K, a0).

Dokaz. (1) Iz α ∼ α′ sledi α · β ∼ α′ · β jer ako je α0, α1, . . . , αn niz ivi~nih puteva
takav da je, α ' α0 ' α1 ' · · · ' αn = α′ tada je α0 · β, α1 · β, . . . , αn · β niz ivi~nih
puteva takav da je α · β ' α0 · β ' α1 · β ' · · · ' αn · β = α′ · β. Analogno, iz β ∼ β′

sledi α · β ∼ α · β′. Otuda, iz α ∼ α′ i β ∼ β′ sledi

α · β ∼ α′ · β ∼ α′ · β′.

Dakle, ako je α ∼ β i α′ ∼ β′, sledi da je [α] · [β] = [α · β] = [α′ · β′] = [α′] · [β′].

(2) Va`i zbog asocijativnosti proizvoda ivi~nih petqi.

(3) Neka je α = a0a1 . . . an−1a0 proizvoqna ivi~na petqa. Tada, po definiciji elemen-
tarne ekvivalencije ivi~nih petqi, preciznije po svojstvu (e1), va`i

α · a0 = a0a1 . . . an−1a0a0 ' a0a1 . . . an−1a0 = α,

{to implicira da je α · a0 ∼ α.
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(4) Neka je α = a0a1 . . . an−1a0 i α
−1 = a0an−1 . . . a1a0 wena inverzna petqa. Tada je

α · α−1 = a0a1 . . . an−1a0a0an−1 . . . a1a0

' a0a1 . . . an−1a0an−1 . . . a1a0

' a0a1 . . . an−1an−1 . . . a1a0

...

' a0a1a0

' a0

jer simpleksi σ{an−1,a0,an−1}, σ{an−2,an−1,an−2}, . . . , σ{a1,a0,a1} su, kao delovi ivi~nog puta,
ivice kompleksa K.

Dakle, algebarska struktura
(
π(K, a0), ·

)
je grupa.

Definicija 6.3. Grupu
(
π(K, a0), ·

)
zovemo grupa ivica ili ivi~na grupa simplicijalnog

kompleksa K.

Sli~no fundamentalnoj grupi, svakom simplicijalnom kompleksu odgovara grupa
ivica ~iji su elementi klase ekvivalencije ivi~nih puteva. Kako je grupa ivica
kombinatorna invarijanta simplicijalnog kompleksa, prirodno je da analiziramo
slike ivi~nih puteva simplicijalnim preslikavawima. Neka α = a0a1 . . . an ivi~ni
put i fs : |K| → |L| simplicijalno preslikavawe. Ivi~ni put fs(α) kompleksa L
defini{emo sa

fs(α) = fs(a0)fs(a1) . . . fs(an).

Pri tom, fs(α) jeste ivi~ni put kompleksa L jer ako je σ{ai,ai+1} ivica kompleksa K,
tada je fs

(
σ{ai−1,ai}

)
= σ{fs(ai−1),fs(ai)} simpleks kompleksa L za sve i = 1, . . . , n

Lema 6.3. Ako su α, β ivi~ni putevi kompleksa K takvi da je α ∼ β i fs : |K| → |L|
simplicijalno preslikavawe, tada je fs(α) ∼ fs(β).

Dokaz. Dovoqno je da doka`emo da iz α ' β sledi fs(α) ' fs(β). Neka je α ' β,
Razlikujemo dva slu~aja:

• ako je α = a0 . . . aiai . . . an i β = a0 . . . ai . . . an tada, whove slike simplicija-
lnim preslikavawem fs su ivi~ni putevi fs(α) = fs(a0) . . . fs(ai)fs(ai) . . . fs(an) i
fs(β) = fs(a0) . . . fs(ai) . . . fs(an) koji su elementarno ekvivalentni;

• ako je α = a0 . . . aiajak . . . an i b = a0 . . . aiak . . . an a simpleks σ{ai,aj ,ak} pri-
pada kompleksu K, tada je fs(α) = fs(a0) . . . fs(ai)fs(aj)fs(ak) . . . fs(an) i fs(β) =
fs(a0) . . . fs(ai)fs(aj) . . . fs(an) a simpleks fs(σ{ai,aj ,ak}) = σ{fs(ai),fs(aj),fs(ak)} pri-
pada kompleksu L zbog svojstva (s1) Definicije 5.7 {to opet implicira da je
fs(α) ' fs(β).

Otuda, proizvoqnom nizu elementarnih ekvivalencija α0 ' α1 ' · · · ' αn odgovara
niz elementarnih ekvivalencija fs(α0) ' fs(α1) ' · · · ' fs(αn) {to zna~i da iz α ∼ β
sledi fs(α) ∼ fs(β).

Na osnovu prethodne leme, ako je fs : |K| → |L| simplicijalno preslikavawe,
ono indukuje homomorfizam fs :

(
π(K, a0), ·

)
→
(
π(L, fs(a0), ·

)
ivi~nih grupa dat sa

fs([α]) = [fs(α)] za [α] ∈ π(K, a0).

Postavqa se pitawe kakva svojstva simplicijalnog kompleksa su odre|ena wegovom
grupom ivica, specijalno koji simplicijalni kompleksi imaju izomorfne ivi~ne
grupe. Sada }emo da opi{emo postupak kojim se od simplicijalnog kompleksa dobija
wegov potkompleks koji ima izomorfnu grupu ivica.
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Definicija 6.4. (Kolapsirawe) Za (n− 1)−stranu σB n-simpleksa σA ∈ K ka`emo da je

slobodna ako σB nije strana ni jednog drugog simpleksa kompleksaK. Ako je σB slobodna

strana simpleksa σA ∈ K, tadaK1 = K\{σA, σB} je simplicijalni kompleks, a postupak
kojim od kompleksaK dobijamoK1 zovemo elementarno kolapsirawe.

Grafik 40: Kolapsirawe kompleksa K, crveni simpleksi su slobodni.

Elementarnim kolapsirawem se ne mewaju homotopske invarijante simplicijalnog
kompleksa kao {to ilustruje slede}a lema.

Lema 6.4. Ako se simplicijalni kompleksK1 dobija elementarnim kolapsirawem od kom-

pleksa K, tada je |K1| deformacioni retrakt prostora |K|.

Dokaz. Neka je A = {a0, a1, . . . , an−1} i neka je σA slobodna strana simpleksa σA∪{an}.
Tada, za baricentar σ̂ = σ̂A = 1

n
(a0 + a1 + · · · + an−1) simpleksa σA\{an}, i svako

i = 0, 1, . . . , n−1 skupAi = (A\{ai})∪{σ̂, an} je afino nezavisan. Otuda, simplicijalni
kompleks

L =
n−1⋃
i=0

K(σAi
)

je triangulacija simpleksa σA∪{an} takva da je L ∩K = L ∩ (K \ {σA, σA∪{an}}). Sada

Grafik 41: Ilustracija dokaza.

mo`emo da defini{emo homotopiju H : |L| × I → |L|:

H(x, t) = tfs1(x) + (1− t)fs2(x)

gde su fs1 i fs2 simplicijalna preslikavawa odre|ena sa:

fs1 :

(
a0 a1 · · · an σ̂
a0 a1 · · · an σ̂

)
, fs1 :

(
a0 a1 · · · an σ̂
a0 a1 · · · an an

)
.
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Preslikavawe H je deformaciona retrakcija poliedra |L| na potskup |L ∩ K| =
|K(σA∪{an}) \ {A ∪ {an}, A}| koji je triangulacija granice simpleksa σA∪{an} bez inte-
riora simpleksa σA. To zna~i da mo`emo da defini{emo homotopijuG : |K|× I → |K|

G(x, t) =

{
x, x ∈ |K1|
H(x, t), x ∈ σA∪{an}

, x ∈ |K|, t ∈ I

koja predstavqa deformacionu retrakciju poliedra |K| na potprostor |K1|.
Dakle, kolapsirawem simplicijalnog kompleksaK dobijamo wegov deformacioni

retrakt. Ako simplicijalni kompleks mo`e da se kolapsirawem svede na neko svoje
teme ka`emo da je kolapsibilan.

Posledica 6.1. Ako je poliedar |K| kolapsibilan, onda je i kontraktibilan.

Dokaz. Sledi iz ~iwenice da su prostor i wegov deformacioni retrakt homotopski
ekvivalentni i tranzitivnosti homotopske ekvivalencije prostora.

Ispitajmo kako kolapsirawe simplicijalnog kompleksa uti~e na grupu ivica.

Lema 6.5. Neka se kompleks K elementarno kolapsira na teme a0. Tada, ako je α
proizvoqna ivi~na petqa u ta~ki a0, va`i da je α ∼ a0.

Dokaz. Primetimo da izbacivawe iz kompleksa K simpleksa dimenzije ve}e od 2
ne uti~e na grupu ivica. Neka se kompleks K1 dobija od kompleksa K izbaciva-
wem simpleksa σ{ai,aj ,ak} i wegove slobodne strane σ{ai,aj} . Ako je α = a0 . . . aiaj . . . a0

proizvoqna ivi~na petqa koja prolazi kroz stranicu σ{ai,aj} ona je elementarno ekviva-
lentna petqi a0 . . . aiakaj . . . a0 = α1 a α1 je ivi~na petqa kompleksaK1. Nastavqaju}i
postupak, dobijamo da je α ' α1 ' · · · ' αk ' a0, odnosno α ∼ a0.

Iz dokaza prethodne leme je jasno da ako seK1 dobija elementarnim koplapsirawem
od kompleksa K, tada je π(K1, a0) ∼= π(K1, a0) (pri tom a0 ∈ V (K1)).

Sada navodimo kqu~nu teoremu ovog poglavqa.

Teorema 6.1. Neka jeK simplicijalni kompleks. Fundamentalna grupaπ1(|K|, a0) poliedra
|K| i ivi~na grupa π(K, a0) kompleksaK su izomorfne.

Dokaz. Konstrui{imo odgovaraju}i izomorfizam. Svakoj ivici σ{ai,aj} ∈ K odnosno
ivi~nom putu aiaj odgovara klasi~an put uij : I → σ{ai,aj} dat sa

uij(t) = (1− t)ai + taj t ∈ [0, 1].

Defini{imo preslikavawe Φ : π(K, a0)→ π1(|K|, a0) sa

Φ([a0a1 . . . ana0]) = [u01 · u12 · . . . · un−1n · un0]

za proizvoqno [a0a1 . . . ana0] ∈ π(K, a0) (prakti~no, ivi~nu petqu transformi{emo u
klasi~nu petqu). Poka`imo da je Φ izomorfizam.

Prvo, Φ je homomorfizam jer za ivi~ne petqe α = a0ai1 . . . aina0 i β = a0aj1 . . . ajma0

u temenu a0 va`i:

Φ([α] · [β]) = Φ([α · β]) = Φ[a0ai1 . . . aina0a0aj1 . . . ajma0]

= [u0i1 · . . . · uin0 · u0j1 · . . . · ujm0]

= [u0i1 · . . . · uin0] · [u0j1 · . . . · ujm0]

= Φ([α]) · Φ([β]).
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Drugo, doka`imo da je Φ dobro definisano. Neka je α ' α′.

(e1) Ako je α = a0 . . . aiai . . . a0 a α
′ = a0 . . . ai . . . a0, tada je uii = eai pa je

Φ([α]) = [u01 · . . . · ui−1i · uii · ·uii+1 . . . · un0]

= [u01 · . . . · ·uii · eai · uii+1 · . . . · un0]

= [u01 · . . . · ui−1i · uii+1 · un0]

= Φ([α′]).

(e2) Neka je α = a0 . . . aiajak . . . a0 , β = a0 . . . aiak . . . a0. Tada je uij · ujk ∼ uik jer
simpleks σ{ai,aj ,ak} ∈ K je kontraktibilan prostor pa su svaka dva wegova puta koji
povezuju iste ta~ke ekvivalentni. Otuda je

u01 · . . . · uij · ujk · . . . · un0 ∼ u01 · . . . · uik · . . . · un0,

a kada pre|emo na odgovaraju}e klase ekvivalencije dobijamo da je Φ([α]) = Φ([β]).

Tre}e, Φ je �na� preslikavawe. Neka je α : I → |K| proizvoqna petqa u ta~ki
a0. Po Teoremi o simplicijalnoj aproksimaciji 5.9, postoji baricentri~na podela
I(r) intervala I = [0, 1] ta~kama 0 = b0 < b1 < · · · < bm+1 = 1 i simplicijalno
preslikavawe αs : |I(r)| → |K| koje je homotopno preslikavawu α. Pri tom, homotopija
α ∼ αs iz dokaza Teoreme 5.9 ~uva istaknutu ta~ku a0 {to zna~i da su petqe α i
αs ekvivalentne. Ako je αs(bi) = ai ∈ V (K), mo`emo da defini{emo ivi~nu petqu
α = a0a1 . . . ana0 takvu da je

Φ([α]) = [u01 · u12 · . . . · un0] = [αs] = [α].

Dakle, proizvoqno [γ] ∈ π1(|K|, a0) je slika nekog elementa [α] ∈ π(K, a0) {to dokazuje
da je Φ epimorfizam.

Na kraju, poka`imo da je Φ �1-1� proverom jezgra preslikavawa. Neka je α =
a0a1 . . . aka0 ∈ π(K, a0) ivi~na petqa takva da je Φ([α]) = [ea0 ] ∈ π1(|K|, a0) jedini~ni
element. Odavde sledi da je petqa αs = u01 · u12 · . . . · uk0 : I → |K| ekvivalentna
konstantnom putu u ta~ki a0 {to zna~i da postoji homotopija H : I2 → |K| takva da je

H(t, 0) = αs(t),

H(t, 1) = a0 = ea0(t) za sve t ∈ I,
H(0, s) = H(1, s) = a0 za sve s ∈ I.

Neka je L triangulacija kvadrata I2 prikazana na Grafiku 42. Ako odredimo
simplicijalnu aproksimaciju homotopije H , ona ne mora da zadovoqava uslove kao
homotopija H , posebno uslove na granici gde treba da bude konstantna.

Zbog toga uvodimo pomo}nu triangulaciju L′ kvadrata I2 i simplicijalno presli-
kavawe h : |L′| → |L| sa

h :

(
c0 c1 · · · ck+3 c′0 c′1 · · · c′k+3

c0 c1 · · · ck+3 c0 c1 · · · ck+3

)
.

Po Teoremi o simplicijalnoj aproksimaciji 5.9, preslikavawe H ◦ h : |L′| → |K| ima
simplicijalnu aproksimaciju Hs : |L′(r)| → |K| za neku baricentri~nu podelu L′(r)

kompleksa L′. Daqe, kako se poliedar |L′| kolapsira na c0, svaka wegova baricentri~na
podela se kolapsira na c0. Otuda, po Lemi 6.5, svaka ivi~na petqa kompleksa L′(r)
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Grafik 42: Triangulacije L′ i L kvadrata I2 za n = 3.

je ekvivalentna konstantnoj petqi u c0 a samim tim i petqa ∂L′(r) koja obilazi rub
kvadrata |L′(r)|. Po konstrukciji preslikavawa h odnosno triangulacije L′, svako teme
koje nije sa dowe ivice kvadrata |L′| (a samim tim i |L′(r)|) preslikavawemHs se slika u
teme a0. To je zato{to se interiori svakog simpleksa izwihovih zvezda preslikavawem
H ◦ h slikaju u a0. Sli~no, temena sa dowe ivice kvadrata se slikaju u temena ivi~nog
puta α. Otuda, slika ivi~ne petqe ∂L′(r) simplicijalnim preslikavawem Hs je ivi~na
petqa αa0 · · · a0 ∼ α koja je po Lemi 6.3 ekvivalentna petqi Hs(c0) = a0.

Dakle, izΦ([α]) = [a0] sledi α ∼ a0 {to dokazuje da je homomorfizamΦ �1-1�.

Odre|ivawe fundamentalne grupe topolo{kih prostora je u najmawu ruku zahte-
van problem. Me|utim, ako topolo{ki prostori imaju triangulaciju, grupa ivica
nam omogu}ava da znatno jednostavnije odredimo fundamentalne grupe poliedara. Do-
voqno je da primetimo da razli~itih petqi u skoro svakom topolo{kom prostoru ima
neprebrojivo dok ivi~nih petqi proizvoqnog simplicijalnog kompleksa ima prebro-
jivo mnogo. Ilustrujmo ovu olak{icu jednim primerom.

Primer 6.1. Odrediti fundamentalnu grupu kru`nice S1.

Re{ewe. Znamo da je K = K(σ{a0,a1,a2}) \ {σ{a0,a1,a2}} jedna triangulacija kru`nice.
Primetimo da za ivi~ni put γ = a0a1a2a0, element [γ] nije trivijalan u grupi π(K, a0).

Neka je [β] ∈ π(K, a0) proizvoqan. Neka je α = ai0ai1 · · · ain ivi~na petqa u ta~ki
a0 (ai0 = ain = a0) takva da su sve ostale petqe klase [β] du`ine ve}e ili jednake od α.
Tada, petqa α ima slede}e osobine:

• zbog (e1) Definicije 6.2 va`i da je aik−1
6= aik za sve k = 1, . . . , n;

• ne postoji tro~lani segment aik−1
aikaik+1

petqeα takav da je aik−1
= aik+1

jer bi zbog
osobine (e2)Definicije 6.2 takav segment bio elementarno ekvivalentan segmentu
aik−1

aik+1
zato {to simpleks σ{aik−1

,aik ,aik+1
} = σ{aik−1

,aik+1
} pripada kompleksu K.

Kako je ai0 = a0, petqa α mo`e da ima slede}e dve forme:
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• ako je ai1 = a1 tada je ai2 = a2, ai3 = a0, ai4 = a1 itd. {to zna~i da je α oblika

α = a0a1a2a0a1a2 · · · a0a1a2a0

∼ a0a1a2a0a0a1a2a0 · · · a0a1a2a0

= γn;

• ako je ai1 = a2 tada je ai2 = a1, ai3 = a0, ai4 = a2 itd. {to zna~i da je α oblika

α = a0a2a1a0a2a1 · · · a0a2a1a0

∼ a0a2a1a0a0a2a1a0 · · · a0a2a1a0

= (γ−1)n.

Kako za razli~ite m,n ∈ N va`i da [γn] 6= [γm] (zbog predstavnika klasa najmawe
du`ine) zakqu~ujemo da je

π1(S1, x0) ∼= π1(K, a0) = 〈[γ] | ∅〉 ∼= Z.

6.2 Grupa simplicijalnog kompleksa

U ovom odeqku predstavqamo jo{ jednu metodu za odre|ivawe fundamentalne grupe
simplicijalnih komplkesa. Metoda se bazira na opservaciji da, ako je L kolapsi-
bilan potkompleks simplicijalnog kompleksa K, svaka ivi~na petqa kompleksa L je
ekvivalentna konstantnoj petqi a saim tim i granica svakog 2−simpleksa kompleksa
K. Ovo nam omogu}ava da, koriste}i simplicijalnu strukturu kompleksaK, odredimo
reprezentaciju fundamentalne grupe π1(|K|, a0).

Opi{imo tehniku kojom se kombinatorno proverava povezanost putevima poliedra
simplicijalnog kompleksa.

Teorema 6.2. Neka je K simplicijalni kompleks i |K| wegov poliedar. Tada, |K| je
putevima povezan topolo{ki prostor akko za svaka dva temena a, b ∈ V (K) postoji

ivi~ni put α = α0α1 . . . αn kompleksaK takav da je a0 = a i an = b.

Dokaz. (⇒)Neka je |K| putevima povezan. Pretpostavimo suprotno, neka postoje temena
a i b kompleksaK koja ne mogu da se pove`u ivi~nim putem. Tada, svako teme kompleksa
K pripada jednom od skupova

• skup V ′ ⊆ V (K) temena kompleksaK koja mogu da se pove`u sa temenom a ivi~nim
putem;

• skup V ′′ = V (K) \ S ′.

Kako je V ′ ∩ V ′′ = ∅, ne postoji simpleks σA ∈ K takav da je A ∩ V ′ 6= ∅ i A ∩ V ′′ 6= ∅
jer bi u suprotnom neko teme iz V ′′ mogli da pove`emo sa a {to je u suprotnosti sa
konstrukcijom skupova V ′ i V ′′.

To zna~i da K mo`e da se predstavi kao unija disjunktnih simplicijalnih kom-
pleksa L iM gde je.

L = {σA ∈ K | A ⊆ V ′},
M = {σA ∈ K | A ⊆ V ′′}.
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Otuda, |K| = |L| ∪ |M | i |L| ∩ |M | = ∅ {to zna~i da |K| nije povezan i tu dolazimo do
kontradikcije.

(⇐)Nekaproizvoqna temena kompleksaK moguda se pove`uivi~nimputem. Poka`imo
da je |K| putevima povezan. Neka su x, y ∈ |K| proizvoqne ta~ke. Tada, x ∈ σA i y ∈ σB
gde σA, σB ∈ K. Neka je a0 ∈ A i b0 ∈ B. Kako su simpleksi putevima povezani
prostori, postoji put γ1 : I → σA takav da je γ1(0) = x i γ1(1) = a0 i put γ2 : I → σB
takav da γ2(0) = b0 i γ2(1) = y. Kako su a0 i b0 temena kompleksa K, po pretpostavci,
ona mogu da se pove`u ivi~nim putem α = a0a1 . . . anb0. Sada, mo`emo da defini{emo
simplicijalno preslikavawe αs : |I ′| → |K| sa

αs :

(
t0 t1 · · · tn tn+1

a0 a1 · · · an b0

)
gde je I ′ triangulacija simpleksa I ~ija su temena ti, i = 0, 1, . . . , n + 1 za koje va`i da
je 0 = t0 < t1 < · · · < tn < tn+1 = 1. Tada, proizvod γ1 · αs · γ2 je definisan i povezuje
ta~ke a0 i b0.

U prethodnom odeqku smo opisali tehniku kolapsirawa simplicijalnog kompleksa
kojom se dobija wemu homotopski elvivalentan potkompleks {to zna~ajno pojedno-
stavquje ra~unawe grupe ivica a samim tim i fundamentalne grupe datog prostora. Da
bi jo{ vi{e pojednostavili ra~unawe fundametalne grupe, opisa}emo metodu kojom se
odre|uje maksimalni (u smislu inkluzije) kolapsibilan potkompleks datog simplici-
jalnog kompleksa.

Definicija 6.5. Jednodimenzionalni simplicijalni kompleks koji se kolapsira na neko

svoje teme nazivamo drvo.

Familija {L ⊆ K | L je drvo} je parcijalno ure|en skup, pa on ima maksimalni
element koji nazivamo maksimalno drvo. Maksimalno drvo je posebno pogodno za
odre|ivawe najve}eg kolapsibilnog potkompleksa datog simplicijalnog kompleksa.

Grafik 43: Simplicijalni kompleks K i wegovo maksimalno drvo L.

Teorema 6.3. Neka je |K| povezan. Ako je L maksimalno drvo kompleksaK, tada L sadr`i

sva temena kompleksaK.

Dokaz. Neka je L maksimalno drvo koje ne sadr`i teme b ∈ V (K). Po Teoremi 6.2, za
proizvoqno teme a0 ∈ V (L) postoji ivi~ni put α = a0a1 . . . anb koji povezuje teme a0 i
b. Neka je ak prvo teme puta α takvo da je ak ∈ V (L) a ak+1 6∈ V (L) (ovakvo teme postoji
jer b 6∈ V (L)).
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Tada, simplicijalni kompleks L1 = L ∪ {σ{ak,ak+1}, σ{ak+1}} se kolapsira na L jer je
σ{ak+1} slobodna strana simpleksa σ{ak,ak+1}. Kako se L kolapsira na neko teme (jer je
drvo) i L1 se posledi~no kolapsira na isto to teme {to zna~i da je i L1 drvo. Kako je
L ⊂ L1, sledi da L nije maksimalno drvo {to nije mogu}e. Dakle, b ∈ V (L).

Posledica 6.2. Neka je |K| povezan. Tada, postoji potkompleks L ⊆ K takav da L
sadr`i sva temena kompleksaK i |L| je kontraktibilan .

Zaista, maksimalno drvo sadr`i sva temena kompleksa i ono je kolapsibilan simpli-
cijalni kompleks a wegov poliedar je po Posledici 6.1 kontraktibilan.

Primetimo da maksimalno drvo ne mora da bude najve}i potkompleks simplici-
jalnog kompleksa koji je kolapsibilan jer drvo je jednodimenzionalan potkompleks.
Tako|e, kontraktibilnost poliedra |K| ne mora da implicira kolapsibilnost sim-
plicijalnog kompleksa K. Na primer, bilo koja triangulacija luda~ke kape nije
kolapsibilan simplicijalni kompleks.

Neka je |K| povezan i L potkompleks kompleksa K koji sadr`i sva temena iz K (ne
mora da bude drvo) takav da je |L| kontraktibilan (kompleks L postoji jer maksimalno
drvo zadovoqava navedene uslove). Neka gij , gde je i < j, ozna~ava simpleks σ{ai,aj} ∈ K.
Svakom 1-simpleksu σ{ai,aj} ∈ L dodequjemo relaciju gij = 1. Svakom 2−simpleksu
σ{ai,aj ,ak} ∈ K, gde je i < j < k dodequjemo relaciju gij · gjk · g−1

ik = 1.

Motivacija za ovakvu konstrukcicu se ogleda u ~iwenici da |L| sadr`i sva temena
kompleksaK. Kako svaka homotopija na poliedru |L| mo`e da se pro{iri na poliedar
|K|, kada se izvr{i kontrakcija poliedra |L| dobijamo prostor |K|/|L| koji je homoto-
pski ekvivalentan poliedru |K| u kojem je svako teme kompleksa K sada jedna ta~ka.
Otuda, svaki 1-simpleks kompleksa K u prostoru |K|/|L| postaje petqa. Zbog toga, sve
1-simplekse u kompleksu L identifukujemo sa neutralnim elementom kao i petqe koje
predstavqaju ivice svih 2-simpleksa jer je svaki 2−simpleks sam po sebi kontraktibi-
lan prostor.

Definicija 6.6. Neka je L potkompleks kompleksa K takav da je |L| kontraktibilan
i V (L) = V (K). Neka je G = {gij | σ{ai,aj} ∈ K}, R1 = {gij = 1 | σ{ai,aj} ∈ L},
R2 = {gij · gik · g−1

ik = 1 | σ{ai,aj ,ak} ∈ K \L}. Grupa simplicijalnog kompleksaK, u oznaci

G(K) je grupa odre|ena reprezentacijom

G(K) =
〈
G | R1 ∪R2

〉
.

Kako generatori grupe G(K) se odgovaraju 1-simpleksima kompleksa K, a relacije
formiraju pomo}u 2-simpleksa, zakqu~ujemo da grupa simplicijalnog kompleksa K
zavisi samo od 2−skeleta K2 ⊆ K. Kako se relacije grupe G(K) formoraju za sve 2-
simplekse koji se ne nalaze u kontraktibilnom prostoru |L|, da bi prezentacija grupe
imala {to mawe relacija, u interesu nam je da odaberemo najve}i, u smislu inkluzije,
kontraktibilan potpoliedar poliedra |L|.

Primer 6.2. Neka je n ∈ N i n ≥ 2. Odrediti grupu simplicijalnog kompleksa

poliedralne sfere Sn = K(σn) \ {σn}.

Re{ewe. Neka je A = {a0, a1 . . . , an+1} i neka je Sn = K(σA) \ {σA}. Uo~imo simpleks
σ{a0,a1,...,an}. Kako je |Sn| ≈ Sn, poliedar simplicijalnog komplekaL = Sn\{σ{a0,a1,...,an}}
je zbog Teoreme 5.3 homeomorfan prostoru |Sn| \ σ̇{a0,a1,...,an−1} odnosno topolo{kom
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prostoru Sn \ IntDn ≈ Dn koji je kontraktibilan. Kako svi 1−simpleksi kompleksa
Sn pripadaju kompleksu L, zakqu~ujemo da je G(Sn) ∼= O.

Kao {to vidimo, grupa simplicijalnog kompleksa je zna~ajno jednostavnija za
ra~unawe od ivi~ne grupe. Me|utim, ispostavi}e se da je grupa ivica bila samo
jedan prelazni teorijski alat.

Teorema 6.4. (Grupa simplicijalnog kompleksa i ivi~na grupa kompleksa su izomorfne)
Ako je a0 ∈ V (K) teme simplicijalnog kompleksa K ~iji je poliedar povezan, tada je

G(K) ∼= π(K, a0). .

Dokaz. Neka je L potkompleks kompleksa K takav da je |L| kontraktibilan i L sadr`i
sva temena kompleksa K.

Za svako teme ai kompleksa K neka je αi ivi~ni put u kompleksu L koji povezuje
temena a0 i ai (ovakav put postoji jer je kontraktibilan prostor putevima povezan pa
va`i Teorema 6.2 i po pretpostavci L sadr`i sva temena kompleksa K). Neka je gij
proizvoqan ne-trivijalan generator grupe G(K) koji odgovara simpleksu σ{ai,aj} ∈ K.
Defini{imo preslikavawe

ϕ : G(K)→ π(K, a0) sa ϕ(gij) = [αi · aiaj · α−1
j ].

Pri tom, ϕ(gij) ne zavisi od izbora ivi~nog puta αi odnosno αj jer, po Teoremi 6.1,
proizvoqni ivi~ni putevi kompleksa L koji povezuju ista temena su ekvivalentni. Da
bi dokazali daϕmo`e da se pro{iri do homomorfizma, ispitajmo slike relacija grupe
G(K). Simpleksu σ{ai,aj ,ak} ∈ K \ L odgovara relacija gij · gjk · g−1

ik = 1 pa je

ϕ(gij) · ϕ(gjk) · ϕ(g−1
ik ) = [αi · aiaj · α−1

j ] · [αj · ajak · α−1
k ] · [αk · akai · α−1

i ]

= [αi · aiaj · (α−1
j · αj) · ajak · (α−1

k · αk) · akai · α
−1
i ]

= [αi · aiajajajakakakai · α−1
i ]

= [αi · aiajakai · α−1
i ].

Kako su ai, aj, ak temena 2-simpleksa σ{ai,aj} ∈ K, zbog svojstva (e2) Definicije 6.2
dobijamo da je

ϕ(gij) · ϕ(gjk) · ϕ(g−1
ik ) = [αi · aiakai · α−1

i ]

= [αi · aiai · α−1
i ]

= [αi · ai · α−1
i ]

= [αi · α−1
i ]

= [a0] = 1.

Dakle, ϕ ~uva relacije pa mo`e da se pro{iri do homomorfizma.

Defini{imo sada homomorfizam ψ : π(K, a0) → G(K). Neka je za proizvoqno
[α] = [a0a1 . . . aka0] ∈ π(K, a0)

ψ([α]) = h01 · h12 · . . . · hk0 gde je hij =


gij, i < j,
g−1
ij , j < i,

1, i = j ili σ{ai,aj} ∈ L.

Poka`imo da je ψ dobro definisano, tj. da iz α ∼ β sledi ψ([α]) = ψ([β]) za
proizvoqne ivi~ne petqe u temenu a0 kompleksa K. Dovoqno je da proverimo elemen-
tarne ekvivalencije.
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Neka je α ' β. Ako je α = a0 . . . ai . . . a0 i β = a0 . . . aiai . . . a0 tada je

ψ([α]) = h01 · . . . · hi−1i · hii · hii+1 · . . . · hk0

= h01 · . . . · hi−1i · 1 · hii+1 · . . . · hk0

= h01 · . . . · hi−1i · hii+1 · . . . · hk0

= ψ([β]).

Ako je α = a0 . . . aiajak . . . a0 i β = a0 . . . aiak . . . a0 i 2-simpleks σai,aj ,ak pripada
kompleksu K, u grupi G(K) va`i da je hij · hjk = hik. Otuda,

ψ([α]) = h01 · . . . · hij · hjk · . . . · hk0

= h01 · . . . · hik · . . . · hk0

= ψ([α′]).

Sada, iz α ' β sledi ψ([α]) = ψ([β]) pa, ako je α ' α1 ' · · · ' αn ' β niz
elementarnih ekvivalencija koji obezbe|uje relaciju α ∼ β, tada je ψ([α]) = ψ([α1]) =
· · · = ψ([αn]) = ψ([β]) a je ψ([α]) = ψ([β]).

Analizirajmo kompozicije ϕ ◦ ψ i ψ ◦ ϕ. Ako je a0a1 . . . ana0 proizvoqna ivi~na
petqa kompleksa K, tada je

ϕ ◦ ψ([a0a1 . . . ana0]) = ϕ(h01 · h12 · . . . · hn0)

= ϕ(h01) · ϕ(h12) · . . . · ϕ(hn0)

= [α0 · a0a1 · α−1
1 ] · [α1 · a1a2 · α−1

2 ] · . . . · [αn · ana0 · α−1
0 ]

= [α0 · a0a1 · α−1
1 · α1 · a1a2 · α−1

2 · . . . · αn · ana0 · α−1
0 ]

= [α0 · a0a1 . . . ana0 · α−1
0 ]

= [a0a1 . . . ana0].

Posledwa jednakost va`i zato {to α0 a samim tim α−1
0 mo`e da bude konstantan ivi~ni

put α0 = a0.

Daqe, za proizvoqan generator gij grupe G(K), va`i

ψ ◦ ϕ(gij) = ψ([α · aiaj · α−1
j ]) = 1 · . . . · 1 · hij · 1 · . . . · 1· = hij = gij

zato {to su αi i αj ivi~ni putevi kompleksa L a po konstrukciji preslikavawa ψ svi
wihovi segmenti se slikaju u jedi~ni element.

Otuda, ϕ ◦ ψ = 1π(K,a0) i ψ ◦ ϕ = 1G(K) {to implicira da su oba homomorfizma
izomorfizmi.

Dakle, grupa simplicijalnog kompleksa je izomorfna ivi~noj grupi a samim tim i
fundamentalnoj grupi wegovog poliedra. Kako se iz strukture simplicijalnog kom-
pleksa odmah dobija reprezentacija fundamentalne grupe ({tavi{e, metoda mo`e da
se isprogramira na ve}ini programskih jezika), jasno je da je grupa simplicijalnog
kompleksa zna~ajno jednostavnija za izra~unavawe. Jedini problem je prepoznavawe
izomorfnih reprezentacija grupa a to je strogo algebarski problem.

6.3 Fundamentalna grupa simplicijalnog kompleksa

U ovom odeqku }emo da izra~unamo fundamentalne grupe topolo{kih prostora
pomo}u grupe simplicijalnog kompleksa koji su wihove triangulacije. Nave{}emo
odre|ene teorijske pogodnosti koje nam predstavqena tehnika omogu}ava.
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Primer 6.3. Odrediti fundamentalnu grupu klinaste sume
n∨
i=1

S1.

Grafik 44: Triangulacija K prostora
n∨
i=1

S1 i kolapsibilan potkompleks L.

Re{ewe. Neka je a0 = (0, 0) ∈ R2. Uo~imo skup

A =

{
ai =

(
cos

πi

n
, sin

πi

n

)
| i = 1, . . . , 2n,

}
⊂ R2.

Tada, za proizvoqno i = 1, . . . , n, skup Ai = {a0, a2i, a2i+1} je afino nezavisan {to
zna~i da je S1

i = K(σAi
) \ {σAi

} triangulacija kru`nice. Kako je S1
i ∩ S1

j = {σ{a0}},
zakqu~ujemo da je

K =
n⋃
i=1

S1
i

triangulacija klinaste sume
∨n
i=1 S

1 prikazana na Grafiku 44. Sada, simplicijalni
kompleks L = {σ{ai} | i = 0, 1, . . . , 2n} ∪ {σ{a0,ai} | i = 1, . . . , 2n} je potkompleks
kompleksa K koji je kolapsibilan (σ{ai} je slobodna strana simpleksa σ{a0,ai} za sve
i = 1, . . . , 2n) pa je po Posledici 6.1 i kontraktibilan. Kako kompleks K ne sadr`i
ni jedan 2−simpleks, a K \ L = {σ{1,2}, σ{3,4}, . . . , σ{2n−1,2n}}, grupa simplicijalnog
kompleksa K ima reprezentaciju

G(K) =
〈
g12, g34, . . . , g2n−1 2n | ∅

〉 ∼= Zn.

Otuda, fundamentalna grupa prostora
∨n
i=1 S

1 je Zn.

Primer 6.4. Fundamentalna grupa sfere Sn je trivijalna za n ≥ 2.

Zaista, u Primeru 6.2 smo dokazali da za n ≥ 2 va`i G(Sn) = O gde je Sn poliedralna
sfera.

Grupa ivica nam omogu}ava da, u slu~aju kada topolo{ki protori imaju triangu-
lacije, doka`emo tvr|ewa analogna posledicama Van-Kampenove teoreme.

Teorema 6.5. Neka su K1 i K2 simplicijalni kompleksi ~iji su poliedri povezani. Tada,

za fundamentalnu grupu klinaste sume |K1| ∨ |K2| va`i

π1(|K1| ∨ |K2|) ∼= π1(|K1|) ∗ π1(|K2|).
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Dokaz. Mo`emo da pretpostavimo da su K1 i K2 simplicijalni kompleki u istom
Euklidskom prostoru Rd i da je |K1| ∩ |K2| = ∅ jer translacijom temena kompleksa K2

dobijamo simplicijalni kompleks koji ima homeomorfan poliedar.

Doka`imo da u prostoru Rd za poliedre |K1| i |K2| koji se ne seku va`i

d
(
|K1|, |K2|

)
= inf

x∈|K1|,y∈|K2|
||x− y|| = d

(
V (K1), V (K2)

)
.

Kako su poliedri kompaktni skupovi, sledi da je d
(
|K1|, |K2|

)
= ||x0 − y0|| za neke

x0 ∈ |K1|, y0 ∈ |K2|. Tada, x ∈ σA ∈ K1 i y ∈ σB ∈ K2 {to zna~i da je

d
(
|K1|, |K2|

)
= d(σA, σB

)
Lako se dokazuje da za simplekse prostora Rd va`i d(σA, σB

)
= d(A,B).

Neka je d
(
|K1|, |K2|

)
= d(a0, b0) gde a0 ∈ V (K1) i b0 ∈ V (K2). Tada, za simpleks

σ{a0,b0} va`i σ{a0,b0} ∩ |K1| = {a0} i σ{a0,b0} ∩ |K2| = {b0} {to zna~i da mo`emo da
defini{emo simplicijalne komplekse

K ′2 = K2 ∪ {σ{a0,b0}, σ{a0}}, K12 = K1 ∪K2 ∪ {σ{a0,b0}}.

Kako seK ′2 kolapsira naK2, poLemi 6.4 va`ida je |K ′2| ' |K2| a kako je |K ′2|∩|K1| = {a0}
sledi da je |K12| ' |K1| ∨ |K2|.

Neka suL1 ⊆ K1,L2 ⊆ K ′2 potkompleksi takvi da jeV (L1) = V (K1) iV (L2) = V (K ′2)
awihovi poliedri |L1| i |L2| su kontraktibilni. Kako je |L1|∩|L2| = |K1|∩|K ′2| = {a0},
zakqu~ujemo da je |L1| ∪ |L2| = |L1 ∪ L2| kontraktibilan. Neka je L12 = L1 ∪ L2. Tada,

G = {gij | σ{ai,aj} ∈ K12} = G1 ∪G2 gde je

G1 = {gij | σ{ai,aj} ∈ K1},
G2 = {gij | σ{ai,aj} ∈ K ′2};
R1 = {gij = 1 | σ{ai,aj} ∈ L12} = R11 ∪R12 gde je

R11 = {gij = 1 | σ{ai,aj} ∈ L1},
R12 = {gij = 1 | σ{ai,aj} ∈ L2};
R2 = {gij · gik · g−1

ik = 1 | σ{ai,aj ,ak} ∈ K12 \ L12} = R21 ∪R22 gde je

R21 = {gij · gik · g−1
ik = 1 | σ{ai,aj ,ak} ∈ K1 \ L1},

R22 = {gij · gik · g−1
ik = 1 | σ{ai,aj ,ak} ∈ K

′
2 \ L2}

{to implicira da za grupu simplicijalnog kompleksa K12 va`i

G(K12) =
〈
G1 ∪G2 | R11 ∪R12 ∪R21 ∪R22

〉
=
〈
G1 | R11 ∪R21

〉
∗
〈
G2 | R12 ∪R22

〉
= G(K1) ∗G(K ′2).

~ime je teorema dokazana.

Sada navodimo teoremu za odre|ivawe fundamentalne grupe unije dva poliedra.

Neka su L i M potkompleksi kompleksa K takvi da je K = L ∪M i N = L ∩M
(primetimo da je N tako|e potkompleks kompleksa K). Neka su f : |N | → |L| i
g : |N | → |M | odgovaraju}a inkluziona preslikavawa.

Teorema 6.6. Neka su |L|, |M | i |N | putevima povezani poliedri i a0 neko teme kompleksa

N . Tada, fundamentalna grupa π1(|K|, a0) se dobija od grupe π1(|L|, a0) ∗ π1(|M |, a0)
dodavawem relacija (f∗(c)) · (g∗(c))−1 = 1 za svaki element c grupe π1(|N |, a0).
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Dokaz. Neka je TN maksimalno drvo kompleksaN . Kako jeN potkompleks kompleksaL i
potkompleks kompleksaM , sli~nim postupkom kao u dokazu Teoreme 6.3, TN mo`e da se
pro{iri do maksimalnog drveta TL kompleksa L i maksimalnog drveta TM kompleksa
M tako da je TL ∩ N = TM ∩ N = TN . Sada, simplicijalni kompleks TK = TL ∪ TM
predstavqa drvo koje sadr`i sva temena kompleksaK.

Odredimo π1(|K|, a0) odnosno grupu simplicijalnog kompleksa G(K). Grupa G(L)
je generisana elementima gij koji odgovaraju 1-simpleksima familije L\TL dodavawem
relacija gij · gjk · g−1

ik = 1 za svaki 2-simpleks iz familije L \ TL, a grupa G(M) je
generisana elementima hij koji odgovaraju 1-simpleksima familijeM \TM dodavawem
relacija hij · hjk · h−1

ik = 1 za svaki 2-simpleks familijeM \ TM .

Primetimo da su svi generetori i relacije grupaG(L)iG(M) generatori i relacije
grupe G(K) zbog prezentacije grupe simplicijalnog kompleksa. Otuda, da bi od slo-
bodnog proizvoda G(L) ∗ G(M) dobili reprezentaciju grupe G(K), dovoqno je da
poistovetimo generatore koji odgovaraju 1−simpleksima preseka L ∩M = N odnosno
da dodamo relacije f∗(c) = g∗(c) za svaki generator c grupe G(N).

Primer 6.5. Koriste}i grupu simplicijalnog kompleksa, odreditifundamentalne grupe:

• torusa;

• Klajnove boce;

• projektivne ravni;

• luda~ke kape.

Re{ewe. Odredimo fundamentalnu grupu projektivne ravni. Umesto da odre|ujemo
triangulaciju projektivne ravni u prostoru, dovoqno je da odredimo triangulaciju
diska ~ijom se identifikacijom dobija projektivna ravan. Vodimo ra~una da se identi-
fikacijom dobija simplicijalni kompleks. Neka su triangulacija projektivne ravni
K zajedno sa kolapsibilnim potkompleksom L prikazani na grafiku ispod.

Grafik 45: Triangulacija projektivne ravni.

Tada, grupa simplicijalnog kompleksa K ima formu:

G(K) =
〈
g01, g02, g04, g05, g12, g15, g24 |
g15 = g12, g01g15 = g05, g05 = g04, g02g24 = g04, g12g24 = 1

〉
.
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koja se jednostavnim sre|ivawem svodi na formu:

G(K) =
〈
g12 | g2

12 = 1
〉 ∼= Z2.
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