
Glava 1Diferen
ijalni raqun
1.1 Osnovne teoreme diferen
ijalnog raqunaNeka je data funk
ija f : E → R, E ⊆ R i x0 ∈ E.Za f(x0) se ka�e da je lokalni ekstremum funk
ije f ako postoji
δ > 0 tako da je x0 +△x ∈ E i f(x0 +△x)− f(x0) stalnog znaka zasvako △x ∈ (−δ, δ).Teorema 1.1. (Fermaova teorema) Neka funk
ija f : [a, b] → Rima u taqki x0 ∈ (a, b) lokalni ekstremum. Ako postoji f ′(x0),tada je f ′(x0) = 0.Dokaz. Poxto funk
ija f u taqki x0 ∈ (a, b) ima lokalni ek-stremum, tada je f(x0 + △x) − f(x0) stalnog znaka. Ne uma�uju�iopxtost pretpostavimo da je ovaj izraz nenegativan. Da	e je

f ′
+(x0) = lim

△x→0+

f(x0 +△x)− f(x0)

△x
> 0,dok je

f ′
−(x0) = lim

△x→0−

f(x0 +△x)− f(x0)

△x
6 0.Poxto postoji izvod f ′(x0), zak	uqujemo da je f ′
+(x0) = f ′

−(x0) =
f ′(x0), a to je mogu�e jedino ako je f ′(x0) = 0.Geometrijska interpreta
ija Fermaove teoreme: ako kriva y =
f(x), x ∈ [a, b], u taqki x0 ∈ (a, b) ima lokalni ekstremum i postoji1



2 1.1. OSNOVNE TEOREME DIFERENCIJALNOG RAQUNAPSfrag repla
emen
 y

x0 a bcSlika 1.1.tangenta na krivu u toj taqki, tada je ta tangenta paralelna sa x{osom (videti sliku 1.1).Teorema 1.2. (Rolova teorema) Ako je funk
ija f neprekidna naodseqku [a, b], diferen
ijabilna na intervalu (a, b) i f(a) = f(b),tada postoji taqka c ∈ (a, b) takva da je f ′(c) = 0.Dokaz. Poxto je funk
ija f neprekidna na odseqku [a, b], naosnovu Vajerxtrasove teoreme, funk
ija f dosti�e na odseqku [a, b]svoju najve�u vrednost M i svoju najma�u vrednost m, tj. postoje
x1, x2 ∈ [a, b] tako da je f(x1) = min

x∈[a,b]
f(x) = m i f(x2) = max

x∈[a,b]
f(x) =

M .
1◦ Ako je M = m, tada je funk
ija f konstantna na odseqku [a, b]i f(x) = f(a), x ∈ [a, b]. Samim tim je f ′(x) = 0 za svako x ∈ (a, b),pa je c proizvo	na taqka iz intervala (a, b).
2◦ Ako je M 6= m, tada je x1 6= x2, a zbog uslova f(a) = f(b), barjedna od taqaka x1, x2 se nalazi u otvorenom intervalu (a, b). Nekaje, na primer, to taqka x1. Izvod u taqki x1 postoji, pa na osnovuFermaove teoreme, sledi da je f ′(x1) = 0. Dakle, c = x1.Rolovom teoremom se tvrdi da pod odgovaraju�im uslovima po-stoji bar jedna taqka c ∈ (a, b) takva da je tangenta krive y = f(x) utaqki (c, f(c)) paralelna sa x{osom (videti sliku 1.2).Zada
i1.1. Ako je f(x) = (x − 1)(x − 2)(x − 6), pokazati da jednaqina

f ′(x) = 0 ima dva realna korena i odrediti intervale u kojima seoni nalaze.
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emen

Slika 1.2.1.2. Ako je f : [0, 1] → R diferen
ijabilna funk
ija, pokazatida funk
ija F (x) = (2x− 1)f(x) + x(x− 1)f ′(x) ima bar jednu nuluu intervalu (0, 1).1.3. Neka f : [a, b] → R, 0 < a < b. Ako je funk
ija f neprekidnana [a, b], diferen
ijabilna na (a, b) i af(b) = bf(a), pokazati:

1◦ (∃c ∈ (a, b)) f ′(c) =
f(c)

c
,

2◦ (∃d ∈ (a, b)) f ′(d) =
f(d)

a+ b− d
.1.4. Ako je realna funk
ija f definisana i diferen
ijabilnana skupu R i f ′(x) 6= 1, za svako x ∈ R, pokazati da funk
ija f imanajvixe jednu fiksnu taqku. (Za taqku x0 ∈ R ka�emo da je fiksnataqka funk
ije f : R → R ako je f(x0) = x0.)1.5. Pokazati da za svaku diferen
ijabilnu funk
ija f : R →

R koja ima bar jednu nulu postoji c ∈ R tako da je cf ′(c) + f(c) = 0.1.6. Pokazati da za svaki niz realnih brojeva a1, a2, a3, . . . , an, . . .jednaqina
an cosnx+ an−1 cos(n− 1)x+ · · · + a1 cos x = 0ima bar jedno rexe�e u intervalu (0, π).1.7. Ako niz a0, a1, . . . , an ∈ R zadovo	ava uslov

an

n+ 1
+

an−1

n
+ · · ·+ a1

2
+ a0 = 0,pokazati da jednaqina anx

n + an−1x
n−1 + · · ·+ a1x+ a0 = 0 ima barjedan realan koren izmeÆu brojeva 0 i 1.



4 1.1. OSNOVNE TEOREME DIFERENCIJALNOG RAQUNA1.8. Ako je neprekidna funk
ija f : [0,+∞) → R diferen
ija-bilna na (0,+∞) i f(0) = 1, |f(x)| 6 e−x, x > 0, pokazati da postoji
c > 0 tako da je f ′(c) = −e−c.1.9. Neka je funk
ija f definisana na R i neka

1◦ ima neprekidan izvod reda n− 1 na [x1, x2],
2◦ ima izvod n-tog reda na (x1, xn),
3◦ f(x0) = f(x1) = · · · = f(xn),pri qemu je x0 < x1 < · · · < xn. Pokazati da postoji c ∈ (x0, xn)tako da je f (n)(c) = 0.Teorema 1.3. (Lagran�ova teorema) Ako je funk
ija f nepre-kidna na odseqku [a, b] i diferen
ijabilna na intervalu (a, b), tadapostoji taqka c ∈ (a, b) takva da je f(b)− f(a) = (b− a) f ′(c), tj.(1.1) f(b)− f(a)

b− a
= f ′(c).Geometrijsko tumaqe�e Lagran�ove teoreme: koliqnik na levojstrani jednakosti (1.1) jednak je tangensu ugla α koji seqi
a ABkrive y = f(x) zaklapa sa x{osom, xto znaqi da postoji bar jednataqka c ∈ (a, b) takva da je tangenta krive y = f(x) u taqki (c, f(c))paralelna seqi
i AB (videti sliku 1.3).PSfrag repla
emen


y

x0 a bc1 c2

A

B

αα α

y = f(x)

f(a)

f(b)

Slika 1.3.Posledi
a 1.1. Ako za funk
iju f : (a, b) → R, a < b, va�i daje f ′(x) = 0 za svako x ∈ (a, b), tada je f konstantna funk
ija na
(a, b).



GLAVA 1. DIFERENCIJALNI RAQUN 5Posledi
a 1.2. Ako je f ′(x) > 0 (f ′(x) > 0) za svako x ∈ (a, b), tadaje f rastu�a (ne opadaju�a ) funk
ija na (a, b). Ako je f ′(x) < 0
(f ′(x) 6 0) za svako x ∈ (a, b), tada je f opadaju�a (ne rastu�a )funk
ija na (a, b).Posledi
a 1.3. Neka je funk
ija f neprekidna na odseqku [a, b]i diferen
ijabilna na intervalu (a, b). Ako postoji konaqna ilibeskonaqna graniqna vrednost lim

x→a+
f ′(x), onda postoji i f ′

+(a) iva�i jednakost
f ′
+(a) = lim

x→a+
f ′(x).Sliqno, ako postoji konaqna ili beskonaqna graniqna vrednost

lim
x→b−

f ′(x), onda postoji i f ′
−(b) i va�i jednakost f ′

−(b) = lim
x→b−

f ′(x).Posledi
a 1.4. Ako funk
ija f ima izvod (konaqan ili beskonaqan)u svakoj taqki intervala (a, b), onda f ′ mo�e imati samo prekidedruge vrste. Zada
i1.10. U kojoj je taqki tangenta krive y = 4−x2 paralelna tetivi
AB gde je A(−2, 0) i B(1, 3)?1.11. Dokazati nejednakosti:

1◦ | sin a− sin b| 6 |a− b|,
2◦

a− b

a
< ln

a

b
<

a− b

b
, 0 < b < a,

3◦ pbp−1(a− b) < ap − bp < pap−1(a− b), 0 < b < a, p > 1,
4◦ qap−1(a− b) < aq − bq < qbq−1(a− b), 0 < b < a, q < 1.1.12. Neka je f : [0, 1] → R. Ako je f neprekidna na [0, 1] idiferen
ijabilna na (0, 1), pokazati da postoji c ∈ (a, b) tako da je

f(1)− f(0) =
1

2
(f ′(c) + f ′(1− c)).



6 1.1. OSNOVNE TEOREME DIFERENCIJALNOG RAQUNA1.13. Ako je funk
ija f definisana i diferen
ijabilna za svako
x > 0 i lim

x→+∞
f ′(x) = 0, pokazati da je lim

x→+∞
(f(x+ 1)− f(x)) = 0.1.14. Ako funk
ija ima u konaqnom ili beskonaqnom intervalu

(a, b) ograniqen izvod, pokazati da je f ravnomerno neprekidna na
(a, b).



GLAVA 1. DIFERENCIJALNI RAQUN 71.15. Ispitati ravnomernu neprekidnost funk
ija:
1◦ f(x) =

ex

ex + 1
na R,

2◦ f(x) =
x− 1√
x2 + 1

na R,
3◦ f(x) = xα, α ∈ [0, 1), na intervalu (0,+∞).1.16. 1◦ Ako je f ′(x) = 0 za svako x ∈ (a, b), pokazati da je fkonstantna funk
ija na (a, b).

2◦ Ako je f (n+1)(x) = 0 za svako x ∈ R, pokazati da je tada fpolinom stepena ma�eg ili jednakog n.1.17. Pokazati da je:
1◦ 2 arctg x+ arcsin

2x

1 + x2
= π sgnx, |x| > 1,

2◦ arctg x = c+ arctg
1 + x

1− x
, x 6= 1.1.18. Odrediti sve realne funk
ije koje zadovo	avaju uslov daje za svako x, y ∈ R ispu�eno |f(x)− f(y)| 6 (x− y)2.1.19. Ako je funk
ija f : [a, b] → R neprekidna na [a, b], di-feren
ijabilna na (a, b), f(a) = a i f(b) = b, pokazati da postojebrojevi s, t takvi da je a < s < t < b i 1

f ′(s)
+

1

f ′(t)
= 2.Teorema 1.4. (Koxijeva teorema) Ako su funk
ije f i g nepre-kidne na odseqku [a, b], diferen
ijabilne na intervalu (a, b) i akoje g′(x) 6= 0 za svako x ∈ (a, b), tada postoji taqka c ∈ (a, b) takoda je

f ′(c)

g′(c)
=

f(b)− f(a)

g(b)− g(a)
.Dokaz. Posmatrajmo funk
iju F : [a, b] → R datu sa

F (x) = f(x)− f(a)− f(b)− f(a)

b− a
(g(x) − g(a)).



8 1.2. LOPITALOVA PRAVILAOva funk
ija zadovo	ava sve uslove Rolove teoreme, pa postoji ta-qka c ∈ (a, b) tako da je F ′(c) = 0, tj. f ′(c) − f(b)− f(a)

b− a
g′(c) = 0.Kako je g′(c) 6= 0, dobijamo tra�enu jednakost.Zada
i1.20. Ako je f diferen
ijabilna na [a, b], ab > 0, pokazati dapostoji c ∈ (a, b) da je 1

a− b

∣∣∣∣
a b

f(a) f(b)

∣∣∣∣ = f(c)− cf ′(c).1.21. Neka je funk
ija f definisana u nekoj okolini taqke a ineka postoji f ′′(a), Pokazati da je lim
h→0

f(a+ h)− 2f(a) + f(a− h)

h2
=

f ′′(a).1.22. Neka f : [a, b] → R. Ako je f ∈ C2[a, b] i f ′(a) = f ′(b) = 0,pokazati da postoji c ∈ (a, b) da je |f ′′(c)| > 4

(b− a)2
|f(b)− f(a)|.1.2 Lopitalova pravilaTeorema 1.5. Neka funk
ije f, g : (a, b) → R, −∞ 6 a < b 6 +∞,zadovo	avaju slede�e uslove:

1◦ diferen
ijabilne su na (a, b),
2◦ lim

x→a+
f(x) = lim

x→a+
g(x) = 0, (

lim
x→a+

f(x) = lim
x→a+

g(x) = +∞
),

3◦ g′(x) 6= 0 za svako x ∈ (a, b).Ako postoji konaqna ili beskonaqna graniqna vrednost lim
x→a+

f ′(x)

g′(x)
,tada postoji i lim

x→a+

f(x)

g(x)
i va�i

lim
x→a+

f(x)

g(x)
= lim

x→a+

f ′(x)

g′(x)
.Dokaza�emo navedenu teoremu za neodreÆenost oblika 0

0 i a >

−∞. Dokaz. Poxto je lim
x→a+

f(x) = lim
x→a+

g(x) = 0, mo�emo defini-
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ije f̃ , g̃ : [a, b) → R sa
f̃(x) =

{
f(x), x ∈ (a, b)
0, x = a

, g̃(x) =

{
g(x), x ∈ (a, b)
0, x = a.Funk
ije f̃ i g̃ zadovo	avaju uslove Koxijeve teoreme na svakomsegmentu [a, x], a < x < b. Dakle, na svakom intervalu (a, x), postoji

c = c(x) da je
f̃ ′(c)

g̃′(c)
=

f̃(b)− f̃(a)

g̃(b)− g̃(a)
,xto se svodi (zbog defini
ije funk
ija f̃ i g̃) na f ′(c)

g′(c)
=

f(x)

g(x)
.Kada x → a+, tada c = c(x) → a+. Po pretpostav
i postoji

lim
x→a+

f ′(x)

g′(x)
, pa postoji i graniqna vrednost lim

x→a+

f ′(c)

g′(c)
i jednake su.Zak	uqujemo da va�i lim

x→a+

f(x)

g(x)
= lim

x→a+

f ′(x)

g′(x)
.Primer 1.2.1.

1◦ lim
x→0+

x3/2

ln (1 + x)
= lim

x→0+

3
2 x

1/2

1
1+x

=
3

2
lim

x→0+

√
x (1 + x) = 0.

2◦ lim
x→0

x− sinx

x3
= lim

x→0

1− cos x

3x2
= lim

x→0

sinx

6x
=

1

6
lim
x→0

sinx

x
=

1

6
.

3◦ lim
x→+∞

π
4 − arctg

(
1 + 1

x

)

sin 1
x

= lim
x→+∞

− 1

1+
(
1+ 1

x

)2

cos 1
x

= −1

2
.Primer 1.2.2.

1◦ lim
x→+∞

ln x

x2
= lim

x→+∞

1
x

2x
=

1

2
lim

x→+∞

1

x2
= 0.

2◦ lim
x→+∞

xn

ex
= lim

x→+∞

nxn−1

ex
= · · · = lim

x→+∞

n!

ex
= 0.Primer 1.2.3.

1◦ lim
x→0+

x ln x = lim
x→0+

ln x

1

x

= lim
x→0+

1

x

− 1

x2

= − lim
x→0+

x = 0.
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2◦ lim

x→0

(
ctg x− 1

x

)
= lim

x→0

x cos x− sinx

x sinx
= lim

x→0

x sinx

sinx+ x cosx

= lim
x→0

sinx
sinx
x + cosx

=
0

2
= 0.

3◦ lim
x→0+

xx = lim
x→0+

ex ln x = e
lim

x→0+
x ln x

= e0 = 1.Primer 1.2.4. Izraqunati lim
x→0

(1− x2)
1

1+x−ex .Ako je y = (1− x2)
1

1+x−ex , onda je ln y =
ln (1− x2)

1 + x− ex
. PrimenomLopitalovog pravila dobijamo

lim
x→0

ln y = lim
x→0

ln (1− x2)

1 + x− ex
= lim

x→0

−2x
1−x2

1− ex
= −2 lim

x→0

x

(1− ex)(1 − x2)

= 2 lim
x→0

x

ex − 1
· lim
x→0

1

1− x2
= 2.Dobijamo da je lim

x→0
(1− x2)

1

1+x−ex = lim
x→0

y = lim
x→0

eln y = e
lim
x→0

ln y
= e2.Zada
i1.23. Primenom Lopitalovog pravila odrediti slede�e grani-qne vrednosti.

1◦ lim
x→0

tg x− x

x− sinx
; 2◦ lim

x→0

xe2x + xex − 2e2x + 2ex

(ex − 1)3
;

3◦ lim
x→0

eax − cos ax

ebx − cos bx
; 4◦ lim

x→0

tg x− x

x− sinx
; 5◦ lim

x→+∞
x(e1/x−1);

6◦ lim
x→1

( 1

lnx
− 1

x− 1

); 7◦ lim
x→π

2

( x

ctg x
− π

2 cos x

); 8◦ lim
x→0

ax − asinx

x3
;

9◦ lim
x→0+

(
ln 1

x

)x; 10◦ lim
x→0

(cos ax)1/x
2 ; 11◦ lim

x→π

4

(tg x)tg 2x.Zada
i za samostalan rad



GLAVA 1. DIFERENCIJALNI RAQUN 111.24. Ako je funk
ija f neprekidna na [a, b], diferen
ijabilnana (a, b) i ako je f(a) = f(b) = 0, tada za svako λ ∈ R postoji c ∈ (a, b)tako da je f ′(c) = λf(c).Upu
tvo: Posmatrati funk
iju F (x) = e−λxf(x) i proveritiuslove Rolove teoreme.1.25. Neka su funk
ije f i g neprekidne na [a, b], diferen
i-jabilne na (a, b) i razliqite od konstantne funk
ije na (a, b). Akoje f + g 6= 0 na (a, b) i f ′g − fg′ = 0 na (a, b), tada je f

g
konstantnafunk
ija na (a, b). Dokazati.Upu
tvo: Posmatrati funk
iju F (x) =

f(x)

f(x) + g(x)
i iskori-stiti posledi
u 1.1 Lagran�ove teoreme.1.26. Dokazati da ako je funk
ija f neprekidna na [0, π] i di-feren
ijabilna na (0, π), tada je f ′(c)− f2(c) < 1, za neko c ∈ (0, π).Upu
tvo: Posmatrati funk
iju F (x) = arctg f(x) i iskoristitiLagran�ovu teoremu.1.27. Ako je funk
ija f neprekidna na [0,∞), diferen
ijabilnana (0,∞), f(0) = 0 i f ′ raste na (0,∞), tada je funk
ija g(x) = f(x)

xtakoÆe rastu�a na (0,∞). Dokazati.1.28. Ako je funk
ija f neprekidna na [a, b], diferen
ijabilnana (a, b), i f2(b)− f2(a) = b2 − a2, dokazati da postoji c ∈ (a, b) takoda je f ′(c) · f(c) = c.Upu
tvo: Posmatrati funk
iju F (x) = f2(x) − x2 i proveritiuslove Rolove teoreme.1.29. Neka funk
ija f zadovo	ava slede�e uslove:
1◦ f ′ je neprekidna na [a, b],
2◦ f ′ je diferen
ijabilna na (a, b),
3◦ f(a) = f ′(a) = 0, f(b) = 0.Dokazati da postoji taqka c ∈ (a, b) takva da je f ′′(c) = 0.1.30. Neka je f : R → R sirjektivno preslikava�e koje je di-feren
ijabilno u svakoj taqki. Dokazati da je f(c) + cf ′(c) = 0, zaneko c ∈ R.



12 1.2. LOPITALOVA PRAVILA1.31. Neka su funk
ije f, g : [a, b] → R neprekidne na [a, b], adiferen
ijabilne na (a, b), tako da je f(a) = f(b) = 0, g(a)g(b) 6= 0i f ′(x)g(x) 6= f(x)g′(x), a < x < b. Dokazati da funk
ija g ima barjednu nulu u intervalu (a, b).Upu
tvo: Koristiti funk
iju F (x) =
f(x)

g(x)
i Rolovu teoremu.1.32. Ako je funk
ija f : [a, b] → R neprekidna na [a, b], di-feren
ijabilna na (a, b) i f(a) = f(b) = 0, dokazati da postoji

c ∈ (a, b) tako da je 2f(c) + f ′(c) = 0.Upu
tvo: Videti zadatak 1.24.1.33. Ako je f neprekidna na [a, b] i diferen
ijabilna na (a, b),i pri tome je a · b > 0, pokazati da postoji c ∈ (a, b) da je
af(b)− bf(a) = (a− b)f(c)− cf ′(c).1.34. Ako je f neprekidna na [1, 2] i diferen
ijabilna na (1, 2),dokazati da postoji c ∈ (1, 2) da je f(2)− f(1) = 1

2c
2f ′(c).Upu
tvo: Posmatrati funk
ije F (x) = f(x) i G(x) =

1

x
i isko-ristiti Koxijevu teoremu.1.35. Neka je funk
ija f dva puta neprekidno diferen
ijabilnana [a, b] i ima tri razliqite nule u [a, b]. Dokazati da postoji

c ∈ (a, b) takvo da je f ′(c) + f ′′(c) = 2f ′(c).Upu
tvo: Posmatrati funk
iju F (x) = e−xf(x) i iskoristitiRolovu teoremu.1.36. Ako je funk
ija f : [0, 1] → R neprekidna na [0, 1], di-feren
ijabilna na (0, 1), dokazati da postoji c ∈ (0, 1) tako da je
f(1)− f(x) = xf ′(x).Upu
tvo: Posmatrati funk
iju F (x) = xf(x) i iskoristiti Ro-lovu teoremu.1.37. Ako je funk
ija f : R → R diferen
ijabilna funk
ijatakva da jednaqina exf(x) = 1 ima beskonaqno mnogo rexe�a, onda seizmeÆu svaka �ena dva rexe�a nalazi rexe�e jednaqine exf ′(x) =
−1.Upu
tvo: Posmatrati funk
iju F (x) = f(x)−e−x i iskoristitiRolovu teoremu.



GLAVA 1. DIFERENCIJALNI RAQUN 131.38. Neka je f : [a, b] → R i neka je f dva puta diferen
ijabilnafunk
ija na [a, b]. Ako je f(a) = f(b) = f ′(a) = f ′(b) = 0, ondapostoji c ∈ (a, b) takvo da je f ′′(c) = f(c). Dokazati.Upu
tvo: Posmatrati funk
iju F (x) = e−x(f(x)+ f ′(x)) i isko-ristiti Rolovu teoremu.1.39. Na intervalima (−1, 1) i (1, 2) odrediti taqke u kojima sutangente grafika funk
ije f(x) = (x2 − 1)(x− 2) paralelne x-osi.1.40. Proveriti da li slede�e funk
ije zadovo	avaju usloveRolove teoreme na datim intervalima.
1◦ f(x) =

1− 3
√
x2

2
na intervalu [−1, 1];

2◦ f(x) = |x− 1| na intervalu [0, 2];
3◦ f(x) =

k∑

n=1

an

n
sin(nx) na intervalu [0, π];

4◦ f(x) =
k∑

n=1

an

n
sin(nx) na intervalu [0, π2 ].1.41. Ako polinom Pn(x) = anx

n + an−1x
n−1 + · · · + a1x + a0,

an 6= 0, sa realnim koefi
ijentima ima samo realne korene, tadai izvodi polinoma Pn, tj. P ′
n, P

′′
n , . . . , P

(n−1)
n , imaju realne korene.Dokazati.1.42. Ako su izvodi funk
ija F1 i F2 na nekom intervalu jed-naki, tj. va�i F1(x) = F2(x), x1, x2 ∈ (a, b), dokazati da je razlikate dve funk
ije jednaka konstanti.1.43. Ako je izvod funk
ije f ograniqen na intervalu (a, b),tada je f uniformno neprekidna na (a, b).1.44. Ispitati da li se Koxijeva teorema mo�e primeniti naslede�e funk
ije:

1◦ f(x) = x2, g(x) = x3, x ∈ [−1, 1],
2◦ f(x) = x2 + 2x, g(x) = x3, x ∈ [−1, 1].



14 1.2. LOPITALOVA PRAVILA1.45. Koriste�i Lagran�ovu teoremu dokazati slede�e nejedna-kosti:
1◦ | sin ax− sin ay| 6 |a| · |x− y|, a 6= 0, x, y ∈ R,
2◦ | arctg x− arctg y| 6 |x− y|, x, y ∈ R,
3◦

x

1 + x
< ln(1 + x) < x, x > 0,

4◦ ex > 1 + x, x ∈ R,
5◦ ex > ex, x > 1

6◦
α

nα+1
<

( 1

(n− 1)α
− 1

nα

), n ∈ N, α > 0.


