Kompleksnost algoritama - Primeri

1. O-notacija

Definicija. Neka su f i g aritmeticke funkcije, tada je f(n) = O(g(n))) kada (n — ) ako postoje brojevi c

ingtakvidaje f(n)<c-g(n) zasvako n>n,.

- Ako finkcija f(n) pripada O(g(n)), onda to znadi da je funkcija f(n) reda funkcije g(n) ili funkcija g je
asimptotska gornja granica funkcije f.
- Primer. n?,3n%,n? —=5000,5n° +3n,...e O(n%)

Definicija. Neka su f i g aritmeticke funkcije, tada je f(n)=Q(g(n)) kada (n — ) ako postoje

brojevi c i no takvida je f(n)>c-g(n) zasvako n>n,

- Ako finkcija f(n) pripada €2(g(n)), onda to znaci da je brzina rasta funkcije f(n) proporcionalna
brzini rasta funkcije g(n) ili veca.

Defnicija. Funkcije f i g rastu istom brzinom, u oznaci f(n)= ®(g(n)) kada (n — ), ako postoje
brojevi ¢y, ¢, i ng takvida je ¢, - f (n)<g(n)<c,- f(n) zasvako n>ny, tj. ako je f(n) = O(g(n))) i g(n)
= O(f(n))).

- Primer. (n+1)° =0(3n?), (1+%jn=®(1)

Definicija. Neka su f i g aritmeticke funkcije, tada je f(n)=0(g(n)) kada (n — o) ako postoji
f(n)

Iimﬂ =0, tj. ako za svako c postoji n0 takvo da je f(n)<c-g(n) zasvako n>n,
n—o0 g n

- Ako finkcija f(n) pripada o(g(n)), onda to znaci da f(n) raste brzinom koja je sigurno manja od
brzine rasta funkcije g(n) kada n raste.

- Primer. n? =o(n5), sin(n)=o(n), ...

Definicija. Neka su f i g aritmeticke funkcije, tada je f(n)~ g(n) kada (n — ) ako postoji

f (n) f(n)

lim——= =1, tj. ako za svaku konstantu c postoji ny takvo da je
== g(n) g(n)

—J.‘<C za svako n>n,

. .1
- Primer. n+n~n?, sin=~
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Odnos brzina rasta funkcija

2. Suma elemenata niza

Suma(A, n)

suma = 0
for i =1, n
suma = suma + A(i)

Na pocetku su inicijalizovane 2 promenljive (i, suma) — 2 instrukcije

U svakom od koraku unutar petlje se izvrSe 2 dodele (i, suma) — 2n instrukcija

Ukupan broj instrukcija je:
Fn)=2+2n=0(n)

3. Suma svih podnizova koji pocinju od prve pozicije

SumaSub(A, n)

for i =1, n
suma = A(1)
for j =2, 1
suma = suma + A(J)
write(suma)

Na pocetku je inicijalizovano i — 1 instrukcija

Spoljasnja petlja se izvrSava n puta, a pri svakom koraku se izvrsi Stampanje, inicijalizacija za

promenljive suma i j, uveéanje vrednosti za i — 4n instrukcija

Unutrasnja petlja se izvrSava n-1 puta. Svako izvrSavanje ima i-1 korak, a u svakom koraku se

dodeljuju vrednosti za promenljive suma i j — 2(i-1) instrukcija
Ukupan broj instrukcija:

F(n) = 1+4n+22(i—1)
i=2

1+4n+2(1+2+-+n—-1)
= 14+4n+nn-1)
= 0(n)+0n?
— O(le)



4. Suma poslednjih 5 elemenata podnizova koji pocinju od prve pozicije

SumaPos15(A, n)
for i =5, n
suma = A(i-4)
for j = 1i-3, 1
suma = suma + A(J)
write(suma)

- Zasvaku vrednost promenljive i unutrasnja petlja se izvrsi 4 puta

- U svakoj iteraciji spoljasnje petlje ima 11 dodela vrednosti (za i, j, suma) i ovaj broj operacija ne
zavisi od duZine niza

- Ukupan broj instrukcija:

Fn)=1+11-(n—4) =0(n)
5. Binarno pretraZzivanje niza

BinSearch(a, n, key)

while (lo <= hi)
mid = (lo + hi) / 2
if (key < A(mid)) hi = mid - 1
else if (key > A(mid)) lo = mid + 1
else return mid // Trazeni element niza je sa indeksom mid

return 0 // Trazeni element nije pronadjen

- Ako je trazena vrednost u sredini niza, petlja ¢e biti izvrSena samo jedanput

. . ve . Ve n ,
- U prvom prolazu algoritam razmatra niz duZine n, u narednom prolazu niz duZine > u sledec¢em

prolazu Zn—z, i tako dalje sve do duZine 1.

log n
log 2°

- Dobijen je niz vrednosti n,rz—l,zn—z, ""zlm’ gde poslednja vrednost mora da bude 1, pajem =

- U najgorem slucaju, da key nije element niza, bice utvrdeno za logn iteracija.
- Maksimalan broj iteracija:

F(n) = 0(logn)



6. ,Brzo“ mnoZenje dve kvadratne matrice n X n

<C11 Cln) (‘111 aln) <b11 bln)
Ch1 " Cpn an1 - Opp bn1 bnn

n

Cj = Z agby;  (,j=12,..n)

k=1

MatrProd(A, B, n)

for 1 =1, n
for j =1, n
C(i,j) = o
for k =1, n
C(i,J) = C(1,3) + A(i,k)*B(k,3)
Pri izvrsavanju trece petlje se obavi n mnoZenja i n-1 sabiranje.
Treca petlja se izvr$i n?puta, $to je ukupno n3mnozenja i n3 — n?sabiranja

7. ,Brzo“ mnozenje dve kvadratne matrice n x n

Pri mnoZenju matrica 2x2 potrebno je izvrsiti sledecih 11 koraka

= (8, —ay) (D, —by,)
, = (8 +8y)- (b, +b,,)
5= ( (by,
2= (

=(a, - 21) +b12) C11:Q1+Q2_Q4+Q6
b C, =Q, +Q;
3 +3y,) by, ¢ =0, +0,
1.(b12_ 22) szzQz_Q3+Q5_Q7

QG =ay '(b21_b11)
Q7 :(azl+a22)'b11

Ovaj algoritam se mozZe primeniti i na matrice nxn. Neka je n= 2" i neka su date dve nxn matrice

A i B. Matrice A i B se podele na 4 matrice dimenzije PARP AR dobijen proizvod je podeljen

(Cll ClZJ:[Ail AIZJ.(BM Ble (*)
CZl C22 AZl AZZ BZl BZZ
Svako veliko slovo oznatava matricu 2“7 x 2. Navedeni koraci se sada primenjuju na matrice i

svaka opreacija sabiranja i mnoZenja koja se pojavljuje u ovim koracima se sada odnosi na
matrice, a ne na brojeve.

Ukoliko dimenzije polaznih matrice ne mogu da se pretstave kao 22X x 2%, dodaju im se vrste i
kolone nula dok im nova dimenzija ne postane stepen od 2.



MatrProd(A,B:matrix, N):matrix
if N nije stepen od 2 then
Prosiri A i B kolonama i vrstama nula i promeni N
if N=1 then MatrProd=A*B
else
Izdeli A i B prema (*)
Q1=MatrProd(A11-A22, B21+B22, N/2)
Q2=MatrProd(A12+A22, B11+B22, N/2)
... i ostale formule
€22=Q2-0Q3+Q5-Q7
- Ukupna broj mnoZenja oznatimo sa f(k), za matrice dimenzije 2“2, Funkcija MatrProd poziva
samu sebe 7 puta i u svakom pozivu ima f(k-1) mnozenja i f(0)=1, t;.

f(k)=7f(k-1), f(0)=1 = f(k)=7%, k=0

- Dakle, za dve matrice 2* x2* potrebno je 7 mnozenja. Kada k izrazimo preko n dobija se

logn log7

7K = 7@ — o9z o 28t

tj. Strassenov algoritam koristi samo O(nz'gl) mnoZenja.

- Ukupan broj sabiranja, pri mnozenju dve 2 x 2" matrice, ozna¢imo sa g(k). Funkcija MatrProd
poziva samu sebe 7 puta i ima 18 poziva funkcije za sabiranje/oduzimanje. To znaci da je

g(k)=7g(k-1)+18-4" g(0)=0

=7g(k—1)+§4k

- Uvodenjem smene g(k)=7"y, , k>0, y,=0 dobijase

)
k k-1 2 7

g(k)=7"y, <10.5-7* =O(7")

- Dakle, Stassenov algoritam koristi samo O(nz'gl) sabiranja.



8. Selection sort

Selectionsort(x, n)
for i=1, n-1
for j=i+1, n
if x[j] < x[1i] then swap(x[j], x[i])

- Ako se za jednicu mere kompleksnosti ovog algoritma uzme poredenje dva broja, tada je broj
poredenja koja procedura pravi po jedno poredenje za svaku vrednost j=i+1,...,n u unutrasnjoj
petlji, pa je ukupan broj poredenja

n-1)n
2

fl(n)zniil:in—i=(n—1)+(n—2)+---+1=(

i=l j=i+l

- Ovo znaci da je broj poredenja ®(n2), nezavisno od ulaznog niza.

n-1)n
- Ako se za jedinicu mere uzme broj zamena, tada ¢e u nekim slu¢ajevima biti izvrSeno g

zamena, a drugim slucajevima nece biti zamena. U proseku sa svih n! mogucih poredaka, ako su

svi kljucevi razliciti , bice izvréeno G)(nz) zamena.

9. Quick sort

- Algoritam je 1961. godine razvio C.A.R. Hoare. Ideja algoritma je “podeli i vladaj” strategija.
Naime, u posmatranom nizu se uoci element spliter koji ¢e nakon sortiranja niza ostati na istoj
poziciji i svi elementi koji su manji od njega su levo od njega, a oni koji su veéi su desno. Niz se
deli na dva dela u odnosu na spliter i prvi i drugi deo niza se sortiraju nezavisno. Algortam je
rekurzivan. Ukoliko spliter ne postoji u nizu ($to je uglavnom slucaj) on se kreira.

Split(x, left, right, i)
L = sluajan brojiz [left, right]

i=l T=5
swap(x[left],x[L]) BEOD=P=aK .
T = x[left]
. 5| sadz[s|1]o]s]4 i=5
L= left [\
for j = left+l, right sfslafefe]7]ofs]e
if x[j]kT then i =1 + 1 [a]3]2]:]s]7]9]s]8]

swap(x[i], x[3])
swap(x[left], x[i])

Qsort(x, left, right)
if right-left>1 then
split(x, left, right,i)



gsort(x, left, i-1)
gsort(x, i+l1l, right)

Quicksort(x, n)

gsort(x, 1, n)

- Ako je pri svakom izboru u podnizovima za splitra izabran najmanji (najvedi) broj, tada se pri
sortiranju podniza od k elemenata dobijaju nizovi duzine 0 i k-1. Ako polazni niz ima n elemenata
i sa L(n) je oznacen broj poredenja, pri ovakvom izboru splitera, dobija se
L(nN=L(n-D)+n-1, n=1, L0)=0
gde je L(n-1) broj poredenja u dobijenom podnizu od n-1 elemenata, a n-1 broj poredenja pri
postavljanju splitera. reSavanjem rekurentne veze, dobija se
L(nN)=1+2+---+(n=1) =0(n%)
- Dakle, u najgorem slucaju QuickSort ima isti broj poredenja kao SelectionSort.
- U opstem slucaju, pretpostavimo da su svi elementi niza razliciti, Sto znaci da ima n!/ mogudéih
ulaza. Sa F(n) oznacimo prosecan broj poredenja u QuickSort-u. F(n) sadrzi dve komponente:
o poredenje pri postavljanju splitera
o poredenja u rekurentnim pozivima
- Broj poredenja pri postavljanu splitera u nizu od n elemenata je n-1.
- Neka je niz preureden oko splitera i neka je spliter na poziciji i. Obziroma na nacin izbora splitera,

svaka vrednost za i je jednako verovatna (p =— | i rekurzivni pozivi se odnose na nizove duZine
n

i-1i n-i, sa prosec¢nim brojem poredenja F(i-1) i F(n-i). Ovo znaci da je prosecan broj poredenja u
nizu od n elemenata

F(n):n—1+1i(F(i—1)+F(n—i)), nx1, F(0)=0

i=1

kako je
Y F(-i)=F(-1)+ F(1-2)+++ F(0)
= F(i-1)
dobija se

F(n):n—1+%zn:F(i—1) /-n

nF(n):n(n—1)+2_Z:l:F(i—1)

- Zamenom n sa n-1 dobijamo:
n-1

(n-1)F(n-1)=(n-1)(n-2)+2> F(i-1)

i=1
- Oduzimanjem prethodne dve jednakosti se dobija
nF(n)—(n-1)F(n-1)=n(n-1)—(n-1)(n—2)+2F(n-1)



paje
n+1 n-1
F =——F(n-1)+2——
(m)="E2F (n-1)+ 27

Uvodenjem zamene F(n):n+1. n n-1

2
) LAy = 1
n n-1n-2 1yn (n+1)y,

n+1 n-1
(n +1) yn ZTnyrFl +ZT

Y, =Y., +2 n=1, y,=0

n-1
n(n+1)

ReSavanjem rekurentne formule dobija se

yn=2ii=2i( 2 1.}

=i+ Fli+1
_oy1l 4n
=] n+l

n

Kona&no se dobija: F(n)=2(n +1)Zl_ —4n

= J
Koristeci relaciju
n n n+1 1
jg(t)dtg a(j)< I g(t)dt za g(t):E dobija se
0 j=1 1

F(n)~2ninn (n— o)






