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◮ M. Drešević, Elementi linearne algebre, Matematički fakultet, Beograd,
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Vektorski prostori-obnavljanje

V = {x , y , z, x1, y1, z1, . . . } neprazan skup,

F = {α, β, γ, . . . } i (F ,⊕,⊙, 0, 1) polje,

+ : V × V → V , (x , y) 7→ x + y, · : F × V → V , (α, x) 7→ α · x.

Definicija

Uredjena četvorka (V ,+, ·,F) je vektorski prostor ako za svako x, y ∈ V i
svako α, β ∈ F važi:

(V1) (V ,+) je Abelova grupa,

(V2) α · (x + y) = α · x + α · y,

(V3) (α ⊕ β) · x = α · x + β · x,

(V4) α · (β · x) = (α ⊙ β) · x,

(V5) 1 · x = x.
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Nazivi i oznake

Elementi skupa V se zovu vektori.

Elementi polja F se zovu skalari.

+ je sabiranje vektora, a · množenje vektora skalarom.

Neutralni u grupi (V ,+) označavamo sa 0V ili samo 0 i zovemo nula
vektor.

Inverzni od x u grupi (V ,+) označavamo sa −x i zovemo suprotan
vektor od x.

· obično izostavljamo (umesto α · x pišemo αx)

Kada god to ne izaziva zabunu umesto oznaka ⊕ i ⊙ (operacije u
polju F) koristićemo + i · .

Za nula vektor i nula skalar koristićemo istu oznaku 0, kad god je iz
konteksta jasno da li se radi o vektoru ili skalaru.
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Osobine sabiranja vektora i množenja skalarom

Teorema
U vektorskom prostoru (V ,+, ·,F) važi:

(1) α · 0 = 0, α ∈ F

(2) 0 · x = 0, x ∈ V

(3) α · x = 0⇐⇒ α = 0 ∨ x = 0, x ∈ V , α ∈ F ,

(4) α(−x) = −(αx) = (−α)x , x ∈ V , α ∈ F

(5) (α1 + · · ·+ αn) · x = α1 · x + · · ·+ αn · x ,
α · (x1 + · · ·+ xn) = α · x1 + · · ·+ α · xn,

n ∈ N, x , x1, . . . , xn ∈ V , α, α1, . . . αn ∈ F .
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Vektorski potprostori

Definicija

Neka je (V ,+, ·,F) vektorski prostor i U neprazan podskup od V. Ukoliko
je U i sam vektorski prostor u odnosu na restrikcije operacije + i funkcije ·,
onda kažemo da je U vektorski potprostor prostora V i pišemo U � V.

Teorema
Neka je (V ,+, ·,F) vektorski prostor i ∅ , U ⊆ V .

Tada U � V akko važe uslovi:

(1) x ∈ U ∧ α ∈ F ⇒ α · x ∈ U (tj. U je zatvoren za množenje skalarom)

(2) x ∈ U ∧ y ∈ U ⇒ x + y ∈ U (tj. U je zatvoren za sabiranje vektora).

Uslovi (1) i (2) su ekvivalentni uslovu
(1′) x , y ∈ U ∧ α, β ∈ F ⇒ α · x + β · y ∈ U.
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Zbir potprostora
Definicija
Ako su U1 i U2 potprostori vektorskog prostora V, tada

U1 + U2
def
= {x1 + x2 |x1 ∈ U1, x2 ∈ U2}

zovemo zbir (suma) potprostora U1 i U2.

Teorema
Ako U1 � V i U2 � V onda i U1 + U2 � V.

Napomena. Razlaganje x = y + z, y ∈ U1, z ∈ U2 vektora x, u opštem slučaju,
nije jedinstveno, tj. iz

x = y + z ∈ U1 + U2 i x = y′ + z′ ∈ U1 + U2,

u opštem slučaju, ne sledi y = y′ i z = z′.
Pokazaćemo da je ovo razlaganje jedinstveno, za svaki x ∈ V , akko
U1 ∩ U2 = {0}.

Definicija
Zbir U1 + U2 je direktan ako je U1 ∩ U2 = {0}. Obeležava se sa U1 ⊕ U2.

Spektralna teorema



Linearna kombinacija vektora

Neka je (V ,+, ·,F) vektorski prostor.

Definicija
Vektor x ∈ V je linearna kombinacija vektora x1, . . . , xn ∈ V ako postoje
skalari α1, . . . , αn ∈ F takvi da je

x = α1 · x1 + · · ·+ αn · xn.

Example

Vektor (1, 2,−3) ∈ R3 je linearna kombinacija vektora (1, 0, 0), (0, 1, 0),
(0, 0, 1) jer

(1, 2,−3) = (1, 0, 0) + (0, 2, 0) + (0, 0,−3)
= 1 · (1, 0, 0) + 2 · (0, 1, 0) − 3 · (0, 0, 1)

.
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Example

Pokažimo da vektor (1, 2, 3) nije linearna kombinacija vektora
(1, 1, 1), (1, 1, 0), (1, 1, 2).
Potražimo α, β, γ ∈ R takve da je

(1, 2, 3) = α(1, 1, 1) + β(1, 1, 0) + γ(1, 1, 2)
⇔ (1, 2, 3) = (α, α, α) + (β, β, 0) + (γ, γ, 2γ)
⇔ (1, 2, 3) = (α+ β+ γ, α+ β+ γ, α+ 2γ)

⇔



















1 = α+ β+ γ
2 = α+ β+ γ
3 = α+ 2γ

Ovaj sistem jednačina nema rešenje (1=2), pa (1, 2, 3) nije linearna
kombinacija vektora (1, 1, 1), (1, 1, 0), (1, 1, 2).
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Linearna zavisnost vektora

Definicija

1 Skup vektora {x1, . . . , xn} je linearno zavisan ako postoje skalari α1, . . . , αn

od kojih je bar jedan različit od nule, takvi da je α1x1 + · · ·+ αnxn = 0, tj.

(∃α1, . . . , αn ∈ F) (α1x1 + · · ·+ αnxn = 0 ∧ (α1, . . . , αn) , (0, . . . , 0)).

2 Skup vektora {x1, . . . , xn} je linearno nezavisan ako nije linearno zavisan, tj.

(∀α1, . . . , αn ∈ F)(α1x1 + · · ·+ αnxn = 0 =⇒ α1 = · · · = αn = 0).

Definicija

(i) Beskonačan skup vektora S ⊆ V je linearno zavisan ako je bar jedan njegov
konačan podskup linearno zavisan.

(ii) Beskonačan skup vektora S ⊆ V je linearno nezavisan ako je svaki njegov
konačan podskup linearno nezavisan.
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Teorema
(1) Svaki nadskup linearno zavisnog skupa vektora je linearno zavisan.

(2) Svaki podskup linearno nezavisnog skupa vektora je linearno
nezavisan.

(3) Svaki skup koji sadrži nula vektor je linearno zavisan.

Često se za utvrd̄ivanje linearne zavisnosti koristi kriterijum dat sledećom
teoremom.

Teorema
Skup vektora {x1, . . . , xn}, n > 1, je linearno zavisan akko se bar jedan od
njih izražava kao linearna kombinacija ostalih.
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Linearni omotač skupa vektora
Neka je (V ,+, ·,F) vektorski prostor nad poljem F .

Definicija

Neka je ∅ , S ⊆ V. Skup svih konačnih linearnih kombinacija vektora
skupa S se zove linearni omotač (pokrivač) ili lineal nad skupom S i
označava sa L(S), tj.

L(S)
def
=
{

α1 · x1 + · · ·+ αn · xn |n ∈ N, x1, . . . , xn ∈ S , α1, . . . , αn ∈ F
}

.

Teorema
Ako je ∅ , S ⊆ V , tada je L(S) najmanji potprostor vektorskog prostora V
koji sadrži skup S .

Definicija

Ako je L(S) = V kažemo da skup S generiše prostor V, a skup S se zove
generatorni skup (generatrisa) prostora V.
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Baza vektorskog prostora

Neka je (V ,+, ·,F) vektorski prostor i ∅ , B ⊆ V .

Definicija
Skup vektora B je baza prostora V ako je linearno nezavisan i generiše prostor
V , tj.

(B1) L(B) = V

(B2) B je linearno nezavisan skup vektora.

Teorema (karakterizacija baze)
Skup B = {x1, . . . , xn} je baza prostora V akko svaki x ∈ V ima jedinstvenu
reprezentaciju x = α1x1 + · · ·+ αnxn , gde α1, . . . , αn ∈ F , tj.

(∀x ∈ V)(∃1(α1, . . . , αn) ∈ Fn) x = α1x1 + · · ·+ αnxn . (∗)



Posledica
Ako vektorski prostor V ima konačnu bazu, onda svaka njegova baza ima

isti broj vektora.

Definicija

Dimenzija vektorskog prostora V se obeležava sa dimV i definiše na
sledeći način:

(1) Ako je V = {0}, onda dimV = 0.

(2) Ako prostor V ima bazu od n elemenata, onda dimV = n.

(3) Ako prostor nema konačnu bazu, onda dimV = ∞.

Ako je dimV ∈ N ∪ {0} onda je V konačnodimenzionalan vektorski prostor.
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Example
Dati su skupovi vektora
T1 = {(1, 2, 3), (2, 4, 5)},
T2 = {(1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 1, 1), (1, 2, 3)},
T3 = {(1, 1, 1), (2, 0, 2), (0, 1, 0)},
T4 = {(2, 0, 0), (2, 2, 0), (2, 2, 2)} prostora R3.
Koji od datih skupova su
(i) linearno nezavisni
(ii) generatorni za R3

(iii) baza za R3?

Example

Za svaki od datih potprostora prostora R3 odrediti po jednu bazu i
dimenziju:

U1 = {(x , y , z) ∈ R3|x = y = z}

U2 = {(x , y , z) ∈ R3|x2 + y2 + z2 = 0}

U3 = {(x , y , z) ∈ R3|x2 + z2 = 0}

U4 = {(x , y , z) ∈ R3|x = y + z}
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Teorema
Svaki linearno nezavisan skup vektora konačno dimenzionog prostora V je ili
baza ili se može proširiti do baze tog prostora.

Example
Ukoliko je moguće, proširiti do baze sledeće skupove vektora:
(i) {1, x + 2} u prostoru R2[x]
(ii) {(1, 1), (2, 2)} u prostoru R2.

Teorema 8.
Neka je (V ,+, ·,F) konačnodimenzioni vektorski prostor i neka su U,U1,U2

njegovi potprostori. Tada

(1) dimU ≤ dimV ,

(2) dimU = dimV ⇒ U = V ,

(3) dim(U1 + U2) = dimU1 + dimU2 − dim(U1 ∩ U2) - Grasmanova formula.

Posebno, ako V = U1 ⊕ U2, onda dimV = dimU1 + dimU2.



Linearna preslikavanja vektorskih prostora

Definicija

Preslikavanje f : V → U je linearno preslikavanje (homomorfizam)
vektorskog prostora (V ,+V , ·V ,F) u vektorski prostor (U,+U, ·U,F) ako
važi:

1 f(x +V y) = f(x) +U f(y) (x , y ∈ V) - aditivnost
2 f(α ·V x) = α ·U f(x) (x ∈ V , α ∈ F) - homogenost.

Uslovi 1. i 2. su ekvivalentni uslovu
1′. f(α ·V x +V β ·V y) = α ·U f(x) +U β ·U f(y) (x , y ∈ V , α, β ∈ F) -
linearnost
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Dokažimo da je svako linearno preslikavanje konačnodimenzionog vektorskog
prostora potpuno odred̄eno slikama baznih vektora.

Osnovni stav linearne algebre
Ako je B = {x1, . . . , xn} baza vektorskog prostora V1 i y1, . . . , yn proizvoljni vektori

prostora V2, tada postoji tačno jedno linearno preslikavanje f : V1 → V2 tako da je
f(x1) = y1, . . . , f(xn) = yn.
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Example

Odrediti linearno preslikavanje f : R2 → R3 takvo da važi
f(1, 0) = (2,−1, 0), f(1, 1) = (3,−1,−2).

B = {(1, 0), (1, 1)} je baza prostora R2

⇔ (∀(x , y) ∈ R2)(∃1(α, β) ∈ R2) (x , y) = α(1, 0) + β(1, 1)
⇔ (x , y) = (α+ β, β)
⇔ x = α+ β, y = β (sistem jednačina po α i β)
⇔ β = y , α = x − y
⇔ (x , y) = (x − y) · (1, 0) + y · (1, 1)
⇒ f(x , y) = f((x − y) · (1, 0) + y · (1, 1))

= (x − y) · f(1, 0) + y · f(1, 1)
= (x − y) · (2,−1, 0) + y · (3,−1,−2)
= (2x − 2y ,−x + y , 0) + (3y ,−y ,−2y)
= (2x + y ,−x ,−2y).
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Teorema
Neka je f : V1 → V2 linearno preslikavanje. Tada:f je izomorfizam akko f

čuva bazu.

Teorema
Ako su V1 i V2 konačno dimenzioni vektorski prostori nad istim poljem F ,

tada
V1 � V2 ⇐⇒ dimV1 = dimV2.
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Definicija
Neka je f : V1 → V2 linearno preslikavanje. Tada

kerf
def
= {x ∈ V1|f(x) = 0} se zove jezgro homomorfizma f

Imf
def
= {f(x)|x ∈ V1} se zove slika homomorfizma f.

Neke osobine jezgra i slike linearnog preslikavanja su date sledećom teoremom.

Teorema
Neka je f : V1 → V2 linearno preslikavanje.Tada

(1) Imf � V2.

(2) f je "na" akko Imf = V2.

(3) kerf � V1.

(4) f je 1-1 akko kerf = {0}.

(5) f : V1 � V2 akko kerf = {0} i Imf = V2.

(6) Ako je V1 konačno dimenzioni vektorski prostor, tada su kerf i Imf konačne
dimenzije i važi

dimV1 = dim(kerf) + dim(Imf).



Example

Za data linearna preslikavanja odrediti Kerf i Imf :
(i) pi : R

n → R, pi(x1, . . . , xn) = xi

(ii) D : Rn[x]→ Rn[x], D(p) = p′

(iii) f : R3 → R3, f(x, y , z) = (x + y , 0, y − z)
(iv) f : R4 → R3, f(x, y , z, u) = (x + y , y − z, x + u)
Za svako od datih preslikavanja odrediti da li je injektivno i da li je
sirjektivno.
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Definicija matrice
Neka je (F ,+, ·, 0, 1) polje, n,m ∈ N.

Definicija
Matrica tipa m × n nad poljem F je svako preslikavanje

A : {1, 2, . . . ,m} × {1, 2, . . . , n} → F .
Ako je A(i, j) = aij ∈ F, matricu A zapisujemo u obliku

A =



































a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n
...

...
. . .

...

am1 am2 . . . amn



































ili kraće, A = ||aij ||m×n.

Skalari aij se zovu elementi matrice,
vi = [ai1 ai2 . . . ain] je i-ta vrsta (i ∈ {1, . . . ,m}),

kj =



































a1j

a2j
...

amj



































je j−ta kolona (j ∈ {1, . . . , n}) matrice A.

Prvi indeks označava broj vrste, a drugi indeks broj kolone u kojoj se element
nalazi. Matrica tipa m × n ima m vrsta i n kolona.



Mm×n(F) - skup svih matrica tipa m × n nad poljem F
Ako je m = n (broj vrsta jednak broju kolona) kažemo da je A kvadratna
matrica reda n.
Mn(F) - skup svih kvadratnih matrica reda n nad poljem F .

Definicija

Neka su A = ||aij ||, B = ||bij || ∈ Mm×n(F). Tada

A = B
def
⇔ (∀i ∈ {1, . . . ,m})(∀j ∈ {1, . . . , n}) aij = bij .

Na skupu Mm×n(F) definišemo binarnu operaciju sabiranje matrica na
sledeći način:

Definicija

Ako su A = ||aij ||, B = ||bij || ∈ Mm×n(F), tada

A + B
def
= ||aij + bij ||m×n,

Matrica 0
def
= ||0||m×n (tj. svi elementi su jednaki 0) se zove nula

matrica.
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Definišemo i množenje matrice skalarom.

Definicija

Neka A = ||aij || ∈ Mm×n(F) i λ ∈ F. Tada

λ · A
def
= ||λaij ||m×n.

Osobine množenja matrice skalarom date su sledećom teoremom.

Teorema
Ako A ,B ∈ Mm×n(F) i λ, µ ∈ F onda

(1) λ(A + B) = λ · A + λ · B

(2) (λ+ µ) · A = λ · A + µ · A

(3) λ · (µ · A) = (λµ) · A

(4) 1 · A = A .

Posledica
(Mm×n(F),+, ·,F) je vektorski prostor dimenzije mn.
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Množenje matrica

Definicija
Ako A = ||aij ||m×n, B = ||bij ||n×p, tada

A · B = ||cij ||m×p gde je cij
def
=

n
∑

k=1

aik bkj = ai1b1j + ai2b2j + · · ·+ ainbnj , tj.



































a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n
...

...
. . .

...

am1 am2 . . . amn



































·



































b11 b12 . . . b1p

b21 b22 . . . b2p
...

...
. . .

...

bn1 bn2 . . . bnp



































def
=



































∑n
k=1 a1k bk1

∑n
k=1 a1k bk2 . . .

∑n
k=1 a1k bkp

∑n
k=1 a2k bk1

∑n
k=1 a2k bk2 . . .

∑n
k=1 a2k bkp

...
...

. . .
...

∑n
k=1 amk bk1

∑n
k=1 amk bk2 . . .

∑n
k=1 amk bkp
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Definicija

Kvadratna matrica In = ||δij || ∈ Mn(F), gde δij
def
=

{

1, i = j
0, i , j

, tj. se zove

jedinična matrica reda n.

Teorema
Važe sledeće jednakosti (pod uslovom da svi navedeni proizvodi postoje):

(1) A · (B · C) = (A · B) · C - asocijativnost množenja matrica

(2) A · In = A = Im · A , A ∈ Mm×n(F)

(3) (A + B) · C = A · C + B · C, A · (B + C) = A · B + A · C,

(4) λ · (AB) = (λA) · B = A · (λB).
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Posledica.
Struktura (Mn(F),+, ·), gde je + sabiranje matrica, a · množenje matrica,
je nekomutativan prsten sa jedinicom In.

Napomena.

Prsten Mn(F) ima delioce nule, jer postoje nenula matrice čiji je proizvod
nula matrica.

Example
Za n = 2:

[

1 0
0 0

]

·

[

0 0
1 0

]

=

[

0 0
0 0

]

.

U semigrupi (Mn(F), ·) induktivno definišemo stepen kvadratne matrice A :

A0 = In, A1 = A , . . . , Am+1 = Am · A , (m ∈ N).
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Transponovana matrica

Definicija
Ako je A = ||aij ||m×n onda se matrica

AT def
= ||aji ||n×m

se zove transponovana matrica matrice A.

Drugim rečima, AT se dobija iz A , pišući, redom, vrste od A kao kolone od
AT .

Teorema

(1) (A + B)⊤ = A⊤ + B⊤

(2) (λ · A)⊤ = λ · A⊤

(3) (A · B)⊤ = B⊤ · A⊤

(4) (A⊤)⊤ = A .
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Simetrične i kososimetrične matrice
Definicija

Kvadratna matrica A ∈ Mn(F) je

simetrična ako je AT = A,

kososimetrična ako je AT = −A.

Example




















1 −2 3
−2 4 5
3 5 6





















je simetrična, jer





















1 −2 3
−2 4 5
3 5 6





















T

=





















1 −2 3
−2 4 5
3 5 6









































0 2 3
−2 0 −5
−3 5 0





















je kososimetrična, jer





















0 2 3
−2 0 −5
−3 5 0





















T

=





















0 −2 −3
2 0 5
3 −5 0





















= −





















0 2 3
−2 0 −5
−3 5 0
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Definicija determinante kvadratne matrice

Definicija
Neka je A = ||aij || ∈ Mn(F). Determinantu matrice A definišemo na sledeći način

detA =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n
...

...
. . .

...

an1 an2 . . . ann

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

def
=
∑

σ∈Sn

sgn(σ) · a1σ(1) · a2σ(2) . . . anσ(n).
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Teorema

det(AT) = detA .

Ako se matrica B dobija iz A permutacijom τ vrsta (kolona) matrice A ,
onda je detB = sgn(τ)detA .

B = vij(A) ⇒ detB = −detA , tj. ako dve vrste (kolone) matrice
zamene mesta njena determinanta menja znak.

Ako su dve vrste (kolone) matrice A jednake, onda je njena
determinanta jednaka 0 (uz uslov da char(F) , 2).

B = vλi (A) ⇒ detB = λdetA , tj. determinanta se množi skalarom
tako što se svi elementi jedne vrste (kolone) pomnože tim skalarom.

det(λA) = λndetA .

B = vλij (A) ⇒ detA = detB ,tj. ako sve elemente neke vrste
(kolone) matrice A pomnožimo skalarom i dodamo odgovarajućim
elementima neke druge vrste (kolone) matrice A , determinanta
matrice A se neće promeniti.

det(AB) = detA · detB
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Definicija

Neka je A = ||aij || ∈ Mn(F).

Sa Mij označimo matricu reda n − 1 dobijenu iz A izostavljanjem i-te
vrste i j-te kolone,

detMij ćemo zvati minor elementa aij,

Aij = (−1)i+jdetMij kofaktor elementa aij, tj.

Aij = (−1)i+j

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a11 . . . a1j| . . . a1n
...

. . . |
. . .

...

ai1−− −− aij|−− −− ain−−
...

. . . |
. . .

...

an1 . . . anj| . . . ann

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣
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Teorema (Laplace)
Ako je A = ||aij || ∈ Mn(F), tada

(1) detA = ai1Ai1 + ai2Ai2 + · · ·+ ainAin (i = 1, . . . , n) (razvoj determinante po
i-toj vrsti)

(2) detA = a1jA1j + a2jA2j + · · ·+ anjAnj (j = 1, . . . , n) (razvoj determinante po
j-toj koloni).



Definicija

Neka je A = ||aij || ∈ Mn(F) i Aij = (−1)i+jdetMij kofaktor elementa aij. Tada

se matrica adjA
def
= ||Aij ||

T zove adjungovana matrica matrice A.

Posledica
Kvadratna matrica A ∈ Mn(F) je regularna akko detA , 0.
U tom slučaju važi

A−1 =
1

detA
· adjA .
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