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Vektorski prostori-obnavljanje

o V={x,y,2 X1, Y1, 21,...} heprazan skup,
® F={a,B,7,...} i (F,®,0,0,1) polje,
@ +:VXV-oV, (xy)x+y, -FxV-oV, (o,x)-a-X.

Definicija
Uredjena Cetvorka (V,+, -, F) je vektorski prostor ako za svako x,y € Vi
svako a, B € F vazi:
Vi) (V,+) je Abelova grupa,
(x+y)=a-x+a-y,
(e®B)-x=a-x+p-X,

(B:-x) = (@0p) - x

X = X.

(
(V2) @
(Va)
(Va) @
(Vs) 1

SES

0 Linearna algebra 2 6. oktobar 2020. 3/35



Nazivi i oznake

e 6 ¢ ¢

Elementi skupa V se zovu vektori.
Elementi polja F se zovu skalari.
+ je sabiranje vektora, a - mnozenje vektora skalarom.

Neutralni u grupi (V, +) oznatavamo sa Oy ili samo 0 i zovemo nula
vektor.

Inverzni od x u grupi (V, +) oznatavamo sa —x i zovemo suprotan
vektor od X.

- 0biCno izostavljamo (umesto a - x piSemo ax)

Kada god to ne izaziva zabunu umesto oznaka & i ® (operacije u
polju F) koristicemo + i - .

Za nula vektor i nula skalar koristicemo istu oznaku 0, kad god je iz
konteksta jasno da li se radi o vektoru ili skalaru.
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Osobine sabiranja vektora i mnozenja skalarom

Teorema

U vektorskom prostoru (V, +, -, F) vazi:

(1) «a-0=0, a€cF

2) 0-x=0, xeV
B)a-x=0a=0vx=0, xeV,aeF,
4) a(-x) = —(ax) = (-a)x, xeV,aeF
(B) (ar+--+ap) X=ay X+ +an-X,

(Z'(X1+"'+Xn):(Z'X1+“‘+(Z'Xn,
neN, X,X,....,Xn €V, a,a1,...an€F.

0 Linearna algebra 2 6. oktobar 2020.

5/35



Vektorski potprostori

Definicija
Neka je (V,+, -, F) vektorski prostor i U neprazan podskup od V. Ukoliko

je U i sam vektorski prostor u odnosu na restrikcije operacije + i funkcije -,
onda kaZzemo da je U vektorski potprostor prostora V i piSsemo U < V.

Teorema

Neka je (V,+, -, F) vektorski prostor i@ # U C V.
Tada U < V akko vaze uslovi:

(1) xeUAaeF=a-xeU (t. Ujezatvoren za mnoZenje skalarom)
(2) xeUAyeU=x+yeU (i Uje zatvoren za sabiranje vektora).

Uslovi (1) i (2) su ekvivalentni uslovu
(1) x,yeUAa,BeF = a-x+B-yeU.
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Zbir potprostora
Definicija
Ako su U, i U, potprostori vektorskog prostora V, tada

def
U+ Uz = {x1 + Xa|x1 € Up, Xz € Uz}
zovemo zbir (suma) potprostora Uy i U,.

Teorema
AkoU, ViU <VondaiU; + U, < V.

Napomena. Razlaganje x =y + z, y € U1, z € U, vektora x, u opStem slucaju,
nije jedinstveno, tj. iz
X=y+zeU+U, i x=y +2 €U+ U,,
u opStem slu€aju, neslediy =y iz= 2.
Pokazatemo da je ovo razlaganje jedinstveno, za svaki x € V, akko
U, n U, = {0}.

Definicija
Zbir U; + U, je direktan ako je U; N U, = {0}. ObeleZava se sa U; & U.,. }

Spektralna teorema I



Linearna kombinacija vektora

Neka je (V,+, -, F) vektorski prostor.
Definicija
Vektor x € V je linearna kombinacija vektora Xy,

..., Xp € V ako postoje
skalari ay, .. .,an € F takvi da je

X=a1X1—|——|—0/an.

Example

Vektor (1,2, -3) € R? je linearna kombinacija vektora (1,0,0), (0, 1,0),
(0,0,1) jer

(1,2,-3) = (1,0,0) 4 (0,2,0) + (0,0, -3)
= 1-(1,0,0)+2-(0,1,0)-3-(0,0,1) -

v
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Example

PokaZzimo da vektor (1, 2, 3) nije linearna kombinacija vektora
(1,1,1),(1,1,0),(1,1,2).

Potrazimo @, 8,y € R takve da je

(1,2,3) = a(1,1,1) + B(1,1,0) + v(1,1,2)
(1.2,3) = (a,a,0) + (8.8,0) + (v.7,2y)
(1,2,3)=(a+B+vyv,a+B+v,a+2y)
1 = a+p+vy
o {2 = a+pB+y
3 = a+2y

Ovaj sistem jednacina nema reSenje (1=2), pa (1, 2, 3) nije linearna
kombinacija vektora (1,1,1),(1,1,0),(1,1,2).
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Linearna zavisnost vektora
Definicija
@ Skup vektora {x1, ..., x»} je linearno zavisan ako postoje skalari a1, . .., an
od kojih je bar jedan razli€it od nule, takvi da je a1 x; + - - - + anXp = 0, {j.

(Aas,...,an € F) (@1x1 + -+ + anXn = 0 A (@1,...,an) # (0,...,0)).

@ Skup vektora {xi, ..., X} je linearno nezavisan ako nije linearno zavisan, tj.

(Maa,...,ane F)larxa + -+ apxp=0= a1 =--- = ap = 0).

Definicija
(i) Beskonacan skup vektora S C V je linearno zavisan ako je bar jedan njegov
konacan podskup linearno zavisan.

(iiy Beskonacan skup vektora S C V je linearno nezavisan ako je svaki njegov
konacan podskup linearno nezavisan.

v
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Teorema
(1) Svaki nadskup linearno zavisnog skupa vektora je linearno zavisan.

(2) Svaki podskup linearno nezavisnog skupa vektora je linearno
nezavisan.

(3) Svaki skup koji sadrZi nula vektor je linearno zavisan.

Cesto se za utvrdivanje linearne zavisnosti koristi kriterijum dat slede¢om
teoremom.
Teorema

Skup vektora {x1,...,Xn}, n > 1, je linearno zavisan akko se bar jedan od
njih izraZava kao linearna kombinacija ostalih.
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Linearni omotac skupa vektora

Neka je (V,+, -, F) vektorski prostor nad polijem F.

Definicija

Neka je 0 +# S C V. Skup svih konacnih linearnih kombinacija vektora

skupa S se zove linearni omotac (pokrivac) ili lineal nad skupom S i
oznacava sa L(S), tj.

L(S)dg{al'x1+---+a,,-xn|neN, X1,...,Xn € S, al,...,aneF}.

Teorema

Ako je 0 # S C V, tada je £(S) najmaniji potprostor vektorskog prostora V
koji sadrzi skup S.

Definicija
Ako je L(S) = V kaZemo da skup S generise prostor V, a skup S se zove

generatorni skup (generatrisa) prostora V.
0 Linearna algebra 2 6. oktobar 2020. 12/35




Baza vektorskog prostora

Neka je (V,+, -, F) vektorski prostor i@ # B C V.

Definicija

Skup vektora B je baza prostora V ako je linearno nezavisan i generiSe prostor
V, 1.

(B1) L(B)=V

(B2) B je linearno nezavisan skup vektora.

Teorema (karakterizacija baze)

Skup B = {x1, ..., Xn} je baza prostora V akko svaki x € V ima jedinstvenu
reprezentaciju X = ;X + - -+ anXp, gdeas,...,an € F, .

(Vx e V)(Ji(ar,...,an) € F") X =aaXy + -+ anXp. (%)




Posledica

Ako vektorski prostor V ima kona€nu bazu, onda svaka njegova baza ima
isti broj vektora.

Definicija
Dimenzija vektorskog prostora V' se obeleZava sa dimV i definiSe na
sledeci nacin:

(1) Akoje V = {0}, onda dimV = 0.

(2) Ako prostor V ima bazu od n elemenata, onda dimV = n.

(3) Ako prostor nema konacnu bazu, onda dimV = oo.

Ako je dimV € N U {0} onda je V konacnodimenzionalan vektorski prostor.
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Example

Dati su skupovi vektora

T =1{(1,2,3),(2,4,5)},

T, ={(1,0,0),(0,1,0),(0,1,1),(1,2,3)},

T3 =1{(1,1,1),(2,0,2),(0,1,0)},

T4 = {(2,0,0),(2,2,0),(2,2,2)} prostora R3.
Koji od datih skupova su

(i) linearno nezavisni

(i) generatorni za R®

(iii) baza za R3?

Example
Za svaki od datih potprostora prostora R® odrediti po jednu bazu i
dimenziju:

o U ={(x,y,2) eR3x =y = 2}

@ U ={(x,y,2) e R3x? + y2 + 22 = 0}

@ Us ={(x,y,2) e R3x? + 22 = 0}

@ Uy ={(x,y,2) eR3|Ix =y + 7}
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Teorema

Svaki linearno nezavisan skup vektora kona¢no dimenzionog prostora V je ili
baza ili se moZze proSiriti do baze tog prostora.

Example

Ukoliko je moguce, proSiriti do baze sledece skupove vektora:
(i) {1, x + 2} u prostoru R;[X]
(i)) {(1,1), (2,2)} u prostoru R2.

Teorema 8.

Neka je (V, +, -, F) kona¢nodimenzioni vektorski prostor i neka su U, Ui, U,
njegovi potprostori. Tada

(1) dimU < dimV,
(2) dmU=dmVv = U=V,

(3) dim(U; + U,) = dimU; + dimU, — dim(U; N U,) - Grasmanova formula.
Posebno, ako V = U; & U,, onda dimV = dimU; + dimU..




Linearna preslikavanja vektorskih prostora

Definicija
Preslikavanje f : V — U je linearno preslikavanje (homomorfizam)
vektorskog prostora (V, +v, -v, F) u vektorski prostor (U, +y, -u, F) ako
vazi:

Q f(x+vy)="f(x)+ufly) (x,ye V) -aditivnost

Q f(a-vx)=a-yf(x) (xeV,aeF)-homogenost.

Uslovi 1. i 2. su ekvivalentni uslovu
1. fle-yx+vB-vy)=a-uf(x)+uB-ufly) (x,yeV,a,BeF) -
linearnost
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Dokazimo da je svako linearno preslikavanje konacnodimenzionog vektorskog
prostora potpuno odredeno slikama baznih vektora.

Osnovni stav linearne algebre

Ako je B = {xa, ..., Xn} baza vektorskog prostora V1 i y1, ..., ¥, proizvoljni vektori
prostora V>, tada postoji tacno jedno linearno preslikavanje f : V; — V5, tako da je
f(x1) =y1,....f(Xn) = Y.
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Example

Odrediti linearno preslikavanje f : R?> — R® takvo da vaZi
f(1,0) = (2,-1,0), f(1,1) =(3,-1,-2).

B = {(1,0), (1,1)} je baza prostora R?

& (Y(x.y) € R*)(F1(e.B) € R?) (x,¥) = a(1,0) +5(1,1)

e (x,y) = (a+B.B)

©x=a+p, y=p (sistemjednacina po aip)

SP=Y,a=X-Yy

e (xy)=Kx-y)-(1,0)+y-(1.1)

= f(x,y) = f((x - y) - (1,0) + y - (1,1))
=(x-y)-f(1,0)+y-f(1,1)
=(x-y)-(2-1,0)+y-(3,-1,-2)
=(2x-2y,-x+y,0) + (3y,-y,-2y)
=(2x+y,—x,-2y).
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Teorema

Neka je f: Vi — V5 linearno preslikavanje. Tada:f je izomorfizam akko f

cuva bazu.

Teorema

tada

V=2V, = dlmV1 = dlmV2

Ako su Vi i V, konacno dimenzioni vektorski prostori nad istim polijem F,

Linearna algebra 2
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Definicija
Neka je f : V1 — V5 linearno preslikavanje. Tada

o kerf & {x € V4|f(x) = 0} se zove jezgro homomorfizma f
o Imf% {f(x)|x € V1} se zove slika homomorfizma f.

Neke osobine jezgra i slike linearnog preslikavanja su date sledecom teoremom.

Teorema

Neka je f : V1 — V5, linearno preslikavanje.Tada

(1) Imf < V5.

(2) fje"na" akko Imf = V5.

(3) kerf < Vj.

(4) fje 1-1 akko kerf = {0}.

(5) f: Vi =V, akko kerf = {0} i Imf = V5,.

(6) Ako je V7 konacno dimenzioni vektorski prostor, tada su kerf i Imf kona¢ne

dimenzije i vazi
dimVy = dim(kerf) + dim(Imf).




Example

Za data linearna preslikavanja odrediti Kerf i Imf:

() pi: R" > R, pi(X1,...,Xn) = Xi

(i) D : Ry[x] = Ry[x], D(p) = p’

(i) f: R3 > R3, f(x,y,2) = (x + .0,y - 2)

(iv) f: R* > R® f(x,y,z,u) = (X + Y,y — Z,X + U)

Za svako od datih preslikavanja odrediti da li je injektivno i da li je
sirjektivno.

0 Linearna algebra 2 6. oktobar 2020.

22/35



Definicija matrice

Neka je (F,+,-,0,1) polie, n,m € N.

Definicija

Matrica tipa m x n nad poljem F je svako preslikavanje

A:{1,2,....mx{1,2,...,n} — F.
Ako je A(i, ) = aj € F, matricu A zapisujemo u obliku

ain
dy1  ax azn o
A= . ili krace, A = ||ajllmxn-
ami  ame amn

Skalari aj se zovu elementi matrice,

Vi =lap ap ... ap| jei-tavrsta(i€{1,...,m}),
asj
Qj | . .

k=] . je j—takolona (j €{1,...,n}) matrice A.
Amj

Prvi indeks oznaCava broj vrste, a drugi indeks broj kolone u kojoj se element
nalazi. Matrica tipa m x n ima m vrsta i n kolona.




Mpmxn(F) - skup svih matrica tipa m x n nad polijem F

Ako je m = n (broj vrsta jednak broju kolona) kazemo da je A kvadratna
matrica reda n.

My (F) - skup svih kvadratnih matrica reda n nad poljem F.

Definicija
Neka su A = ||ajll, B = |Ibjll € Mmxn(F). Tada

def
A=Bo (Vie{l,....m})(Vje(l,...,n}) aj = bj.

Na skupu Mmxn(F) definiSemo binarnu operaciju sabiranje matrica na
sledeci nacin:

Definicija

Ako su A = ||ajll, B = ||bjll € Mmxn(F), tada

def
@ A + B = ||ajj + Djillmxn,

i N e 7nvin niila
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DefiniSemo i mnoZenje matrice skalarom.
Definicija
Neka A = ||ajll € Mmxn(F) i A € F. Tada

def
A-A= ”/laij||m><n~

Osobine mnozenja matrice skalarom date su sledecom teoremom.

Teorema

Ako A, B € Mpxn(F) i A, € F onda
(1) (A+B)=1-A+21-B

(2) A+u)-A=2-A+u-A
@) - (u-A)=()-A

(4) 1-A=A.

Posledica
(Mmxn(F),+, -, F) je vektorski prostor dimenzije mn.
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Mnozenje matrica

Definicija
Ako A = ||&jllmxn, B = [|bjjllnxp, tada

n
. def .
A-B =|cjllmxp gdeje cj = Z aikbk; = apbyj + apboj + - - + ainby;, 4.

k=1
a; daiz ... ain [ b]_l b]_z b]_p
ap; Ay ... aon b1 by ... bzp def
ams am2 ... @8mn | by bn ... b,-,p
r n n n
Dkt @ikbkr  Ypi @bk ... Xp_; @by
n n n
D1 @kbii  Yg_q @bk ... Xg_q @xbip
D amb S0y amch D amb
| k1 @mkbrki  2g—q @mkbkz ... Xg—i @mkbip

v
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Definicija
1, i=j

.., 1. se zove
0, i#j Y

Kvadratna matrica I, = ||6jjll € Mn(F), gde §;; = {

jedinicna matrica reda n.

Teorema

Vaze sledece jednakosti (pod uslovom da svi havedeni proizvodi postoje):
(1) A-(B-C)=(A-B)-C - asocijativnost mnozZenja matrica

2) Acln=A=1In-A, A€ Mnxn(F)

B3) (A+B)-C=A-C+B-C,A-(B+C)=A-B+A-C,

(4) 21-(AB)=(1A)-B=A-(aB).
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Posledica.

Struktura (M,(F), -+, -), gde je + sabiranje matrica, a - mnozZenje matrica,
je nekomutativan prsten sa jedinicom Ip,.

Napomena.

Prsten M,(F) ima delioce nule, jer postoje nenula matrice Ciji je proizvod
nula matrica.

Example
Zan=2:

ool o]=lo o]

U semigrupi (M,(F), -) induktivno definiSemo stepen kvadratne matrice A:

Al =1, A=A, ..., A™I=A".A (meN).
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Transponovana matrica
Definicija
Ako je A = ||ajjllmxn Onda se matrica

T def
A ll&ill nxcm

se zove transponovana matrica matrice A.

v

Drugim recima, AT se dobija iz A, piSuci, redom, vrste od A kao kolone od
AT

Teorema

(1) (A+B)T=AT+BT

(2 (A-A)T=2-AT

(3) (A B)T— T-AT

4) (A7) = )
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SimetriCne i kososimetriChe matrice
Definicija
Kvadratna matrica A € M,(F) je

@ simetricna ako je AT = A,

@ kososimetricna ako je AT = —A.

Example

1 -2 3] 1 -2 37 1 -2 3
-2 4 5 |jesimetritna, jer| -2 4 5‘ :I—Z 4 5]
| 3 5 6| 3 5 6 3 5 6
[ 0 2 3 ]

-2 0 -5 [je kososimetricna, jer

-3 5 |

o 2 3] [0 -2 -3 0 2 3

-2 0 -5 :[2 0 5\2—[—20—5‘

-3 5 0 3 -5 0 -3 5 0

v
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Definicija determinante kvadratne matrice

Definicija
Neka je A = ||ajll € Mn(F). Determinantu matrice A definiSemo na sledeci nacin

apg a2 ... @ain
ap1 A2 ... @azpn GEf
detA = : _— : = Z sgn(o) - a1o(1) - @20(2) - - - Ano(n)-
: : ° o 0€s,
an]_ anz - ann
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Teorema

o
o

det(AT) = detA.

Ako se matrica B dobija iz A permutacijom 7 vrsta (kolona) matrice A,
onda je detB = sgn(r)detA.

B =vVj(A) = detB = —detA, tj. ako dve vrste (kolone) matrice
zamene mesta njena determinanta menja znak.

Ako su dve vrste (kolone) matrice A jednake, onda je njena
determinanta jednaka O (uz uslov da char(F) # 2).

B=vVv!(A) = detB = AdetA, tj. determinanta se mnoZi skalarom
tako Sto se svi elementi jedne vrste (kolone) pomnoze tim skalarom.
det(1A) = A"detA.

B = v,.f(A) = detA = detB.tj. ako sve elemente neke vrste
(kolone) matrice A pomnozimo skalarom i dodamo odgovarajucim
elementima neke druge vrste (kolone) matrice A, determinanta
matrice A se nece promeniti.

det(AB) = detA - detB

v
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Definicija
Neka je A = ||ajll € Mn(F).

@ Sa M oznacimo matricu reda n — 1 dobijenu iz A izostavljanjem i-te

vrste i j-te kolone,

@ detM;; cemo zvati minor elementa aj,

@ Aj = (-1)"YdetM; kofaktor elementa aj, ;.

an Q... ap
P . ’ | ’ .
Ap= (1" an= — 4y = an-
|
ani 8nj ... ann
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Teorema (Laplace)
Ako je A = |lajll € M,(F), tada
(1) detA = apAi + apAip + -+ ainAin (i = 1,...,n) (razvoj determinante po
i-toj vrsti)

(2) detA = aijAij + ajAs + -+ anAn  (j=1,...,n) (razvoj determinante po
j-toj koloni).

v




Definicija
Neka je A = ||ajll € Mn(F) i Aj = (—1)*/ detM; kofaktor elementa a;. Tada
se matrica adjA o ||A,-,-||T zove adjungovana matrica matrice A.

Posledica

Kvadratna matrica A € M,(F) je regularna akko detA # 0.
U tom slu€aju vaZzi
a1
A

= JeiA - adjA.
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