
Regularni jezici

NKA

Nedeterministi�cki kona�cni automati

• Nedeterministi�cki kona�cni automati (skra�ceno NKA) predstavljaju
uop�stenje kona�cnih automata

• Pored naredbi oblika:
select symbol =s1 goto i1

symbol =s2 goto i2
...

symbol =sk goto ik
nedeterministi�cki automati izvr�savaju i naredbe u kojima su
podvu�cene instrukcije zamenjene sa:

choose goto im1 or goto im2 or · · · or goto imj

ili sa STOP.



Regularni jezici

NKA

Formalna de�nicija nedeterministi�ckog automata

Äåôèíèöèjà

Nedeterministi�cki kona�cni automat je uredjena petorka
M = (Q, q0,F ,Σ, δ), gde je

• Q kona�can skup stanja,

• q0 ∈ Q po�cetno stanje,

• F ⊆ Q skup zavr�snih stanja,

• Σ ulazni alfabet,

• δ : Q × Σ→ P(Q) funkcija tranzicije, pri �cemu je P(Q) skup svih
podskupova od Q.



Regularni jezici

NKA

Izra�cunavanja NKA

Äåôèíèöèjà

Neka M = (Q, q0,F ,Σ, δ) nedeterministi�cki kona�cni automat.

• Ra�cunski korak automata M jeste binarna relacija `M na skupu svih
kon�guracija Q × Σ∗ de�nisana na slede�ci na�cin:

qw `M pv ⇔ za neki s ∈ Σ,w = sv i p ∈ δ(q, s).

• Izra�cunavanje automata M je svaki kona�can niz kon�guracija C0,
C1, . . . , Cn, n > 1, takav da je Ci `M Ci+1, za svaki i , 0 6 i < n.

• Izra�cunavanje automata M za ulaz w jeste svako izra�cunavanje C0,
C1, . . . , Cn takvo da je C0 = q0w i

i) Cn ∈ Q × {ε} ili

ii) Cn = qsv , za neke q ∈ Q, s ∈ Σ, v ∈ Σ∗, pri �cemu je δ(q, s) = ∅ i

sv je su�ks ulazne re�ci w .

Tada se kon�guracija C0 naziva po�cetna kon�guracija, a Cn zavr�sna
kon�guracija.



Regularni jezici

NKA

Relacija `∗M
• Re�eksivno i tranzitivno zatvorenje relacije `M, tj, relacija `∗M medju
kon�guracijama de�nisana je sa: qw `∗M pv akko
• va�zi q = p i w = v , ili
• postoji izra�cunavanje C0,C1, . . . ,Cn takvo da je C0 = qw i Cn = pv .

Äåôèíèöèjà

Neka M = (Q, q0,F ,Σ, δ) nedeterministi�cki kona�cni automat.

• Automat M prihvata re�c w , ako postoji izra�cunavanje C0,C1, . . . ,Cn

automata M za ulaz w , takvo da je Cn ∈ F × {ε}, odnosno ako
postoji p ∈ F tako da q0w `∗M p. U suprotnom, automat M ne
prihvata re�c w .

• Jezik koji prihvata automat M jeste skup svih re�ci nad Σ koje
prihvata automat M:

L(M) = {w ∈ Σ∗ |M prihvata re�c w}
= {w ∈ Σ∗ | q0w `∗M p za neko p ∈ F}.



Regularni jezici

NKA

Zatvorenje funkcije tranzicije

Äåôèíèöèjà

Neka je (Q, q0,F ,Σ, δ) neki nedeterministi�cki kona�cni automat.
Zatvorenje funkcije δ : Q × Σ→ P(Q) jeste funkcija δ̂ : Q × Σ∗ → P(Q)
data slede�cim jednakostima:

• δ̂(q, ε) = {q}, q ∈ Q,

• za q ∈ Q, w ∈ Σ∗, s ∈ Σ:

δ̂(q,ws) = {p ∈ Q | postoji r ∈ δ̂(q,w) takvo da p ∈ δ(r , s)}
=

⋃
r∈δ̂(q,w)

δ(r , s).

• Jezik koji prihvata neki NKA opisujemo i na slede�ci na�cin:

L(M) = {w ∈ Σ∗ | δ̂(q,w) ∩ F 6= ∅}.



Regularni jezici

NKA

Odnos KA i NKA

Òåîðåìà

Za svaki nedeterministi�cki kona�cni automat M postoji kona�cni automat
A takav da je L(M) = L(A).



Regularni jezici

ε-NKA

Nedeterministi�cki automati sa ε-prelazom

• Nedeterministi�cki kona�cni automati sa ε-prelazom predstavljaju
uop�stenje nedeterministi�ckih kona�cnih automata jer je u
instrukcijama programa dozvoljeno izostaviiti deo symbol =si , tj.

select
...

choose goto im1 or · · · or goto imj (ili STOP)
...

• Drugim re�cima, ε-NKA mo�ze promeniti stanje bez u�citavnja simbola.



Regularni jezici

ε-NKA

Formalna de�nicija ε-NKA

Äåôèíèöèjà

Nedeterministi�cki kona�cni automat sa ε-prelazom je uredjena petorka
M = (Q, q0,F ,Σ, δ), gde je

• Q kona�can skup stanja,

• q0 ∈ Q po�cetno stanje,

• F ⊆ Q skup zavr�snih stanja,

• Σ ulazni alfabet,

• δ : Q × (Σ ∪ {ε})→ P(Q) funkcija tranzicije.



Regularni jezici

ε-NKA

Izra�cunavanja ε-NKA

Äåôèíèöèjà

Neka M = (Q, q0,F ,Σ, δ) nedeterministi�cki kona�cni automat sa
ε-prelazom.

• Ra�cunski korak automata M jeste binarna relacija `M na skupu svih
kon�guracija Q × Σ∗ de�nisana na slede�ci na�cin:

qw `M pv ⇔ za neki s ∈ Σ ∪ {ε},w = sv i p ∈ δ(q, s).

• Izra�cunavanje automata M je svaki kona�can niz kon�guracija C0,
C1, . . . , Cn, n > 1, takav da je Ci `M Ci+1, za svaki i , 0 6 i < n.

• Izra�cunavanje automata M za ulaz w jeste svako izra�cunavanje C0,
C1, . . . , Cn takvo da je C0 = q0w i

i) Cn ∈ Q × {ε} ili

ii) Cn = qsv , za neke q ∈ Q, s ∈ Σ ∪ {ε}, v ∈ Σ∗ takve da δ(q, s) = ∅.
Tada se kon�guracije C0 naziva po�cetna kon�guracija, a Cn zavr�sna
kon�guracija.



Regularni jezici

ε-NKA

Relacija `∗M
• Re�eksivno i tranzitivno zatvorenje relacije `M, tj, relacija `∗M medju
kon�guracijama de�nisana je sa: qw `∗M pv akko
• va�zi q = p i w = v , ili
• postoji izra�cunavanje C0,C1, . . . ,Cn takvo da je C0 = qw i Cn = pv .

Äåôèíèöèjà

Neka M = (Q, q0,F ,Σ, δ) nedeterministi�cki kona�cni automat sa
ε-prelazom.

• Automat M prihvata re�c w , ako postoji izra�cunavanje C0,C1, . . . ,Cn

automata M za ulaz w , takvo da je Cn ∈ F × {ε}, odnosno ako
postoji p ∈ F tako da q0w `∗M p. U suprotnom, automat M ne
prihvata re�c w .

• Jezik koji prihvata automat M jeste skup svih re�ci nad Σ koje
prihvata automat M:

L(M) = {w ∈ Σ∗ |M prihvata re�c w}
= {w ∈ Σ∗ | q0w `∗M p za neko p ∈ F}.



Regularni jezici

ε-NKA

ε-zatvorenje pdoskupova

• Za svaki ε-NKA M = (Q, q0,F ,Σ, δ), de�ni�semo ε-zatvorenje
podskupova od Q:
• ako je P ⊆ Q, ε-zatvorenje skupa P (u oznaci P) jeste skup svih

stanja u koja se mo�ze sti�ci ε-strelicama polaze�ci od nekog stanja iz P.

• Va�ze slede�ca svojstva:
• P ⊆ P,
• ako p ∈ P, onda je δ(p, ε) ⊆ P.

• Podskup P od Q nazivamo regularnim ako je P = P.

• Za svako P ⊆ Q, skup P regularan.

• Unija regularnih skupova je regularan skup.



Regularni jezici

ε-NKA

Zatvorenje funkcije tranzicije

Äåôèíèöèjà

Neka je (Q, q0,F ,Σ, δ) neki nedeterministi�cki kona�cni automat sa ε
prelazom. Zatvorenje funkcije δ je funkcija δ̂ : Q ×Σ∗ → P(Q) de�nisana
sa:

• δ̂(q, ε) = {q},
• δ̂(q,ws) =

⋃
r∈δ̂(q,w) δ(r , s).

• δ̂(q,w) jeste skup svih stanja u koja se mo�ze sti�ci nakon u�citavanja
re�ci w polaze�ci iz stanja q.

• Za sve q ∈ Q i w ∈ Σ∗, skup δ̂(q,w) regularan.

• Jezik koji prihvata neki ε-NKA opisujemo i na slede�ci na�cin:

L(M) = {w ∈ Σ∗ | δ̂(q,w) ∩ F 6= ∅}.



Regularni jezici

ε-NKA

Odnos ε-NKA i KA

Òåîðåìà

Za svaki ε-NKA M postoji KA A takav da je L(M) = L(A).



Regularni jezici

Regularni jezici i njihove osobine

Regularni jezici

Äåôèíèöèjà

Jezik L nad alfabetom Σ je regularan ako postoji kona�can automat M sa
ulaznim alfabetom Σ koji prihvata jezik L, tj. takav da je L(M) = L.

Osnovni regularani jezici alfabeta Σ su ∅, {ε} i {s}, s ∈ Σ.



Regularni jezici

Regularni jezici i njihove osobine

Osobine regularnih jezika

Òåîðåìà

Skup svih regularnih jezika nad bilo kojim alfabetom Σ zatvoren je za
komplement, presek, uniju, nadovezivanje i Klinijevu zvezdicu.

Òåîðåìà

Svaki regularan jezik se mo�ze predstaviti primenom unije, nadovezivanja i
Klinijeve zvezdice na osnovne regularne jezike.

Skup regularnih jezika nad Σ, u oznaci Reg(Σ), mo�ze induktivno
de�nisati kao najmanji (u smislu inkluzije) skup takav da:

• ∅, {ε}, {s} ∈ Reg(Σ), za svako s ∈ Σ;

• ako L1, L2 ∈ Reg(Σ), onda L1 ∪ L2, L1L2, L
∗
1 ∈ Reg(Σ).



Regularni jezici

Regularni izrazi

Regularni izrazi

• Regularni izrazi nad alfabetom Σ formiraju se na slede�ci na�cin:
• ∅, ε i s, za svako s ∈ Σ, jesu regularni izrazi;
• ako su α i β regularni izrazi, onda su to i (α ∪ β) i (αβ);
• ako je α regularan izraz, onda je to i α∗.

• Svakom regularnom izrazu α nad Σ, na prirodan na�cin pridru�zujemo
jedan regularan jezik L(α) ⊆ Σ∗:
• L(∅) = ∅, L(ε) = {ε}, L(s) = {s}, s ∈ Σ;
• L(α ∪ β) = L(α) ∪ L(β), L(αβ) = L(α)L(β),
• L(α∗) = L(α)∗.

Òåîðåìà

Jezik L ⊆ Σ je regularan akko postoji regularan izraz α nad Σ takav da je
L = L(α).



Regularni jezici

Regularni izrazi

Regularni izrazi

Lema

Neka su K ⊆ Σ+ i L ⊆ Σ∗ regularni jezici. Tada jedna�cina X = XK ∪ L
ima jedinstveno re�senje X = LK∗ koje je regularan jezik.

• Za automat M = ({q0, q1, . . . , qn}, q0,F ,Σ, δ) de�ni�simo slede�ce
skupove:

Li = L(Mi ), gde je Mi = ({q0, q1, . . . , qn}, q0, {qi},Σ, δ), 0 6 i 6 n;
Kij = {s ∈ Σ | δ(qj , s) = qi}, 0 6 i , j 6 n.

• Ovi jezici su povezani slede�cim jednakostima:

(?)


L0 = L0K00 ∪ L1K01 ∪ · · · ∪ LnK0n ∪ {ε},
L1 = L0K10 ∪ L1K11 ∪ · · · ∪ LnK1n,
...
Ln = L0Kn0 ∪ L1Kn1 ∪ · · · ∪ LnKnn.

• Va�zi da je L(M) =
⋃

qi∈F
Li .
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