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• Regularni izrazi nad alfabetom Σ formiraju se na slede�ci na�cin:
• ∅, ε i s, za svako s ∈ Σ, jesu regularni izrazi;
• ako su α i β regularni izrazi, onda su to i (α ∪ β) i (αβ);
• ako je α regularan izraz, onda je to i α∗.

• Svakom regularnom izrazu α nad Σ, na prirodan na�cin pridru�zujemo
jedan regularan jezik L(α) ⊆ Σ∗:
• L(∅) = ∅, L(ε) = {ε}, L(s) = {s}, s ∈ Σ;
• L(α ∪ β) = L(α) ∪ L(β), L(αβ) = L(α)L(β),
• L(α∗) = L(α)∗.

Òåîðåìà

Jezik L ⊆ Σ∗ je regularan akko postoji regularan izraz α nad Σ takav da
je L = L(α).
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Lema

Neka su K ⊆ Σ+ i L ⊆ Σ∗ regularni jezici. Tada jedna�cina X = XK ∪ L
ima jedinstveno re�senje X = LK∗ koje je regularan jezik.

• Za automat M = ({q0, q1, . . . , qn}, q0,F ,Σ, δ) de�ni�simo slede�ce
skupove:

Li = L(Mi ), gde je Mi = ({q0, q1, . . . , qn}, q0, {qi},Σ, δ), 0 6 i 6 n;
Kij = {s ∈ Σ | δ(qj , s) = qi}, 0 6 i , j 6 n.

• Ovi jezici su povezani slede�cim jednakostima:

(?)


L0 = L0K00 ∪ L1K01 ∪ · · · ∪ LnK0n ∪ {ε},
L1 = L0K10 ∪ L1K11 ∪ · · · ∪ LnK1n,
...
Ln = L0Kn0 ∪ L1Kn1 ∪ · · · ∪ LnKnn.

• Va�zi da je L(M) =
⋃

qi∈F
Li .
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Jezici koji nisu regularni

• Za svaki alfabet Σ postoji samo prebrojivo mnogo regularnih izraza,
dok podskupova od Σ∗ ima neprebrojivo mnogo, odakle direktno
sledi da postoje jezici nad Σ koji nisu regularni
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Lema naduvavanja za regularne jezike

Òåîðåìà

Za svaki regularan jezik L nad nekim alfabetom Σ postoji prirodan broj n
takav da se svaka re�c w iz L du�zine bar n (|w | > n) mo�ze zapisati u
obliku w = xyz , za neke x , y , z ∈ Σ∗ tako da va�zi:

• y 6= ε;

• |xy | 6 n;

• xykz ∈ L, za svako k > 0.
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Lema naduvavanja za regularne jezike

Posledica

Neka je M = (Q, q0,F ,Σ, δ) kona�cni automat.

1) L(M) 6= ∅ akko postoji w ∈ L(M) takva da je |w | < |Q|;
2) L(M) je beskona�can akko postoji w ∈ L(M)takva da je
|Q| 6 |w | < 2|Q|.
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Ekvivalentne re�ci

Äåôèíèöèjà

Re�ci x i y su ekvivalentne u odnosu na jezik L, u oznaci x ≈L y , akko
{z | xz ∈ L} = {z | yz ∈ L}

• Relacija ≈L mo�ze da se uvede i na slede�ci na�cin:
• Ako postoji z tako da xz ∈ L i yz 6∈ L tada x 6≈L y
• Ako postoji z tako da xz 6∈ L i yz ∈ L tada x 6≈L y
• U suprotnom x ≈L y

Äåôèíèöèjà

Dve re�ci x , y ∈ Σ∗ su ekvivalentne u odnosu na automat
M = (Q, q0,F ,Σ, δ), u oznaci x ∼M y , akko q0x `∗M t i q0y `∗M t.
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Òåîðåìà

Za proizvoljni (deterministi�cki) kona�cni automat M = (Q, q0,F ,Σ, δ) i
proizvoljne re�ci x , y ∈ Σ∗, ako je x ∼M y tada je x ≈L(M) y .

Posledica

Svaki kona�cni automat M koji prepoznaje jezik L mora da ima najmanje
onoliko stanja koliko ima klasa ekvivalencije za relaciju ≈L.

Posledica

Ako je jezik L regularan, tada relacija ≈L ima kona�cno mnogo klasa
ekvivalencije.
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Minimalni automat

Òåîðåìà (Myhill-Nerode teorema)

Neka je L ⊆ Σ∗ regularan jezik. Tada postoji minimalni kona�cni automat
M koji ima broj stanja jednak broju klasa ekvivalencije relacije ≈L.
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Ekvivalentna stanja

Äåôèíèöèjà

Za svako i > 0 de�ni�semo relaciju ekvivalencije ≡i na skupu stanja Q
automata M tako da je p ≡i q akko za svaku re�c z ∈ Σ∗ i |z | 6 i ,
δ̂(p, z) ∈ F ⇔ δ̂(q, z) ∈ F .

Lema

Neka je L = L(M). Neka su p, q ∈ Q i neka je svako stanje automata M
dosti�zno iz po�cetnog stanja. Tada je p ≡i q za svako i > 0 akko klase
ekvivalencije relacije ∼M koje odgovaraju stanjima p i q odgovaraju istim
klasama ekvivalencije za relaciju ≈L.



Regularni jezici

Minimizacija kona�cnih automata

Minimizacija automata

Algoritam na osnovu kog odredjujemo klase ekvivalencije za svako ≡i :

I korak Klase ekvivalencije za ≡0 su skupovi F i Q \ F .
II korak Za date klase ekvivalencije za ≡i odredjuju se klase

ekvivalencije za ≡i+1:
stanja koja su istoj klasi ekvivalencije za ≡i+1 moraju
pripadati istoj klasi ekvivalencije i za ≡i . Dodatno
p ≡i+1 q akko p ≡i q i za svako a ∈ Σ, δ(p, a) ≡i δ(q, a).

III korak Ako su klase ekvivalencije za ≡j+1 i ≡j jednake, sa deljem
klasa se staje sa zaklju�ckom da nema novih klasa ni za
naredne vrednosti i . Relacija ≡j se zove �ksna ta�cka.
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