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Kontekstno slobodni jezici

Kontekstno slobodne gramatike

Uvod

• Kontektstno slobodni jezici su �sira klasa jezika u odnosu na
regularne jezike

• Kontekstno slobodne gramatike igraju glavnu ulogu u razvoju
kompajlera jo�s od 1960tih godina

• Danas se u velikoj meri koriste za opise formata dokumenata
(document-type de�nition, DTD) koji se koriste u XML zajednici za
razmenu informacija na vebu
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De�nicija

Äåôèíèöèjà

Gramatika G = (Γ,Σ,S ,P) je kontekstno-slobodna ako su sva njena
pravila oblika X → w , za neko X ∈ Γ i neku re�c w ∈ (Γ ∪ Σ)∗.

1 Za pravilo X → w , ka�zemo da je X glava ovog pravila, a w telo
pravila.

2 Ukoliko u gramatici postoji vi�se pravila sa istom glavom:

X → w1, X → w2, , . . . ,X → wk , kra�ce zapisujemo

X → w1 | w2 | · · · | wk .

3 Pravilo X → w je linearno ako je w = uYv , za neke u, v ∈ Σ∗ i
Y ∈ Γ.

4 Pavila oblika X → Y , X ,Y ∈ Γ, nazivaju se lan�casta pravila.

5 Pravila oblika X → ε, X ∈ Γ nazivamo pravilima brisanja.
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De�nicija

Äåôèíèöèjà

Jezik L ⊆ Σ∗ je kontekstno-slobodan ako postoji kontekstno slobodna
gramatika G = (Γ,Σ,S ,P) takva da je L = L(G).

• Svaki regularan jezik je kontekstno slobodan, a obrnuto nije ta�cno.
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Drvo izvodjenja

• Prikazivanje izvodjenja drvetom potpuno je prirodno - dinamiku
izvodjenja odredjuju promenljive kojih mo�ze biti vi�se od jedne sa
desne strane pravila, a nije va�zan redosled kojim �ce biti aktivirane.

• Ako je G = (Γ,Σ,S ,P) kontekstno slobodna gramatika i X ∈ Γ,
X -drvo izvodjenja je drvo �ciji su �cvorovi ozna�ceni elementima iz
Γ ∪ Σ ∪ {ε} i va�zi:
• koren drveta je ozna�cen sa X ,
• listovi su ozna�ceni terminalima ili ε, a unutra�snji �cvorovi

promenljivama,
• ako je neki unutra�snji �cvor ozna�cen promenljivom Y , a njegovi

neposredni sledbenici simbolima s1, . . . , sk ∈ Γ ∪ Σ, onda
Y → s1 · · · sk ∈ P,

• ako je list ozna�cen sa ε neposredni sledbenik nekog unutra�snjeg
�cvora Y , onda je on i jedini neposredni sledbenik tog �cvora.

• Rezultat nekog drveta izvodjenja jeste re�c koja se dobija
dopisivanjem sleva nadesno listova tog drveta.

• Svaki unutra�snji �cvor nekog drveta izvodjenja zajedno sa svim svojim
sledbenicima obrazuje novo drvo izvodjenja.
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Drvo izvodjenja

• Svakom izvodjenju u kontekstno slobodnoj gramatici odgovara
jedinstveno drvo izvodjenja, dok obrnuto nije ta�cno.

• Ako se ograni�cimo samo na tzv. leva izvodjenja, dobijamo obostrano
jednozna�cnu korespondenciju izmedju izvodjenja i drveta.

• Leva izvodjenja su ona u �cijem je svakom koraku w →G w ′

primenjeno pravilo �cija je glava najlevlja promenljiva iz w .

• Mo�ze se dokazati da svaku kontekstnu slobodnu gramatiku
G = (Γ,Σ,S ,P) va�zi:

S →∗G w akko postoji levo izvodjenje re�ci w iz S .

• Do istih zaklju�caka bismo do�sli da smo posmatrali desna izvodjenja.
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Dvosmislenost jezika

Äåôèíèöèjà

Kontekstno slobodna gramatika G je dvosmislena ako postoji re�c
w ∈ L(G) koja ima dva razli�cita drveta izvodjenja u G. U suprotnom,
gramatika je nedvosmislena.

Äåôèíèöèjà

Kontekstno slobodni jezik je su�stinski dvosmislen ako je dvosmislena
svaka gramatika koja ga generi�se.
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Upotreba kontekstno slobodnih gramatika

• Kontekstno slobodne gramatike igraju glavnu ulogu u razvoju
kompajlera od 1960tih

• Parseri su programi kojima se proverava ispravna struktuiranost
ulaznih podataka i omogu�cava njihova dalja obrada - YACC

• Ve�cina markap jezika (poput HTML, XML) je kontektsno slobodna,
pa se de�nisanjem gramati�ckih pravila parserom lako proverava i
prihvata sadr�zaj opisan ovim jezicima
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Normalna forma �Comskog

Redukovana gramatika

• Svaka kontekstno slobodna gramatika mo�ze se transformisati u
gramatiku koja generi�se isti jezik ali �cija su pravila veoma
jednostavnog oblika.

• Neka je G = (Γ,Σ,S ,P) kontekstno slobodna gramatika.
Promenljiva X ∈ Γ je
• zavr�savaju�ca ako postoji re�c w ∈ Σ∗ takva da X →∗G w ;
• dosti�zna ako postoje u, v ∈ (Γ ∪ Σ)∗ takve da S →∗G uXv .

Äåôèíèöèjà

Kontekstno slobodna gramatika je redukovana ako su sve njene
promenljive zavr�savaju�ce i dosti�zne.
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Redukovana gramatika

• Za kontekstno slobodnu gramatiku G = (Γ,Σ,S ,P) mogu se
efektivno odrediti:
• skup Z svih zavr�savaju�cih promenljivih i
• skup D svih dosti�znih promenljivih.

• De�ni�simo skupove Zi i Di , i > 0, induktivno, na slede�ci na�cin:
Z0 = {X ∈ Γ | (∃w ∈ Σ∗)X → w ∈ P},
Zi+1 = {X ∈ Γ | (∃w ∈ (Zi ∪ Σ)∗)X → w ∈ P}, i > 0;
D0 = {S},
Di+1 = Di ∪ {X ∈ Γ | (∃Y ∈ Di )(∃u, v ∈ (Γ ∪ Σ)∗)Y → uXv ∈ P},
i > 0.

• Tada va�ze slede�ce osobine:
Z0 ⊆ Z1 ⊆ Z2 ⊆ · · · D0 ⊆ D1 ⊆ D2 ⊆ · · ·
Zi = Zi+1 ⇒ Zi = Zi+1 = Zi+2 = · · · Di = Di+1 ⇒ Di = Di+1 = Di+2 = · · ·
Zi = Zi+1, za i = |Γ| − 1 Di = Di+1, za i = |Γ| − 1
Z =

⋃
i>0

Zi D =
⋃
i>0

Di

odakle sledi da se Z i D mogu efektivno odrediti.
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Redukovana gramatika

Napomena. Problem L(G) 6= ∅ je odlu�civ, jer je ekvivalentan sa S ∈ Z.

Òåîðåìà

Za svaku kontekstno slobodnu gramatiku G, takvu da je L(G) 6= ∅,
postoji redukovana kontekstno slobodna gramatika Gr takva da je
L(G) = L(Gr).
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Äåôèíèöèjà

Kontekstno slobodna gramatika (Γ,Σ,S ,P) je u normalnoj formi
�Comskog ako su sva njena pravila oblika:

• X → YZ , X ,Y ,Z ∈ Γ,

• X → x , X ∈ Γ, x ∈ Σ, ili

• S → ε,

i pri tome, ako se S → ε pojavljuje medju pravilima, onda se S ne
pojavljuje sa desne strane nijednog pravila.

Òåîðåìà

Za svaku kontekstno slobodnu gramatiku G postoji kontekstno slobodna
gramatika GCH u normalnoj formi �Comskog takva da je L(G) = L(GCH).
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Lema

Ako je G kontekstno slobodna gramatika u normalnoj formi �Comskog,
onda za svaku re�c w ∈ L(G ) takvu da je |w | > 1 potrebno je ta�cno
2|w | − 1 koraka za bilo koje izvodjenje re�ci w u gramatici G .
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