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Formalni jezici - Teorija automata

Potisni automati (automati sa stekom)

Potisni automati- automati sa stekom

stek

T T

Potisni automat je sedmorka (Q, qo, F, X, T,$,0), gde je
® @ konacan skup stanja,
® go € Q pocetno stanje,
® F C Q skup zavrsnih stanja,

Y ulazni alfabet,

I alfabet steka,

$ € '\ T pocetni simbol steka,

d:Qx(Zu{e}) x (Tu{e}) = P(Q x (TU{e})).



Formalni jezici - Teorija automata

Potisni automati (automati sa stekom)

Potisni automati

potisnog automata za ulaz w = vy ... ug € L*

uy ...Ugk
do $

oznacCavaéemo sa
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Potisni automati (automati sa stekom)

Potisni automati

potisnog automata za ulaz w = vy ... ug € L*

uy ...Ugk
do $

Cini trenutno stanje g, neprocitani deo ulaza u; ... ug i
reC sy ...s¢ iz [* upisana na steku (s; € I'):

(*) q{u;...uk}

oznacCavaéemo sa

S1...5
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Potisni automati (automati sa stekom)

Potisni automati

potisnog automata za ulaz w = vy ... ug € L*

uy ...Ugk
do $

Cini trenutno stanje g, neprocitani deo ulaza u; ... ug i
reC sy ...s¢ iz [* upisana na steku (s; € I'):

(*) q{u;...uk}

oznacCavaéemo sa

S1...5

je promena konfiguracije u skladu sa definicijom
funkcije 0.
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Potisni automati (automati sa stekom)

Potisni automat

Tekuca konfiguracija () se moze promeniti izborom nekog elementa iz
skupova 8(q, i, 51), (.=, 51). 0(3, ui,) il 5(q <, <),
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Potisni automati (automati sa stekom)

Potisni automat

Tekuca konfiguracija () se moze promeniti izborom nekog elementa iz
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Potisni automati (automati sa stekom)

Potisni automat

Tekuca konfiguracija () se moze promeniti izborom nekog elementa iz
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Potisni automati (automati sa stekom)

Potisni automat

Tekuca konfiguracija () se moze promeniti izborom nekog elementa iz
skupova 8(q, i, 51), (.=, 51). 0(3, ui,) il 5(q <, <),

Uildj41 . ..

5182 ..

.Sy

Ujlijy1 ...

5152 ..

.Sy

Uildi+1 ...

5182 ..

.Sy

Uk

Uk

Uk

(a'.5)€d(g,ui,s1) {

(q',s')€d(q,6,51) [

(q'.s")€8(q,ui,8) {

Uiy1 ... Uk
s'sy...s¢
Ujliya ... Uk
s'sy. .5

Uit ... Uk
5,5152 ... S
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Potisni automat

Tekuca konfiguracija () se moze promeniti izborom nekog elementa iz
skupova 8(q, i, 51), (.=, 51). 0(3, ui,) il 5(q <, <),

Uildj+1 ... Uk
q
5182...5¢
[ Ujliy1 ... Uk
q
5152 ...5¢
[ Uildi+1 ... Uk
q
51S52...5¢
Uildi+1 ... Uk
q
5152 ...5¢

(a'.5)€d(g,ui,s1) {

(q',s')€d(q,6,51) [

(q'.s")€8(q,ui,8) {

(q’,S')E_S(;J,E,E) / |:

Uiy1 ... Uk
s'sy...s¢

Ujliya ... Uk
s's2...5
5,5152 ... S

Uiyl ... Uk :|

Uildi+1 ... Uk
5/5152 Y
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Potisni automati (automati sa stekom)
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Tekuca konfiguracija () se moze promeniti izborom nekog elementa iz
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Potisni automati (automati sa stekom)

Potisni automat
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Potisni automati (automati sa stekom)

Potisni automat

Tekuca konfiguracija () se moze promeniti izborom nekog elementa iz
skupova 8(q, i, 51), (.=, 51). 0(3, ui,) il 5(q <, <),

Uiliy1 ... Uk
5152...5

Uiljy1 ... Uk
S1S52...5¢
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Potisni automati (automati sa stekom)

Potisni automat

Tekuca konfiguracija () se moze promeniti izborom nekog elementa iz
skupova 8(q, i, 51), (.=, 51). 0(3, ui,) il 5(q <, <),
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Potisni automati (automati sa stekom)

Jezik automata

Potisni automat A prihvata rec w ¢ 3" (zavrSnim stanjima i praznim
stekom) ukoliko postoji niz raunskih koraka koji poCetnu konfiguraciju

JH

q[z] za neko q € F.

transformise u konfiguraciju

Jezik koji automat A prihvata (svojim zavrsnim stanjima i praznim
stekom) je:

L(A):{wezwqo[;"]ng[z},qu}.
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Jezik automata

L={w#wR|we{ab}"}
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Potisni automati (automati sa stekom)

Jezik automata

L={w#wR|we{ab}"}
M= ({qO, ai, qf}a do, {qf}, {aa ba #}a {aa b7$}7$7§)1 prl cemu je d:

q0>a’€) = {(qoaa)}
a,e—a a,a— e
qo, b, €) = {(qo, b)} b,e — b b,b—¢

o(

o(

6(qo, #,¢) = {(q1,¢)}

5( 173’3):{( 155)} do e—e¢ i 5 —>8©
5(‘7 q #, \_J &8
o(

a1, b, b) = {(ql,e)}
q17€7$) = {(qf7€)}
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Potisni automati (automati sa stekom)

Jezik automata
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M= ({qO, ai, qf}a do, {qf}, {aa ba #}a {aa b7$}7$7§)1 prl cemu je d:

q0>a’€) = {(qoaa)}
a,e—a a,a— e
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Potisni automati (automati sa stekom)

Jezik automata

L={w#wR|we{ab}"}
M= ({qO, ai, qf}a do, {qf}, {aa ba #}a {aa b7$}7$7§)1 prl cemu je d:

q0>a’€) = {(qua)} 2.2
q0, b, €) = {(qo, b)} be—b b,b— e

o(

o( )

6(qo, #,¢) = {(q1,¢)}
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5(‘7 q #, N
o(
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Jezik automata

L={w#wR|we{ab}"}
M= ({qO, ai, qf}a do, {qf}, {aa ba #}a {aa b7$}7$7§)1 prl cemu je d:
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a,e—a a,a—e¢
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Potisni automati (automati sa stekom)

Jezik automata

L={wwR|we{ab}*}
M = ({qO, aq1, qf}a do, {qf}, {aa b}a {aa bv $}7 $7 6)1 prl cemu je § definisano

Sa.

5(q07‘3»5) = {(qoaa)}
6(qo, b,€) = {(qo, b)}
(q075,g) = {(q17€)}
(q1,a,a) = {(q1,¢)}
quvb b) {(qla )}

é
1)
1)
d qi, € $) - {(Qf, )}
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Potisni automati (automati sa stekom)

Jezik automata

L={wwR|we{ab}*}
M = ({qO, aq1, qf}a do, {qf}, {aa b}a {aa bv $}7 $7 6)1 prl cemu je § definisano

Sa.

5(q07‘3»5) = {(qoaa)}
6(qo, b,€) = {(qo, b)}
(q075)5) = {(q175)}
(q1,a,a) = {(q1,¢)}
thb .b) ={(q1,¢)}

é
1)
1)
d qi, € $) - {(Qf, )}

abbbba | bbbba | bbba | bba
G g 1 25 9 | pas 9% | ppas

b
Foa b3$}|‘Q1{ $}'—Q1{;}’—Cﬁ{i]
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Potisni automati (automati sa stekom)

Jezik automata

Jezik koji automat A prihvata svojim zavrsnim stanjima je:
Lf(A):{Wezwqo[;’} I—j&q[ Z],qu,UEI—*}

Jezik koji prihvata automat A praznim stekom je:

L ={werla|y |ria| 2] acal.
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Jezik automata

Jezik koji automat A prihvata svojim zavrsnim stanjima je:
Lf(A):{WEZ*|qO{;V} I—j&q[ Z],qEF,UEI—*}

Jezik koji prihvata automat A praznim stekom je:

L ={werla|y |ria| 2] acal.

Ukoliko za neki potisni automat A = (Q, qo, F, X,T,$,6), posmatramo
jezik L¢(A), onda uzimamo da je F = (), jer zavrsna stanja nisu ni od
kakvog znacaja.
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Potisni automati (automati sa stekom)

Jezik automata

Oznatimo sa Lge(X), Le(X) i L5(X) skupove jezika nad X za koje postoji
potisni automat kojih ih redom prihvata

praznim stekom i zavr$nim stanjima,

praznim stekom,

zavrSnim stanjima.

Lre(Z) Ny L= Le(A).
Le(X) —  skup jezika L C ©* za koje postoji p.a. A t.d. — L= L.(A).
Le(X) 7 N L= Le(A).
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Potisni automati (automati sa stekom)

Jezik automata

Oznatimo sa Lgo(X), Le(X) i L(X) skupove jezika nad X za koje postoji
potisni automat kojih ih redom prihvata

® praznim stekom i zavr$nim stanjima,
® praznim stekom,

© zavrSnim stanjima.

Lee(X) ¢ S L= Lee(A).
Le(X) —  skup jezika L C ©* za koje postoji p.a. A t.d. — L= L.(A).
Le(x) A N L= Le(A).

Teopema
Lge(X) = Lo(X) = L£(X)
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Potisni automati (automati sa stekom)

Jezik automata

Inkluzije Lge(X) C Leo(X) i Leo(X) C L(X) su oCigledne.
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Potisni automati (automati sa stekom)

Jezik automata

Inkluzije Lge(X) C Leo(X) i Leo(X) C L(X) su oCigledne.
Dokazimo L.(X) C Lg(X).
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Potisni automati (automati sa stekom)

Jezik automata

Inkluzije Lge(X) C Leo(X) i Leo(X) C L(X) su oCigledne.
Dokazimo L.(X) C Lg(X).

Neka L € £,(X). Tada postoji potisni automat A = (Q, go,0,X,T,$,4)
takav da je L = L.(A). Nije tesko konstruisati potisni automat A’ koji:

simulira A i

kada A isprazni svoj stek, A’ ulazi u zavrsno stanje.
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Potisni automati (automati sa stekom)

Jezik automata

Inkluzije Lge(X) C Leo(X) i Leo(X) C L(X) su oCigledne.
Dokazimo L.(X) C Lg(X).

Neka L € £,(X). Tada postoji potisni automat A = (Q, go,0,X,T,$,4)
takav da je L = L.(A). Nije tesko konstruisati potisni automat A’ koji:

simulira A i

kada A isprazni svoj stek, A’ ulazi u zavrsno stanje.
A'=(QU{a, gt} 90, {gr}, X, T U{€},€,4"), pri cemu je ¢":

(g0, €.¢) = {(90,9)}.

8 (q,u,s)=0(q,u,s), g€ Q, ue XU{e}, seTU{e},

9'(q,6,€) ={(at.¢)}. g€ Q.
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Potisni automati (automati sa stekom)

Jezik automata

Inkluzije Lge(X) C Leo(X) i Leo(X) C L(X) su oCigledne.
Dokazimo L.(X) C Lg(X).

Neka L € £,(X). Tada postoji potisni automat A = (Q, go,0,X,T,$,4)
takav da je L = L.(A). Nije tesko konstruisati potisni automat A’ koji:

simulira A i

kada A isprazni svoj stek, A’ ulazi u zavrsno stanje.
A'=(QU{a, gt} 90, {gr}, X, T U{€},€,4"), pri cemu je ¢":

(g0, €.¢) = {(90,9)}.

8 (q,u,s)=0(q,u,s), g€ Q, ue XU{e}, seTU{e},

9'(q,6,€) ={(at.¢)}. g€ Q.

a2]ra] e ][ 2]ra[:]
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Potisni automati (automati sa stekom)

Jezik automata

Dokazimo sada L¢(X) C Lg(X).
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Potisni automati (automati sa stekom)

Jezik automata

Dokazimo sada L¢(X) C Lg(X).

Neka L € L¢(X). Tada postoji potisni automat A = (Q, go, F, X, T,$,0)

takav da je L = L¢(A). Nije tesko konstruisati potisni automat A’ koji:
simulira A i

kada A udje u zavrsno stanje, A’ prazni svoj stek.
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Potisni automati (automati sa stekom)

Jezik automata

Dokazimo sada L¢(X) C Lg(X).
Neka L € L¢(X). Tada postoji potisni automat A = (Q, go, F, X, T,$,0)
takav da je L = L¢(A). Nije tesko konstruisati potisni automat A’ koji:
simulira A i
kada A udje u zavrsno stanje, A’ prazni svoj stek.
A =(QU{qy d.}, 5, {q.}, . TU{E€},€,4'), pri Cemu je ¢’ odredjeno
uslovima:
(g0, €,¢) = {(q0,9)},
8 (q,u,s) =0(q,u,s), g€ Q, ue TU{e}, seTU{e},
§'(q,e,5) ={(a¢,€)}. ge F.seTU{e},
5'(qe.e,8) = {(g¢,€)}, s e TU{€}.



Formalni jezici - Teorija automata

Kontekstno-slobodni jezici i potisni automati

Uopstenje potisnog automata

Bez gubljenja opstosti mozemo pretpostaviti da je funkcija tranzicije
potisnih automata oblika

5:Qx (TU{e}) x (TUu{e}) = Pan(Q x ™)
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Kontekstno-slobodni jezici i potisni automati

Uopstenje potisnog automata
Bez gubljenja opstosti mozemo pretpostaviti da je funkcija tranzicije
potisnih automata oblika
§:Qx (Zu{el) x (Tu{e}) = Pan(Q x )

Svaki potisni automat sa ovakvom funkcijom tranzicije se moze
transformisati u obiCan potisni automat: ako

(q',s1...50) € 6(q,u,s)
onda dodajemo nova stanja g1, g2, ..., g¢—1 | uzimamo da:

(q1,5¢) € 6(q,u,s), (g1, s¢) zamenjuje (', 51 ...5¢)
5(qu,e,¢) = {(q2,5e-1)},
5(q21878) = {(Q3,SZ—2)}7

5(ger,e.2) = {(drs1)).
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Kontekstno-slobodni jezici i potisni automati

Uopstenje potisnog automata

Bez gubljenja opstosti mozemo pretpostaviti da je funkcija tranzicije
potisnih automata oblika

5:Qx (TU{e}) x (TUu{e}) = Pan(Q x ™)

Svaki potisni automat sa ovakvom funkcijom tranzicije se moze
transformisati u obiCan potisni automat: ako

(q',s1...50) € 6(q,u,s)
onda dodajemo nova stanja g1, g2, ..., g¢—1 | uzimamo da:

(q1,5¢) € 6(q,u,s), (g1, s¢) zamenjuje (', 51 ...5¢)
3(q1,¢,¢) = {(q2,50-1)},
5(q27878) = {(Q3,5£—2)}7

5(ger,e.2) = {(drs1)).

Stavise, moze se pretpostaviti i da su funkcije tranzicije oblika:
0:Qx(ZU{e}) xT = Pan(Q xT*)



Formalni jezici - Teorija automata

Kontekstno-slobodni jezici i potisni automati

Kontekstno-slobodni jezici i potisni automati

Za svaku kontekstno slobodnu gramatiku G = (V, %, S, P) postoji
potisni automat A takav da je L(G) = L(A).
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Kontekstno-slobodni jezici i potisni automati

Kontekstno-slobodni jezici i potisni automati

Teopema

Za svaku kontekstno slobodnu gramatiku G = (V, %, S, P) postoji
potisni automat A takav da je L(G) = L(A).

Dokaz.
A= ({qstarta Apetlja, qstop}7 Qstart s {qstop}v >,Vuxru {$}7 $73)
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Kontekstno-slobodni jezici i potisni automati

Kontekstno-slobodni jezici i potisni automati

Teopema

Za svaku kontekstno slobodnu gramatiku G = (V, %, S, P) postoji
potisni automat A takav da je L(G) = L(A).

Dokaz.
A= ({qstarta Apetlja, qstop}7 Qstart s {qstop}v >,Vuxru {$}7 $73)

5(qstarta g, $) = {(qpetljaa 5$)}
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Kontekstno-slobodni jezici i potisni automati

Kontekstno-slobodni jezici i potisni automati

Teopema

Za svaku kontekstno slobodnu gramatiku G = (V, %, S, P) postoji
potisni automat A takav da je L(G) = L(A).

Dokaz.
A= ({qstarta Apetlja, qstop}7 Qstart s {qstop}v >,Vuxru {$}7 $73)

5(qstart757$) = {(qpetljaa 5$)}
g(qpetljm €,X) = {(qpetljaa W) | X = w € P}
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Kontekstno-slobodni jezici i potisni automati

Teopema

Za svaku kontekstno slobodnu gramatiku G = (V, %, S, P) postoji
potisni automat A takav da je L(G) = L(A).

Dokaz.
A= ({qstarta Apetlja, qstop}7 Qstart s {qstop}v >,Vuxru {$}7 $73)

S(qstart757$) = {(qpetljaa 5$)}
g(qpetljm €,X) = {(qpetljaa W) | X = w € P}

5(Qpet1jav a, 3) = {(qpetljaa[‘:)}' aex
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Kontekstno-slobodni jezici i potisni automati

Teopema

Za svaku kontekstno slobodnu gramatiku G = (V, %, S, P) postoji
potisni automat A takav da je L(G) = L(A).

Dokaz.
A= ({qstarta Apetlja, qstop}7 Qstart s {qstop}v >,Vuxru {$}7 $73)

S(qstart757$) = {(qpetljaa 5$)}
g(qpetljm €,X) = {(qpetljaa W) | X = w € P}
_(qpetljav a, 2) = {(qpetljaae)}- acx

S(Qpetljmé', $) = {(qstopu 5)}

(=%}
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Kontekstno-slobodni jezici i potisni automati

Konstruisimo potisni automat koji prihvata reci jezika generisanog
gramatikom G = ({S, A, B},{a, b}, S, P) cCija su pravila:

P: S—alaAB,A— aA|a, B— bB|b.
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Kontekstno-slobodni jezici i potisni automati

Konstruisimo potisni automat koji prihvata reci jezika generisanog
gramatikom G = ({S, A, B},{a, b}, S, P) cCija su pravila:

P: S—alaAB,A— aA|a, B— bB|b.

S — aAB — aaB — aabB — aabb
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Kontekstno-slobodni jezici i potisni automati

Konstruisimo potisni automat koji prihvata reci jezika generisanog
gramatikom G = ({S, A, B},{a, b}, S, P) cCija su pravila:

P: S—alaAB,A— aA|a, B— bB|b.

S — aAB — aaB — aabB — aabb
A = ({q0,9p,ar}, o, {ar},{a, b}, {S, A, B,a, b,$},$,0), gde je §
definisano na sledeéi nacin:
(qo,€,9) = {(ap, S9)}
6(ap,€,S) = {(ap, a), (gp, 2AB)}

5(qp,€,A) = {(ap, a), (ap, 2A)}
3(qp, €, B) = {(ap, b), (gp, bB)}
6(qp’a a) = (qpa )}

6(qp7b7 b) = {(qp’g)}
6(qp.€,%) = {(ar, e)}.
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Kontekstno-slobodni jezici i potisni automati

Konstruisimo potisni automat koji prihvata reci jezika generisanog
gramatikom G = ({S, A, B},{a, b}, S, P) cCija su pravila:

P: S—alaAB,A— aA|a, B— bB|b.
S — aAB — aaB — aabB — aabb

A= ({qu ap, qf}a qo, {Qf}7 {‘37 b}> {57 A7 Ba a, ba $}a $7 6)! gde je )
definisano na slede¢i nacin:

5(q0,¢,9%) = {(qp, S9)} aabb aabb aabb
3(dpse, S) = {(ap, 3), (qps AB)} "°[ s }qu[ S5 } “’P[ aABS }
(Qp,ff A) = {(qm a), (qpvaA)} Fap abb } Fap { abb

5(dp» 2, B) = {(dp» b), (ap, bB)} A5 258 b
5Eqp,3 a))z {((qp, ))}} " | gs | TP bBs } “’p[ B$ }
0(gp, b, b) = ps € b € €
Sae.s) — (e ) “o b e[ 5] e 2]
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Kontekstno-slobodni jezici i potisni automati

Svaki jezik koji prihvata potisni automat je kontekstno slobodan.
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