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Potisni automati- automati sa stekom

q
· · · ulaz

· · · stek

Äåôèíèöèjà

Potisni automat je sedmorka (Q, q0,F ,Σ, Γ, $, δ), gde je

• Q kona�can skup stanja,

• q0 ∈ Q po�cetno stanje,

• F ⊆ Q skup zavr�snih stanja,

• Σ ulazni alfabet,

• Γ alfabet steka,

• $ ∈ Γ \ Σ po�cetni simbol steka,

• δ : Q × (Σ ∪ {ε})× (Γ ∪ {ε})→ P(Q × (Γ ∪ {ε})).
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Potisni automati

• Po�cetnu kon�guraciju potisnog automata za ulaz w = u1 . . . uk ∈ Σ∗

ozna�cava�cemo sa

q0

[
u1 . . . uk
$

]
• Kon�guraciju �cini trenutno stanje q, nepro�citani deo ulaza ui . . . uk i

re�c s1 . . . s` iz Γ∗ upisana na steku (sj ∈ Γ):

(∗) q

[
ui . . . uk
s1 . . . s`

]
• Ra�cunski korak je promena kon�guracije u skladu sa de�nicijom

funkcije δ.
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Potisni automat

Teku�ca kon�guracija (∗) se mo�ze promeniti izborom nekog elementa iz
skupova δ(q, ui , s1), δ(q, ε, s1), δ(q, ui , ε) ili δ(q, ε, ε).

q

[
uiui+1 . . . uk
s1s2 . . . s`

]
(q′,s′)∈δ(q,ui ,s1)−→ q′

[
ui+1 . . . uk
s ′s2 . . . s`

]

q

[
uiui+1 . . . uk
s1s2 . . . s`

]
(q′,s′)∈δ(q,ε,s1)−→ q′

[
uiui+1 . . . uk
s ′s2 . . . s`

]

q

[
uiui+1 . . . uk
s1s2 . . . s`

]
(q′,s′)∈δ(q,ui ,ε)−→ q′

[
ui+1 . . . uk
s ′s1s2 . . . s`

]

q

[
uiui+1 . . . uk
s1s2 . . . s`

]
(q′,s′)∈δ(q,ε,ε)−→ q′

[
uiui+1 . . . uk
s ′s1s2 . . . s`

]
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Jezik automata

Äåôèíèöèjà

Potisni automat A prihvata re�c w ∈ Σ∗ (zavr�snim stanjima i praznim
stekom) ukoliko postoji niz ra�cunskih koraka koji po�cetnu kon�guraciju

q0

[
w
$

]
transformi�se u kon�guraciju

q

[
ε
ε

]
za neko q ∈ F .

Jezik koji automat A prihvata (svojim zavr�snim stanjima i praznim
stekom) je:

L(A) =

{
w ∈ Σ∗ | q0

[
w
$

]
`∗A q

[
ε
ε

]
, q ∈ F

}
.
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Jezik automata

Primer.

L = {w#wR | w ∈ {a, b}+}
M = ({q0, q1, qf }, q0, {qf }, {a, b,#}, {a, b, $}, $, δ), pri �cemu je δ:

δ(q0, a, ε) = {(q0, a)}
δ(q0, b, ε) = {(q0, b)}
δ(q0,#, ε) = {(q1, ε)}
δ(q1, a, a) = {(q1, ε)}
δ(q1, b, b) = {(q1, ε)}
δ(q1, ε, $) = {(qf , ε)}

q0 q1 qf
#, ε→ ε ε, $ → ε

a, ε→ a
b, ε→ b

a, a→ ε
b, b → ε

q0

[
abb#bba
$

]
` q0

[
bb#bba
a$

]
` q0

[
b#bba
ba$

]
` q0

[
#bba
bba$

]
` q1

[
bba
bba$

]
` q1

[
ba
ba$

]
` q1

[
a
a$

]
` q1

[
ε
$

]
` qf

[
ε
ε

]
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Potisni automati (automati sa stekom)

Jezik automata

Äåôèíèöèjà

Jezik koji automat A prihvata svojim zavr�snim stanjima je:

Lf (A) =

{
w ∈ Σ∗ | q0

[
w
$

]
`∗A q

[
ε
σ

]
, q ∈ F , σ ∈ Γ∗

}
Jezik koji prihvata automat A praznim stekom je:

Le(A) =

{
w ∈ Σ∗ | q0

[
w
$

]
`∗A q

[
ε
ε

]
, q ∈ Q

}
.

Ukoliko za neki potisni automat A = (Q, q0,F ,Σ, Γ, $, δ), posmatramo
jezik Le(A), onda uzimamo da je F = ∅, jer zavr�sna stanja nisu ni od
kakvog zna�caja.
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Potisni automati (automati sa stekom)

Jezik automata

Ozna�cimo sa Lfe(Σ), Le(Σ) i Lf(Σ) skupove jezika nad Σ za koje postoji
potisni automat kojih ih redom prihvata

• praznim stekom i zavr�snim stanjima,

• praznim stekom,

• zavr�snim stanjima.

Lfe(Σ) ↘
Le(Σ) →
Lf (Σ) ↗

skup jezika L ⊆ Σ∗ za koje postoji p.a. A t.d.

↗ L = Lfe(A).
→ L = Le(A).
↘ L = Lf (A).

Òåîðåìà

Lfe(Σ) = Le(Σ) = Lf(Σ)
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Potisni automati (automati sa stekom)

Jezik automata

Dokaz.

Inkluzije Lfe(Σ) ⊆ Le(Σ) i Lfe(Σ) ⊆ Lf(Σ) su o�cigledne.

Doka�zimo Le(Σ) ⊆ Lfe(Σ).

Neka L ∈ Le(Σ). Tada postoji potisni automat A = (Q, q0, ∅,Σ, Γ, $, δ)
takav da je L = Le(A). Nije te�sko konstruisati potisni automat A′ koji:
• simulira A i

• kada A isprazni svoj stek, A′ ulazi u zavr�sno stanje.

A′ = (Q ∪ {q′0, q′f}, q′0, {q′f},Σ, Γ ∪ {e},e, δ′), pri �cemu je δ′:

• δ′(q′0, ε, ε) = {(q0, $)},
• δ′(q, u, s) = δ(q, u, s), q ∈ Q, u ∈ Σ ∪ {ε}, s ∈ Γ ∪ {ε},
• δ′(q, ε,e) = {(q′f , ε)}, q ∈ Q.
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]
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Potisni automati (automati sa stekom)

Jezik automata

Dokaz.

Doka�zimo sada Lf(Σ) ⊆ Lfe(Σ).

Neka L ∈ Lf(Σ). Tada postoji potisni automat A = (Q, q0,F ,Σ, Γ, $, δ)
takav da je L = Lf(A). Nije te�sko konstruisati potisni automat A′ koji:
• simulira A i

• kada A udje u zavr�sno stanje, A′ prazni svoj stek.
A′ = (Q ∪ {q′0, q′e}, q′0, {q′e},Σ, Γ ∪ {e},e, δ′), pri �cemu je δ′ odredjeno
uslovima:

• δ′(q′0, ε, ε) = {(q0, $)},
• δ′(q, u, s) = δ(q, u, s), q ∈ Q, u ∈ Σ ∪ {ε}, s ∈ Γ ∪ {ε},
• δ′(q, ε, s) = {(q′e, ε)}, q ∈ F , s ∈ Γ ∪ {ε},
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Kontekstno-slobodni jezici i potisni automati

Uop�stenje potisnog automata

• Bez gubljenja op�stosti mo�zemo pretpostaviti da je funkcija tranzicije
potisnih automata oblika

δ : Q × (Σ ∪ {ε})× (Γ ∪ {ε})→ P�n(Q × Γ∗)

• Svaki potisni automat sa ovakvom funkcijom tranzicije se mo�ze
transformisati u obi�can potisni automat: ako

(q′, s1 . . . s`) ∈ δ(q, u, s)

onda dodajemo nova stanja q1, q2, . . . , q`−1 i uzimamo da:

(q1, s`) ∈ δ(q, u, s), (q1, s`) zamenjuje (q′, s1 . . . s`)
δ(q1, ε, ε) = {(q2, s`−1)},
δ(q2, ε, ε) = {(q3, s`−2)},
...

δ(q`−1, ε, ε) = {(q′, s1)}.

• �Stavi�se, mo�ze se pretpostaviti i da su funkcije tranzicije oblika:
δ : Q × (Σ ∪ {ε})× Γ→ P�n(Q × Γ∗)
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Kontekstno-slobodni jezici i potisni automati

Kontekstno-slobodni jezici i potisni automati

Òåîðåìà

Za svaku kontekstno slobodnu gramatiku G = (V ,Σ,S ,P) postoji
potisni automat A takav da je L(G ) = L(A).

Dokaz.

A = ({qstart, qpetlja, qstop}, qstart, {qstop},Σ,V ∪ Σ ∪ {$}, $, δ)

δ(qstart, ε, $) = {(qpetlja,S$)}
δ(qpetlja, ε,X ) = {(qpetlja,w) | X → w ∈ P}
δ(qpetlja, a, a) = {(qpetlja, ε)}, a ∈ Σ

δ(qpetlja, ε, $) = {(qstop, ε)}
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Primer.

Konstrui�simo potisni automat koji prihvata re�ci jezika generisanog
gramatikom G = ({S ,A,B}, {a, b},S ,P) �cija su pravila:
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Òåîðåìà

Svaki jezik koji prihvata potisni automat je kontekstno slobodan.
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