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Uvod

Racunarske nauke pocivaju na nekoliko fundamentalnih pitanja:
e Sta je algoritam?
o Sta Jje moguce izralunati, a §ta ne?
o Kada algoritam moZemo smatrati prakticno upotrebljivim?

Vise od 80 godina naucnici iz oblasti raCunarstva se bave ovim pitanjima. Pre nastanka
prvih racunara, 30tih godina proslog veka, Alan Tjuring (eng. Alan Turing, 1912 -—
1954) je proucavao abstraktne masine koje su, posmatrano sa stanoviSta problema
koje bi mogle da izracunaju, imale iste moguénosti kao savremeni racunari. Tjuring
je imao za cilj da jasno definiSe granicu izmedju problema koje masine mogu da reSe i
onih koje ne mogu. Njegovi zakljuci su primenljivi ne samo na abstraktne Tjuringove
masine ve¢ 1 na savremene racunare.

Teorija automata se bavi izuCavanjem abstraktnih ,masina” za izraCunavanje.
Definicije i osobine matemati¢kih modela izraCunavanja su osnov savremene
racunarske nauke. Teorija izraunljivosti se bazira na svega nekoliko elementarnih
1 diskretnih koncepata, poput konacni skupovi i nizovi, od se kojih se, sloj po sloj,
gradi pojam - racunar. Razvoju teorije izraCunljivosti, osim matematicara, doprinose
i druge oblasti, poput biologije i lingvistike. Ve¢ 40tih i 50tih godina dvadestog veka
su proucavane jednostavne masine, koje danas zovemo konacni automati. U pocCetku
su ovi automati uvedeni da bi se modelovale mozdane funkcije. Klini (eng. Stephen
Kleene, 1909 — 1994 ) je 1956 godine objavio rad u kome je pokazao ekvivalenciju
modela mreZe neurona i konacnih automata. Kasnije se ispostavile da su konacéni
automati korisni i za druge namene, pa je trenutno najpopularnija njihova upotreba
u tekst editorima i pri leksickoj analizi teksta. Kasnih 50tih godina dvadestog veka
lingvist Noam Comski (eng. Noam Chomsky, 1928 — ) je poceo da proucava formalne
gramatike. U svom radu iz 1956 godine, Comski je dao matematic¢ki model za opis
prirodnih jezika koristeéi stabla. Iako nisu maSine, formalne gramatike su u bliskoj
vezi sa automatima i kao takve postale su osnov za razvoj vestackih jezika i time pos-
ale deo kompajlera programskih jezika. ProSirujuéi Tjuringova istraZivanja o tome
Sta moze, a Sta ne moZe biti sraCuanto, Kuk (eng. Stephen Cook, 1939 —) je 1969
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godine razdvojio probleme na one koje mogu uz pomocu racunara biti efikasno resSeni
i one koji u principu mogu biti reSeni, ali u praksi zahtevaju previSe vremena cak i
za male primere posmatranog problema. Kasnije je klasa problema koji se ne mogu
efikasno reSiti nazvana NP-teSki problemi. Vrlo je verovatno da ¢ak ni eksponen-
cijalni poboljSanja u brzini rada racunara nece uticati na nasu mogucénost da reSimo
velike primere iz ove klase problema.

Sva pomenuta teorijska dostignuéa igraju vaznu ulogu u savremenoj racunarskoj
nauci. Pojmovi poput kona¢nih automata i formalnih gramatika se koriste u razvoju
softvera, dok Tjuringove masSine daju bolje razumevanje Sta moZemo da ocekujemo
od softvera. Potrebno je za problem koji se reSava, prepoznati kojoj klasi problema
pripada i ako je reSiv napisati softver koji ¢e ga reSiti ili u sluc¢aju NP-problema nadi
priblizno reSenje ili iskoristiti neku heuristiku ili nekim drugim metodom smanjiti
vreme potrebno za reSavanje problema.

Postoji nekoliko razloga zasto je proucavanje automata vazan deo osnove racunarskih
nauka. Konacni automati se mogu koristiti za:

e softver za dizajn i proveru ponasSanja digitalnih kola
o leksicki analizator kompajlera

o softver koji u velikom tekstu, poput kolekcije veb strana, pronalazi klju¢ne reci,
fraze i druge Sablone

e softver za proveru sistema koji imaju konacan niz stanja, poput komunikacionih
protokola ili protokola za bezbednu razmenu informacija

S obzirom na trend razvoja racunarske nauke, specificno tehnicko znanje postaje
neupotrebljivo posle nekoliko godina. Sa druge strane, poznavanje teorijskih osnova
koje se, u ovom slucaju, tic¢u teorije automata, problema izracunljivosti i komplek-
snosti, omugucava lako usvajanje novih tehnologija i aktivno ucesée u razvoju istih.



Glava 1

Alfabet, rec, jezik

Uopsteno govoredi, racunari rade sa tekstovima koje moZemo posmatrati kao nizove
simbola nad nekim zadatim alfabetom. Programi su tekstovi nad alfabetom tastature,
ulazi i izlazi su takodje neki tekstovi nad istim alfabetom, pri ¢emu program trans-
formiSe ulazni tekst u izlazni. Osnovni cilj ovog poglavlja jeste da uvedemo formal-
izam koji je pogodan za rad sa tekstovima. Osnovni pojmovi su alfabet, rec i jezik,
koji ¢e biti polazni za formalno uvodjenje fundamentalnih pojmova racunarstva kao
Sto su algoritam (program), racunar, izracunavanje itd.

Alfabet

Definicija 1.1. Alfabet (azbuka) ¥ je neki konacan, neprazan skup elemenata. Ele-
menti skupa se nazivaju simboli.

Svaki alfabet koristimo da bismo napisali neki tekst.

PRIMER 1.1. [VaZni alfabeti] U nastavku, ¢esto ¢emo posmatrati sledece alfabete:
e Xy ={|} je tzv. unarni alfabet, koji sadrZi samo jedan simbol — vertikalnu crtu;
e Yyool = {0, 1} je Bulov alfabet, veoma vaZan za racunarstvo;

e X, ={0,1,....m—1}, za m > 1, jeste alfabet koji se koristi za zapisivanje
prirodnih brojeva u bazi m (primetimo da je Xy = Xyo01);

o Y, ={a,b,c,...,z} je latinica;

® Yieyboard = {4,3,B,b,...,Z,2,LU,>,<,(,),...,!} je alfabet svih simbola tas-
tature, pri ¢emu LI oznacava blanko znak;

® Yiogic =10,1,p,(,), A, V,—} jeste jezik koji moZemo koristiti za prikaz iskaznih
formula.

Naravno, pored nabrojanih koristicemo po potrebi i neke druge alfabete.



Rec¢

Zarazliku od prirodnih jezika, gde re¢ oznacava osnovnu jedinicu jezika, u racunarskoj
terminologiji re¢ nad alfabetom X predstavlja svaki kona¢ni niz simbola iz X.

Definicija 1.2. Re¢ nad alfabetom X je svaki konacan niz simbola iz ¥. Prazna rec, u
oznaci € (A,e), je re¢ koja ne sadrZi ni jedan simbol. DuZina reci w, u oznaci |w|, je
broj simbola u reci w.

Ako je X alfabet, za m > 2, skup £ = X x - - - X X svih m-torki simbola nazivamo
N——
m puta
skupom svih re¢i nad ¥ duZine m, i umesto (ay,--- ,a,,) piSemo aj ---a,,. Skup X!,
tj. skup svih re¢i nad ¥ duzine 1, identifikujemo sa skupom X. Skup X° je jednoclani

skup ¢iji éemo element oznacavati sa € i pri tome ¢emo smatrati da je i € re¢ nad X i
to prazna rec¢. Usvajamo i sledeée oznake:

sr=Jz, == =rtu{e.

m>1 m=0
Dakle, elementi skupa X* su re¢i nad X.

PRIMER 1.2.

Zgool - {8}7Ztl>ool - {Oa 1}ﬂ212)ool - {007017 10, 11}7 e

st = {£,0,1,00,01,10,11,000,001,010,100,011,...}
{eyU{xixa--x, [nENT x; €Tpoorzai=1,...,n}

z  =1{0,1,00,01,10,11,000,001,010,100,011,...}

ool

Reci koristimo za prikazivanje razli¢itih objekata kao Sto su brojevi, formule,
grafovi, programi, itd.

PRIMER 1.3. [Unarne reprezentacije brojeva| Svaku re¢
|- |=["e Xy
N——
n puta

mozemo posmatrati kao unarnu reprezentaciju prirodnog broja n. Primetimo da je
"l =
=n.

PRIMER 1.4. [Binarne reprezentacije brojeva] Re¢ x = xix,...x, € £} | moZemo
posmatrati kao binarnu reprezentaciju prirodnog broja razli¢itog od nule:

n
num(x) = ZZ”"xi.
i=1
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Za svaki prirodan broj m razli¢it od nule, neka je bin(m) € X | najkraca binarna
reprezentacija broja m, tj. reC alfabeta X, koja poCinje simbolom 1. Dakle,

num(bin(m)) = m.
Nije tesko pokazati da je |bin(m)| = [log, m] + 1, za m > 1. Po dogovoru uzimamo da
je bin(0) = 0.

PRIMER 1.5. [Reprezentacije konacnih nizova prirodnih brojeva] Konacan niz
ai,...,a,, n € N*ia; € N, moZemo predstaviti kao re¢

bin(a; )#bin(a, )#- - - #bin(a,) € {0, 1,#}*.

PRIMER 1.6. [Reprezentacija usmerenih grafova| Neka je G = (V, E) usmeren graf,
pri ¢emu je V skup évorovai E C {(u,v) | u,v € V,u # v} skup ivica. Neka je |V| =n
broj elemenata skupa V. Graf G moZemo predstaviti tzv. matricom susedstva Mg =
[aij], dimenzije n X n, pri Cemu je

ajj = 1 ako (V,’,Vj) cEi aij =0 ako (Vi,Vj) QE

Dakle, a;; = 1 znaci da G sadrzi ivicu (v;,v;) od v; do v}, aa;; = 0 znaci da G ne sadrZi
ivicu od v; do v;. Matrica susedstva Mg moZe se predstaviti kao re¢ nad {0, 1,#} tako
Sto redom navodimo vrste matrice oznacavajuci kraj vrste simbolom #.

Posmatrajmo graf na narednoj slici.

121 1%
V3 V4
Njegova matrica susedstva je
0 011
0 01 1
010 1
00O0O

PredloZena reprezentacija ove matrice jeste re¢ (nad {0, 1,#}):

0011#0011#0101#0000#



PRIMER 1.7. [Reprezentacija tezinskih neusmerenih grafova] Veoma vaznu vrstu
objekata predstavljaju tzv. teZinski neusmereni grafovi G = (V,E,h), gde je E pod-
skup skupa dvoclanih podskupova od V i h: E — N\ {0}. Vrednost h(e) nziva
se teZina ivice e € E. 1 ovakvi grafovi se mogu predstaviti matricom susedstva
MG = [ai j}i

a;j =0ako {v;,v;} € Eia;j=h({vi,v;}) ako {v;,v;} € E.

Matrica grafa prikazanog na prethodnoj slici je

07 0 61
701 10
01 060
6 1 6 05
1 00 50

Ovu matricu mozemo predstaviti kao re¢ nad {0, 1,#} tako Sto teZine g;; zapiSemo u

binarnom sistemu razdvajajuéi ih simbolom #, i oznacavajuci kraj vrste sa ##:

O# 1 L1#O0#1 10# 141 1 1HO# 1# 1 #O##0# 1#0# 1 104041 104141 10#0# 10 1## 1 #0#0# 10 1#0.
Matrica susedstva Mg = [a;;] je oCigledno simetriCna, a;; = aj;, za sve i, j, odakle

sledi da se odgovarajuca re€ moze skratiti (izostavljajuci suviSna ponavljanja). Naime,

dovoljno je navesti elemente iznad glavne dijagonale:

H#111#0#1 10#1## 1#1#0##1 10#0##101.

PRIMER 1.8. [Reprezentacija iskaznih formula] Pretpostavimo da su iskazne for-
mule izgradjene nad iskaznim slovima pg, p1, p2, p3, ... upotrebom veznika A, V i .
Ako iskazno slovo p; zapiSemo kao re¢ pbin(i), onda svaku iskaznu formulu mozemo
zapisati kao re¢ nad alfabetom

Zlogic = {p707 17 (7 )7/\7\/7_‘}'
Na primer, formuli
(P3Vpu) A=ps

odgovara rec:
(pl1V pl011) A—plll.
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PRIMER 1.9. [Reprezentacija programa] Svaki program jezika C + + jeste jedna
re nad Xyeyboard-

Definicija 1.3. Neka je X bilo koji alfabet i neka su u,v € £*. Rec dobijena konkate-
nacijom (dopisivanjem) reci u i v, ¢ije su duZine m i n respektivno, u oznaci uv ili
u-v, je re¢ nad altabetom ¥ duZine m + n, takva da je i-to slovo reci uv jednako i-tom
slovu re¢i u ako je i < m, odnosno i —m-tom slovu reci v ako je i > m.

Osobine operacije dopisivanja su:

e Operacija je asocijativna (af8)y = a(B7y)
e ¢ je neutralni element ae = €0 =«
e Nad X* definisan jedan monoid, takozvani slobodni monoid

Za a € £* i n € N na uobicajen nacin definiSemo o sa a® = €, "' = o«

e Ako X ima bar dva simbola, onda operacija dopisivanja nije komutativna
Definicija 1.4. Neka je X bilo koji alfabet i neka su u,v € X*.
o u je prefiks rec¢i w ako postoji re¢ v takva da vaZi w = uv
e u je sufiks reCi w ako postoji rec¢ v takva da vazi w = vu
e u je podrec rec¢i w ako postoje re¢i v| i vp, maguce i prazne, takve da vaZi
w=viuv;.
Jezik
Definicija 1.5. Jezik nad alfabetom X jeste bilo koji podskup od ¥*.
Trivijalni jezici nad alfabetom X jesu:
e [y =0 — prazan jezik;
o L. = {€e} —jezik koji sadrzi samo praznu rec;
o Ly =X —skup svih reci nad X.
Naravno nama ¢e posebno biti vaZni netrivijalni jezici.

PRIMER 1.10. Navodimo nekoliko netrivijalnih jezika nad {a,b}:

e L) ={¢g,ab,bab};
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L2:Z+;

Ly ={a,aa,aaa,aaaa,...} ={d" |n>1};

Ly = {a” | p je prost broj};

Ls={dba |i,j>1};

Le = X3 = {aaa,aab,aba,baa,abb,bab,bba,bbb};

Ly ={w € {a,b}* | |w|a = |w|p}, pri Cemu |w|s, za s € {a,b}, oznaCava broj
pojavljivanja simbola s u reci w.

Iako jezici mogu biti i konac¢ni, u velikom broju slucajeva zanimljivi su upravo oni
beskonacni.

Definicija 1.6. Neka je X alfabet. Na skupu & (X*) svih jezika nad ¥ definiSemo
sledece operacije:

1. skupovne:

e unija jezika Ly i Ly jezik LiULy ={we€X* |weLjiliw€ Ly};
e presek jezika Ly i Ly jezik LiNLy ={weX* |welLjiweLy};
e komplement jezika L, jezik L[f =YX \Li={wel"|wgL}.

2. nadovezivanje (proizvod): Ly -L, = {uv|lu € Ly,v € L»}
3. stepen: L° = {e}, L' = L' L, ieN
4. iteracija (Klinijeva zvazdica): L* = J,>oL" = {u1 ... uy|n € N,uy,...,u, € L}

Dodatno, uvodimo oznaku LT = |J L'.
i>0

PRIMER 1.11. Ako je L; = {€,b,ab} i L, = {aa,ab}, onda je
LiL, = {e€aa,eab,baa,bab,abaa,abab}
= {aa,ab,baa,bab,abaa,abab}.
Izdvajamo neke ocCigledne jednakosti:
o LT =LL";
o LLy=LyL=Ly=0;

o LL.=L.L=L
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PRIMER 1.12. {a}* ={¢,a,aa,aaa,...} ={a" | n € N},
{a}{b}* ={a'd’ |i,j €N} .
({a}{b})* = {ab}* = {&,ab,abab,ababab, ...} = {(ab)' |i € N};
{a,b}* - skup svih re¢i nad {a,b}.
Lema 1.1. Neka su Ly, L,, L3 jezici nad istim alfabetom X. Tada vaZi:
o L/ [LULLz=1,4 (L2 ULg),‘
° Ll(Lz ﬂLg) CLiL,NL{Ls.

PRIMER 1.13. U drugom tvrdjenju prethodne leme, inkluzija se ne moze zameniti
jednakoscu. Posmatrajmo sledece jezike nad Xyg0r:

Ly ={¢e,1}, L,={0}, Lz={10}.
Tada je LN L3z =0, paje L1 (L, NL3) = 0. Kako je
LiLy = {0,10} i L L3 = {10,110},
imamo da je L L, NL;L3 = {10}. Dakle, u ovom slucaju, Ly (LyNL3) & LiL, N L Ls.

Na kraju ovog odeljka, navodimo nekoliko jezika koji su veoma vazni sa prakti¢nog
stanoviSta.

PRIMER 1.14. e Nad alfabetom Xyeyphoard posebno je vazan jezik Lcy 1 koji sadrzi
sve sintaksno korektne programe zaisane na jeziku C + +.

e Nad alfabetom {0, 1,#} posebno je vazan jezik Liamilon koji sadrzi sve reprezentacije
usmerenih grafova koji sadrze Hamiltonov ciklus.

e Nad jezikom Xjogic posebno je vazan jezik Ly koji sadrzi sve reprezentacije
iskaznih tautologija.

U vezi sa navedenim jezicima, posebno su znacajni algoritmi koji resavaju prob-
lem pripadanja:

Ako je L C X* naci algoritam koji za ulaz w € £* daje odgovor DA akow € L,
odnosno odgovor NE ako w & L.

Pomenuti algoritam treba da odredi funkciju

0, weél

A3 {01}, A(w):{ -

Ovom problemu ¢ée posebna paZnja biti posvecena u narednim poglavljima.



Glava 2

Regularni jezici

2.1 Konacni automati

Kona¢ni automati reprezentuju najjednostavnije algoritme (programe) kojima se
reSavaju problemi pripadanja za pojedine jezike. Da bismo slikovitije opisali kona¢ne
automate, zamislimo masinu koja zadatu re¢ (unapred odredjenog alfabeta) Cita sim-
bol po simbol i pri tome izvrSava veoma jednostavne instrukcije, koje ¢emo uskoro
uvesti. Konacan niz instrukcija I, I, ..., I, (pri ¢emu je pocetna instrukcija nu-
merisana brojem 0) predstavlja program koji je zadat maSini. Ulaznu re¢ zadajemo na
traci, koja je neogranicena sa jedne strane i izdeljena na Celije, tako Sto Celije popunja-
vamo redom simbolima koji ¢ine za-

datu re¢ w = s5283...5;.  Pret- | . |S2 ‘ | S" | ‘ traka
postavimo da maSina raspolaze i ?\glava

glavom koja u svakom trenutku moZze 0. Io

da procita sadrzaj samo jedne Celije I'F‘ program

1 u skladu sa pro€itanim simbolom
izvrSava tekucu instrukciju.

Razmotrimo najpre jednostavan slucaj kada su ulazne reci zadate nad alfabetom
Yhool = {0, 1}. U ovom slu€aju, programi su kona¢ni nizovi instrukcija oblika:

n. I,

IF symbol=0 THEN goto i ELSE goto j

pri ¢emu i i j oznacavaju redne brojeve nekih instrukcija tog programa (uz dogovor
da je 0 redni broj prve instrukcije programa). Nacin izvrSavanja navedene instrukcije
je ocigledan: ako citas simbol 0, onda predji na izvrSavanje i-te instukcije programa,
a u suprotnim (ako citas simbol 1) predji na izvrSavanje j-te instukcije programa.
Primetimo da je navedeni opsti oblik instrukcije ekvivalentan sa IF symbol=1 THEN
goto j ELSE goto i.

Na pocetku rada, glava Cita sadrzaj prve Celije i izvrsava instrukciju Iy. Nakon
toga, glava se pomera za jedno mesto udesno i izvr§ava instrukciju na koju je upuéena

12
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u prethodnom koraku. Ponovo se pomera za jedno mesto udesno i izvrSava instrukciju
na koju je upuéena u prethodnom koraku itd. MaSina se zaustavlja kada ucita sve
simbole sa ulaza, tj. kada glava stigne do praznog polja.

PRIMER 2.1. Analizirajmo rad sledeéeg programa.
0. IF symbol=0 THEN goto 0 ELSE goto 1
1. IF symbol=0 THEN goto 0 ELSE goto 1

Zbog bolje preglednosti, dati program mozemo prikazati grafom. Cvorovi pred-
stavljaju instrukcije programa, a strelice koje povezuju ¢vorove (ivice) ilustruju znacenje
instrukcije iz koje polaze.

0
OENO
0

Strelice koje izlaze iz nekog ¢vora oznacene su simbolima 0 ili 1 i usmerene ka
drugim ¢vorovima u skladu sa znacenjem instrukcije koju taj polazni ¢vor reprezen-
tuje. Stralica koja dolazi iz spoljasnjosti i zavrSava se u ¢voru 0. ukazuje da taj ¢vor
predstavlja prvu instrukciju programa.

1

Rad maSine po zadatom programu za ulaz 010 prikazan je korak po korak na
narednim slikama.

ool ]

—_

1
— 0. IF symbol=0 THEN goto 0 ELSE goto
1. IF symbol=0 THEN goto 0 ELSE goto 1

ool [ ] ( !

—— () W
. IF symbol=0 THEN goto 0 ELSE goto 1
1. IF symbol=0 THEN goto 0 ELSE goto

1
On
0
ol o[ 1] oS
0
1

=]

—

—_

1

—_

0. IF symbol=0 THEN goto O ELSE goto .‘

— 1. IF symbol=0 THEN goto 0 ELSE goto 1
0
Tl ] A
— U
— 0. IF symbol=0 THEN goto 0 ELSE goto 1
1. IF symbol=0 THEN goto 0 ELSE goto

0

1

—_

Zbog ociglenih prednosti, rad maSine za ulaz 011 prikazaéemo samo grafom.
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0 0

Ol o OO O O
0 0 0
Vidimo da se za ulaz 010 maSina zaustavila na instrukciji O, a za ulaz 011 na

instrukciji 1. Nije tesko doci do sledeéih opstih zakljucka:
e ako se ulazna re¢ zavrSava sa 0, onda se maSina zaustavlja na instrukciji 0, a

e ako se ulazna re¢ zavrSava sa 1, onda se masina zaustavlja na instrukciji 1.

Ovaj zaklju€ak nas navodi na pomisao da zadati program posmatramo kao algori-
tam koji reSava problem pripadanja reci jeziku:

L={weX,|wsezavrsavasa 1}.

Ako redni broj instrukcije na kojoj se maSina zaustavlja posmatramo kao odgovor
masine za zadati ulaz, onda za jezik L

e zaustavljanje na instrukciji O tumacimo kao odgovor ,NE” (ulaz ne pripada
jeziku L), a

e zaustavljanje na instrukciji 1 tumacimo kao odgovor ,,DA” (ulaz pripada jeziku
L).

Drugim re¢ima, smatramo da program izraCunava vrednosti karakteristi¢ne funkcije
jezika L, tj. funkcije A : £ | — {0,1} definisane sa

0, wel,
A(W):{l wé L.

Da bismo pojasnili kako funkcioni$e konstruisani automat, pokusajmo sebe da
postavimo u njegovu poziciju. Zamislite da vam neko kaZe da je u polja trake upisao
neki niz nula i jedinica, ali vam re¢ prikazuje simbol po simbol i zahteva da odgov-
orite da li se uneta re¢ zavrSava sa 1. Otkrivanjem svakog novog simbola, vi Cete u
mislima pripremiti potencijalni odgovor ocekujuéi da je simbol koji ste upravo videli
1 poslednji. Kako se simboli menjaju i vi ¢ete menjati svoj potencijalni odgovor dok
god ne vidite prazno polje, kada éete zakljuciti da ste videli ¢itavu zapisanu re€ i da
je poslednji potencijalni odgovor ujedno i odgovor na postavljeno pitanje.

0] o] ] [oliTo] | [oliTol |

0
NE DA NE
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U trenucima u kojima nameravate da date odgovor ,NE” smatraCemo da ste u
stanju 0, a u trenucima kada je potencijalni odgovor ,DA” da ste u stanju 1. Promena
vaSeg stanja tokom Citanja ulazne reci simbol po simbol u potpunosti odgovara prom-
enama rednih brojeva instrukcija programa dok glava masSine Cita ulaznu re¢. Zato se
kaZe i da radni broj instrukcije koju masSina u nekom trenutku izvr§ava zapravo stanje
u kome se ona u tom trenutku nalazi.

*

PRIMER 2.2. NapiSimo program za kona¢ni automat, koji za ulaz w € X; ; ,raCuna”
ostatak pri deljenju broja num(w) sa 3. Ideju za pisanje Zeljenog programa dobi-
jamo ako uzmemo u obzir da ulaz ¢itamo simbol po simbol sleva nadesno. Zamis-
limo trenutak u kome smo videli prefiks v ulazne re¢i i imamo spreman potencijalni
odgovor (u slucaju da je v zapravo ulazna rac¢). Neka je r potencijalni odgovor u tom
trenutku, tj. neka je num(v) = r mod 3, ili kraée num(v) =3 r. Ako u sledeéem
trenutku vidimo jo§$ jedan simbol, mora¢emo da potrazimo novi potencijalni odgovor
uzimajuéi u obzir prethodni potencijalni odgovor ali i to koji je novi simbol koji
smo uodili. Koristeéi jednakost num(vs) = 2Num(v) + s, s € {0,1} i Cinjenicu da
iz num(v) =3 r sledi da je num(vs) =3 2r + s, jednostavno dolazimo do tabele na
osnovu koje menjamo potencijalni odgovor (,stanje”):

r=0 r=1 r=2
s=0[2-040=30|2-140=32(2-240=31
=1{2-0+1=31|2-141=30|2-24+1=32

Rezultate prethodne tabele moZemo na jednostavan nacin prikazati grafom u ¢ijim se
¢vorovima nalaze potencijalni odgovori, a strelice odgovaraju promenama potencijal-
nih odgovora prema tome koji je novi simbol ucitan.

0
'0 ROW '1
TN 0

~ = - na primer, ova strelica
odgovara jednakosti 2-1+1=30

Na primer, ako je na ulazu data re¢ 01010, automat ¢e se zaustaviti u ¢voru 1, tj.
dace odgovor 1.
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Uzimajuéi u obzir kako je automat konstruisan, njegov odgovor je i ocekivan jer
je num(01010) =0-24+1-234+0-22+1-21 +0=10=; 1.
Konstruisani graf reprezentuje sledeéi program.
0. IF symbol=0 THEN goto O ELSE goto 1
1. IF symbol=0 THEN goto 2 ELSE goto 0
2. IF symbol=0 THEN goto 1 ELSE goto 2

Navedeni program moZemo iskoristiti za algoritamsko reSavanje problema pri-
padanja za nekoliko jezika. Posmatrajmo jezik

L={w € X}, | num(w) nije deljivo sa 3}.
Ako

e zaustavljanje na instrukciji 0 tumacimo kao odgovor ,ulaz NE PRIPADA jeziku
L?” a

e zaustavljanje na instrukciji 1 ili na instrukciji 2 tumacimo kao odgovor ,ulaz
PRIPADA jeziku L”,

onda program zaista ispituje pripadnost ulazne re¢i datom jeziku. Dakle, proglasavanjem
pojedinih odgovora potvrdnim, i samim tim preostale odrecnim, program smo na
veoma jednostavan nacin prilagodili problemu pripadnosti jeziku L. Uobicajeno je da
se potvrdni odgovori nazivaju zavrSnim stanjima i da se odgovarajuéi ¢vorovi grafa
isticu dvema koncentri¢nim kruZnicama.

0
'010'1
1 0

Na analogan nacin, program moZemo iskoristiti i za neke druge probleme pri-
padanja; na primer, za problem pripadanja jeziku

Ly ={weX, | num(w)=31}.
U slucaju ovog jezika, potvrdan odgovor, tj. zavrS$no stanje jeste samo 1.

0
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Na potpuno analogan nacin razmatramo i opsti slucaj kada su na ulazu dozvoljene
re¢i nad bilo kojim alfabetom X = {sy,s2,...,s5¢}. U tom slucaju za pisanje programa

koristimo naredbe oblika:
select symbol=s; goto i

symbol=s, goto iy

symbol=s; goto i
pri ¢emu je naCin izvrSavanja ovakve naredbe oCigledan: ako citas simbol s idi na in-
strukciju i;. AKo je instrukcija ovog oblika i-ta u programu, onda je graficki prikazu-
jemo tako Sto iz Cvora i izlaze strelice oznalene sa s1,s$2,...,5; 1 zavrSavaju se re-
dom u ¢vorovima iy,i,...,i. Primetimo da je u slucaju alfabeta X0, naredba IF
symbol=0 THEN goto i ELSE goto j zapravo samo krae zapisana naredba:

select symbol=0 goto i
symbol=1 goto j.

PRIMER 2.3. Nad alfabetom X3 = {a,b,c} posmatramo jezik
L={d"b'c" | k. t,m>1}.

Konstrui§imo automat koji reSava problem pripadanja jeziku L.

a b
a(l\b(z\c

O

a,b,c

Program kome odgovara dati graf izostavljamo.

Jednostavno je uociti osnovne ideje kojima je rukovodjena konstrukcija ovog au-
tomata: automat moze sti¢i do zavr§nog stanja samo ako

e najpre ucita bar jedan simbol a nakon ¢ega prelazi u stanje 1 i u njemu moZe
ostati dok god ucitava simbole a,

e a zatim ucita bar jedan simbol b i prelazi u stanje 2 u kome ostaje ako ima jo§
simbola b,

e inajzad kada ucita simbol ¢ prelazi u zavr$no stanje 3 u kome ostaje samo ako
se ulaz zavrSava simbolima c,
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dok u ga u svim ostalim slucajevima Saljemo u takozvano mrtvo stanje 4 (iz koga
nema izlaska).

Uopsteno govoredi, kona¢ne automate nad alfabetom X = {s;,...,s;} reprezen-
tuju konacni ,teZinski” usmereni grafovi:

e Cije ¢vorove nazivamo stanjima, i medju kojima je izdvojeno jedno pocetno
stanje (na koje ukazuje strelica iz spoljaSnjosti) i nekoliko zavrsnih stanja (koje
prikazujemo dvema koncentri¢nim kruznicama), pri ¢emu dolazi u obzir i moguénost
da nema zavr$nih stanja, i

e iz svakog Cvora (stanja) polazi tacno k ivica (ka istom stanju ili nekim drugim
stanjima) koje su oznacene simbolima s1, ..., S.

KaZemo da neki kona¢ni automat nad ¥ prihvata re¢ w € X* ako se put koji polazi
iz pocetnog stanja i odgovara re¢i w zavrSava u nekom od zavr$nih stanja. Automat
prihvata jezik L C ¥* ako prihvata sve re€i iz L, i ne prihvata re¢i iz £* \ L.

PRIMER 2.4. Posmatrajmo automat nad X prikazan na narednoj slici.

prihvata 1001 ne prihvata 00111
Uopste, automat prihvata re¢i koje pocinju i zavrSavaju se istim simbolom.

PRIMER 2.5. Konstruisati graf za automat nad Xy, = {0, 1} koji prihvata:
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1. L; = {01,101};
2. L={weX,}|wsezavriavasa0l};

3. Ls = {w € Ty} | Ilo je paran broj}.

Nije tesko uociti da ima jezika L C X* za koje ne postoje konacni automati koji ih
prihvataju. Kasnije éemo mnogo detaljnije pisati o takvim jezicima. Sada navodimo
samo jedan primer L = {0"1" | n > 1}. Iako u ovom trenutku necemo strogo dokazati
da ne postoje konacni automat koji prihvata ovaj jezik, to je intuitivno jasno, jer
bi takav automat morao nakon ucitavanja nula da zapamti njihov broj, a znamo da
konacni automati ne raspolazu nikakvom memorijom.

Formalna definicija kona¢nog automata

Stroga definicija konacnog automata (skraéeno KA) jeste samo matemati¢ka formal-
izacija pojma koji smo uveli oslanjajuci se na graficke prikaze.

Definicija 2.1. Konac¢ni automat je uredjena petorka M = (Q, qo,F,%,d), gde je

e ( konacan skup stanja,

qo € Q pocetno stanje,

F C Q skup zavrsnih stanja,

Y. ulazni alfabet,

0 : Q x X — Q funkcija tranzicije.

Prethodnom definicijom je obuhvaceno sve §to je potrebno da bismo konstruisali
neki automat: odrediti njegova stanja, precizirati koje stanje je pocetno, proglasiti po-
jedina stanja zavrsnim, zadati alfabet Cije reCi mogu biti ulazi i opisati kako se prelazi
iz jednog stanja u drugo Sto se postize funkcijom tranzicije: jednakost §(q,s) = p
odgovara strelici iz stanja g u stanje p pri ¢emu je strelica oznacena sa s.

PRIMER 2.6. Svaki od automata koji smo do sada graficki predstavljali jednostavno
se zadaje 1 u skladu sa prethodnom definicijom. Na primer, automat iz prethodnog
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primera jeste uredjena petorka ({0,1,2,3,4},0,{3},{a,b,c},8), pricemuje 6 : {0,1,2,3,4} x
{a,b,c} —{0,1,2,3,4} funkcija definisana slede¢om tabelom:

-wa_o‘co
B b~ = =|Q
£ SN N \S IS N
B~ LW W ks Ao

PRIMER 2.7. Ako je automat zadat kao uredjena petorka, jednostavno ga graficki
prikazujemo. Posmatrajmo automat M = ({qo,491,92,93},90,{90,93},{0,1},6), gde
je 0 definisano slede¢om tabelom.

Rad datog automata za zadati ulaz, na primer za 010110, pratimo prolaskom kroz
graf, polazeci iz qq i slededi ivice oznacene redom simbolima ulaza (Citanog sleva
nadesno). ZakljuCujemo da automat prihvata ulaz, jer rad zavrSava u stanju g3 koje je
zavrsno. Prolazak kroz graf moZemo prikazati i na slede¢i nacin:

0010110 1 g210110 Fyg ¢30110 g g1 110 Ft go10 Fur g10 b g3,

pri ¢emu su momenti rada automata okarakterisani tekuéim stanjem i ostatkom ulaza
koji treba da se ucita. Ovakve karakterizacije koraka pri radu automata M nazivaju se
konfiguracijama. Konfiguracije su povezane znakom g koji oznac¢ava odgovarajucée
promene konfiguracija. Svake dve susedne konfiguracije predstavljaju jedan racunski
korak. Citav niz nazivamo izraCunavanjem automata M za ulaz 010110.
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Pojmove istaknute u prethodnom primeru uvodimo slede¢om definicijom.

Definicija 2.2. Neka M = (Q, qo,F,X,0) konacni automat.

e Konfiguracija automata M je svaki element iz Q x X*. Za bilo koje g € Q i
w € X*, konfiguraciju (q,w) krace oznatavamo gw. Specijalno konfiguraciju
g€ oznacavamo q.

e Racunski korak automata M jeste binarna relacija by na skupu svih konfigu-
racija definisana na sledeci nacin:

gwhky pv& zanekis € L,w=svid(q,s)=p.
e [zracunavanje automata M jeste svaki konacan niz konfiguracija Cy, Cy, ..., C,,
n > 1, takav da je C; g Ciy 1, za svaki i, 0 < i < n.

e [zracunavanje automata M za ulaz w jeste svako izracunavanje Cy, Cy, ..., C,
takvo da je Cy = gow i C, € Q x {€}. Tada se konfiguracije Cy naziva poCetna
konfiguracija, a C,, zavrsna konfiguracija.

Pojam izracunavanja automata M koristimo da bismo uveli takozvano refleksivno
1 tranzitivno zatvorenje relacije -y, tj, relaciju 3, medju konfiguracijama definisanu
sa: gw g pv akko

e vaZig=piw=v,ili
e postoji izracunavanje Cy,Cy,...,C, takvo da je Co = gw i C, = pv.
Definicija 2.3. Neka M = (Q, qo,F,X, ) konac¢ni automat.

e Automat M prihvata re¢ w, ako stanje zavrsne konfiguracije izracunavanja au-
tomata M za ulaz w pripada skupu (zavrsnih stanja) F. U suprotnom, automat
M ne prihvata re¢ w.

e Jezik koji prihvata automat M jeste skup svih reci nad X koje prihvata automat
M:
L(M) = {w € X* | M prihvata re¢ w}.

Jezik koji prihvata automat M moZemo opisati i relacijom
L(M)={weX"|gowty pzaneko p € F}.

Veoma je korisno definisati i svojevrsno zatvorenje funkcije tranzicije. Nefor-

malno, za g € Q i w € T*, §(g,w) je stanje u koje se stize nakon uditavanja reci w
polaze(i iz stanja g, tj.
5(g,w) = p je ekvivalentno sa gw Fy p-

Specijalno je §(g,5) = 8(qg,s), za bilo koje s € £.
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Definicija 2.4. Neka je (Q,qo,F,X,5) neki konacni automat. Zatvorenje funkcije
0 : Q x X — Q jeste funkcija 0 : Q x £* — Q data slede¢im jednakostima:

o 5(q,8)=q.q€ 0,
o 5(q,ws)=8(8(q,w),s), g€ Q, weE*, seX.

Jezik koji prihvata automat M ima i sledeci opis:
L(M) = {w e £* | §(qo,w) € F}.

Lema 2.1. Neka je M = (Q, qo, F,X, 8) konac¢ni automat. Ako su u,v € L* reci takve
da je 6(qo,u) = 6(qo,v), tada za svaku re¢ w € £* vazi:

uw € L(M) < vw e L(M).

Dokaz leme je prepusten Citaocu.

U narednom primeru ilustrovaéemo jedan koristan metod koji se koristi prilikom
odredjivanja jezika koji prihvata neki konacni automat. Pre toga isticemo nekoliko
opstih zapazanja. Svaki kona¢ni automat M = (Q, qo, F,X, 0) razbija skup svih X* na
|Q| skupova! (koji su neprazni, disjunktni i &ija je unija jednaka ©*):

Clg]={weX"[6(q0,w)=q},q € Q.
Ovo razbijanje skupa * indukovano je relacijom ekvivalencije ~ g5 datom sa:
w s v 8(qo,w) = 8(qo,v),

¢ije su klase upravo skupovi C[ql, ¢ € Q. Posto se izratunavanje automata M za bilo
koji ulaz w € £* mora zavrsiti u jednom od stanja iz Q, za g € Q skup C[g| predstavlja
zapravo skup svih reci iz £* za koje se pomenuto izracunavanje zavrsava u stanju q.
Ocigledno je da kada odredimo skupove C|g], g € Q, odredili smo i jezik L(M), jer je

L(M) = Uyer Clal-

PRIMER 2.8. Odredimo jezik koji prihvata kona¢ni automat iz primera 2.7.

D10 je broj elemenata skupa Q.
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Kako automat ima Cetiri stanja, odredi¢emo najpre skupove C|qo],Clq1],C[q2],C[q3])-
Oznacimo sa |w|; broj simbola s u re¢i w, s € {0,1}. Analizirajuéi dati automat

uocavamo da bi ovi skupovi mogli biti:

Clqo) = {we Xl | Iwlo je paran broj i |w|; je paran broj}
Clq1] L {weXi, | wloje paran broji [w|; je neparan broj}
Clq-] < {w e X | Iwlo je neparan broj i |w/|; je paran broj}
Clgs] L {w e X | Iwlo je neparan broj i |w|; je neparan broj}.

Da su navedene pretpostavke tane moramo i strogo dokazati. Dokaz sprovodimo

indukcijom po duZini re¢iw € X .
Baza indukcije. Dokazacemo da su jednakosti tacne za sve re¢i duZine 0, 1 ili 2.

Ove Cinjenice direktno proveravamo.

(90.€) =qo =€ €Clqo]

(90,0) =¢q2=0€Clga]  6(qo,1) = g1 = 1 €Clg]
(40,00) = go = 00 € Clgo] (q0,01) = g3 = 01 € Clg3]
(0,10) = g3 = 10 € Clg3] 6(qo,11) = qo = 11 € C[qo]

S» O O O

Induktivni korak. Pretpostavimo da jednakosti koje dokazujemo vaze za sve reci

éija je duzina n, gde je n > 2. Neka je w € X} | takva da je |w| =n+ 1. Tada je
=vs,gdejeve Xy . |v|=nis € Ly Razlikujemo Cetiri slucaja u zavisnosti od

parnostl brojeva |v|o i |v|;:
1. |v|o i|v|i su parni brojevi;
2. |v|o je paran, a |v|; neparan;
3. |v|o je neparan, a |v|| paran;
4. |v|o i|v|1 su neparni brojevi.
Razmotricemo samo prva dva slucaja, dok ostala dva izostavljamo, jer se analogno

postupa.

1. Ako su |v|p i |v|; parni brojevi, onda prema induktivnoj pretpostavci v € Clqo],
tj. 0(qo,v) = qo- Ukoliko je s = 0, imamo da je

8(g0,w) = 8(90,v0) = 8(8(g0,),0) = 8(q0,0) = g2,
tj. w =10 € C[qa], $to je i trebalo pokazati. Ako je s =1, iz
8(q0.w) = 8(q0,v1) = 8(5(q0,v),1) = 8(q0. 1) = g1,

sledi da w =v1 € C[qi], §to je i trebalo pokazati.
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2. Ako je [v]o paran, a [v|; neparan, onda prema induktivnoj pretpostavci v € C[q1],
tj. da je 6(qo,v) = ¢i. Tada iz jednakosti:

~ R . ’ _o,
S(QO7W):6(qo’vs):6(5(q07v)7s) :5(611,5‘): { o s_ 1
qo, s=1,

sledi da je vO € Clg3] i v1 € C|qo]-

Dakle, zaklju€ujemo da je:

L(M) = Clgo]UClgs]
= {weZXZi|Iwloi|w|i suoba parniili suobaneparni brojevi}
= {we{0,1}" [ |wlo+|w[1 =20}

Iako se Cesto izostavljaju formalni dokazi poput onog iz prethodnog primera, os-
novne ideje u navedenom dokazu mogu biti veoma korisne prilikom konstrukcije
nekog automata. Naime, dobra strategija za konstrukciju Zeljenog automata zasno-
vana je na particiji skupa L* svih ulaza na podklase u odnosu na neka (pogodno iz-
abrana za odgovarajuéi kontekst) svojstva reci, i odredjivanju tranzicija izmedju klasa
u skladu sa dopisivinjem simbola iz X re¢ima iz klasa.

2.2 NKA

Nedeterministi¢ki kona¢ni automati (skra¢eno NKA) predstavljaju uopsStenje kona¢nih
automata o kojima je bilo reci u prethodnom odeljku. Pored naredbi oblika:
select symbol=s; goto i
symbol=s, goto i

symbol=s; goto i
nedeterministicki automati izvrSavaju i naredbe u kojima su podvucene instrukcije
zamenjene sa:

choose goto iy, Or goto iy, Or --- Or goto iy,

ili sa STOP. Drugim re¢ima, NKA nakon uditavanja simbola nastavlja sa radom nakon
izbora jedne od viSe ponudjenih moguénosti (im, , im,, - - - , im;) ili se zaustavlja (STOP).

Pre nego Sto ih strogo definiSemo, navodimo jedan primer koji se odnosi na jezik
Ybool, pa koristimo sazetije zapise naredbi.

PRIMER 2.9. Program:

qo IF symbol=0 THEN choose goto gp or goto g; ELSE goto ¢o
q1 IF symbol=0 THEN STOP ELSE goto ¢

q>» IF symbol=0 THEN goto ¢» ELSE goto ¢»

graficki je prikazan na slici ispod.
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0,1 0,1

0/ N\ 1
q0 q1 q2
N

Nedeterminizam ovog programa se uoc¢ava u instrukciji go buduéi da se ova in-
strukcija ucitavanjem simbola 0 izvrSava tako $to se najpre izabere da li ¢e naredna
biti gg ili g;. Pored toga, razlika u odnosu na kona¢ne automate se ogleda i u tome $to
instrukcija g zaustavlja izvrSavanje programa (rad automata) ukoliko se ucita simbol
0.

Za zadati ulaz, nedeterministicki program se moZe izvrSiti na viSe nacina. Ako je
ulaz 00101, sva moguca izvrSavanja datog programa prikazuje naredno drvo.

q000101
/ \
qo0101 ¢10101
RN \
go101 q1101 STOP
| |
qul q201
/ \ \
gl  q11 q>1
\ \ \
q0 q2 q2

Dakle, za ulaz 00101 automat moze dati odgovor g ili g; ili da se zaustavi pre nego
Sto ucita Citav izlaz. Ako kao i kod kona¢nih automata, pojedine odgovore (stanja)
proglasimo potvrdnim (zavr§inim stanjima), onda kazemo da automat prihvata dati
ulaz ukoliko postoji bar jedno izracunavanje u kome daje potvrdan odgovor. Na
primer, ako samo g, proglasimo zavrSinim stanjem (potvrdnim odgovorom), dati au-
tomat ¢e prihvatiti ulaz 00101. Nasuprot tome, ulaz 110 nece prihvatiti jer se nijedno
izvrSavanje programa za ovaj ulaz ne zavrsava odgovorom g;.

qol10
\
qo10
|
q00

/N

q0 q1

Formalna definicija nedeterministickog automata razlikuje se od definicije kona¢nog
automata samo po tome kako se uvodi funkcija tranzicije.
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Definicija 2.5. Nedeterministicki kona¢ni automat je uredjena petorka M = (Q, qo, F,X,0),
gde je

e ( konacan skup stanja,

e go € Q pocetno stanje,

F C Q skup zavrsnih stanja,

e Y ulazni alfabet,

0 : O x X — P(Q) funkcija tranzicije, pri c¢emu je P(Q) skup svih podskupova
od Q.

PRIMER 2.10. Automat iz prethodnog primera,

0,1 0,1

(o))
q0 q1
NG

za koji je g izabrano za zavr$no stanje, formalno se opisuje kao uredjena petorka
({90,91,92},90,{q2},{0,1},6), gde je 6 : Q x £ — P(Q) definisano sa:

|0 1
90 | {q0,q1} {qo}
q 0 {a2}
| {2} {2}

Definicija 2.6. Neka M = (Q, qo, F,X, d) nedeterministic¢ki kona¢ni automat.

e Racunski korak automata M jeste binarna relacija -y na skupu svih konfigu-
racija Q x X* definisana na sledeci nacin:

gwhky pv< zanekise X,w=svip € §(q,s).
e [zracunavanje automata M je svaki konacan niz konfiguracija Cy, Cy, ..., C,,
n > 1, takav da je C; -y Cigq, za svaki i, 0 < i < n.

e [zracunavanje automata M za ulaz w jeste svako izracunavanje Cy, Cy, ..., C,
takvo da je Cy = gow i
i) C,eQx{e}ili

ii) C,=qsv, zanekeq € Q,s €X,v € X", pri emu je 6(q,s) = 0 i sv je sufiks
ulazne reCi w.
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Tada se konfiguracija Cy naziva pocetna konfiguracija, a C,, zavrSna konfigu-
racija. (Dakle, izraCunavanje nedeterministickog automata M za w moZe se
zaustaviti ako je ceo ulaz procitan ili (za razliku od konacnih automata) ako ne
postoji mogucnost da se izraCunavanje nastavi za argument (g, s).)

Kao i u slucaju konacnih automata, pojam izracunavanja automata M koristimo
da bismo uveli takozvano refleksivno i tranzitivno zatvorenje relacije g, tj, relaciju
t3; medju konfiguracijama definisanu sa: gw 3, pv akko

e vaZig=piw=v,ili
e postoji izracunavanje Cy,Cy,...,C, takvo da je Cy = gw i C, = pv.
Definicija 2.7. Neka M = (Q, qo,F,X, d) nedeterministic¢ki kona¢ni automat.

e Automat M prihvata re¢ w, ako postoji izrac¢unavanje Cy,C,...,C, automata
M za ulaz w, takvo da je C, € F x {€}, odnosno ako postoji p € F tako da
qow =y p. U suprotnom, automat M ne prihvata re¢ w.

e Jezik koji prihvata automat M jeste skup svih reci nad X koje prihvata automat
M:
L(M) = {weX*|M prihvata re¢ w}
= {weX*|qowhy pzanekop e F}.

Primetimo da, u skladu sa prethodnom definicijom, NKA prihvata ulaz jedino u
slucaju da je Citav ulaz procitan i izracunavanje se zaustavlja u zavr§nom stanju.

DefiniSimo i zatvorenje funkcije tranzicije.

Definicija 2.8. Neka je (Q, qo, F,X, d) neki nedeterministicki konac¢ni automat. Zatvorenje
funkcije § : Q x £ — P(Q) jeste funkcija 6 : Q x £* — P(Q) data slede¢im jednakos-
tima:

o 5(g.8)={q}.q€ 0.

e zageQ,wel, seX:

5(q,ws) = {peQ]| postojire §(q,w) takvoda p € 8(r,s)}
= U o(ns).
red(g.w)

Primetimo da je S(q,w) skup svih stanja u koja se moZe stici polazeéi iz ¢ nakon
ucitavanja re¢i w. Naravno, ako se izraCunavanje automata M za ulaz w uvek zaus-
tavlja pre ucitavanja ulaza, onda je &(go,w) = 0, a u tom slu¢aju je S(qo,wu) =0, za
bilo koju re¢ u € ¥*. Jezik koji prihvata neki NKA opisujemo i na sledeci nacin:

L(M) = {we x| §(g,w)NF #0}.
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PRIMER 2.11. Nije tesko odrediti jezik koji odredjuje NKA iz prethodnog primera.

0,1 0,1

(0 (=)
q0 q1
N

Naime, NKA moZe sti¢i u zavrsno stanje g, samo ako ulaz sadrZi podrec¢ 01, dok
u suprotnom ne moZe dosti¢i ovo stanje. Ako sa M oznacimo dati NKA, dokazaéemo
da je

L(M) = {w € X}, | w sadrzi podre¢ 01}.

Najpre dokazujemo da je L(M) 2 {w € X}, | w sadrZi podre¢ 01}.

Neka w € {w € X ., | wsadrZi podre¢ 01}, tj. w = xOly, za neke x,y € £} .
Dokazademo da postoji izracunavanje automata M kojim se prihvata re¢ w. Posto
q0 € 6(q0,0) N 8(qo,1), za svako x € X

ool:
q0x =1 qo-

Posto ¢» € 6(g2,0) N S(g2,1), za svako y € X

ool
2y 1 q2-
Dakle,
qox01y Fyp go01y byt g1 1y B g2y Fip g2
Dalje dokazujemo da je L(M) C {w € £{ | | w sadrZi podrec 01}.

Neka w € L(M). Dakle, postoji izraCunavanje automata M kojim se prihvata
re¢ w. To izraCunavanje zapocCinje u stanju gg, a zavrsava se u (u jedinom) zavr§Snom
stanju g>. Svaki put iz go u stanje g» mora proci kroz g, pa je pomenuto izracunavanje
sledeég oblika:

qgow Fyp g1z @2

Svako izraunavanje automata M moZe da sadrZi najviSe jednu konfiguraciju u stanju
q1, jer:

e g1 £8(q1,5), zasvako s € Epgol, 1
e ako M napusti ¢, onda se viSe ne moZe vratiti u g;.
Zato izraCunavanje prihvatanja re¢i w mora biti oblika:
qow b qoabu i qibu v qou iy o,

pri¢emu a,b € Lyoo1 i u € X . Jedini naCin da se dostigne g; jeste primena tranzicije
q1 € 6(qo,0), tj. Citanjem simbola 0 u stanju go. Dakle, a = 0. Kako je d(g;,0) =0
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i8(q1,1) = {g2}, jedina moguénost da se izvrsi racunski korak iz g, jeste da se ucita
1, paje b = 1. Dakle, izraCunavanje prihvatanja re¢i w ima sledeéi oblik:

qow Fig qo01u g g1 lu by qou =iy g2,
Sto znaci da w mora da sadrzi 01 kao podrec.

Iako se na prvi pogled €ini da su NKA ,mo¢niji” od KA, nije tako jer se is-
postavlja da se svaki nedeterministicki automat moze simulirati nekim konacnim au-
tomatom. Pre nego §to to i formalno pokaZemo, u narednom primeru ¢emo ilustrovati
ideje na kojima se zasniva dokaz.

PRIMER 2.12. I ovoga puta ¢emo razmatrati NKA iz prethodnih primera:

0,1 0,1

(0 (=)
q0 q1
N

Funkcija tranzicije 0 : Q x £ — P(Q) data je sledeCom tabelom.

0 1

q0 | {90,91} {qo}
q 0 {q}
| {2} e}

Izracunavanja ovog automata za ulaz 00101 prikazujemo narednim drvetom.

4000101 {g0}00101
— ~
qulOl q10101 {q07q1}0101
RN
q0101 q1101 {90,491 }101
\ \
q001 q201 {40,41}01
/ \ \
gol - g1 g1 {90,91,92}1
\ \ \
q0 q2 q2 {qo,ql,qz}

Isprekidanim linijama su povezane konfiguracije koje su na istom nivou drveta,
odnosno koje se mogu dosti¢i nakon ucitavanja istog prefiksa. Konfiguracije na istom
nivou mogu imati razlicita stanja, ali je isti ostatak ulaza (sufiks) koji tek treba da bude
ucitan. Ovo znaci da se svaki nivo moze opisati nekim skupom stanja i odgovaraju¢im
sufiksom ulaza kao $to je prikazano na slici iznad. Isti¢emo nekoliko opStih zapaZanja:
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e koren drveta odgovara pocetnoj konfiguraciji {go }w,
e ako je {gi,,---,qi,}sv opis jednog nivoa, naredni nivo je opisan sa

(8(qiy»$) U+~ U 8(gis,5))v-

Ova zapazanja nas navode na pomisao da skupove stanja mozZemo smatrati stan-
jima novog konacnog automata. Posmatrajmo konacni automat definisan sa: A =
(P(0),{q0},F,Z,A) pri Cemu je A : P(Q) x £ — P(Q) definisana sa

A(Ps)= | 8(p.s5),P e P(Q),s€X,

pEP

a skup zavr$nih stanja je F = {P € P(Q) | FNP # 0}. U narednoj tabeli u potpunosti
je opisana funkcija A.

0 1

0 0 0
{0} {90,q1} {q0}
{a1} 0 {a2}

{92} {a2} {a2}
{q0.q1} {q0.q1}  {q0.92}
{90,492} | {90.91.92} {q0.92}
{q1,92} {42} {22}

{90,91,92} | {90,91,92} {q0,q2}

Graficki prikaz ovog automata dat je na narednoj slici.

Primetimo da se dobijeni konacni automat uz jednostavne modifikacije moZe po-
jednostaviti odstranjivanjem nepotrebnih stanja.
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Teorema 2.1. Za svaki nedeterministicki konacni automat M postoji konacni automat
A takav da je L(M) = L(A).

DokAz. Neka je M = (Q,qo,F,X,8) neki nedeterministi¢ki kona¢ni automat.
Dokazaéemo da je traZzeni kona¢ni automat A = (P(Q),{qo0},F,L,A), pri ¢emu je
A:P(Q) x £ — P(Q) definisano sa

A(Ps)= | 8(p,s),P€P(Q),s €,

pEP

iF={PeP(Q)|PNF #0}. Dabismo to dokazali, dovoljno je dokazati da za svaku
re€ w vazi:

(*) A{qo},w) = 8(q0,w).
Odavde sledi Zeljena ekvivalencija:
A{qo},w) € F = 8(qo,w)NF #£0,

tj. A prihvata re¢ w akko M prihvata w.

Dokaz ekvivalencije (x) izvodimo indukcijom po duZini re¢i w.

Baza indukcije. AkoAje lw| =0, onda je w = € i jednakost () o€igledno vazi jer
je A({g0},€) = {40} = (g0, ).

Induktivni korak. Pretpostavimo da je jednakost (x) tatna za sve re¢i duZine n,
n > 0. Neka je [w| =n—+ 1. Tada je w = vs, gde je |[v| =nis € X. Tada je

A{qo},vs) = A(%({qo},v),s) [def. zatvorenja A]
6(qo,v),s)  [IP]

= U 0(p,s) [def. funkcije A]

I
<

= 0(qo,vs) [def. zatvorenja 8],

Sto je i trebalo dokazati. 0

2.3 &-NKA

Nedeterministi¢ki konacni automati sa &-prelazom (skraceno €-NKA) predstavljaju
uopstenje nedeterministi¢kih kona¢nih automata jer je prilikom sastavljanja programa
u naredbama oblika

select
symbol=s; choose goto iy, or --- or goto iy, (ili STOP)

dozvoljeno izostaviiti deo symbol =s;. Drugim re¢ima, e-NKA moZe promeniti stanje
bez ucitavnja simbola.
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PRIMER 2.13. Jedan e-NKA graficki je prikazan na sledecoj slici.

Izracunavanja do kojih moZe do¢i za ulaz 10100 prikazana su slede¢im drvetom.

4010100
/ \
10100 4210100
VAN
41100 42100
\
q200
\
q00
\
q20
\
q0

Definicija nedeterministicCkog konacnog automata sa €-prelazom razlikuje se od
definicije NKA samo po tome Sto je domen funkcije tranzicije Siri.

Definicija 2.9. Nedeterministicki konacni automat sa €-prelazom je uredjena petorka
M= (Q7q07F727 5)’ gdeje

e ( konacan skup stanja,

® go € Q pocetno stanje,

F C Q skup zavrsnih stanja,

Y ulazni alfabet,

0:0x (XU{e}) — P(Q) funkcija tranzicije.

Definicija 2.10. Neka M = (Q,qo,F,X,d) nedeterministicki konacni automat sa €-
prelazom.
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e Racunski korak automata M jeste binarna relacija by na skupu svih konfigu-
racija Q x X* definisana na sledeci nacin:

gwhkym pv< zanekisc XU{e},w=svip € §(q,s).

e [zracunavanje automata M je svaki konacan niz konfiguracija Cy, Cy, ..., C,,
n > 1, takav da je C; - Ciyy, za svaki i, 0 < i < n.

e [zracunavanje automata M za ulaz w jeste svako izracunavanje Cy, Cy, ..., C,
takvo da je Cy = qow i

i) C, €0 x{e}ili
ii) C,=gqsv, zanekeq € Q,s € XU{e}, v € L* takve da §(q,s) = 0.

Tada se konfiguracije Cy naziva pocetna konfiguracija, a C,, zavrSna konfigu-
racija.

Na uobicajen nacin definiSemo refleksivno i tranzitivno zatvorenje relacije .
Prihvatanje neke re¢i od strane €-NKA, kao i jezik koji ovakav automat prihvata
definiSemo kao u slucaju NKA.

Definicija 2.11. Neka M = (Q, qo,F,X,d) nedeterministicki konac¢ni automat sa €-
prelazom.

e Automat M prihvata re¢ w, ako postoji izraCunavanje Cy,Cy,...,C, automata
M za ulaz w, takvo da je C, € F x {€}, odnosno ako postoji p € F tako da
qow Fy; p. U suprotnom, automat M ne prihvata re¢ w.

e Jezik koji prihvata automat M jeste skup svih reci nad ¥ koje prihvata automat
M:
L(M) = {we€X*|M prihvata re¢ w}
= {weZX|qowhty pzanekop € F}.
Za svaki e-NKA M = (Q, qo,F, X, ), definiSemo &-zatvorenje podskupova od Q:

ako je P C Q, e-zatvorenje skupa P, u oznaci P jeste skup svih stanja u koja se moze
sti¢i e-strelicama polazeci od nekog stanja iz P. Dakle, vaZe sledeca svojstva:

e PCP,
e ako p € P, onda je 8(p,€) C P.

Podskup P od Q nazivamo regularnim ako je P = P. Nije teSko uoditi da je za
svako P C Q, skup P regularan. Zaista, ako p € P, onda se u p moZe sti¢i €-prelazima
iz nekog stanja g € P, §to dalje znaci da se u g moze stiéi -prelazima iz nekog stanja
r € P, pa se samim tim u p moZe sti¢i e-prelazima iz r, pa p € P. Takodje, unija
regularnih skupova je regularan skup.

Zatvorenje funkcije tranzicije 0 nekog €-NKA definiSemo oslanjajuéi se na -
zatvorenje. Funkcija 6 : Q x £* — P(Q) definisana je sa:
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i 8(6178) :@’
i 8(617WS) - UrGS(%W) 5(1",5)-

Drugim recima, S(q, w) jeste skup svih stanja u koja se moZze sti¢i nakon ucitavanja
reCi w polazedi iz stanja q. Primetimo da je za sve ¢ € Q i w € X*, skup 0(gq,w)
regularan. Jezik koji prihvata neki e-NKA opisujemo i na sledeéi nacin:

L(M) = {w e x| §(g,w)NF #0}.
Ispostavlja se da se i svaki e-NKA moZe simulirati nekim KA.

Teorema 2.2. Za svaki e-NKA M postoji KA A takav da je L(M) = L(A).

DoKAz. Neka je M = (Q,qo,F,X,6) neki e-NKA. Neka je R skup svih regu-
larnih podskupovaod Qi F ={R € R | RNF # 0}. Defini§imo i funkciju A: R x £ —
R na slededi nacin:

A(R,s) = U S(r,s).

rerR

Dokazacemo da je A = (R,{qo},F,X,A) trazeni automat. Dovoljno je dokazati da za
svaku re¢ w vazi:

(%) A{qo}. w) = 6(qo,w)-

Dokaz izvodimo indukcijom po duZini re¢i w.
Baza indukcije. Neka je |w] =0, tj. w = &. Tada je 6(go,€) = {q0} = A{q0},€).
Indukcijski korak. Pretpostavimo da je jednakost (%) tacna za sve re¢i duzine n,

gde je n > 0. Neka je |w| =n+ 1. Tada je w = vs, pri emu je |v| =nis € L. Tada je

A{ao}.vs) = A
)

({q0},v),s) [def. zatvorenja A]
(

= A(d(qo,v),s)  [IP]
U 6(p,s) [def. funkcije A]
1163(610 v) R
= 0(qo,vs) [def. zatvorenja 6],
Sto je i trebalo dokazati. O

Popularna upotreba kona¢nih automata (deterministickih i nedeteministikih, sa &-
prolazom ili bez) je u analizi velikih koli¢ina teksta, traZzenju klju¢nih reci ili skupa
reci. Jedan od najpopularnijih alata zasnovan na kona¢nim automatima je grep ko-
manda UNIX operatvnog sistema. Ova komanda kao argument prihvata regularni
izraz (o kojima ¢e biti reci kasnije), od njega formira nedeteminististicki kona¢ni au-
tomat, a zatim dobijeni automat prevodi u deterministi¢i. Ukoliko je potrebno do-
datno se vrsi redukcija stanja dobijenog automata. lako se na prevodjenje automata iz
nedetrministickog u determinististicki gubi odredjeno vreme, za velike primere deter-
ministi¢ki automat je dosta efikasniji, pa se ovaj dodatni posao u velikoj meri isplati.
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2.4 Regularni jezici i njihove osobine

Narednom definicijom izdvajamo sve jezike koji mogu biti prihvac¢eni nekim konacnim
automatom.

Definicija 2.12. Jezik L nad alfabetom ¥ je regularan ako postoji konacan automat M
sa ulaznim alfabetom ¥ koji prihvata jezik L, tj. takav da je L(M) = L.

PRIMER 2.14. Oslanjajuéi se na prethodne primere navodimo nekoliko regularnih
jezika:

{w e {0,1}* | w se zavrSava sa 1},

{w € {0,1}* | num(w) nije deljivo sa 3},

{we{0,1}* | num(w) =3 1},

{we{a,b,c}* |w=db'c" kt,m>1}.

Da bismo dokazali da je neki jezik regularan treba konstruisati (nedeterministicki)

konacni automat (bez €-prelaza ili sa ovakvim prelazima) koji ga prihvata, pri ¢emu se
podrazumeva i dokaz da konstruisani automat zaista prihvata samo reci datog jezika.

Najjednostavniji regularni jezici nad nekim alfabetom X jesu 0, {€} i {s}, s € X.
Ove jezike naziva¢emo osnovnim regularnim jezicima alfabeta X.

Jezik Ly = @ prihvata automat prikazan na narednoj slici.

Formalna definicija ovog automata je My = ({6]0}7610,0,2, 8), pri Gemu je & : {6]0} %
L — P({qo}) dato sa 8(qo,s) = 0, za svako s € X.

Jezik L = {¢&} prihvata automat prikazan na narednoj slici.

Formalna definicija ovog automata je M, = ({qo0},40,{q0},Z,8), pri Cemu je & :
{qo} x X — P({qo}) dato sa 8(qo,s) = 0, za svako s € L.
Zasvaki s € L, jezik Ly = {s} prihvata automat prikazan na narednoj slici.

Formalna definicija ovog automata je M = ({q0,41},90,{q1},%,6), gde je 8 : {qo,q1} X
X — P({q0,91}) dato sa

3(6],)6):{ {a1}, 9=q0,x=s,

@, inace.

Skup svih regularnih jezika je zatvoren i za sve operacije nad jezicima koje smo
uveli u prvoj glavi.
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Teorema 2.3. Skup svih regularnih jezika nad bilo kojim alfabetom ¥ zatvoren je za
komplement, presek, uniju, nadovezivanje i Klinijevu zvezdicu.

DokAZz. [Komplementiranje| Neka je L regularan jezik i M = (Q,qo,F,X,5) au-
tomat koji ga prihvata. Jednostavno je uociti da M’ = (Q,qo,Q \ F,X, ) prihvata
samo reci koje ne prihvata M, tj. da je L(M') = L.

[Presek| Neka su L; i L, dva regularna jezika nad istim alfabetom £, a M[; = (Q, q(l), F1,%,6)
iM, = (Qz,q%,Fz, ¥, &,) kona¢ni automati takvi daje L(M;) = L; i L(M,) = L,. Kon-
strisaéemo automat koji simulira rad automata M i M, i prihvata re¢ samo u slucaju

da to ¢ine i M i M. Nekaje M = (Q1 x Q2,(¢},63), Fi X F>,%,8), pri cemu je

5((4'.4"),s)=(61(d,5),62(4",s)), ¢ € 01,4" € 02,5 € X.

Moze se pokazati da je L(M) = L(M;) NL(M3) = L; N L,.

[Unija] Unija dva regularna jezika L i L, nad istim alfabetom X, takodje je regularan
C

jezik, jerje LiULy = (L[f ﬂLg) , pa tvrdjenje sledi iz prethodna dva.

Naravno, tvrdjenje moZemo i direktno dokazati konstrukcijom odgovarajuéeg au-
tomata.

Za automate My = (Q1,44,F1,%,81) i
M, = (Q2751(2)>F27):> 62) takve daje

Ly =L(M;)iL, =L(M,) definiSemo
automat

M= (01UQ>2U{q0},q0,F1UF,X,6)

gde je

§:(Q1UQx2U{q0}) x (ZU{e}) = P(Q1UQ,)

definisano sa:

{a6- 45}, a=qo0, s=¢

- 61(Q7s)7 qEQhSEE

04921 &(qs) ge0nsex
0, inace

pocetno

K stanje =00 S--------- j

takav da je L(M) = Ly UL,.

[Nadovezivanje| Neka su L; i L, dva regularna jezika nad istim alfabetom X, a M} =
(Q],q(l),Fl,Z, 51) iM, = (Qz,q%,Fz,Z, 62) konac¢ni automati takvi da je L(M]) =L
i L(M,) = L,. Konstruisatemo €-NKA M koji prihvata L;L,. Neka je M = (Q; U
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02,95, F>,%,8), pricemu je & : (Q1UQy) x (ZU{e}) — P(Q1 UQ,) definisano sa:

{51 (Q7S)}7
{62(,9)},

{45},
0,

6(q,s) =

qc Q],SEZ
qeEQr,seXL
qgeF,s=¢,
inace.

Tada je L(M) = L;L,. Naredna slika ilustruje konstrukciju automata M.

M, M, K/
0 Ollo O] |
00 0O |
° O O 8

nisu zavrs$na stanja

[Klinijeva zvezdica] Neka je L regularan jezik i M = (Q, qo, F,X, 6) automat koji ga
prihvata. Konstruisaéemo €-NKA M’ koji prihvata L*. Da bismo definisali najavljeni
automat, dodajemo jedno novo stanje ¢°, ¢° ¢ Q. Neka je M’ = (QU {¢°},¢°,F U
{g°},%,8), pricemuje § : (QU{q"}) x (ZU{e}) = P(QU{¢"}) definisano sa:

{q0}, q=q’s=¢

_ ) {8(g,9)}, gqe€Q,s€X

6(q7S)_ {qO}u q€F7s:87
0, inace.

Tada je L(M') = L*. Naredna slika ilustruje konstrukciju automata M.

M

Oos

O

U prethodnoj teoremi pretpostavka je da su u slucaju operacija presek, unija i
nadovezivanje dati jezici nad istim alfabetom X. U slucaju da je potrebno ove op-
eracije primeniti na dva jezika nad razli¢itim alfabtima, na primer jezik L; je nad al-
fabetom X, dok je jezik L, nad alfabetom X, tada se definiSe unija ova dva alfabeta,
tj. ¥ =X UX,. MoZe se smatrati da reci jezika L, odnosno jezika L,, sadrZe simbole
iz nekog podskupa alfabeta ¥. Primenom operacija preseka, unije i nadovezivanja u
ovom slucaju dobija se rezultujuéi jezik nad alfabetom X.
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PRIMER 2.15. Na narednim slikama su prikazana dva automata. Levo je dat automat
koji prihvata samo reci koje sadrze 0, a desno automat koji prihvata reci koje sadrze
1.

Sprovodeéi odgovarajucu konstrukciju iz dokaza prethodne teoreme, konstruiSemo
presek jezika ova dva automata, tj. jezik koji prihvata samo reci koje sadrze 1 01 1.
U rezultujuéem automatu M =

(Ql X Q27 (Q(l)?q%>v {<q%7‘ﬁ)}7 {07 1}7 5)’

funkcija tranzicije 6 data je sledeCom

tablicom
o 0 1
(90:90) | (a1,95) (q0,47)
(g0:41) | (a1,47) (40,47
(q1,9) | (g1,95) (41,97)
(q1.41) | (a1,97) (a1,97)

Teorema 2.4. Svaki regularan jezik se moZe predstaviti primenom unije, nadovezi-
vanja i Klinijeve zvezdice na osnovne regularne jezike.

DOKAZ. Neka je L regularan jezik i M = ({q1,...,9.},q1,F,X,8) automat koji ga
prihvata, L = L(M).
Oznac¢imo sa Rf.‘j, i,j=1,...,n,k=0,1,...,nskup svih reci koje se mogu procitati
na putu iz stanja g; u stanje g; koji ne prolazi kroz stanja g, za ¢ > k. Definicija
skupova Rfj je induktivna: pocinjemo sa k = 0 i zavrSavamo sa k = n (u ovom posled-
njem slucaju nema nikakvih ogranicenja).
Posto su sva stanja automata Ml numerisana brojevima veéim od 1, zahtev za
puteve izmedju od ¢; do ¢; znaci da nema posrednika. Za i # j, takav put je zapravo
ivica od stanja g; do stanja g;, a za i = j reC je o petlji oko Cvora g;.

Neka je i # j. Potrazimo sve simbole s € X takve da postoji ivica iz g; u g;
oznacena sa s.

e Ako ne postoji simbol s € X takav da je 8(g;,s) = ¢, onda je R?j =0.

e Ako su sy,,...,S,, za neko m > 1, medjusobno razli¢iti simboli iz X, takvi da
je 0(qi,s,,) =qj,.t=1,...,m, onda je R?/. = {s¢, JU---U{sy, }.

Dakle, R?j ={se€X|06(qis) =q;}
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Neka je i = j. Potrazimo sve simbole s € X takve da postoji petlja oko g; oznacena
sa s.

e Ako ne postoji simbol s € ¥ takav da je 5(g;,5) = ¢;, onda je R = {e}.

e Akosu sy,,...,S,, za neko m > 1, medjusobno razliCiti simboli iz X, takvi da
je 8(qiyse,) =qi,t =1,...,m, ondaje R% = {e} U {s, JU---U{sy, }.

Dakle, R = {e}U{s € £| 8(qi,s) = ¢}

Za svaki put iz stanja ¢; u stanje g; koji ne prolazi kroz stanja gy za £ > k
postoje dve moguénosti.

1. slucaj. Ako uceni put ne prolazi kroz stanje g, onda on zapravo pripada Rf‘j_l.

2. slu¢aj. Ako uoceni put prolazi kroz stanje gy bar jednom, onda se on moze razloZiti
na nekoliko puteva koji ne prolaze kroz stanja g, £ > k — 1, kao na narednoj slici.

/T

\
I 7
GEN ~pk—1
o~ \\ | \Rkk
~ \

Dakle, Rf; = Ri; ' URS (R )Ry
Na osnovu opisane konstrukcije sledi da se svi skupovi Rf»‘j mogu dobiti primenom
unije, nadovezivanja i Klinijeve zvezdice na osnovne jezike. Isto vazi i za skup L, jer
je
L=L(M)= |J R},
qEF

PRIMER 2.16. Dokaz prethodne teoreme sadrzi zapravo postupak kojim se jezik
nekog kona¢nog automata moZe opisati polazeci od osnovnih jezika primenom unije,
nadovezivanja i Klinijeve zvezdice. Postupak ilustrujemo na primeru jezika L(M),
gde je M automat prikazan na narednoj slici.

,1

0

Odredimo najpre skupove R?j, 1<i,j<2
R ={e,1} ={e}u{1},
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R(1)2 = {0},
R, =0,
RY, = {e,0,1} = {e}u{0}uU{1}.
Koriste¢i jednakost R}; = R, URY, (R},)"RY;, odredjujemo skupove R};:
Ry ={e,1}U{e,1}{e, 1} {e,1} = {1}*
R, ={0}U{e, 1}{e,1}*{0} = {1}*{0}
R} =0U0{e,1}*{e,1} =0
RY, ={€,0,1} UB{e,1}*{0} = {¢,0,1}.
Najzad, koriste¢i jednakost R?; = R};UR}, (R},)" R} ;, odredjujemo skupove R?;.
Primetimo da je L(M) = R?,, pa je dovoljno odrediti samo R?,.
RY, = {11{0}U{1}*{0}{e.0,1}*{,0,1} = {1}*{0}{0, 1}".
Dakle, L(M) = R?, = {1}*{0}{0, 1}*. Ovakve opise regularnih jezika, koje skracujemo
izostavljanjem viticastih zagrada, nazivamo regularnim izrazima, kojima je posveceno
naredno poglavlje.

Na osnovu prethodne dve teoreme sledi da se skup regularnih jezika nad ¥, u
oznaci Reg(X), moze induktivno definisati kao najmanji (u smislu inkluzije) skup
takav da:

o 0. {e},{s} € Reg(X), zasvako s € X;

e ako L;,L, € Reg(X),onda L; UL,,LL,,L} € Reg(X).

2.5 Regularni izrazi

Teorema 2.4 omogucava da na veoma elegantan nacin opisujemo regularne jezike.
Rec je o regularnim izrazima.

Regularni izrazi nad alfabetom X formiraju se na slede¢i nacin:
o (), £1is,zasvako s € X, jesu regularni izrazi;

e ako su « i B regularni izrazi, ondasutoi (aUf)i (af);

e ako je a regularan izraz, onda je toi o*.

Kao pri zapisivanju bilo kakvih algebarskih izraza, usvajamo neke prirodne kon-
vencije o izostavljanju zagrada. Tako, izostavljamo spoljasnje zagrade, kao i one za-
grade koje postaju suviSne nakon uvodjenja prioriteta medju operacijama koje ucestvuju
u gradjenju regularnih izraza: smatraemo da je * operacija najveceg prioriteta, da je
nadovezivanje manjeg prioriteta, i najzad da je unija najmanjeg prioriteta.

PRIMER 2.17. Navodimo nekoliko regularnih izraza nad Xpoo = {0, 1}:

0,0U0,01;1"0U10%; (0" 1 Ug)*10,...
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Svakom regularnom izrazu @ nad ¥, na prirodan nacin pridruzZujemo jedan regu-
laran jezik L(o) C X*:

o L(0)=0,L(e)={¢e}, L(s) ={s},s€X;
o L(aUB)=L(a)UL(B), L(aB) = L(a)L(B).
o L(o*)=L(a)*.

PRIMER 2.18. Posmatrajmo neke regularne izraze nad Xpoo = {0,1} i odredimo
odgovarajuce jezike.

L(01* U 10%)

L(0)L(1)" UL(1)L(0)* = {O}{1}"U{1}{0}"
{01" |n>=0}U{10" | n > 0}
L(O°1%) = L(0)*L(1)" = {0} {1} = {0"1" | m,n > 0}
L((01)%) = (L(0)L(1))" ={01}" ={(01)" [ n > O}
L((0U1)") = (L(O)UL(1))" ={0,1}" = Efoq
PRIMER 2.19. Kao sto je ve¢ receno, regularni izrazi, u praksi, mogu da se koriste
za prepoznavanje klju¢nih re€i u tekstu. Na primer, nad alfabetom tastature Zkeyboard)

moze da se definiSe regularni izraza za prepoznavanje naziva promenljivih u program-
skom jeziku C.

({_}ue){a,b,...,z,AB,...,Z}{_a,b,...,z,AB,...,2,0,1,...,9}"
Direktnom primenom teorema 2.3 i 2.4 sledi sledece tvrdjenje.
Teorema 2.5. Jezik L C X* je regularan akko postoji regularan izraz o, nad ¥ takav
dajeL=L().

Dokazi pomenutih teorema su konstruktivni: na osnovu dokaza teoreme 2.3 za
svaki regularan izraz moZemo konstruisati konacni automat koji prihvata jezik odred-
jen tim izrazom, dok dokaz teoreme 2.4 omogucava da se jezik koji prihvata neki
konacan automat opiSe regularnim izrazom.

PRIMER 2.20. Konstrui§imo konacan automat koji prihvata jezik odredjen regularnim
izrazom (OU1)*1.
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.....

ularnim izrazom. Taj postupak je zasnovan na sledecoj lemi.

Lema 2.2. Neka su K C X" i L C X* regularni jezici. Tada jednacinaX = XK UL ima
jedinstveno reSenje X = LK* koje je regularan jezik.

DoOKAZ. Jednostavno se proverava da je LK™ jedno resenje date jednacine:
(LK*)KUL=L(K*K)UL=LK"UL=L(K"U{e}) =LK".

Da bismo dokazali da je ovo i jedinstveno reSenje, pretpostavimo da su L; i L, dva
razlicita reSenja, i w najkraca (po duZini) re¢ koja pripada simetri¢noj razlici jezika L
i L,. Bez gubljenja opstosti, neka je w € L; \ L,. Sada imamo da je

Ly=L>,KUL Li=LKUL
wél, "= ""wd¢L"'"=""wecLK,

pajew=uv, zaneke u € L; i v K. Kako je K C X", |v] > 0, pa je |u| < |w|.
Medjutim, posto u € L, iz minimalnosti duzine rec¢i w sledi da u € L,. Na taj nacin
dolazimo do kontradikcije:

w=uv € K C L,.

O

OpiSimo sada kako ova lema daje najavljeni algoritam. Posmatrajmo proizvoljan
konacni automat M = ({qo,41,---,qx},q0,F,Z,8). Defini§imo sledece skupove:

L= L(Ml)’ gde je M; = ({CIO,CIU e 7Qn}7q07 {qi}vzaé)v 0<i<n
Kij={s€ZX|8(¢g;,8) =4}, 0<i,j<n
Ovi jezici su povezani slede¢im jednakostima:

Ly =LoKyoUL1Kg1 U---UL,Kp, U {8},

) Ly = LoyK1gUL1 K1 U--- UL, Ky,
* .

L, =LK, UL K, U---UL,K,,.

U ovim jednakostima, jezici L; su nepoznati jezici, dok K;; mogu biti direktno odred-
jeni iz ML. Takodje, imamo da je L(M) = |J L;.
qi€F

Prethodnu lemu primenjujemo pri reSavanju sistema (x). Najpre, na osnovu Kog C
¥ moZemo naci Ly u zavisnosti od Ly,L,,...,L, iz prve jednadine i zameniti ga u
ostalim jednacinama. Na taj naCin dobijamo sistem sa manje nepoznatih, a jednacine
i dalje zadovoljavaju uslove za koeficijente K. Dakle, procedura se moZe nastaviti, i
na taj nacin se mogu naci ostale promenljive. Opisana procedura se moze primeniti i
na nedeterministicke automate.
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PRIMER 2.21. Posmatrajmo automat prikazan na narednoj slici:

Tada dobijamo sistem

Lo :LobUL1®UL2bU{8}, Lo :LobULsz{é‘},
Ly =LoaULjaU L0, = L =LyaULa,
Ly, =Lo0UL1bUL,D L,=1Lb
Ly =LpaUlLa,
L

A Ly = LobULoaa’bbU {€} & Lo = (bUa" bb)*.

Lo = (bUa*bb)*
Li= (bUa*bb)*a* = L(M) = (bUa™bb)*(eUa" (e Ub))
L, = (bUa"bb)*a*™h

2.6 Jezici koji nisu regularni; Lema naduvavanja za regu-
larne jezike

Za svaki alfabet ¥ postoji samo prebrojivo mnogo regularnih izraza, dok podskupova
od X* ima neprebrojivo mnogo, odakle direktno sledi da postoje jezici nad X koji nisu
regularni (naravno, koristimo teoremu 2.5).

PRIMER 2.22. Dokazimo da jezik L = {0"1" | n > 1} nije regularan.

Pretpostavimo suprotno, neka je M = (Q, qo, F, {0, 1}, 0) automat takav da je L =
L(M). Neka je |Q| = n. Posmatrajmo re¢i

0,0%,0%,...,0", 0"+
Prema Dirihleovom principu postoje i, j takvidaje I <i< j<n+11i
8(40,0') = 8(o,0/).
Tada Ce za svaku re¢ w € {0, 1}* vaziti
g(qo,Oiw) = g(qo,ij).

Specijalno, za w = 17 vazi 8(go,011)) = 8(go,0717). Medjutim, ovo je nemogude, jer
8(q0,0'1) € F, dok 8(qo,0'1/) ¢ F.
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Teorema 2.6. Za svaki regularan jezik L nad nekim altabetom X postoji prirodan broj
n takav da se svaka re¢ w iz L duZine bar n (|w| > n) moZe zapisati u obliku w = xyz,
za neke x,y,z € X* tako da vaZi:

°* YFE;
o |xy| <m;
. xykz €L, zasvakok > 0.

NAPOMENA. Prethodna teorema tvrdi da se u svakoj dovoljno dugackoj reci reg-
ularnog jezika moZe pronaci neprazna podre¢, ne mnogo udaljena od pocetka uocene
re¢i, koja se moZe izbrisati i naduvavati, a da novodobijena rec i dalje pripada jeziku.

DOKAZ. Neka je L regularan jezik i M = (Q,qo, F,X,d) automat koji ga prihvata,
L = L(M). Pokazacemo da je n = |Q| traZeni prirodan broj.

Neka je w € L rec Cija duZina nije manja od n; w = 5182 - - Sy, m > n. Za svako
i € {0,1,...,n}, neka je g; stanje u kome se nalazi automat nakon Citanja prvih i
simbola re¢i w:

q1 = 6(qo,51), 2 = 6(q1,52), -+ qn = 0(qn—1,5n)-

Tada, prema Dirihleovom principu, medju stanjima gqo, g1, ..., g, postoje dva ista
stanja (jer je n = |Q|). Neka je g; = g, zaneke 0 < i < j < n. Tada je w = xyz, pri
cemu je:

o x=ys1---5;illix=¢€akojei =0,
® y=Sit1::-S)

® z=s5j11--spiliz=¢€akoje j=n.

Izi< jsledidajey#e, iz j <ndaje |xy| <n Najzad, iz ¢;siy1---5; by Gis
sledi da xy*z € L, za svako k > 0. O

PRIMER 2.23. DokaZimo da jezici
Ly ={0"1"|n >0} i Ly = {w € Xy | [Wlo = [wl1}

nisu regularni.
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1) Pretpostavimo suprotno: neka je L; regularan. Oznacimo sa n prirodan broj
Cije postojanje tvrdi lema naduvavanja. Posmatrajmo re¢ w = 01" € L;. Tada je
|w| = 2n > n, pa postoji razlaganje w = xyz takvo da je y # €, |xy| < nixy*z € L, za
bilo koje k£ > 0. Medjutim, iz

0"1" =xyz,y #€i|xy| <n
sledi da je y = 0/, za neko ¢ > 1, odakle dobijamo da
0"k 1" e L, za svako k > 0,

Sto je kontradikcija. Dakle, L nije regularan.

2) Pretpostavimo da je L, regularan. Tada je i L, N L(0*1*) takodje regularan
jezik, $to nije moguce jer je Ly, NL(0*1*) = L;.

PRIMER 2.24. Dokazimo da jezik L = {a”2 | n > 1} nije regularan.

Pretpostavimo suprotno. Neka je ny, prirodan broj ¢ije postojanje tvrdi lema nadu-
. . v 2 . . .
vavanja. Posmatrajmo re¢ w = a". Tada je |w| = n? > n;. Prema lemi naduvavanja,
postoji razlaganje w = xyz, takvo da je

y# &, |xy| <np,xy*ze L, k>0.

Tada je
x=a’,y=al,z=4a",

pri cemu je
ng<nL,O<q<nL,O<r,p—l—qgnL,p—i—q—i—r:n%.
Duzina reéi xy*q jednaka je p +2¢q + r §to nije potpun kvadrat:
e =p+q+r<p+2q+r<ni+n,<ni+2np+1=(n+1)>

odakle sledi da xy?z ¢ L. Dobijena kontradikcija obara pretpostavku da je L regularan
jezik.

Na osnovu dokaza leme naduvavanja izvodimo neke korisne posledice.
Posledica 2.1. Neka je M = (Q,qo,F,X, ) konacni automat.
1) L(M) # 0 akko postoji w € L(M) takva da je |w| < |Q|;

2) L(M) je beskonacan akko postoji w € L(M)takva da je |Q| < |w| < 2|Q].
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DoOKAZ. 1) (<) O¢igledno.

(=) Neka je |Q| = n i w najkraca re¢ u L(M). Ako je |w| < n tvrdjenje je
dokazano. U suprotnom, ako je |w| > n, onda je w = xyz, pri emu je y # € i
xz € L(M), $to je nemoguce, jer je w minimalne duZine.

2) (<) Direktno iz leme naduvavanja.

(=) Ako je L(M) beskonacan jezik, on sadrzi re¢ duzine bar n = |Q|. Neka je w
najkraca re¢ ¢ija je duzina bar n. Ako je |w| < 2n tvrdjenje je dokazano. U suprotnom,
neka je |w| > 2n prema lemi naduvavanja w se moZe rastaviti w = xyz tako da je
|xy| <n,y # €ixze L(M). Medjutim, tada je |w| > |xz| > n, §to je nemoguée. [
2.1. Dokazati da slededi jezici nisu regularni:

D {ww|we{0,1}*};

2) {w e {0, 13" [{wlo = [wi}.

2.7 Minimizacija konacih automata

PRIMER 2.25. Neka su dati automati

Jasno je da oni prihvataju isti jezik. Obzirom da prvi automat ima veci broj stanja,
ocigledno je da se moZe napraviti automat sa manjim brojem stanja, pa se samim tim
postavlja pitanje postojanje automata sa minimalnim brojem stanja.

Za potrebe razmatranja pitanja minimalnog automata, najpre uvodimo sledeu
definiciju:

Definicija 2.13. Reci x iy su ekvivalentne u odnosu na jezik L, u oznaci x ~p, y, akko
{zlxzeL}={z|yzeL}

Za definisanje ekvivalencije dve reci nije neophodno da jezik L bude regularan, ali
pokazace se da u slucaju da L jeste regularan, relacija ~; ima kona¢no mnogo klasa
ekvivaencije.

Relacija ~; moZe da se uvede i na slede¢i nacin:

e Ako postoji ztakodaxz € Liyz ¢ Ltadax %y y

e Ako postoji ztakodaxz ¢ Liyz € Ltadax %,y
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e U suprotnom x ~y y

PRIMER 2.26. Neka je L = {ab,ac,bb,bc}, tada je

x | {z|xzel}
a {b,c}

b {b,c}

c 0

ab {e}

ac {e}

€ L
abc 0

To znadi da je a ~; b i ab ~p ac, ali a #; ¢ i b %1 ¢, na primer. Ovo znaci
da postoje Cetiri klase ekvivalencije koje odgovaraju razlicitim vrednostima skupova
{z| xz € L} zarazliCite vrednosti x-a.

PRIMER 2.27. Neka je L = {w € {0,1}* | |w| je paran broj}, tada je

x {z|xzeL}

0 | reci neparne duZine

1 | reci neparne duZine
00 reci parne duZine
01 re¢i parne duZine
101 | re¢i neparne duZine

To znaci da je 0 = 1, 00 ~; 01, 0 =z 101, 0 %, 00, 1 %z 01 i tako dalje. Dakle,
postoje dve klase ekvivalencije.

Kako svakom regularnom jeziku L odgovara neki konacni automat M, namece
pitanje veze automata M i klasa ekvivalencije relacie ~;. Iz tog razloga, uvodi se
sle¢a definicija:

Definicija 2.14. Dve recix,y € X* su ekvivalentne u odnosu na automat M = (Q, qo, F,%,0),
u oznaci x ~y y, akko qox it 1goy byt

PRIMER 2.28. Za automat
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vazi dareCi a »¢y b, poSto njihovim ucitavanjem, polazeéi od pocetnog stanja, automat
zavrS§ava u stanjima g i q», respektivno. Medjutim vaZi da je aa ~j; ba, isto kao i
aa ~y aaa.

Teorema 2.7. Za proizvoljni (deterministic¢ki) kona¢ni automat M = (Q,qo,F,X,0) i
proizvoljne reci x,y € £, ako je x ~y y tada je x Xy y.

DOKAZ. Neka je za automat M = (Q, qo, F,X,8) x ~) y. Potrebno je pokazati da vazi
X =) v, odnosno da za svako z treba da vazi xz € L(M) akko yz € L(M).

Neka je
qox By 11 i qoyhy s

gde je gp pocetno stanje automata M. Na osnovu x ~s y, mora da vazi da je t; = .

Za neka stanja u; 1 up vazi
qoxz Fyy uy i qoyz iy ua.
Odnosno,
qoxz iz By i qoyz by oz iy ua.

Obzirom da je f; =t i da je M deterministi¢ki automat, to znaci da je u; = u,.
Iz prethodnog sledi da automat M prihvata re¢ xz
akko je u; zavrs$no stanje, odnosno,
akko je up zavrs$no stanje, odnosno,
akko prihvata re¢ yz.
To znati da xz € L(M) akko yz € L(M), j. x =) Y- O

PRIMER 2.29. Neka je dat automat

a,b

Vazi da je a ~y b, poSto oba zavrSavaju u istom stanju. Pitanje je da li vaZi a ~ ) b,
tj. da li vazi da az € L(M) akko bz € L(M). Na primer, za z = a vazi da aa € L(M)
kao i da ba € L(M). Takodje, za z = b, vazi da ab ¢ L(M) i bb ¢ L(M). Isto vazi sa
svako z, tako da az € L(M) akko bz € L(M), odnosno a ~1 ) b.
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Na osnovu prethodne teoreme moZe se zakljuciti da

Posledica 2.2. Svaki konacni automat M koji prepoznaje jezik L mora da ima naj-
manje onoliko stanja koliko ima klasa ekvivalencije relacije ~y.

Ukoliko bi postojalo vise klasa ekvivalencije nego stanja, tada bi moralo da postoji
neko stanje g automata M i dve reci x,y € X* takva da x %y, y, ali ucitavanje obe reci
X1y zavr$ava u stanju g, tj. x ~» y. Sto je nemoguce na osnovu teoreme. Takodje,

Posledica 2.3. Ako je jezik L regularan, tada relacija ~; ima kona¢no mnogo klasa
ekvivalencije.

Ako je jezik L regularan, tada postoji konac¢ni automat koji ga prihvata i koji ima
kona¢no mnogo stanja. Broj stanja automata M jednak je broju klasa ekvivalencije
relacije ~; (ili veéi ako postoje nedostiZna stanja), tako da je broj klasa ekvivalencije
relacije ~»s konacno. Ovaj broj je jednak ili veci od broja klasa ekvivalencije relacije
~, koji je takodje mora biti konacan.

Teorema 2.8. [Myhill-Nerode teorema] Neka je L C X* regularan jezik. Tada postoji
minimalni konacni automat M koji ima broj stanja jednak broju klasa ekvivalencije
relacije ~.

DokAz. Automat M Ce biti konstruisan tako da svakom stanju automata odgovara
jedna klasa ekvivalencije relacije ~y, na sledeéi nacin:

Neka su Ly,...,L, klase ekvivalencije relacije ~;. Ovi skupovi su disjunktni i
njihova unija je jednaka skupu X*. Bez gubljenja opStosti sa L; se moZe oznacCiti
skup takav da € € L;. Definisaéemo Q = {q,...,q,}, za svaku klasu ekvivalencije
po jedno stanje automata.

Primetimo da za svako L; i proizvoljno a € X, za svako x,y € L;, vazi da xa ~[ ya,
zato Sto za svako z € X* vazi xaz € L < yaz € L, poSto x =~ y.

Da bismo odredili 6(g;,a), izaberimo proizvoljno x € L; i odredimo k tako da
xa € Ly i tada je 8(q;j,a) = gx. Odgovor ée se dobiti isti bez obzira na izabrano x.

Da bismo odredili zavrS$na stanja, primetimo da za svako j vazi ili L; C L ili
L;NL=0. Naosnovutoga F={q;|L; CL}.

Indukcijom se lako pokazuje da 3((]1 ,X) =¢qj < x € L;. Ova €injenica, zajedno
sa na¢inom izbora skupa F', obezbedjuje da je L(M) = L. O

PRIMER 2.30. Koristec¢i ideju izloZenu u dokazu teoreme konstrui§imo automat koji
prihvata jezik L = {w € £}, | [w|o je paran broj i |w|; je neparan broj}.

Uocimo, najpre klase ekvivalencije relacije ~;. Jasno je da postoje sledece Cetiri
klase ekvivalencije:

A B | C | D
|w|o parno |w|op parno | |w|p neparno
|w|1 parno |[w|1 neparno | |w|; neparno

|w|o neparno
|w|; parno
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Pa ¢e odgovarajuéa stanja automata biti Q = {A,B,C,D}. PoCetno stanje mora biti
ono gde odgovarajajucoj klasi ekvivalencije pripada €, tj. A, a zavrSno stanje je ono
¢ija odgovarajuca klasa ekvivalencije pripada jeziku, odnosno C. Funkcija tranzicije
¢e biti definisana na slede¢i nacin:

PRIMER 2.31. KonstruiSimo automat koji prihvata jezik
L= {w € Sy | Wlo =21 (wl > 2ili [w]; = 0)}.

Svaki konaé¢ni automat M, takav da je L(M) = L treba da proveri da li je |w|o = 2, §to
znaci da mora da treba da razlikuje sledece slucajeve

wlo =0, |wlo=1,|w|o =21 |w|o >3,

za svaku re¢ w. Istovremeno, M treba da broji i simbole 1 da bi mogao da razlikuje
sledece slucajeve

|W|1 :0,|W|1 = 1,|W|1 22.

Na osnovu ovih razmatranja naslu¢ujemo da postoje sledece klase ekvivalencije:

A B C D E F
wlo=0 | [wlo=0| [wo=0 | [wlo=11 [wo=1 | [wlo=1
whi=0 | wh=1]|[wh=2||wi=0]whi=1]|]w>2

G H I J K L

Wlo=2 | [wlo=2 | [wlo=2 | |wo=3 | |wlo=>3 | |wlo>3
wh=0 | wi=1][wh=2{wi=0][wh=1]]w)=>2
Odgovarajuca stanja automata Ce biti Q = ({A,B,...,L}). Poletno stanje mora

biti A, s obrirom da € € A, dok su zavr$na stanja G i H, poSto odgovarajuce klase
ekvivalencije pripadaju jeziku. Funkcija trazicije je u ovom slucaju definiSe na sledeci
nacin:
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Da bi definisali postupak po kome se veé postojeéi konacni automat transformise
u odgovarajuéi minimalni automat uveséemo jo$ jednu relaciju ekvivalencije:

Definicija 2.15. Za svako i > 0 definiSemo relaciju ekvivalencije =; na skupu stanja
Q automata M = (Q, qo,F,X,0) tako da je p =; q akko za svaku re¢ z € ¥* i |z] < 1,

A

0(p,z) EF & 6(q,2) EF.

Ova definicija, zapravo kaZe da ako vazi p =; g za svako i, tada izraCunavanja
koji prolaze kroz stanja p i g treba da se zavrSe u istom stanju minimalnog konacnog
automata za L(M), a u suprotom ova izraCunavanja treba da se zavrSe u razli¢itim
stanjima minimalnog kona¢nog automata.

Lema 2.3. Neka je L = L(M). Neka su p,q € Q i neka je svako stanje automata M =
(0,q0,F,X,8) dostizno iz pocetnog stanja. Tada je p =; q za svako i > 0 akko klase
ekvivalencije relacije ~); koje odgovaraju stanjima p i q odgovaraju istim klasama
ekvivalencije relacije ~y.

DOKAZ. Neka je p =; ¢ za svako i > 0. Tada za ma koje z € L*, ako 3(q0,x) =pi
0(qo,y) = ¢, posto je p =; q za i = |z|, znamo da je 0(qo,xz) € F < 0(qo,yz) € F,
Sto znaci da je xz € L < yz € L. Odakle sledi da ma koje dve reci ¢ijim ucitavanjem

se prolazi kroz stanja p i g su u istoj klasi ekvivalencije relacije ~y.

Neka je p #; g za neko i. Tada postoji neko z, |z| < i takvo da je samo jedan od
5(p,z) i 6(g,z) u F. Obzirom da su oba dostiZna iz poCetnog stanja go, postoje reci
xiy takve da 8(go,x) = p i 8(qo,y) = ¢q. To znadi da je samo jedan od &(go,xz) i
5(qo,yz) u F, pa samim tim je i samo jedna od re&i xz i yz u L. To znadi da klase
ekvivalencije relacije ~)s koje odgovaraju stanjima p i ¢ ne pripadaju istim klasama
ekvivalencije relacije ~y. O

Na osnovu ovoga, za minimizaciju datog konacnog automata, treba odrediti klase

ekvivalencije =; za svako i > 0, koje ¢e nam definisati ekvivalentna stanja i, samim
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tim, suviS$na stanja koja treba eliminisati. Algoritam na osnovu kog odredjujemo klase
ekvivalencije za svako =; ima sledece korake:

I korak Klase ekvivalencije za =g je lako odrediti i to su skupovi F i Q\ F.

II korak Za date klase ekvivalencije za =; odredjuju se klase ekvivalencije za =, :
Najpre, stanja koja su istoj klasi ekvivalencije za =;; moraju pripadati istoj
klasi ekvivalencije i za =;, poSto uslov mora da bude ispunjen za sve reci z
duzine do i. Da bi proverili da li je to zadovoljeno i za re¢ 7’ duZine do i+ 1
dovoljno je proveriti da li nakon ucitavanja prvog karaktera re¢i 7 se stize u
stanja koja se ekvivalentna za sve re¢i do duZine i. Preciznije, p =iy q akko
p=iqizasvakoa € X, 6(p,a) =; 8(q,a).

III korak Ukoliko se u nekom trenutku dobije da su klase ekvivalencije za =1 1 =;
jednake, sa deljenjem klasa se staje sa zaklju¢kom da nema novih klasa ni za
naredne vrednosti i. Relacija =; se zove fiksna tacka.

Za minimizaciju konacnog automata M, polazi se od klasa ekvivalencije relacije
=, zatim se izraCunavaju =, na osnovu =;, dok se ne stigne do fiksne tacke =;.
Sva stanja koja se nalaze u istoj klasi eqvivalencije za =; se sazimaju u jedno stanje.

PRIMER 2.32. Neka je dat automat na slici

Stanje d nije dostiZno iz pocetnog stanja tako moZe odmah biti uklonjeno. Ostale
klase ekvivalencije se dobijaju na slede¢i nacin:

=o: {a,b,e, f,g,h}, {c} - U prvom skup su stanja koja nisu zavr$na, a u drugom
Zavrsna stanja.

Iz prvog skupa stanje f ima O-ivicu koja vodi ka stanju iz drugog skupa, dok
ostala stanja iz prvog skupa imaju 0O-ivice ka stanjima iz istog skupa. Stanja b i
h imaju 1-ivice koje vode ka stanju iz drugog skupa, dok ostala stanja iz prvog
skupa imaju 1-ivice ka stanjima iz istog skupa.
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=i: {a,e,g}, {b,h}, {f}. {c}
Stanja a i e iz prvog skupa imaju O-ivice koje vode ka stanjima iz drugog skupa,
dok stanje g ima O-ivicu koja vodi ka stanju iz prvog skupa, takodje, stanjaaie
iz prvog skupa imaju 1-ivice koje vode ka stanjima iz treceg skupa, dok stanje
g ima 1-ivicu koja vodi ka stanju iz prvog skupa. U drugom skupu oba stanja
imaju O-ivice ka stanjima iz prvog skupa i 1-ivice ka stanju iz etvrtog skupa.

=2: {a,e}, {g}, {b,}, {f}. {c}
U prvom skupu oba stanja imaju O-ivice ka stanju iz treeg skupa i 1-ivice ka
stanju iz Cetvrtog skupa. U treCem skupu oba stanja imaju O-ivice ka stanju iz
treceg skupa, i 1-ivice ka stanju iz petog skupa

=3: {a,e}, {g}, {b,1}, {f}. {c}

Obzirom da su klase ekvivalencija relacija =; i =3 iste, algoritam staje. Odgovarajuéi
minimalni automat ima pet stanja i dat je slede¢om slikom

()
()

)
0

Procedura minimizacije istog automata, koristeci ideju ekvivalentnih stanja, moze
biti sprovedena i na sledeéi nacin:

Tablicom se predstave parovi stanja, a potom:

I korak U tablici se markiraju parovi u kojima je jedno stanje zavr§no, a drugo ne i
dobija se sledeca tablica:

S w00 |o

o[ X | XXX
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II korak U prvom prolazu se ispituju svi nemarkirani parovi na slede¢i nacin: par
(a,b) nije markiran i pri tome je d(a,0) =b1i6(b,0) = gipar (b, g) nije marki-
ran, tako da za sada ne zahteva promenu, medjutim é(a,1) = f i 6(b,1) =,
a par (c, f) jeste markiran, $to znaci da i par (a,b) treba da bude markiran.
Ispitivanjem svih nemarkiranih parova i markiranjem odgovarajuéih dobija se
sledeca tablica:

b | x

c| x| x

el | x| x

fl| x| x| x| Xx
gl | x| x| |x
h X
a|blcle | f]|g

U slededoj iteraciji se ponovo ispituju preosteli nemarkirani parovi. Par (a,g)
¢e takodje biti markiran, obzirom da je 6(a,0) =b i 6(g,0) =0, a par (b,g) je
markiran. Nakon ove iteracije dobija se sledeca tablica:

b | x

c| x| x

e| | x| x

fl| x| x| x| X

gl X | X | x| x| X
h | x X | X | X
a|blc|le | f]|g

U narednoj iteraciji, u ponovnom ispitivamju nemarkiranih parova, neée biti
novih markiranja, pa se ovde korak II zavrSava.

IIT korak Nemarkirani parovi stanja dobijeni na kraju koraka II, predstavljaju ekvi-
valentna stanja koja se saZimaju u jedno, a ¢e minimalni automat imati stanja
{a,e}, {b,h}, {c}, {f}, {g} (ista kao i primenom prethodne metode).

2.8 Pojam gramatike; Regularne gramatike

Konacéne automate moZemo shvatiti kao mehanizme (algoritme, postupke) za ispiti-
vanje da li re¢ odgovarajuceg alfabeta pripada ili ne nekom regularnom jeziku. Med-
jutim, automat mozemo posmatrati i kao skup pravila koji sluzi za generisanje reci
koje prihvata. To ilustrujemo u narednom primeru.

PRIMER 2.33. Posmatrajmo kona¢ni automat prikazan na slici ispod.
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Posmatrajmo ivice datog automata kao pravila:

s$Hos, sBir Bor, Mis e

Nije tesko uociti da automat prihvata re¢ 10011. PokusSajmo da izvedemo datu rec¢
polazedi od slova s, koje oznaCava pocetno stanje i koriste¢i navedena pravila:

s21 %10 %100, Y 10015210011 £ 210011

Navodimo nekoliko opStih napomena o pravilima koje smo koristili:

e pravila primenjujemo tako $to slovo sa leve strane zamenjujemo parom slova sa
desne strane;

e pravilo (5) je pravilo brisanja, koje smo dodali jer je f zavr$no stanje;

e u izvodjenju, oznake stanja (s i f) predstavljaju pomoéne simbole koje men-
jamo — pa ih smatramo svojevrsnim promenljivama, dok simboli jezika (01 1)
kada se jednom pojave u izvodjenju ostaju do kraja — pa ih nazivamo terminal-
ima.

Prirodno se namecu i neka pitanja. Mozemo li analogno izvesti svaku re¢ koju
prihavata dati automat? Da li je moguce izvesti neku re¢ koju automat ne prihvata?

Odgovore na ova pitanja, u jednom opStem kontekstu, dajemo u ovom odeljku.

Definicija 2.16. Gramatika je uredjena cetvorka G = (I',X,S, &), pri Cemu je:

o I" konacan skup simbola koje nazivamo promenljivama (i uglavnom ih obele-
Zavamo velikom slovima);

e ¥ konacan skup simbola, koje nazivamo terminalima, takav da jeI'N¥ =0 (pa
za terminale ne koristimo velika slova);

e S €T je pocetna promenljiva;

o Z CV*xV* gdejeV =TUZX (tzv. alfabet gramatike), jeste skup pravila,
pri ¢emu svako pravilo (u,v) € & oznacavamo u —¢ v (izostavljajuéi indeks
G kada je jasno o kojoj gramatici je rec).
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Pravilo u —¢ v primenjujemo na re¢ w, koja sadrzi u kao podrec¢, tako §to u za-
menimo sa v: ako je w = wjuw,, onda primenom navedenog pravila iz w, u gramatici
G, direktno izvodimo re¢ wivw, 1 piSemo wiuw, —g wivws. Izvodjenje je konacan
niz direktnih izvodjenja. KaZemo da se iz w izvodi u gramatici G re¢ w’, i piSemo
w —& w', ako postoji konacan niz re¢i wo,wr,...,wi (za neko k > 0) takav da je
w=wo, we=w iw; =g wit1,2a0<i<k.

Definicija 2.17. Neka je G = (I',%,S, &) gramatika, jezik
LG)={weX"|S—gw}
je jezik gramatike G ili jezik generisan gramatikom G.
PRIMER 2.34. (1) Neka je G| = ({S,A},{0,1},S, &) gramatika ¢ija su pravila:
P §—=08,S—AA—>1A,A— 1.
Tada je L(Gy) = {0"1" | m > 0,n > 1}. Izvodjenje reci 0?13 je dato sledeéim nizom
S — 05— 00S —00A — 001A — 0011A — 00111.
(2) Neka je G, = ({S},{0,1},S, #2,) gramatika ¢ija su pravila:
Py §—=0S81,5—01.
Tada je L(G,) = {0"1" | n > 1}. Izvodjenje reci 0°13 je dato slede¢im nizom
S — 051 — 00511 — 000111

Primetimo da je L(G)) regularan jezik, dok L(G;) nije regularan. U nastavku
¢emo opisati gramatike koje generisu iskljucivo regularne jezike.

Definicija 2.18. Gramatika G = (I',%,S, Z) je (desno) regularna ako su sva njena
pravila obika: S — €, X — sY, X — s, za neke X,Y € I' i neko s € X. (Naravno,
pravilo S — € moZe, ali ne mora da pripada regularnoj gramatici.)

Teorema 2.9. Jezik L C X* je regularan akko postoji regularna gramatika G = (I',%, S, &)
takva da je L= L(G).

DOKAZ. (=) Neka je L regularan jezik i M = (Q, qo, F,X, §) kona¢ni automat takav
daje L = L(M). Definisimo gramatiku G = (Q,X,qo, &?), pri ¢emu je & najmanji, u
smislu inkluzije, skup pravila koji zadovoljava sledece uslove:

e ako go € F, onda gy — € pripada &;

e ako 6(q,s) =¢' iq ¢ F,onda g — sq’ pripada &7,
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e ako 8(q,s) =¢'i4¢ € F,onda g — sq' i ¢ — s pripadaju Z.

Indukcijom se dokazuje da za svako w € L* vazi:

~

6(qo,w) € F akko qo =g w,

odakle sledi da je L = L(G).

(<) Neka je G = (T',X,S, &) regularna gramatika. Dokazimo da je L(G) regu-
laran jezik, tj. konstruis§imo automat M takav da je L(G) = L(M).

Neka je Q =T'U{Z}, gde je Z neki simbol koji ne pripada I i

Z}, akoS — € ne pripada &,
F —
| {$,Z}, akoS — € pripada 2.

Funkciju 8 : Q x £ — P(Q) definiSemo na slede¢i nadin:
e 6(Z,5)=0,zasves €L,
ezaXeliseX,

-akoX —»s¢ P,ondad(X,s)={Y €T |X —sY € £}
-akoX —wse P,ondad(X,s)={Yel'|X —»sY € Z}U{Z}.

Za nedeterministi¢ki automat M = (Q, S, F, X, ) i svaku re¢ w € L* vazi:
S & w akko 5(S,w) € F,
odakle sledi L(G) = L(M). O
PRIMER 2.35. Neka je data gramatika G = ({S,A,B},{a,b},S, ) gde je
P :S—aA, A—aB|b, B— bS.

Koriste¢i dokaz prethodne teoreme automat koji prihvata jezik L(G) je dat sa
M = ({S,A,B,Z},S,{Z},{a,b},0) pri Cemu je funkcija 0 data sa
0| a b
S|{A} 0
Al{B} {7}
B| 0 {S}
Z| 0 0




Glava 3

Kontekstno slobodni jezici

Dalja paznja ¢e biti usmerena na klasu jezika koja je Sira od klase regularnih jezika, na
kontekstno slobodne jezike. Kontekstno slobodne gramatike predstavljaju prirodnu,
rekurzivnu notaciju ovih jezika. One igraju glavnu ulogu u razvoju kompajlera jos
od 1960tih godina. Koriste¢i kontekstno slobodne gramatike postalo je lako definisati
parsere, tj. funkcije koje proveravaju strukturu ulaza, ¢ime se posao koji je bio veoma
vremenski zahtevan, sveo na rutinski posao koji moze da se uradi za kratko vreme.U
skorije vreme, kontekstno slobodne gramatike se koriste za opise formata dokumenata
(documet-type definition, DTD) koji se koriste u XML zajednici za razmenu informa-
cije na vebu.

3.1 Kontekstno slobodne gramatike

Definicija 3.1. Gramatika G = (I',X,S, Z?) je kontekstno-slobodna ako su sva njena
pravila oblikaX — w, zanekoX € I'inekure¢w € (TUL)*.

OZNAKE I TERMINI. 1. Za pravilo X — w, kaZemo da je X glava ovog pravila, a
w telo pravila. Ukoliko u gramatici postoji viSe pravila sa istom glavom:

X—=w, X —=wy,.... X = wy,
onda ta pravila krace zapisujemo:

X—>W1‘W2|~'|Wk.

2. Pravilo X — w je linearno ako je w = uYv, za neke u,v € X* i Y €T, tj.
ako sa desne strane sadrZi samo jednu promenljivu. Specijalno, pravila oblika X —
Y, X,Y €T, nazivaju se lancasta pravila. Pravila oblika X — €, X € I' nazivamo
pravilima brisanja.

58
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Definicija 3.2. Jezik L C ¥* je kontekstno-slobodan ako postoji kontekstno slobodna
gramatika G = (I',X, S, &) takva da je L = L(G).

Ocigledno, svaki regularan jezik je kontekstno slobodan, a obrnuto nije ta¢no.
(Dati komentare u vezi sa pravilima brisanja ...)

PRIMER 3.1. 1) Palindromi nad {0, 1}
Neka je G = ({S},{0,1},S, 22), gde je

P: S—0S0|1S1|0]|1.

Nije teSko uociti da je L(G) skup svih palindroma nad {0, 1} (bez prazne reci). Prav-
ila date gramatike u potpunosti odslikavaju induktivnu sledecu definiciju skupa palin-
droma koji éemo oznaciti sa S:

e 01i I su palindromi, tj. 0,1 € S (§to odgovara pravilima S — 0| 1);

e ako je w palindrom, onda su to i Ow0 i 1wl, tj. ako w € S, onda Ow0, 1wl € S
(8to odgovara pravilima S — 0S0 | 151).

2) Dajkov jezik je generisan gramatikom G = ({S},{(,)},S, 2). gde je
P §SS|(S)]e.
Izvedimo u ovoj gramatici re¢ (())():
§— 85— (8)S = ((8))S = (($)(S) = (0)(S) = (1)
Naravno, do iste regi dolazimo ako neznatno izmenimo prethodno izvodjenje:
§— 88— 8(8) = (S)(S) = (($)(S) = ((5))() = (0)0-

Prirodno je ova dva izvodjenja re¢i (())() smatrati istim, te je pogodno prikazivati
ih u obliku tzv. drveta izvodjenja, koja ¢emo kasnije preciznije opisati. Za sada
naglaSavamo samo naredno drvo reprezentuje oba izvodjenja (koja su strogo uzevsi
razlicita).

/S\S
</ \> (/s\>
(/ AN J?

s
;
5
.
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Nije tesko uociti da L(G) sadrzi sve korektno izgradjene nizove levih i desnih
zagrada.

3)Nekaje G = ({E,T,F},{x,+,-(,)},E, &), gde je

P:. E—E+T|T, T—T-F|F, F—(E)|x

Drvo desno predstavlja izvodjenje reci

(izraza) (x+x) - x. Drugo drvo izvodje- / \

nja daje x+x - x. T 1‘”
E F x
VN /N
E + T ( E )
| / I\ /1IN
r T - F E+T
| | | | |
F F x T F
| | |
X X F )‘C
|
X

Prikazivanje izvodjenja u kontekstno slobodnim gramatikama drvetom potpuno je
prirodno bududéi da dinamiku izvodjenja odredjuju promenljive kojih moZe biti vise
od jedne sa desne strane pravila, a da pri tome nije vaZan redosled kojim ¢emo svaku
od njih, u nastavku izvodjenja, aktivirati. Uopste, ako je G = (I',X,S, &) kontek-
stno slobodna gramatika i X € I', X-drvo izvodjenja je drvo Ciji su ¢vorovi oznaceni
elementima iz TUX U {e} i vazi:

e koren drveta je oznacen sa X,

e listovi (Evorovi koji nemaju naslednike) su oznaceni terminalima ili €, a un-
utrasnji ¢vorovi (koji imaju naslednike, pa nisu listovi) promenljivama,

e ako je neki unutrasnji ¢vor oznacen promenljivom Y, a njegovi neposredni sled-
benici simbolima sy, ...,s; € [UX (redom sleva nadesno), onda Y — sy ---s; €
2,

e ako je list oznacen sa € neposredni sledbenik nekog unutrasnjeg ¢vora Y, onda
je on i jedini neposredni sledbenik tog ¢vora.

Rezultat nekog drveta izvodjenja jeste re€ koja se dobija dopisivanjem sleva nadesno
listova tog drveta. Primetimo da svaki unutrasnji ¢vor nekog drveta izvodjenja zajedno
sa svim svojim sledbenicima obrazuje novo drvo izvodjenja.



GLAVA 3. KONTEKSTNO SLOBODNI JEZICI 61

Svakom izvodjenju u kontekstno slobodnoj gramatici odgovara jedinstveno drvo
izvodjenja, dok obrnuto nije tacno, Sto je ilustrovano u primeru 3.1. Medjutim, ako
se ograni¢imo samo na tzv. leva izvodjenja, dobijamo obostrano jednoznacnu kore-
spondenciju izmedju izvodjenja i drveta. Leva izvodjenja su ona u ¢ijem je svakom
koraku w —¢g w' primenjeno pravilo Cija je glava najlevlja promenljiva iz w. MozZe
se dokazati da svaku kontekstnu slobodnu gramatiku G = (I', X, S, &) vazi: S = w
akko postoji levo izvodjenje re¢i w iz S. Naravno, do istih zakljucaka bismo dosli da
smo posmatrali desna izvodjenja.

PRIMER 3.2. Nekaje G = ({S,A,B},{a,b,c,x,y},S,7), gde je
P S—aAbB|aAbBcB, A—x, B—S|y

U ovoj gramatici re¢ axbaxbycy mozemo izvesti na dva nacina kojima odgovaraju
dva razli€ita drveta izvodjenja.

N S
a/A/ \b\B aA//b/ \B\\CB
! ; ! ! )
PZIANN VZAN
aAbBCcB aAbB
L L)

Definicija 3.3. Kontekstno slobodna gramatika G je dvesmislena ako postoji rec¢
w € L(G) koja ima dva razlicita drveta izvodjenja u G. U suprotnom, gramatika je
nedvosmislena.

Definicija 3.4. Kontekstno slobodni jezik je sustinski dvosmislen ako je dvosmislena
svaka gramatika koja ga generise.

PRIMER 3.3. MoZe se dokazati da je jezik
{d"b"c"d" | m,n > 1} U{a"b"""d™ | m,n > 1}
sustinski dvosmislen.

Iako regularni izrazi mogu da se koriste u nekim segmenitma kreiranja inter-
pretera, kao u ranije navedenom primeru za prepoznavanje promenljivih, to nikako
nije dovoljan alat. Vel primeri uparivanja zagrada ili prepoznavanja aritmetickih
izraza prevazilaze mogucénosti regularnih izraza. Ovi problemi, kao Sto je pokazano,
se mogu lako opisati gramati¢kim pravilima kontekstno slobodne gramatike. Problem
uparivanje vitiastih zagrada ({ i }) za ograni¢avanje blokova u programskom jeziku
C ili uparivanje BEGIN i END komandi u programskom jeziku PASCAL je potuno
analogan problemu uparivanja zagrada. Sli¢an je i slede¢i primer koji proverava ist-
pavnu upotrebu IF-ELSE konstrukcije
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PRIMER 3.4. Gramaticko pravilo koje generiSe ispravne nizove IF i ELSE reci (pred-
stavljenih sa i i ¢) moZe se opisati na sledeci nacin:

S—se | SS|iS | iSeS.

Na osnovu ovog pravila mogu se dobiti nizovi ieie, iie, iei i slicno, dok niZovi ei ili
ieeii nisu korektni i ne mogu biti generisani datim pravlom.

Programi koji vrSe proveru ispravne strukturanosti i dalju obradu ispravnih ulaznih
podataka, zasnovani na konteksno slobodnim gramtikama zovu se parseri. Jedan
od najpopularnijih generatora parsera je YACC. Njegova popularnost je posledica
¢injenica da je osnovna verzija YACC deo operativnog sistema UNIX i pri tome
omogucava da se delovi programskog koda piSu u programskom jeziku C. Zahvaljujuéi
popularnosti, razvijene su i verzije koje rade pod drugim operativnim sistemima i u
razli¢itim okruZenima omogucéavaju povezivanje i sa drugim programsim jezicima,
pre svega sa C++ i C#.

Parseri, a samim tim i kontekstno slobodne gramatike su, takodje, vrlo zgodan alat
za prepoznavanje i prihvatanje strukture definisane markap jezicima poput HTML i
XML. Dokumenti koji sadZe informacije opisane ovom vrstom jezika imaju precizno
definisanu strukturu, za koju je jednostavno definisati gramati¢ko pravilo koje je pre-
poznaje ispravno opisani sadrZaj i formira stablo izvodjenja koje e biti dalje proce-
sirano.

3.2 Normalna forma (vlomskog

U ovom odeljku, pokazaéemo da se svaka kontekstno slobodna gramatika moZe trans-
formisati u gramatiku koja generiSe isti jezik ali ¢ija su pravila veoma jednostavnog
oblika.

Neka je G = (T',X,S, &) kontekstno slobodna gramatika. Promenljiva X € T je

e zavrSavajuca ako postoji re¢ w € X* takva da X —g w;
e dostizna ako postoje u,v € (CUXL)* takve da § — uXv.

Definicija 3.5. Kontekstno slobodna gramatika je redukovana ako su sve njene promenljive
zavrSavajuce i dostiZne.

Pre nego $to dokazemo da svaku kontekstno slobodnu gramatiku G = (T', £, S, &)
moZe transformisati u ekvivalentnu redukovanu (teorema 3.1) gramatiku, primetimo
da se za G mogu efektivno odrediti:

e skup Z svih zavrSavajucih promenljivih i
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e skup D svih dostiznih promenljivih.

DefiniSimo skupove Z; i D;, i > 0, induktivno, na slede¢i nacin:

Zo={Xel'| GweX)X »we P},

Zip1 ={Xel'|(Fwe (Z;UL))X »we Z},i>0;

Do = {S},

Div1 = DiU{X el ’ (HY € @i)(ﬂu,v S (FUZ)*)Y —uXv e f@}, i>20.
Tada vaze sledece osobine:

DZ2gCZ1CZC--- DgCD1CDyC---
D2i=2Zip1=>2i=2ip1=2ip2= | Di=Diy1=Di=Diy1 =Djyo =
3) Zi:Zi+1,zai:]F]—1 D,‘Z'DHl,Zai:‘F‘—l
hHZ=U2Z D=UD;

i>0 i>0

odakle sledi da se Z i D mogu efektivno odrediti.
NAPOMENA. Problem L(G) # 0 je odluciv, jer je ekvivalentan sa S € Z.

Teorema 3.1. Za svaku kontekstno slobodnu gramatiku G, takvu da je L(G) # 0,
postoji redukovana kontekstno slobodna gramatika G takva da je L(G) = L(G").

DoKAzZ. Gramatiku G" konstruiSemo u dve etape.

1. ETAPA. Odredimo najpre skup Z svih zavrSavajuéih promenljivih gramatike G.
Neka je G' = (I, %, S, P’) gramatika takva da je:

o I'=2(S€Z,jerje L(G) # 0);

e P’ dobijeno iz P izbacivanjem svih pravila u kojima se pojavljuju (sa bilo koje
strane) promenljive iz "\ Z.

Nije tesko zakljuéiti da je L(G) = L(G').
2. ETAPA. Odredimo najpre skup D’ svih dostiznih promenljivih gramatike G’. Neka
je G" = (I',X,S,P") gramatika takva da je:

e I" =D’ (primetimo da S € I'");

e P’ dobijeno iz P izbacivanjem svih pravila iz £?’ u kojima se pojavljuju (sa
bilo koje strane) promenljive iz I\ D’.

Tada je L(G") = L(G’) i G" je traZena gramatika. O

NAPOMENA. Etape u prethodnom dokazu ne mogu zameniti mesta, a evo i zasto.
Pretpostavimo da G ima samo jedno pravilo sa glavom A i neka je to A — BC, pri
¢emu je A dostizna, B zavrSavajuca, a C nije zavrSavajuca promenljiva. Ako bismo
prvo izbacili nedostiZzne promenljive, onda bi posle prve etape ostale promenljive A,
B1iC, dok bi u drugoj etapi bili izbaceni A i C, a B bi ostalo. Nasuprot tome, ako prvo
izbacimo nezavrSavajuée promenljive, izbaci¢emo ih odmabh sve tri.
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Definicija 3.6. Kontekstno slobodna gramatika (I',X,S, Z?) je u normalnoj formi
Comskog ako su sva njena pravila oblika:

e X —»YZ X, Y.ZecT,
e X »x,Xel',xeX, ili
e S—e¢,

i pri tome, ako se S — € pojavljuje medju pravilima, onda se S ne pojavljuje sa desne
strane nijednog pravila.

Teorema 3.2. Za svaku kontekstno slobodnu gramatiku G postoji kontekstno slo-
bodna gramatika G u normalnoj formi Comskog takva da je L(G) = L(GH).

DoOKAZ. Neka je G = (', X, S, ) kontekstno slobodna gramatika. Pretpostavi¢emo
da se S ne pojavljuje u telu nijednog pravila iz <. Ovu pretpostavku slobodno
moZemo uvesti, jer se promenljivama iz I’ moZe dodati nova promenljiva S, a skupu
pravila & pravilo S’ — S i da se na taj nacin dobije gramatika

(CU{S),%, 8, 2ULS — S})

u kojoj se poCetna promenljiva ne pojavljuje u telima pravila, a koja generisSe isti jezik
kao i polazna gramatika G.

TraZenu gramatiku u normalnoj formi Comskog konstrui$emo u Getiri etape.
1. ETAPA — eliminacija pravila brisanja.

EliminiSemo pravila X — €, gde X nije pocetni simbol.

Za svako pravilo iz # na ¢ijoj se desnoj strani pojavljuje promenljiva X dodajemo
pravila koja se dobijaju izostavljanjem promenljive X. Na primer, ako se X pojavljuje
samo jednom sa desne strane nekog pravila Y — vXw, onda dodajemo pravilo Y — vw;
ako se X pojavljuje dva puta sa desne strane nekog pravila ¥ — uXvXw dodajemo
pravilaY — uvXw,Y — uXvwiY — uvw; itd.

Ako ima pravila Y — X dodajemo pravilo ¥ — €, ukoliko ono nije prethodno eli-
minisano. Opisani postupak nastavljamo sve dok ne eliminiSemo sva pravila brisanja.

2. ETAPA — uvodjenje novih promenljivih koje odgovaraju terminalima.

U ovoj etapi, za svaki terminal s € ¥ dodajemo jednu novu promenljivu X;, a
pravila (dobijena u prethodnoj etapi) preradjujemo tako Sto u svakom pravilu u ¢ijem
se telu pojavljuje s, terminal s zamenjujemo sa X;. Najzad, ovako preradjenom skupu
pravila dodajemo X; — s, za svaki s € X.

3. ETAPA — skradivanje pravila Cija tela sadrze viSe od dve promenljive.

Svako pravilo oblika X — Y11, ---Y;, k > 3, zamenjujemo pravilima

X — YIZI, Z — YzZz, ce ,Zk_z — Yk—lYka
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pri Cemu su Zy,7Zs, ..., Z;_1 nove promenljive.
4. ETAPA — eliminacija lancastih pravila.
EliminiSemo pravila oblika X — Y i za svako pravilo oblika ¥ — w dodajemo
pravilo X — w, osim ako to pravilo nije lan€asto pravilo koje je ve¢ eliminisano.
Ovako preradjena gramatika je u normalnoj formi Comskog i generise isti jezik
kao polazna gramatika. O
Normalna forma Comskog znatno pojednostavljuje ispitivanja svojstava kontek-
stno slobodnih jezika. Pored toga, prema prethodnoj teoremi, konteksno slobodni
jezici su generisani veoma jednostavnim drvetima izvodjenja ¢iji svaki unutrasnji ¢vor
ili ima ta¢no dva naslednika oznacena promenljivama ili ima samo jednog naslednika
koji je oznacen terminalom.

PRIMER 3.5. Transformigimo u normalnu formu Comskog kontekstno slobodnu gra-
matiku ({S,A,B},{x,y},S, Z), gde je

&Y. S—ASA,S—xB,A—B,A—S,B—y,B— €.

Posto se S pojavljuje u telima nekih pravila, uvodimo novu poéetnu promenljivu S’ i
posmatramo gramatiku ¢ija su pravila:

P S —S,S—ASA,S—xB,A—B,A—S,B—y,B—¢.

1. ETAPA — eliminacija pravila brisanja.

1.1 — eliminacija pravila B — € iz &":

P §—S,5S—ASA,S—xB,A—B,A—S B—y,B—¢

1

P §—S,§—ASA,S—xB,A—~B,A—S,B—y,S—>x,A—¢

1.2 — eliminacija pravila A — € iz Z{:

P §—S,§—ASA,S—xB,A—B,A—S,B—y,S—>x,A—¢

1

P §—S,8§—ASA,S—+xB,A—B,A—S,B—y,S—x,5—S5,5—AS,S— SA

2. ETAPA — uvodjenje novih promenljivih koje odgovaraju terminalima.
Uvodimo nove promenljive X i Y i transformiSemo skup pravila &7} na slede¢i
nacin:
Py §—8,8§—~ASA,S—+XB,A—-B,A—~S,B—Y,S—»X,S—S,5§—>AS,S§ — SA
X—=>x,Y—=y
3. ETAPA — skradivanje pravila ¢ija tela sadrZe viSe od dve promenljive.
P §—S,8—ASA,S—+XB,A—B,A—-S,B—=Y,§—>X,§—S5,5§—>AS,S— SA
X—=x,Y—y
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d

Py | §—=S
A—B
A—S
B—Y
S—X

S — XB
S— AS
S— SA
S—AZ
Z— SA

X —>x
Y=y

4. ETAPA — eliminacija lancastih pravila.

4.1 — eliminacija pravila §' — S iz Z}:

P
A—B
A—S
B—Y

S—XB
S—AS
S— SA
S —AZ

S—=X =X Z->SA

S — XB
S = AS
S — SA
S = AZ

4.2 — eliminacija pravila A — B iz Z%:

P

A—S
B—Y
S—X
S =X

A—Y

S— XB
S—AS
S —SA
S—AZ
Z— SA
S — XB
S — AS
S — SA
S — AZ

X —x

Y=y

4.3 — eliminacija pravila A — S iz Z:

2R

B—Y
S—X
S —X
A—Y

A—X

S— XB
S — AS
S— SA
S —AZ
Z— SA
S — XB
S — AS
S — SA
S = AZ

A— XB
A—AS
A— SA
A—AZ

4.4 — eliminacija pravila B — Y iz &7:

X —>x
Y=y

X —>x
Y—y
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Py

S—X
S —X
A—Y
A—X

S—XB
S— AS
S —SA
S —AZ
Z— SA
S - XB
S — AS
S — SA
S — AZ
A— XB
A — AS
A— SA
A— AZ

X —>x
Y=y B—=y

4.5 — eliminacija pravila § — X iz &§:

S =X
A—Y
A—X

S— XB
S— AS
S— SA
S—AZ
Z — SA
S — XB
S — AS
S — SA
S = AZ
A— XB
A— AS
A — SA
A— AZ

X—>x S—x
Y—>y
B—y

4.6 — eliminacija pravila S’ — X iz Z:

! .
e@lo.

A—Y
A—X

S— XB
S—AS
S —SA
S—AZ
Z— SA
S — XB
S — AS
S — SA
S — AZ
A—XB
A —AS
A— SA
A— AZ

X—x §—x
Y=y
B—y
S—x
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4.7 — eliminacija pravila A — Y iz &
2T S—XB X-—x
S—AS Y=y A=y
S— SA B—y
S—AZ S—x
Z—SA S —x
S"— XB
S — AS
A—X §—5A
S — AZ
A—XB
A—AS
A— SA
A — AZ
4.8 — eliminacija pravila A — X iz Z{;:
P, S—=XB X—x A—x
SHAS Yoy
S— SA B—y
S—AZ S—x
Z— SA S —x
S—XB A—y
S — AS
S'— SA
S'— AZ
A—XB
A—AS
A— SA
A—AZ

Lema 3.1. Ako je G kontekstno slobodna gramatika u normalnoj formi Comskog,
onda za svaku re¢ w € L(G) takvu da je |w| > 1 potrebno je tacno 2|w| — 1 koraka za
bilo koje izvodjenje re¢i w u gramatici G.

3.3 Parsiranje u kontekstno slobodnim gramatikama

Za kontekstno slobodne gramatike G = (I, X, S, &) u normalnoj formi Comskog pos-
toji jednostavan algoritam kojim se reSava problem pripadanja: za zadatu re¢ w € X*
ispitati dali w € L(G) ili ne. Naravno, poZeljno bi bilo da ukoliko w € L(G) algoritam
proizvede i odgovarajuée drvo izvodjenja.

Prikazacemo tzv. CYK-algoritam (Kuk-Janger-Kasami algoritam).
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Ako je w = g, treba samo proveritidali § — € € .

Nekajew=s1---s, € LT iwli,j] = si--+8j, 1 <i< j<n. Pomenuti algoritam
je zasnovan na sledeem zapazanju: provera da li je X —* w[i, j] svodi se na sledeée
slucajeve:

e akojei=j, treba proveritidali X — s5; € &;

e ako je i < j, prvi korak odgovarajuceg izvodjenja mora biti X — YZ, za neke
promenljive Y i Z, $to dalje znaci da postoji k, i < k < j takvoda Y —* w[i,k] i
Z = wlk+1,/].

CYK-algoritam

INPUT: ([,%,S, ) — gramatika u normalnoj formi Comskog;
w=us1--85, —reCizX*
fori:=1tondo
Uli,i:={X €T |X > s, € 2}
ford:=1ton—1do;
fori:=1ton—ddo
ji=i+d
Uli,j] =0
fork:=itoj—1do
Uli,j] =U[i,jlJu{X el | X -YZec 2,Y €U[i,k|,Zc Uk+1,j]}
OUTPUT: Ui, j] (U[i, j] sadrzi sve promenljive X takve da X —* s;---s)
if S € U[1,n] then
return TRUE
else
return FALSE

PRIMER 3.6. Ilustrujmo navedeni algoritam za ulaz: G = ({S,A,B,C},{a,b,c},S, )
P:. S—AB|b,A— CB|AA|a,B— AS|b,C —BS|c

iw=cabab € L(G).

~ .|lclal|lb|alb
N Tlal3]als
c|1
al2| x
b|3] x| x
ald| x| x|x
b|5| x| x|x|x
Najpre popunjavamo dijagonalu tabele, tj. nalazimo skupove U[i,i],i =1,...,5:

Ull,1] = {X € {S,A,B,C} | X = c€ 2} = {C),
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U[2,2) =U[4,4] = {X € {S,A,B,C} | X = ae P} = {A},
U[3,3]=U[5,5|={X € {S,A,B,C} | X > be P} ={S,B}.

lelal b |al b
]2l 54l
cll|C
al2| x| A
b|3|x|x|SB
ald| x| x| x | A
b|S|x|x]| x | x|SB

Zatim popunjavamo dijagonalu iznad upravo pounjene:

U[1,2]

U2,3]

UJ3,4]

Ul4,5]

U[1,3]

U|[2,4]

(X € {S,A,B,C}| X = YZY €U[1,1],Z€ U[2,2]}
{X € {S,A,B,C} | X —CA} =0

{Xe{S,A,B,.C}| X »YZY cU[2,2|,Z€U[3,3]}
{X € {S,A,B,C} | X — ASili X — AB} = {S,B}

(X € {S,A,B,C}| X > YZY €U[3,3],Zc U[4,4]}
{X € {S,A,B,C}| X — SAiliX — BA} =0

{Xe{S,A,B,.C} | X -YZY cU[4,4],ZcU[55]}
{X € {S,A,B,C} | X — ASili X — AB} = {S,B}

clal| b |a
N1l 3 lals
cli|clo
al2| x| A|S,B
b|3|x|x|SB|0
ald| x| x| x |A|S,B
b|5|x|x| x | x|S8B

{X€{S,A,B,C} | X -YZY cU[1,1,Zc U[2,3]}U
U{X € {S,A,B,C} | X »YZY €U|[l1,2],Z€ U[3,3]}
{X €{S,A,B,C} | X — CSiliX — CB} = {A}

{X € {S,A,B,C} | X -YZY cU[]2,2],Zc U[3,4]}U
U{X € {S,A,B,C} | X = YZ,)Y €U[2,3],Z € U[4,4]}
{X €{S,A,B,C} | X > SAiliX — BA} =0
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U3,5] = {Xe{S,AB,C}|X—YZYeU[3,3,ZcU[4,5|}U
U{X € {S,A,B,C} | X -YZY c€U|[3,4],Zc U[5,5]}
= {Xc{S,A,B,C}|X — SSiliX — SBili X — BSili X — BB} = {C}

. lcla b a

o] 3 a5
cli|clo] A

al2| x |A|SB|0

b|3|x|x|SB|0| C
ald| x| x| x |A|S,B
b|5|x|x| x | x|SB

U1,4) = {Xe€{S,ABC}|X—=YZYcU[1,1,ZcU]2,4}uU

U{X € {S,A,B,C} | X - YZ)Y €U|[1,2],Zc U[3,4]}
U{X € {S,A,B,C} | X = YZ)Y cU[1,3],Z € U[4,4]}
= {Xe{S,A,B,C} | X —AA} ={A}

UR,5] = {Xe{S,ABCY|X >YZYcU[2,2,ZcU[3,5}U
U{X € {S,A,B,C} | X > YZ,Y €U[2,3],Z€ U[4,5]}
U{X € {S,A,B,C} | X > YZ,Y €U[2,4],Z € U[5,5]}
= {X€e{S,AB,C}|X—>ACiliX — SSiliX — SBili X — BSili X — BB} = {C}

 .lclal b |al| b
Nyl 3 lals
cli|clo] A [A

al2 [ x [A[SB[0| C
b|3|x|x|SB|0| C
al4| x| x| x |A]|S,B
b|5| x| x| x | x|SB

Najzad,
Ull,5] = {Xe{S,ABC}|X—YZYeU[l,1,Z€U[2,5|}U

U{X € {S,A,B,C} | X - YZ)Y €U|[1,2],Z€ U[3,5]}
U{X € {S,A,B,C} | X - YZ,Y €U[1,3],Zc U[4,5]}
U{X € {S,A,B,C} | X - YZ,)Y €U[1,4,Z € U[5,5]}

= {Xc{S,A,B,C}|X - CCiliX —ASiliX — AB} = {S,B}
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clal| b |a| b
NTl2] 3 4l s
cll1|Cl0| A |[A|S,B
al2|x|A|SB|0]| C
b|3|x|x|SB|0| C
al4| x| x| x |A|S,B
b|5| x| x| x | x|SB

Dakle, cabab € L(G).

Prethodni algoritam se jednostavno moZe dopuniti, tako da se iz dobijene tabele
moze procitati i odgovarajuce izvodjenje. Da bi se rekonstruisalo izvodjenje, potrebno
je pored svake promenljive, upisane van glavne dijagonale, upisati njeno poreklo.

cla b a b
NTlal 3 4 5
c|[1[C|0[A:(C,B,1) [A:(A,A3)|S:(A,B,3),B:(A,5,3)

S:(A,B,4),B: (A,S,4)
a2 x [A]S:(A,B,2) 0 C: (B,S,3)
B:(A,S,2)
b3 x| x S.B 0 C: (B,S,3)
ald| x| x X A S:(A,B,4)
B:(A,S,4)
b|5| x| x X X S,B
S
/S\ A/ I
A B /N |
/N /N A A b
C B A N /\ \
/N | C B a
c A S a b ‘ /\
| c A S
a b |
a b

Ako S € U[1,n], ondaw € L(G), inate w ¢ L(G).

3.4 Svojstva kontekstno-slobodnih jezika

Teorema 3.3. Skup kontekstno-slobodnih jezika nad istim alfabetom zatvoren je za
uniju, nadovezivanje i Klinijevu zvezdicu.
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DOKAZ. Neka su L; i L, kontekstno-slobodni jezici nad istim alfabetom X i G; =
(I, X, S, ), i= 1,2, kontekstno-slobodne gramatike koje ih generiSu. Bez gubljenja
opStosti mozemo pretpostaviti da je I'y NIy = 0. KonstruiSimo konteksno-slobodne
gramatike koje redom generiSu L; ULy, LiL, i L]. Neka je S nova promenljiva,
S¢TuUly.

Gunija = (Fl ulrU {S},Z,S, P1UJ LU {S — 51,8 — Sz})

Gnadovezivanje - (Fl UFZ U {S}727S7 ﬂl U 1@2 U {S — SISZ})

Gavezdica = (I U{S},Z,8, 2, U{S — S51,8 — 51,5 — €}) O

Posebno vaZna je varijanta leme napumpavanja za konteksno-slobodne jezike.
Najpre éemo dokazati jedno opstije tvrdjenje.

Teorema 3.4. [Lema naduvavanja za konteksno-slobodne jezike| Za svaki konteksno-
slobodan jezik L, postoji prirodan broj n takav da se svaka re¢ w, ¢ija je duZina bar n
(\w| = n), moZe rastaviti na pet delova w = xuyvz takvih da vaZi:

o |uv|>1;
o |uyv| <n;
o xukyvkz € L, za svakok > 0.

DokAz. Neka je L proizvoljan konteksno-slobodan jezik i G = (T',X,S, %) gra-
matika u normalnoj formi Comskog koja ga generie. Neka je m = |['|. Dokazacemo
da je n = 2*! traZeni prirodan broj. Neka je w re¢ iz L takva da je |w| > 2"*1,

Posmatrajmo drvo izvodjenja re¢i w. Posto je G u normalnoj formi Comskog,
svaki unutras$nji ¢vor drveta vodi ka nekoj podreci od w koja je neprazna, tj. ovu

re¢ proizvodi odgovarajuce poddrvo ¢iji je koren promenljiva koja odgovara uo¢enom
unutrasnjem ¢voru.

U drvetu izvodjenja reci w izaberimo put 7, na slede¢i nacin:
e koren drveta izvodjenja, tj. pocetna promenljiva S, pripada putu 7w,,,

e ako je promenljiva X na putu 7, i ima dva naslednika, koji su promenljive,
onda se na putu 7, nalazi onaj naslednik koji vodi ka ve¢emo broju terminala
(simbola re¢i w); ukoliko naslednici vode ka istom broju terminala, onda se
proizvoljno bira jedan od njih koji ¢e biti na putu w,;

e ako je promenljiva X na putu 7, i ima jednog naslednika, koji je terminal, onda
se taj terminal nalazi na putu 7,,.

Primetimo da je =, najduZi put u drvetu izvodjenja re¢i w. Takodje, svaki un-
utra$nji ¢vor (neracunajuci S) na putu 7w, vodi najmanje ka polovini terminala u
odnosu na svog neposrednog prethodnika. Zato na putu 7,, mora postojati bar m + 1
unutra$njih ¢vorova. Ako bi 7, imao < m unutrasnjih ¢vorova, onda bi:
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poslednja promenljiva (prva odozdo) vodila ka jednom (2°) terminalu;

pretposlednja promenljiva (druga odozdo) vodila ka dva (2!) terminala;

tre¢a promenljiva odozdo vodila ka najvise &etiri (22) terminala;

poslednja promenljiva odozdo, tj. S, vodila ka najviSe 2™ terminala, Sto je
nemoguce jer je [w| = 2+,

Izaberimo poslednjih m + 1 unutraSnjih ¢vorova na putu m,. Tada su bar dva ¢vora
medju njima oznacena istom promenljivom, na primer V. Neka je y podrec¢ od w koja
potice od niZeg pojavljivanja promenljive V, a u i v podreci od w takve da uyv potice
od viSeg pojavljivanja promenljive V. Drvo izvodjenja rec¢i w se moZe predstaviti
slede¢om slikom.

>m+1

w = [

Posto je viSe pojavljivanje promenljive V medju poslednjih m+ 1 ¢vorova, zaklju¢ujemo
da re¢ uyv ne moZe biti duza od 2”*!. Takodje, o¢igledno je da reci u i v ne mogu biti
obe prazne. ReCi x i y su izabrane tako da je w = xuyvz, iz V —g uyviV —¢ y sledi:

S = xVz —b xukVvkz =% ks,

U skladu sa prethodnim, stabla izvodjenja re¢i xyz, xu>yv?z € L su prikazana narednom
slikom.
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PRIMER 3.7. DokaZimo da jezik L = {a'b’c’ | i > 1} nije kontekstno-slobodan.

Pretpostavimo suprotno da L jeste kontekstno-slobodan. Neka je n prirodan broj
¢ije postojanje tvrdi lema napumpavanja. Posmatrajmo re¢ a"*b"c" € L. Tada se ova
re¢ moZe rastaviti na pet delova a"b"c" = xuyvz takvih da je |uv| > 1, |uyv| < n i
xukyvkz € L, zasvako k > 0.

Postoje dve mogucénosti.

1) uivsuoblika a™b™ ili b*¢*: tada oCigledno xu’yv?z & a*b*c*.

2) u,v € a*Ub*Uc*: tada Ce se brisanjem u i v narusiti jednakost broja pojavlji-
vanja slova a, b i ¢, odn. biée ili |xyz|, # |xyz|p ili [xyz|p # |xyz]c-

Izvedene kontradikcije obaraju pretpostavku da je L kontekstno-slobodan.

Teorema 3.5. Skup kontekstno-slobodnih jezika nad istim alfabetom nije zatvoren za
presek i komplementiranje.

DokAz. Jezici Ly = {a'bic/ |i,j > 1} i Ly, = {a'b/c’/ | i,j > 1} jesu kontekstno-
slobodni. Jezik L; je generisan gramatikom Cija su pravila S — AC, A — aAb | €,
C — ¢C | €. Analogno se mogu odrediti pravila koja generiSu L,. Medjutim, presek
ova dva jezika
LiNL, = {alblcl | > 1}

nije kontekstno-slobodan kao $to je dokazano u prethodnom primeru.

Ako bu skup kontekstno-slobodnih jezika bio zatvoren za komplementiranje, zbog
zatvorenosti za uniju, morao bi biti zatvoren i za presek $to nije tacno. 0

3.5 Potisni automati (automati sa stekom)

ulaz
o v e e
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Definicija 3.7. Potisni automat je sedmorka A = (Q, qo,F,XL,T',$,0), gde je

Q konacan skup stanja,

e go € Q pocetno stanje,

F C Q skup zavrsnih stanja,

Y ulazni alfabet,

I" alfabet steka,

$ € I'\ £ pocetni simbol steka,

5:0x (U{e}) x (TU{e}) = 2(0 x (TU{e})).

Pocetnu konfiguraciju potisnog automata za ulaz w = ug ... u; € £* oznacavaéemo

Sa
ur...ur
q0 $

ukazujuéi na ¢injenicu da se automat nalazi u pocetnom stanju gg, da je re¢ w upisana
na ulaznoj traci i da je na steku upisan samo znak $. U svakom narednom trenutku,
konfiguraciju Cini trenutno stanje g, neki sufiks u; . .. u; od w, tj. neprocitani deo ulaza
w, upisan na ulaznoj traci (u; € X)irec sy ...sy iz I'* upisana na steku (s; € I):

() q[ ui...uk]

S1...8¢

Racunski korak je promena konfiguracije u skladu sa definicijom funkcije 8. Tekuéa
konfiguracija (*) se moze promeniti izborom nekog elementa iz skupova (g, u;, s1),
5(q,8,s1), a(qvube) ili S(Q,S,E).

q Uilliy ... U | (d'5")€8(quis )q/ Ujt] ... Uk g Uil ... Ug | (d €)ed(quis )q/ Ujt] ... Uk
5182...5¢ s'sy.. .8y 5182...5¢ §2...5¢

q Uity ... U | (¢5)€8(q.e51) , | Uiltizy ... ug q Uilliy] ... Ux | (¢ .€)€8(q.e.51 )q/ Williy] ... Uk
§182...8¢ s'sy. sy 5182...8¢ §2...8¢

q Uilliy ... U | (ds)ed q,u,a,s)q, Uiyl ... .Up q Uilliv] .. U | (d.€)€8(quie) , | ivy ... Uy

L S1852...8¢ S,S|S2...S/ L §1852...8¢ ] S182...8¢

q Uilliy] .. - Ug | (¢'5)€8(q.e.8) , | uiltjyy ... Ug q Uilljy] ... Ux | (¢ .€)€8(q.e8) , | Uiltigy ... Uy

S182...8¢ s's182...80 S182...8¢ S182...8¢

Definicija 3.8. Potisni automat A prihvata re¢ w € * (zavrsnim stanjima i praznim
stekom) ukoliko postoji niz racunskih koraka koji pocCetnu konfiguraciju

o5 ]
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transformise u konfiguraciju
£
q [ e } zanekoq € F.
Jezik koji automat A prihvata (svojim zavrSnim stanjima i praznim stekom) je:

L(A)—{WEZ*\qo[;}}I—Kq[i},qu}.

PRIMER 3.8. Konstrui§imo potisni automat koji prihvata jezik
L={d"b"|n>0}.

TraZeni potisni automat je A = ({qo,44:9»,97}.90,{qr}.{a,b},{a,$},$,8), pri
Cemu je O definisano sa:

q90 $ :| F 9a |: a
Dakle aabb € L(A).

o } qu[ i },stoznaéidasGL(A)-

o] ] . [ ba } - g, [ ‘ ],odnosnoabaeum.

PRIMER 3.9. L= {w#w® |w € {a,b} "}
M = ({90,91,97},90,{qr},{a,b,#},{a,b,$},$,0), pri Cemu je § definisano sa:

8(q0,a,€) = {(q0,a)}

5(g0,b,€) = {(q0,b)} ;2:2 3232
toa i)

qi,a,a q1,€ # $
8(q1,b,b) = {(q1,€)} R %
8(q1,€,8) = {(qs,)}

abb#bba - bb#bba L b#bba = #bba
| g O 48 O pas O pbas

bba ba a € €
- ql[bba$]l_ch[bcﬁ]l_ql[a$}l_q][$]'_qf[e]
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PRIMER 3.10. L= {ww® |w € {a,b}"}
M = ({q0,91,49¢},90.{qr},{a,b},{a,b,$},$,0), pri cemu je d definisano sa:

5(q0,a,£) :{(qoaa)}
6(qo,b,€) ={(q0,0)}
5(q0>878) :{(qlag)}
5((]1,61,61) :{(qlag)}
6(q1,b,b) ={(q1,€)}
5(6]1,8,$) :{<qf7£)}

abbbba - bbbba - bbba L bba
g ECH S DO pas O ppas

b
- Q1[bz$}FQ1[Z$}FQ1{§]FW{§}

Postoji jos nacina da se neki jezik pridruzi potisnom automatu.

Definicija 3.9. Jezik koji automat A prihvata svojim zavrsnim stanjima je:
* w * 8 %
wmr={rexia] 3 ria[§ | weroer)

Jezik koji prihvata automat A praznim stekom je:

Lty ={wezla| ¢ |ria] £ ] acel.

Ukoliko za neki potisni automat A = (Q, qo, F,X,I',$, 8), posmatramo jezik L. (A),
onda uzimamo da je F = 0, jer zavr$na stanja nisu ni od kakvog znacaja.

Oznacimo sa L (X), Le(X) i L¢(X) skupove jezika nad X za koje postoji potisni
automat kojih ih redom prihvata

e praznim stekom i zavr$nim stanjima,
e praznim stekom,

e zavr$nim stanjima.

Lre(X) /L= Lg(A).

L.(X) — skupjezika L C X* za koje postoji p.a. A t.d. — L=L.(A).

Lix) N L=Le(A).
Teorema 3.6. L. (X) = L(X) = L4(X)
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DoKAZ. Inkluzije Lf(X) C Le(X) 1 Lfe(X) C L¢(X) su oligledne. Dokazacemo da
vaze i obratne inkluzije.

Dokazimo L(X) C L (X).

Neka L € L.(X). Tada postoji potisni automat A = (Q,¢o,0,X,I',$, ) takav da je
L = L.(A). Nije tesko konstruisati potisni automat A’ koji:

e simulira A i

e kada A isprazni svoj stek, A’ ulazi u zavr$no stanje.

A= (QU{q(.4t}, 90, {qt} Z. TU{€},€,8), pri Cemu je 6’ odredjeno uslovima:
o &'(qp,€,8) = {(q0,9)},

o 6'(q,u,s)=06(q,u,s),ge Q,ucU{e}, secTU{e},

e 8'(q,e,€) ={(4,€)}, 9 € 0.

qb[g]kqo[&}mq[;]ﬂlé[i]

Dokazimo sada £¢(X) C L ().

Neka L € L£¢(X). Tada postoji potisni automat A = (Q, qo, F,X,I',$,§) takav da je
L = L¢(A). Nije tesko konstruisati potisni automat A’ koji:

e simulira A i

e kada A udje u zavr$no stanje, A’ prazni svoj stek.

A= (0U{q},9.}.90,{q.}. Z,TU{€},€,0’), pri ¢emu je 8’ odredjeno uslovima:
* 8'(q0,€,€) = {(40,%)},

e &'(q,u,s)=0(q,u,s),q€ Q,ucrU{e}, seTU{e},

e ' (q,e,5)={(q.,e)},qe F,seTU{e},

s 5/(‘1237873) = {<q/e78)}’ sel'U {€}
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3.6 Kontekstno-slobodni jezici i potisni automati

Bez gubljenja opStosti moZemo pretpostaviti da je funkcija tranzicije potisnih au-
tomata oblika & : Q x (ZU{e}) x (TU{e}) = P4a(Q x I*), tj. da je moguée upisati
Citavu re€ iz I'* umesto prvog simbola steka ili ¢itavu re¢ dopisati na postojecu rec
steka. Svaki potisni automat sa ovakvom funkcijom tranzicije se moZe transformisati
u obican potisni automat dodavanjem novih stanja i odgovaraju¢om transformacijom
funkcije tranzicije 8: ako

(q',s1...50) € 8(q,u,s)
onda dodajemo nova stanja g1, g2, ..., g/ i pri definiciji funkcije § uzimamo da:
(q1,50) € 8(q,14,5), (q1,5/) zamenjuje (¢',s1 ... s¢)

0(q1,€,€) ={(q2,50-1)},
0(q2,€,€) ={(g3,5¢-2)},

5(ger.e.8) = {(d.51)}.

StaviSe, moZe se pretpostaviti i da su funkcije tranzicije oblika: & : Q x (Zu
{e}) xT' = Phn(Q x I'™)

Teorema 3.7. Za svaku kontekstno slobodnu gramatiku G = (V, X, S, &) postoji po-
tisni automat A takav da je L(G) = L(A).

Dokaz. A = ({Gstart Gpettias Gstop }» Gstarts {qstop } 2,V UZU{$},$, )
g(%tam& $) = {(qpetljaps$)}

8 (gpetjas €:X) = {(gpeuja, W) | X = w € 2}

& (qpetja; @) = {(@pettja, €)}, a € X

E(Qpetljaa8>$) = {(gstop; €) }

PRIMER 3.11. Konstrui§imo potisni automat koji prihvata re¢i jezika generisanog
gramatikom G = ({S,A,B},{a,b},S, Z?) ¢ija su pravila:

P S—a|aAB,A—aA|a,B— bB|b.

S — aAB — aaB — aabB — aabb
A= ({q90,9p,9t},90,{qr},{a,b},{S,A,B,a,b,$},$,6), gde je § definisano na sledeci

{(gp,S$)
6(qp.€,5) = {(gp.a), (gp,aAB)}
5(‘]p787A) - {<CIP’a)a (QPvaA)}
6(ap,€,B) ={(gp,b) (9p,bB)}
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5(gp,a,a) ={(qp,€)}
6(qp,b,b) ={(qp.€)}
6(4p>87$) = {(qr,€)}.

aabb [ aabb aabb abb abb
q°{$ } - | s3 ]qu[aABﬂS]FQP[AB$]FqP[aB$]
[ bb bb b b €
- oo s | o | | | P s [ e § ]
F s i}

Teorema 3.8. Svaki jezik koji prihvata potisni automat je kontekstno slobodan.
DoOKAZ. Neka je L C X* jezik koji praznim stekom prihvata potisni automat
A= (Q?CIO7072’F>$7 5)

Dakle, L = L.(A). Konstruisaéemo kontekstno-slobodnu gramatiku G = (I, X, S, &)
takvu da je L(G) = L = L.(A).

Neka je I" = {S}U(Q x I x Q). Pored poletnog simbola S, za svaka dva stanja p
i ¢ isimbol steka s € I (potisnog automata A) uvodimo po jednu promenljivu (g, s, p)
koja ¢e generisati tacno one rec¢i w € X* za koje vazi

wl . €
o]l 2]
Primetimo da ¢e tada za svako o € I'* vaziti
w )
* .
o[ se]rol 5]

Ovo postizemo uvodjenjem odgovarajuceg skupa pravila Z.
Zaulaz w € £*, poCetna konfiguracija je

o5

a ako w € L.(A), zavr$na konfiguracija je
€
p{ c },zanekopEQ

uvodimo sledeca pravila: S — (go,$, p), p € 0.
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Ako (p,€) € 6(q,u,s), onda za u € ¥ vazi

nen!

pa shodno tome uvodimo pravilo (g,s, p) — u.

Ako (p,s152---sm) € 8(q,u,s), zanekom > 1, onda za w = uw' vazi

uw' = w
1| s p S182 8w |

U slucajevima kada nakon ovog racunskog koraka idemo ka zavrsnoj konfiguraciji

€
qm { c ] , zaneko g, € O

onda simboli sy, ...,s, moraju biti obrisani u nekim koracima, tj. postoji niz stanja
q1,--.,qmire¢w se moZe zapisati u obliku wy - - - w,, tako da vazi:

w1 t4 w) S Wi €
p[sl ]Hn[g],ql[sz }qu[g], 7Qm—1[sm }qu{e},

pa dodajemo pravila

(Q7s7qm) — M(p,51,Q1)(Q1,S2,Q2)"'(C]mfl,sm,qm% q1,---,q9m € Q

Moze se podazati da za sve w € X* vaZzi

(6107$,P)—>Gwakk06m[§)]l—p[i}.

Odavde sledi da L(G) = L¢(A). O

PRIMER 3.12. Neka je dat potisni automat A = ({qo,41},90,9,{a,b},{a,b,X,$},$,9),
gde je O definisano sa

(1) 6(q0,a,X) ={(q1,X)} (2) 6(q0,b,%) = {(q0,X3$)} (3) 6(q0,b,X) = {(q0,XX)}
(4) 6(q0,€,%) = {(q0,€)} (5) 6(q1,a,%) ={(q0,9)}  (6) 6(q1,b,X) ={(q1,€)}

Jezik koji automat prihvata je L(A) = {e} U {b"ab"aln > 1}.

bbabba @ babba @ abba <;> bba
| | xg O xxs || xx$

(6) b (6) (5) 4)
- 6]1{{%}"%{%}"%{2}"%{?}
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Defini$imo kontekstno-slobodnu gramatiku G takvu da je L(G) = L¢(A). Pravila
gramatike uvodimo u skladu sa razmatranjima iz prethodne teoreme.

Najpre uvodimo pravila:

(0.1) S— (q0,%,90).

(0.2) S— (q0,9%,491), a zatim na osnovu definicije funkcije 8 dodajemo odgovarajuca
pravila.

(1) (¢1,X) € 6(qo0,a,X), paodgovarajuca pravila dobijamo upisivanjem svih mogucih
stanja na tackom oznaCena mesta sledece sheme:

(QO7X5 ) — a(tha )

Na ovaj nacin dobijamo sledeca pravila:

(11) (q07X7q0) _>a<q]7X7q0),
(1.2) (q0,X,q1) — a(q1,X,q1).

(2) (91,X$) € 8(qo,b,$), pa odgovarajuéa pravila dobijamo upisivanjem stanja na
oznacena mesta sledece sheme:

(q0>$7 ) — b(q07X7 *)(*7$7 ')7

pri ¢emu mesta oznacena istim simbolom menjamo istim stanjima. Na ovaj
nacin dobijamo sledeca pravila:

(2.1) (qo0,$,90) — b(q0,X,490)(q0,%,90)
(2.2) (q0,%,90) = b(q0,X,4q1)(q1,%,90),
(2 ) (q07$7 ) (q07X7q0)(q07$7q1)’
(2.4) (q0,8,91) = b(q0,X,q1)(q1,$,q1).

(3) (q0,XX) € 8(qo,b,X), pa kao u prethodnom slu¢aju dobijamo pravila na os-
novu sheme (go,X,-) — b(qo, X, *)(*,X,), .

(3 1) (q0>Xaq0) _>b(q07xvq0)(qoax7q0)’
(3.2) (90,X,q0) — b(q0,X,q1)(q1,X,q0),
( ) (q0>Xaq1) _>b(q07xvq0)(q07X7ql)’
(3.4) (q0.X,q1) = b(q0,X.q1)(q1, X, q1).

4) (q0,€) € 8(qo,¢,$), pa dobijamo pravilo:
(4.1) (q0.%,90) — €

3) (q1,%) € 6(q1,a,%), paiz (qo,$,) — a(qo,$,) dobijamo pravila:
( . ) (QO7$7‘]0) —>a(5107$75]0),
(52) (QO7$7q1) — a(QO,$,Cll)-

(6) (qo,€) € 6(q1,b,X), pa dobijamo pravilo:
(6.1) (q1.X,q1) = b.
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(40,5 40) “Hb(g0,X,a1) (@1,3,40) “2bb(0, X, 41) (41, X,41) (41,8, 40)
bba(qr,X,q1)(q1,X,q1)(@1,%,q0) “bbab(q1,X,q1)(@1,%,q0)
bbabb(Ql 5 $7q0)(5‘.12bbabba(QOa $; C]O)

bbabba



