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Motivacija

Izraqunava�e mnogih fiziqkih veliqina (povrxina, zapremina,

du�ina pre�enog puta, moment inercije,...) svodi se upravo na

problem izraqunava�a odre�enog integrala date funkcije.

�utn-Lajbnicova formula:
∫ b
a f(x)dx = F (b)− F (a), gde je F

primitivna funkcija za funkciju f , ne mo�e se uvek uspexno
primeniti.

Navex�emo neke od tih sluqajeva:

funkcija f se ne mo�e predstaviti pomo�u konaqnog broja
elementarnih funkcija (na primer, kada je f(x) = e−x2

);
primena �utn-Lajbnicove formule qesto dovodi do vrlo
slo�enog izraza, qak i kod izraqunava�a integrala jednostavnih
funkcija:∫ a
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Numeriqka integracija

kod integracije funkcija, qije su vrednosti poznate samo na
diskretnom skupu taqaka.

Jedan primer antiqke numeriqke integracije je Grqka kvadratura

kruga. Taj proces je omogu�io Arhimedu da do�e do do�e i gor�e

granice broja π.

Numeriqkom integracijom funkcija dobijaju se pribli�ne

vrednosti odre�enih integrala na osnovu niza vrednosti

podintegralne funkcije po odre�enoj formuli.

Formule za numeriqko izraqunava�e jednostrukih integrala

nazivaju se kvadraturne formule, za izraqunava�e dvostrukih

integrala kubaturne formule itd.

Tatjana Tomovi� Numeriqka integracija 3/29



Numeriqka integracija

kod integracije funkcija, qije su vrednosti poznate samo na
diskretnom skupu taqaka.

Jedan primer antiqke numeriqke integracije je Grqka kvadratura

kruga. Taj proces je omogu�io Arhimedu da do�e do do�e i gor�e

granice broja π.

Numeriqkom integracijom funkcija dobijaju se pribli�ne

vrednosti odre�enih integrala na osnovu niza vrednosti

podintegralne funkcije po odre�enoj formuli.

Formule za numeriqko izraqunava�e jednostrukih integrala

nazivaju se kvadraturne formule, za izraqunava�e dvostrukih

integrala kubaturne formule itd.

Tatjana Tomovi� Numeriqka integracija 3/29



Numeriqka integracija

kod integracije funkcija, qije su vrednosti poznate samo na
diskretnom skupu taqaka.

Jedan primer antiqke numeriqke integracije je Grqka kvadratura

kruga. Taj proces je omogu�io Arhimedu da do�e do do�e i gor�e

granice broja π.

Numeriqkom integracijom funkcija dobijaju se pribli�ne

vrednosti odre�enih integrala na osnovu niza vrednosti

podintegralne funkcije po odre�enoj formuli.

Formule za numeriqko izraqunava�e jednostrukih integrala

nazivaju se kvadraturne formule, za izraqunava�e dvostrukih

integrala kubaturne formule itd.

Tatjana Tomovi� Numeriqka integracija 3/29



Numeriqka integracija

kod integracije funkcija, qije su vrednosti poznate samo na
diskretnom skupu taqaka.

Jedan primer antiqke numeriqke integracije je Grqka kvadratura

kruga. Taj proces je omogu�io Arhimedu da do�e do do�e i gor�e

granice broja π.

Numeriqkom integracijom funkcija dobijaju se pribli�ne

vrednosti odre�enih integrala na osnovu niza vrednosti

podintegralne funkcije po odre�enoj formuli.

Formule za numeriqko izraqunava�e jednostrukih integrala

nazivaju se kvadraturne formule, za izraqunava�e dvostrukih

integrala kubaturne formule itd.

Tatjana Tomovi� Numeriqka integracija 3/29



Numeriqka integracija

kod integracije funkcija, qije su vrednosti poznate samo na
diskretnom skupu taqaka.

Jedan primer antiqke numeriqke integracije je Grqka kvadratura

kruga. Taj proces je omogu�io Arhimedu da do�e do do�e i gor�e

granice broja π.

Numeriqkom integracijom funkcija dobijaju se pribli�ne

vrednosti odre�enih integrala na osnovu niza vrednosti

podintegralne funkcije po odre�enoj formuli.

Formule za numeriqko izraqunava�e jednostrukih integrala

nazivaju se kvadraturne formule, za izraqunava�e dvostrukih

integrala kubaturne formule itd.

Tatjana Tomovi� Numeriqka integracija 3/29



Numeriqka integracija

Kvadraturna formula sa n taqaka je formula oblika

(1)

∫ b

a
f(x) dx =

n∑
k=1

Akf(xk) +Rn(f),

gde zbir

Qn(x) =

n∑
k=1

Akf(xk)

predstav	a aproksimaciju integrala I(f) =
∫ b
a f(x) dx, a

Rn(f) = I(f)−Qn(f) je odgovaraju�i ostatak kvadraturne

formule.

Ako pretpostavimo da funkcija f(x) pripada nekom prostoru X
(X = C[a, b], X = Cn[a, b]...) tada numeriqku integraciju mo�emo

posmatrati kao aproksimaciju funkcionele I : X → R, pomo�u
funkcionele Qn : X → R.
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Numeriqka integracija

Neka je te�inska funkcija w(x) integrabilna i nenegativna na

intervalu (a, b), takva da mo�e imati vrednost nula samo na

skupu mere nula.

Kvadraturna formula sa n taqaka je formula oblika

(2)

∫ b

a
f(x)w(x) dx =

n∑
k=1

Akf(xk) +Rn(f).

xk se zovu qvorovi, a Ak, k = 1, 2, . . . , n, su te�inski
koeficijenti.

Kod ve�ine kvadraturnih formula qvorovi xk ∈ [a, b], tj. va�i
a ≤ x1 < x2 < · · · < xn ≤ b.
Ako je x1 = a i xn = b, tada se ka�e da je kvadraturna formula

zatvorenog tipa, a u ostalim sluqajevima je otvorenog tipa.
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Klase kvadraturnih formula i stepen taqnosti

U prostoru X uoqimo m linearno nezavisnih elemenata

v1, v2, . . . , vm i sa Xm oznaqimo lineal nad ovim elementima.

Dva pristupa za odre�iva�e parametara xk i Ak, k = 1, 2, . . . , n.

1◦ Qvorovi xk, k = 1, 2, . . . , n, se fiksiraju unapred, a koeficijenti
Ak se odre�uju iz uslova maksimalne taqnosti na prostoru Xm,

tj. iz uslova Rn(f) = 0, za svako f ∈ Xn. Zbog linearnosti

funkcionele Rn(f), dobijamo Rn(vi) = 0, i = 1, 2, . . . , n, tj.

I(vi) =
n∑

k=1

Akvi(xk), i = 1, 2, . . . , n.
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Klase kvadraturnih formula i stepen taqnosti

2◦ Parametri Ak, xk, k = 1, 2, . . . , n, se odre�uju iz uslova
maksimalne mogu�e taqnosti, tj. iz uslova Rn(f) = 0 za svako

f ∈ X2n, odnosno Rn(vi) = 0, i = 1, 2, . . . , 2n. Parametri Ak, xk,
k = 1, 2, . . . , n, su rexe�a nelinearnog sistema

(3) I(vi) =

n∑
k=1

Akvi(xk), i = 1, 2, . . . , 2n.

Kvadraturne formule dobijene na ovaj naqin su

Gauss-Christoffel-ovog tipa.
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Klase kvadraturnih formula i stepen taqnosti

Najqex�e se koriste kvadraturne formule koje imaju algebarski

stepen taqnosti, tj. kod kojih je vi = xi−1, i = 1, 2, . . . ,m, i

Xm = Pm−1.

Kvadraturna formula (2) ima algebarski stepen taqnosti d ako
je Rn(f) = 0 za svako f ∈ Pd, i bar za jedno g ∈ Pd+1 va�i

Rn(g) 6= 0.

Algebarski stepen taqnosti kvadraturnih formula dobijenih

postupkom 1◦ je ne ma�i od n− 1, dok je kod
Gauss-Christoffel-ovih kvadraturnih formula najma�e 2n− 1.
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Klase kvadraturnih formula i stepen taqnosti

Primer

Posmatrajmo I(f) =
∫ 1
−1 f(x) dx. Neka je Q3(f) =

∑3
k=1Akf(xk) i

vi = xi−1, i = 1, 2, 3, . . .

a) Izaberimo qvorove ekvidistantno, tj. x1 = −1, x2 = 0 i x3 = 1.
Koeficijente A1, A2 i A3 odre�ujemo iz uslova maksimalne

algebarske taqnosti, tj. iz sistema

A1 +A2 +A3 = 2

−A1 +A3 = 0

A1 +A3 =
2

3
.

Dobijamo A1 = A3 = 1/3 i A2 = 4/3.
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Klase kvadraturnih formula i stepen taqnosti

b) Qvorove x1, x2,x3, i koeficijente A1, A2 i A3 odre�ujemo iz

uslova maksimalne algebarske taqnosti, tj. iz sistema

A1 +A2 +A3 = 2

A1x1 +A2x2 +A3x3 = 0

A1x
2
1 +A2x

2
2 +A3x

2
3 =

2

3
A1x

3
1 +A2x

3
2 +A3x

3
3 = 0

A1x
4
1 +A2x

4
2 +A3x

4
3 =

2

5
A1x

5
1 +A2x

5
2 +A3x

5
3 = 0.

Dobijamo x1 =
√

3/5, x2 = 0, x3 =
√

3/5, A1 = A3 = 5/9 i

A2 = 8/9.
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Klase kvadraturnih formula i stepen taqnosti

Kod kvadraturnih formula zatvorenog tipa numeracija qvorova

obiqno poqi�e od nule, pa su tada kvadraturne formule oblika∫ b

a
f(x)w(x) dx =

n∑
k=0

Akf(xk) +Rn+1(f).

Jednostavniji naqin za konstrukciju kvadraturnih formula

zasniva se na primeni interpolacije. Formule dobijene na ovaj

naqin se nazivaju kvadraturne formule interpolacionog tipa.

Neka su poznate vrednosti funkcije f u taqkama xk,
k = 0, 1, . . . , n(∈ [a, b]), tj. fk ≡ f(xk), k = 0, 1, . . . , n.

Lagrange-ov interpolacioni polinom je oblika

Pn(x) =

n∑
k=0

fk
ω(x)

(x− xk)ω′(xk)
,

gde je ω(x) = (x− x0)(x− x1) · · · (x− xn).
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Klase kvadraturnih formula i stepen taqnosti

Kada zamenimo funkciju f odgovaraju�im Lagrange-ovim
interpolacionim polinomom i integralimo dobijamo

Ak =
1

ω′(xk)

∫ b

a

ω(x)

(x− xk)
w(x) dx, k = 0, 1, . . . , n.
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Newton-Cotes-ove formule

Kvadraturne formule zatvorenog tipa u kojima su qvorovi

ekvidistantni sa korakom h = (b− a)/n, tj. xk = x0 + kh,
k = 0, 1, . . . , n.

Posmatra�emo sluqaj kada je w(x) = 1.

Ako uvedemo smenu x− x0 = ph i oznaku

x(s) = x(x− 1) · · · (x− s+ 1) (tzv. uopxteni stepen) dobijamo

Ak = (b− a)Hk, k = 0, 1, . . . , n,

gde je

Hk ≡ Hk(n) =
(−1)n−k

n!n

(n
k

)∫ n

0

p(n+1)

p− k
dp.

Hk su Newton-Cotes-ovi koeficijenti i za �ih va�e jednakosti

Hk = Hn−k i
∑n

k=0Hk = 1.
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Newton-Cotes-ove formule (n = 1)

Oqigledno je x0 = a, x1 = b i H0 = H1 = 1/2, pa dobijamo
formulu ∫ b

a
f(x) dx =

b− a
2

(f(a) + f(b)) +R2(f)

koja je poznata trapezna formula.

Trapezna formula ne�e taqno integraliti sve polinome stepena 2.

Zaista
b3 − a3

3
=

∫ b

a
x2 dx 6= b− a

2
(a2 + b2).
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Newton-Cotes-ove formule (n = 2)

Oqigledno je x0 = a, x1 = (a+ b)/2, x2 = b i H0 = H2 = 1/6,
H1 = 4/6, pa dobijamo formulu∫ b

a
f(x) dx =

b− a
6

(
f(a) + 4f

(
a+ b

2

)
+ f(b)

)
+R3(f)

koja je poznata Simpson-ova formula.

Simpson-ova formula taqno integrali i polinome stepena 3.

Zaista, vrednost integrala za f(x) = x3 je∫ b

a
x3 dx =

b4 − a4

4
,

dok po Simpson-ovoj formuli, za f(x) = x3 dobijamo

b− a
6

(
a3 + 4

(
a+ b

2

)3

+ b3

)
=
b4 − a4

4
.

Tatjana Tomovi� Numeriqka integracija 15/29



Newton-Cotes-ove formule (n = 2)

Oqigledno je x0 = a, x1 = (a+ b)/2, x2 = b i H0 = H2 = 1/6,
H1 = 4/6, pa dobijamo formulu∫ b

a
f(x) dx =

b− a
6

(
f(a) + 4f

(
a+ b

2

)
+ f(b)

)
+R3(f)

koja je poznata Simpson-ova formula.

Simpson-ova formula taqno integrali i polinome stepena 3.

Zaista, vrednost integrala za f(x) = x3 je∫ b

a
x3 dx =

b4 − a4

4
,

dok po Simpson-ovoj formuli, za f(x) = x3 dobijamo

b− a
6

(
a3 + 4

(
a+ b

2

)3

+ b3

)
=
b4 − a4

4
.

Tatjana Tomovi� Numeriqka integracija 15/29



Newton-Cotes-ove formule

U opxtem sluqaju Newton-Cotes-ove formule su oblika∫ b

a
f(x) dx = (b− a)

n∑
k=0

Hkf

(
a+ k

b− a
n

)
+Rn+1(f),

gde su

Hk ≡ Hk(n) =
(−1)n−k

n!n

(n
k

)∫ n

0

p(n+1)

p− k
dp, k = 0, 1, . . . , n.
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Uopxtene kvadraturne formule

Primer

Posmatrajmo integral∫ 5

−5

dx

1 + x2
= 2 arctg 5 ≈ 2.7468015338903172

U slede�oj tabeli su date aproksimacije datog integrala primenom

Newton-Cotes-ovih formula.
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Red formule n Aproksimacija integrala Grexka

1 0.38461538461538462 2.36218614927464711

2 6.79487179487179487 -4.04807026098176315

3 2.08144796380090498 0.66535357008912674

4 2.37400530503978780 0.37279622885024392

5 2.30769230769230769 0.43910922619772403

6 3.87044867347079978 -1.12364713958076805

7 2.89899440974837875 -0.15219287585834703

8 1.50048890712791179 1.24631262676211993

9 2.39861789784183472 0.34818363604819700

10 4.67330055565349876 -1.92649902176346704

11 3.24477294027858525 -0.49797140638855353

12 -0.31293651575343889 3.05973804964347061

13 1.91979721683238891 0.82700431705764282

14 7.89954464085193082 -5.15274310696189909

15 4.15555899270655713 -1.40875745881652541

Oqigledno je da aproksimacije ne konvergiraju prema pravoj

vrednosti integrala.
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Uopxtene kvadraturne formule

Ako interval [a, b] podelimo na niz podintervala, recimo jednake
du�ine, i na svakom podintervalu primenimo Newton-Cotes-ovu
formulu ni�eg reda dobijamo uopxtene kvadraturne formule.

Na primer, za posmatranu funkciju, primena uopxtene trapezne

kvadraturne formule sa 2 podintevala bi izgledala ovako:
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Uopxtene kvadraturne formule

Interval [a, b] podelimo na n podintervala oblika [xk−1, xk],
k = 1, 2, . . . , n, gde je a = x0 < x1 < · · · < xn−1 < xn = b.

Neka si taqke xk ekvidistatne, tj. neka je svaki podinterval

du�ine h = (b− a)/n i xk = a+ kh, k = 0, 1, . . . , n.

Uopxtena trapezna formula∫ b

a
f(x) dx = h

(
1

2
f0 + f1 + · · ·+ fn−1 +

1

2
fn

)
+ R̃T

n (f).

Neka je sada h = (b− a)/2n i xk = a+ kh, k = 0, 1, . . . , 2n.

Uopxtena Simpson-ova formula∫ b

a
f(x) dx =

h

3
(f0 + 4(f1 + f3 + · · ·+ f2n−1)

+2(f2 + f4 + · · ·+ f2n−2) + f2n) + R̃S
n(f).
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Uopxtene kvadraturne formule

Primer

Izraqunati vrednost integrala∫ 2

1
xe−x dx

korix�e�em uopxtene Simpson-ove formule za 2n = 10. Na�i
stvarnu vrednost grexke.

Vrednost integrala korix�e�em uopxtene Simpson-ove formule je:

IS =
0.1

3
(f(x0) + 4(f(x1) + f(x3) + f(x5) + f(x7) + f(x9))

+ 2(f(x2) + f(x4) + f(x6) + f(x8)) + f(x10)).

Stvarna vrednost integrala je

I =

∫ 2

1
xex dx ≈ 0.3297530326.

Tatjana Tomovi� Numeriqka integracija 21/29



Uopxtene kvadraturne formule

Primer

Izraqunati vrednost integrala∫ 2

1
xe−x dx

korix�e�em uopxtene Simpson-ove formule za 2n = 10. Na�i
stvarnu vrednost grexke.

Vrednost integrala korix�e�em uopxtene Simpson-ove formule je:

IS =
0.1

3
(f(x0) + 4(f(x1) + f(x3) + f(x5) + f(x7) + f(x9))

+ 2(f(x2) + f(x4) + f(x6) + f(x8)) + f(x10)).

Stvarna vrednost integrala je

I =

∫ 2

1
xex dx ≈ 0.3297530326.

Tatjana Tomovi� Numeriqka integracija 21/29



Uopxtene kvadraturne formule

Primer

Izraqunati vrednost integrala∫ 2

1
xe−x dx

korix�e�em uopxtene Simpson-ove formule za 2n = 10. Na�i
stvarnu vrednost grexke.

Vrednost integrala korix�e�em uopxtene Simpson-ove formule je:

IS =
0.1

3
(f(x0) + 4(f(x1) + f(x3) + f(x5) + f(x7) + f(x9))

+ 2(f(x2) + f(x4) + f(x6) + f(x8)) + f(x10)).

Stvarna vrednost integrala je

I =

∫ 2

1
xex dx ≈ 0.3297530326.

Tatjana Tomovi� Numeriqka integracija 21/29



Uopxtene kvadraturne formule

k xk f(xk)

0 1.0 0.3678794412

1 1.1 0.3661581921

2 1.2 0.3614330543

3 1.3 0.3542913309

4 1.4 0.3452357495

5 1.5 0.3346952402

6 1.6 0.3230344288

7 1.7 0.3105619909

8 1.8 0.2975379988

9 1.9 0.2841803765

10 2.0 0.2706705665

Na osnovu vrednosti iz tabele dobijamo IS = 0.3297526998.

Stvarna

vrednost grexke je

I − IS = 3.328 · 10−7.
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Uopxtene kvadraturne formule

Primer

Izraqunati vrednost integrala∫ 1

0
sin(17πx) dx

korix�e�em uopxtene trapezne formule. Broj podintervala

udvostruqiti u svakom slede�em koraku. Grexka treba biti ma�a ili

jednaka od 10−1.

Tatjana Tomovi� Numeriqka integracija 23/29



Uopxtene kvadraturne formule

Stvarna vrednost integrala je I ≈ 0.03744822190397537.

n Aproksimacija integrala

2 0.50000000000000000

4 0.60355339059327376

8 0.62841743651573102

16 -0.00615571270982277

32 0.02832334903184835

64 0.03524943518639310

128 0.03690335412408047

Trebalo bi poqeti integraciju sa najma�e 17 podintervala.
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Uopxtene kvadraturne formule

Slika: Uopxtena kvadraturna formula sa 2 podintervala
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Uopxtene kvadraturne formule

Slika: Uopxtena kvadraturna formula sa 4 podintervala
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Uopxtene kvadraturne formule

Slika: Uopxtena kvadraturna formula sa 8 podintervala
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Uopxtene kvadraturne formule

Slika: Uopxtena kvadraturna formula sa 16 podintervala
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HVALA

NA PA��I!!!
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