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Formalne teorije

@ Istinitosne tablice nam omoguc€avaju da za proizvoljnu iskaznu
formulu ispitamo da li je ona tautologija, da li je zadovoljiva i slicno.

@ Odnos ¥ = A izmedu hipoteza ¥ i posledice A je definisan
znaCenjem ovih formula u iskaznoj algebri.

@ Dakle, radi se 0 semantickom pristupu.

@ Postoji i potpuno drugaciji pristup, sintaksno-deduktivni, gde se
formule posmatraju iskljucivo kao nizovi simbola, ne ulazeti u njihovo
znalenje.

@ Postupci dokazivanja se izvode po strogo definisanim pravilima,
nezavisno od tacnosti formula.

@ Na taj nacin se izbegava neodredenost i nepreciznost (koja proistice
iz upotrebe prirodnog jezika), a upotreba intuicije svodi na minimum.

Pre nego §to izloZimo iskazni ra€un kao formalnu teoriju, odgovarajuce
pojmove cemo definisati u opStem slucaju.
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Definicija

Formalna teorija (deduktivni sistem) 7~ je uredena Cetvorka (S, For, AX, R)

gde je:

@ S - najvise prebrojiv skup polaznih simbola (azbuka, alfabet). Konacni

nizovi simbola iz S su reci. Skup svih re¢i oznacimo sa S*.

@ For C S* - skup formula. Postoji efektivan postupak kojim se utvrduje

da li je data re¢ formula ili ne.

@ Ax C For - skup aksioma. Ako je dat efektivan postupak za
odlucivanje da li je formula aksioma ili ne, kaZemo da je teorija
aksiomatska.

@ R - konacan skup pravila izvodenja. Svako pravilo izvodenja je
relacija u skupu For oblika

/Al7/x2’ coog /xn
A

gde su A, ..., An, A formule iz skupa For.
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Dokaz, teorema

Definicija
@ Konacan niz formula By, B . .., B, je dokaz (izvodenje, dedukcija) u
formalnoj teoriji 7 akozasvei=1,...,n
B; je aksioma ili
B; je dobijena iz prethodnih formula niza B, B . . ., Bi_1 primenom
nekog pravila izvodenja iz R.

@ Formula B je teorema formalne teorije 7, u oznaci - B, ako je poslednji
¢lan nekog dokaza u T, tj. postoji dokaz By, B, . .., B,_1, B u formalnoj teoriji
7. Skup svih teorema teorije 7~ obeleZavac¢emo sa Th(7T").

@ Formalna teorija 7 je odluciva ako postoji efektivni postupak kojim se za
proizvoljnu formulu utvrduje da li je teorema ili ne.
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Definicija
Formula A je sintaksna posledica (krace, posledica) skupa formula T, u

oznacil + A, ako postoji konaCan niz B, . .., B,_1, B, formula iz For takav
dajeB,=Aizasvakoi=1,...,n

@ Bje Ax ili

@ Bielili

@ B; je dobijena iz prethodnih ¢lanova niza pomoc¢u nekog od pravila
izvodenja iz R.
U tom slucaju formule skupa I" se zovu hipoteze, a niz By, ..., B, dokaz
formule B, iz skupa hipotezal .

Lako vidimo sledece:

(1) AkoT Al CTly,ondal; +A.
Specijalno, ako je + A ondajel + A, za svaki skup formula I'.

(2) T+ A akko postoji konacan podskup I'; C I takavdaje I'; + A.
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Iskazni raCun kao formalna teorija

@ Postoji nekoliko razlicitih nacina da se iskazni raCun izgradi kao
formalna teorija.

@ Oni se razlikuju po izboru osnovnih simbola, kao i izboru aksioma i
pravila izvodenja.

@ lzbor aksioma i pravila izvodenja treba da bude takav da :

» budu dokazive sve tautologije (svaka tautologija je teorema)
» ne moze se dokazati nista viSe, sem tautologija (svaka teorema je
tautologija)

@ Hilbertov sistem, prirodna dedukcija, raCun sekvenata...

I1zloZzicemo iskazni racun L.
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Iskazni raCun £
Definicija
Iskazni racun £ je formalna teorija ¢ = (S, For, Ax, R), gde je
@ S={=,-,(,),P1,.--+Pn,.-.,} - prebrojiv skup simbola,
@ For je skup formula iskaznog racuna izgradenih samo pomocu =, —,
@ Ax sadrZi sledete shema aksiome:
Axl: A= (B=A)
Ax2:(A=(B=C))=((A=B)=(A=0C))
Ax3: (-B = -A) = (A = B)
@ R sadrZi samo pravilo izvodenja modus ponens

AL A=B

MP : B

Veznici V, A i ©, kao i konstante T i L, se uvode definicijama:
A A B je zamena za ~(A = -B),...
T je zamena za formulu (A = A),...
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Pojmovi dokaz, teorema, dokaz iz hipoteza, sintaksna posledica definiSu
se kao u svakoj formalnoj teoriji.

Definicija
® Dokaz u iskaznom racunu L je svaki konacan niz formula racuna £

takav da je svaka formula u tom nizu ili aksioma racuna L ili je
dobijena iz prethodnih formula u nizu po pravilu MP.

@ Teorema iskaznog racuna £ je svaka formula A ovog racuna koja je
poslednji ¢lan nekog dokaza, tj. takva da postoji niz
Bi1,By,...,Bs_1,A u kojem je svaki clan ili aksioma racuna L ili je
formula racuna L dobijena iz prethodnih ¢lanova niza po pravilu MP.,
Broj n se onda zove duZina dokaza.

® Formula A je dokaziva iz skupa formula " racuna £, u oznaciTl ¢ A,
ako postoji konac¢an niz formula B, . .. Bn_1, B, raCuna £, takav da je
B,=Aizasvakoi=1,...,nvaZi

B; je aksioma racuna 2 ili
Bielili
B; je dobijena iz prethodnih ¢lanova niza po pravilu MP,

.
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Lema 1l
Za svaku formulu A € For vazi
Fe A = A.
Dokaz
1. A=s((A=>A)=A) Ax1
2. A= (A=2A)=2A)=2(A=>(A=A) =2 (A A) Ax2
3. A=>(A=A)=>(A=>A) MPiz 1.i2.
4. A= (A=A) Ax1
5, A=A MP iz 3. i 4.

0 Odabrana poglavlja algebre i logike 24. oktobar 2019. 9/26



Teorema 1. (Stav dedukcije)
Zal C For, A, B € For vazi

FTU{A}re B akko [ r¢ A = B.

Dokaz

(«<)Nekajel+t¢ A= Binekaje Bs,...,Bs_1,A = B izvodenje formule
A = B iz skupa formula I'. Tada iz skupa formula ' U {A} imamo izvodenje

1. B
n - 1 Bn_]_

n. A=B
n+1. A hipoteza
n+2. B MP iz n. i n+1.

Dakle, I', A +¢ B.
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nastavak dokaza

(—) Nekajel,A ¢ B. Dokazimo I ¢ A = B transfinitnom indukcijom po
duZini izvodenja n formule B iz skupa ' U {A}.

Za n = 1 izvodenje se sastoji samo iz formule B pa ona moze biti ili
aksioma ili hipoteza iz I ili hipoteza A.

(i) B je aksioma. Tada

1.B aksioma
2.B=(A=B) Axl
3.A=B MPiz1.i2.,
pal r¢ A= B.
(i) Bel. Tada
1.B hipoteza
2.B=(A=B) Axl
3.A=18B MPiz 1.i2..
pal r¢ A= B.

(ii) Bjeformula A. Tadarg A = A (Lemal), atimeil rg A = A.
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Pretpostavimo da tvrdenje vazi za sve formule Cije je izvodenije iz skupa ' U {A}
duZine k < n.

Pokazimo da je tvrdenje tacno i za formulu B Cije je izvodenje iz ' U {A} duzine n.
Neka je to izvodenje By, ..., B-1, B.

Tada B je ili aksioma ili hipoteza iz I ili hipoteza A ili je dobijena primenom MP na
neka dva prethodna €lana u nizu. Prva tri slu€aja su potpuno ista kao za n = 1.
Proverimo Cetvrti slucaj. Neka je

1.B;
i. B
j. Bi= B
n. B MP iz i. ij.
Tada
[U{A}+¢ Bj duzine dokaza i < n
FU{A} e Bi= B duZine dokazaj<n
Nt A > B;

[re A= (B = B) (po indukcijskoj hipotezi)
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Neka su dokazi formula A = B;i A = (B; = B) iz skupa hipoteza I':
1. G 1. D
p—1. Cp_l q-1. Dq_l
p. A=B; g A= (B> B).

Tada iz [ imamo i izvodenje

1. G
p - 1. Cp_l

p. A= B;
p+1. Dy

p+qg. A= (B = B)

p+g+l (A=>(Bi=B)=((A=B)=(A=B)) Ax2
p+g+2. (A=B)=(A=>B) MPizp+qip-+q+
p+q+3. A=B MPizpip+q+ 2.

Dakle,+¢ A = B. O

L on



Lema 2
Za sve formule A, B, C € For vazi

(1)A=B,B=C+t¢A=>C (6) A=B,-A=>Bt¢B

(2) A, "Atre B
(3) Fog -—A = A
(4) Fe A= ——A

(7) ALBr¢A=B
(8) A,-B kg —|(A = B)
(9) "A.Br¢ A=B

(5) Fe (A = B) = (—|B = —|A) (10) -A,-Bt¢g A= B.

Dokaz
(1) Na osnovu stava dedukcije:

A=>B,B=>Ctg A=>CakkoA=B,B=C,A +¢ C,

Sto vazi jer
1.A=B
2.B=2C
3.A
4.B
5.C
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(@)

1.-A
2.A

3.-A=(-B=-A)

4. -B = -A

5 (-B = -A)= (A= B)

6.A=>B
7.B

hipoteza
hipoteza
Ax1

MP iz 1.i3.
Ax3

MP iz 4.i5.
MP iz 2.i 6.

(3) Na osnovu stava dedukcije, dovoljno je dokazati =——A g A.

o UTAWN P

_|_|A

oA = (—1A = —1—1—1A)
oA = a-A

(5A = ---A)= (--A > A) Ax3
A= A

A

hipoteza
(2) i Stav dedukcije
MPiz1.i2.

MP iz 3. i 4.
MPiz 1.i5.
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(4) Na osnovu stava dedukcije, dovoljno je dokazati A +¢ == A.

1.A hipoteza

2. =——A = -A (3)

3. (—|—|—|A = —|A) = (A = —|—|A) Ax3

4. A= ——-A MP iz 2. i 3.
5 --A MP iz 1.i4.

(5) Dokazujemo A = B +e¢ —-B = -A.

1.A=8B hipoteza
2.(-—A=--B)= (-B=-A) Ax3

3 mA= A (3)
4--A =B Q)

5. B = --B (4)

6. —A = -—B @)

7.-.B = -A MP 6. i 2.

Sliéno se dokazuje (6)-(10). O
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Povezimo sintaksna svojstva formula (+¢, teorema) i semanticka (=, tautologija).
Razmotri¢emo tri osnovna problema: neprotivre¢nost, potpunost i odlucivost
iskazne logike.

Teorema 2. (saglasnost iskaznog racuna)

Svaka teorema iskaznog racuna £ je tautologija, tj.
izrte A sledi E A.

Dokaz

Lako se proverava da su Ax1, Ax2 i Ax3 tautologije.
Neka je A teorema duzine dokaza n. Indukcijom po n dokazimo da je A
tautologija.

@ Akoje n=1, formula A je aksioma, pa je i tautologija.

@ Neka je n > 1ineka su sve teoreme Cija je duZina dokaza k (k < n)
tautologije (indukcijska hipoteza).
Za teoremu A duzine dokaza n postoje dve mogucénosti:

A je aksioma (pa i tautologija) ili
A je dobijena iz prethodnih formula, npr. Bji B; = A, po pravilu MP.




nastavak dokaza
Tada A ima dokaz:

1.B
I. Bj
j.Bi=A
n. A MPiziij
Onda
Fo B duzine dokaza i< n E Bi

Tada
EA. O

e Bi= A duZine dokazaj < n - EB=A (po indukeijskoj hipote

N

v
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Teorema 3.(Gedel, Stav potpunosti)
e A akko E A
(tj. formula iskaznog raCuna je teorema akko je tautologija).

MoZe se dokazati sledete uopStenje Stava potpunosti:

Teorema 4.
ke A akko M= A.

Teorema 5.

Iskazni racun € je odluciv.

Dokaz
Neka je A proizvoljna formula.

@ Tada postoji postupak kojim se u konacno mnogo koraka moze proveriti da li
je formula A tautologija (istinitosna tablica, na primer).

@ Kako je +¢ A akko = A, sledi da postoji postupak kojim se u kona¢no
mnpgo koraka moZe proveriti da li je formula A teorema. O.




NeprotivreCnost iskaznog raCuna

Definicija
Iskazni racun je neprotivrecan akko ne postoji formula A takva da je ke A i
o DA,

v

Teorema 6.
Iskazni racun € je neprotivrecan.

Dokaz

Pretpostavimo suprotno, tj. da postoji formula A takva da g A iFe —A.
Tada, po stavu potpunosti sledi = A i = —A, Sto je nemoguce. O
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Prirodna dedukcija

Prirodna dedukcija je formalna teorija izgradena nad alfabetom
S={p,.sPnr---» Vs A=, 0, L (L))

Skup formula je izgraden na uobicajen nacin (po definiciji formule iskazne
logike) pomocu simbola iz S.

Simboli & i T se uvode definicijama:

A & Bjezamenaza (A = B)A (B = A),

T je zamena za —L.

Neka je F proizvoljan skup iskaznih formula i A iskazna formula. Zapis
F ks A se zove sekvent.
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Pravila izvodenja

Sekvent ¥ +s A je dokaziv ako se moze dobiti primenom sledecih pravila
konacan broj puta:

aksioma: slabljenje:

FrsA
FArsA ) FoBrsA )
uvodenje implikacije: eliminacija implikacije:

F,Ars B FrsA=>B, FtrsA
FrsAsB U Frs B (=e)
uvodenje konjunkcije: eliminacija konjunkcije:

FrsA, FtrsB FrsAAB FrsAAB
FrsAnE (W) Froa &) “Fioa (M
uvodenje disjunkcije: eliminacija disjunkcije:
Frs A (VI) Ft+s B (Vd) FrsAVB, F,ArsC, F,BrsC
FrsAVB U FrsAVB v Frs C
uvodenje negacije: eliminacija negacije:
F,AFrs L Frs A, FtrsA
FrsoA (V) Frsl (e)
klasiCna protivre€nost:
F,mAtrs L

Frs A (J_c)



Direktan dokaz

@ Ako je sekvent ¥ +s A dokaziv onda kaZzemo da je formula A
sintaksna posledica skupa formula 7.

@ Specijalno, ako 0 +s A kaZzemo da je formula A teorema i piSemo
ks A.

@ Direktan dokaz da je s A1 = (A2 = (- = (Ap-1 = Ap)...)) svodi
se (koriS¢enjem =) na izvodenje sekventa A1, Ay, ..., An1 ks An.

Example

Dokazati +s (AAB = C) = (A = (B = C)). Dokazimo sekvent
AANB=C,A,Brs C.

1.AAB=C,ABrsAAB=C (ax)
22.AANB=C,A,Brs A (ax)
3.AAB= C,A,BrsB (ax)
4. AANB=C,A,B+rsANAB (Au,2,3)
5.AAB= C,A,B+sC (=£.1,4)
6.AAB=C,A+sB=>C (=u,5)
7.AANB=Crs A= (B=C) (=u,6)
Q _ (A AR A », (—.. R\
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Indirektan dokaz

Indirektan dokaz da je s Ay = (A2 = (- = (Ap-1 = Ap)...)) svodi se

na dokazivanje sekventa A, Ay, ..

Example
Dokazati
ks (—|A = —|B) = (B = A).
Dokazimo sekvent
-A = -B,B,-Atg L.

1. -A = -B,B,-Ats A = -B (ax)
2. -A = —B,B,-A Fs DA (ax)
3.-A= -B,B,-At+s B (=e,1,2)
4. -A = -B,B,-At+s B (ax)
5.-A = -B,B,-AFs L (-e,3.4)
6. A= -B,Brs A (Le,5)
7. A= -BtrtsB=A (ﬁu,6)
8.+ts (-A = -B) = (B=A) (=u 7))

.,An_1,7An ks L (uz koriS€enje L¢).
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Dokaz sa dodatnim pretpostavkama
Ponekad je pogodno dodavati pretpostavke.

Example

Dokazati

Fs ﬂ(A A B) = (_lA \Y —lB)
Dokazimo sekvent —(A A B),=(=A V =B) s L, tako Sto cemo skupu hipoteza
dodati hipoteze A i B.

1. ~(AAB),~(-AV-B),A Brs A (ax)
2. 2(AAB),~(-AV-B),A BtrsB (ax)
3. 7(AAB),~(-AV-B),A,Brs AAB (Au,1,2)
4 ﬂ(A/\B),—l(ﬂAVﬂB),A,B ks —l(A /\B) (ax)
5. ~(AAB),~(-AV-B),A,Bts L (-E,3,4)
6. (A AB),~(-AV -B),Ars -B (-u,5)
7. 2(AAB),~(-AV-B),Ats -AV-B (ve,6)
8 ﬂ(A A B), —|(ﬂA \Y ﬂB),A Fs ﬂ(—|A \% —lB) (ax)
9. ﬂ(A A B), —|(ﬂA \Y ﬂB),A Fs L (—15,7,8)
10. =(A A B),~(=A V =B) ks A (-u,9)
11. (A AB),=(=A V =B) +s “A V -B (v!,10)
12. =(A A B), =(=A V =B) s ~(-A V -B) (ax)
13. «(AAB),~(=AV -B) s L (-e,11,12)
14. -(AAB) s —A V -B (Lc,13)




Stav potpunosti

Stav potpunosti
FE= A akko F ks A. J

Dakle, formula iskaznog racuna je semanticka posledica nekog skupa
formula akko je sintaksna posledica tog skupa formula, odnosnho akko se
moze izvesti iz tog skupa formula.
Specijalno, ako je ¥ = ), dobijamo:

= A akko s A,
tj. formula iskaznog raCuna je tautologija akko je teorema.
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