
1 Dirihleov problem za krug

Problem se sastoji u slede}em:

Odrediti funkciju U koja unutar kruga S = {(x, y)|x2 + y2 = a2} zado-
voqava Laplace-ovu jedna~inu

(1.1)
∂2U

∂x2
+

∂2U

∂y2
= 0,

i koja na krugu S ima datu vrednost f(x), tj. U |s = f(x).

Ovaj problem re{ava}emo u polarnim kordinatama (r, φ), definisanim
sa x = r cosφ, y = r sinφ. Ovom smenom jedna~ina (1.1) se svodi na

(1.2) r2
∂2U

∂r2
+ r

∂U

∂r
+

∂2U

∂φ2
= 0

Pretpostavimo da jedna~ina (1.2) ima re{ewe oblika U(r, φ) = R(r)Φ(φ).
Zamenom u (1.2) dobijamo

r2R′′(r)Φ(φ) + rR′(r)Φ(φ) +R(r)Φ′′(φ) = 0,

tj.
r2R′′(r) + rR′(r)

R(r)
= −Φ′′(φ)

Φ(φ)
= λ

gde je λ konstanta. Odavde sleduje

(1.3) Φ′′(φ) + λΦ(φ) = 0,

(1.4) r2R′′(r) + rR′(r)− λR(r) = 0.

Op{te re{ewe jedna~ine (1.3) za λ > 0 dato je sa

Φ(φ) = A cos
√
λφ+B sin

√
λφ,

a jedna~ine (1.4), koja je Euler-ovog tipa, sa

R(r) = Cr
√
λ +Dr−

√
λ,

gde su A,B,C,D proizvoqne konstante.

Ako je λ = 0, tada je re{ewe jedna~ine (1.3)

Φ(φ) = A+Bφ,

a jedna~ine (1.4)

R(r) = C +D ln r.



Prema tome, imamo slede}a (partikularna) re{ewa jedna~ine (1.1):

(1.5) U(r, φ) = (Cr
√
λ +Dr−

√
λ)(A cos

√
λφ+B sin

√
λφ) za λ > 0,

(1.6) U(r, φ) = (C +D ln r)(A+Bφ) za λ = 0,

gde su A,B,C,D proizvoqne konstante.

Odredimo sada te konstante tako da dobijemo re{ewe postavqenog prob-

lema.

Dodavawe broja 2π promenqivoj φ odgovara obilasku oko kruga, pri tome

funkcija mora imati istu vrednost, {to zna~i da je funkcija U peri-

odi~na sa periodom 2π, tj. dobijamo U(r, φ) = U(r, φ+2π). Da bi ovo bilo
postignuto, moramo uzeti u (1.5) da je

√
λ = k, gde je k = 1, 2, . . ., a u (1.6) da

je B = 0. Time dobijamo re{ewa

U0(r, φ) = (C0 +D0 ln r)A0,

Uk(r, φ) = (Ckr
k +Dkr

−k)(Ak cos kφ+Bk sin kφ), za k = 1, 2, . . .

Daqe, po{to re{avamo unutra{wi problem, jedino za D0 = Dk = 0,
k = 1, 2, . . . funkcija U nema singularitet u ta~ki r = 0, tj. ta~ki (0, 0).
Uvedimo oznake P0 = C0A0, Pk = CkAk, Qk = CkBk.

Na osnovu prethodnog imamo slede}e re{ewe

U0(r, φ) = P0,

Uk(r, φ) = rk(Pk cos kφ+Qk sin kφ), za k = 1, 2, . . .

Koriste}i se principom linearne superpozicije, dobijamo re{ewe

(1.7) U(r, φ) = P0 +

+∞∑
k=1

rk(Pk cos kφ+Qk sin kφ).

Sa druge strane, dato je da funkcijaU uzima na krugu S propisanu vrednost,

U(r, φ)|s = U(a, φ) = f(φ), gde je f data funkcija. Primewuju}i taj uslov

na (1.7) dobijamo

f(φ) = U(a, φ) = P0 +
+∞∑
k=1

ak(Pk cos kφ+Qk sin kφ),

uzimaju}i da je P0 =
α0

2
, Pk =

αk

ak
i Qk =

βk
ak

imamo

f(φ) =
α0

2
+

+∞∑
k=1

(αk cos kφ+ βk sin kφ),



odakle sleduje

α0 =
1

π

π∫
−π

f(φ)dφ, αk =
1

π

π∫
−π

f(φ) cos(kφ)dφ, βk =
1

π

π∫
−π

f(φ) sin(kφ)dφ.

To zna~i da (1.7), gde su koeficijenti P0, Pk i Qk dati na prethodni

na~in, predstavqa re{ewe postavqenog Dirichlet-ovog problema.

Dakle, re{ewe Dirihleovog problema za krug dato je sa

U(r, φ) =
α0

2
+

+∞∑
k=1

(r
a

)k
(αk cos kφ+ βk sin kφ).

Napomena 1. Spoqa{wi grani~ni problem se sli~no re{ava (slu~aj r > a).
Za spoqa{wi problem uzimamo da su konstanteD0 = 0,Ck = 0, k = 1, 2, . . .,
i dobijamo re{ewe

U(r, φ) =
α0

2
+

+∞∑
k=1

(a
r

)k
(αk cos kφ+ βk sin kφ).

Napomena 2. Prilikom re{avawa problema unutar prstena funkcija U
data je sa

U = b+

+∞∑
k=1

rk(Ak cos kφ+Bk sin kφ)+a ln r+

+∞∑
k=1

r−k(Ck cos kφ+Dk sin kφ),

a dobijamo je iz uslova da je U(r, φ) =
+∞∑
k=0

Uk(r, φ).


