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Predikatska logika | reda - PR?

o

o

o

Iskazna logika se bavi iskazima kao celinama i odnosima medu njima, ne
ulazeci u njihovu unutrasSnju strukturu.

Iskaznim formulama se ne mogu zapisati mnoge recenice koje su u
svakodnevnoj upotrebi u matematici (na primer "Svaki prirodni broj ima
sledbenika", "Jednacina x + 2 = 0 ima jedinstveno reSenje u skupu realnih
brojeva" itd.).

Jezik predikatske logike se dobija proSirivanjem jezika iskazne logike, kako
bi se dobio dovoljno bogat jezik da se njime moZe opisati neka matematicka
struktura.

Operacijsko-relacijsku matematicku strukturu ¢ine neprazan skup (nosac ili
domen) i na njemu definisane relacije i operacije i izdvojen skup istaknutih
elemenata-konstanti.

Kao i u iskaznoj logici, centralni problemi u predikatskoj logici su ispitivanje
da li je data formula valjana i da li je data formula zadovoljiva. Za razliku od
iskazne logike, ne postoje efektivni algoritmi za reSavan; e ovih
problema .



Jezik predikatske logike

Jezik predikatske logike se sastoji iz skupa logickih i skupa nelogickih simbola.
Skup logickih simbola Cine:

@ Var = {v, v1, V2, ... }- prebrojiv skup promenljivih
@ A,V,n,=, & -znaci iskaznih veznika
@ V,d- univerzalni i egzistencijalni kvantifikator
@ znak jednakosti =
@ , () - pomocni znaci (zagrade i zarez).
Skup nelogickih simbola €ine:
@ operacijski znaci sa odgovarajucim duzinama: npr. f, g, h, fi, g1, *, +, ...,

@ relacijski znaci sa odgovaraju¢im duzinama: npr.
R,Q,S,R1,Q1,51,a,6,%,>,...,

@ znaci konstanti: a, b, c,a;, b1,0,1,5, T, 7m....



Kako je izbor nelogickih simbola promeniljiv i zavisi od tipa strukture koju
opisujemo (dok je skup logickih simbola fiksiran), odgovarajuci jezik £
zadajemo navodenjem samo nelogickih simbola.

Pod jezikom £ podrazumevamo uniju tri medusobno disjunktna skupa

L = Rel; U Funy U Consy

koje nazivamo:
@ Rely - skup relacijskih simbola jezika £,
@ Funy - skup operacijskih simbola jezika £ i
@ Consy - skup simbola konstanti,

zajedno sa funkcijom arnost (duzina) koja svakom relacijskom i svakom
operacijskom znaku dodeljuje neki prirodni broj, tj.

ar: Rely U Funy — N.
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Termi (izrazi) jezika L

Od promenljivih, zagrada, simbola konstanti i operacijskih simbola jezika
L grade se izrazi ili termi, prema slede¢im pravilima.

Definicija terma (izraza)
(1) Promenljive i simboli konstanti su termi.

(2) Akosut,...,t,termii f operacijski znak duzine n, onda je
f(t1,...,ty) term.

(3) Termi se dobijaju samo primenom (1) i (2) konacan broj puta.

Skup svih terma jezika £ oznafavatemo sa Termy.

Napomene.

(1) Ako je f operacijski znak duZine 2 Cesto se term f(ty, tz) zapisuje u
obliku (t;ft;) (umesto (X, y) mozemo pisati (x * y), umesto
x(*(x,y),1) piSemo ((x * y) = 1) i sli¢no).

(2) Akosu Xi,...,Xn € Var, t € Termz, onda oznaka t(xi, ..., Xp) znaci
da su sve promenljive terma t iz skupa {x1, ..., Xp}.
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Atomske formule

Povezivanjem izraza relacijskim znacima dobijaju se najjednostavnije formule
koje se zovu atomske ili elementarne formule.

Definicija atomske formule

Ako su ty,...,t, termii R relacijski znak arnosti n, onda su
@ R(ty,...,tn)
Q@ Hh==0

elementarne (atomske) formule.

Skup atomskih formula jezika £ oznacavacemo sa Atg.
Napomene.

(1) Ako je R relacijski znak duZine 2, t;, t, termi, uobiajeno je da se umesto
prefiksne notacije R(t, t;) koristi infiksna notacija t; Rt;.

(2) Cesto se umesto slovnih oznaka koriste znaci

>+, % A, V,U,N,o,... kao simboli binarnih operacija,
» =,5,<,C,~,5,... kao simboli binarnih relacija.

3 =9 Ny =5 Ty =
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Predikatske formule

Definicija predikatske formule
(1) Atomske formule su (predikatske) formule.

(2) Ako su ¢ iy formule i x promenljiva, onda su i =g, (o AY), (¢ V ),
(o= ¥), (¢ ©¥), (YX)¢ i (Ix)e formule.

(3) Formule se mogu dobiti samo primenom (1) i (2) konacan broj puta.

Skup svih formula jezika £ oznatavatemo sa For;.
Dakle,

For) = Aty,

Forz+l = For} v {—w, (eAY),...,(3X)¢lp, ¢ € Forl, x € V}

Fory = Unso Fory.

Na ovaj nacin definisana je i funkcija sloZenost formule, s/ : For, — N U {0} sa

0, €At
SI(SD) = i n n-1
n, ¢¢&AtciyeFory\ Fory



Napomena. U PR?! dozvoljeno je kvantifikovanje samo promenljivih.
Postoje predikatski racuni viSeg reda i u njima je moguce kvantifikovati i
operacijske i relacijske znake.

Radi jednostavnijeg i preglednijeg zapisa formula primenjuju se dogovori o
@ brisanju spoljasnjih zagrada,
@ prioritetu logickih veznika: VY,3; —; A,V;, =, o,
@ blok kvantifikatora iste vrste skupljamo u jedan kvantifikator, tj umesto
(Yx1)(¥X2) ... YXn)e piSemo Yxu, Xz, . . ., Xpvarphi.

Neka je ¢ formula i x promenljiva. Kazemo da je u formuli
(Vx) ¢
promenljiva x vezana univerzalnim kvantifikatorom, kao i da je formula ¢
oblast dejstva ovog kvantifikatora.
Sli¢no za formulu (Ax) ¢

Example

(Vx)¢ = ¢ - oblast dejstva univerzalnog kvantifikatora je formula ¢,
(Vx)(¢ = ) - oblast dejstva univerzalnog kvantifikatora je formula ¢ = .
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Slobodne i vezane promenljive

@ Ako je promenljiva x u formuli ¢ pod dejstvom kvantifikatora (tj. ona se javlja
u potformuli oblika (Yx)y ili (Ix)y), kaZzemo da je to pojavljivanje
promenljive x vezano. U suprotnom, pojavljivanje promenljive je slobodno.

@ Moguce je da promenljiva u istoj formuli ima i slobodna i vezana
pojavljivanja.

@ Za promenljivu €ija su sva pojavljivanja u formuli ¢ vezana, kazemo da je
vezana promenljiva. U suprotnom (ako promenljiva ima bar jedno slobodno
pojavljivanje u formuli ¢) kazemo da je promenljiva slobodna.

Example

U formuli
(VX)(R(y) = (Fy)S(x.f(y)))

(jlezika £ ={R, S} U{f, g} U {c}, gde je ar(f) = ar(R) = 1, ar(g) = ar(S) = 2),
@ promenljiva x ima samo vezana pojavljivanja,

@ promenljiva y ima i slobodna (prvo pojavljivanje) i vezana (drugo i trece)
pojavljivanja.

Dakle, u datoj formuli promenljiva x je vezana, a promenljiva y je slobodna.




Ako je ¢ neka formula jezika £, zapis ¢(x4, .. ., X,) 0znacava da su sve slobodne
promenljive formule ¢ neke od promenljivih xg, ..., X, (ne moraju biti sve).

Definicija

Formula bez slobodnih promenljivih naziva se zatvorena formula ili recenica.

Example
Na jeziku £ = {<} U {x} U {1}, ar(x) = ar(<) = 2,

@ formule (Vx)(-x <1 = (Ay)xxy =1), (VX)(Vy)xxy =y=*x,1=1su
reCenice

@ (Vx)x <1 = (Jy)x < y nije reCenica, jer je promenljiva x slobodna.

Radi jednostavnijeg zapisivanja formula, ako jezik £ sadrzi simbol €, mogu se
uvesti ograniceni kvantifikatori:

(Ix € S)¢(x) je zamena za formulu (Ax)(x € S A ¢(x)),

(¥x € S)¢(x) je zamena za formulu (Yx)(x € S = ¢(x)).

Mogu se uvesti i brojcani kvantifikatori "postoji tatno jedno”, "postoji bar dva",
postoji najvise jedan" i sl.

Na primer, "postoji tatno jedan” uvodimo na sledeci nacin:

(31x)¢(x) e zamena za (Ix)(¢(x) A (VY)(@(y) = ¥ = X)).
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Definicija
Pod interpretacijom jezika L = Rely U Funy U Consz podrazumevamo
uredeni par (M, 1), gde je M neprazan skup koji nazivamo domen
interpretacije, a | je funkcija koja
@ svakom relacijskom znaku R € Rel; duzine n dodeljuje jednu relaciju
RM duzine n na skupu M, tj. I(R) = R, gde je RM < M",
@ svakom operacijskom znaku f € Fun, duZine n dodeljuje jednu
operaciju M duZine n na skupu M, 4. I(f) = ™, gde je ™ : M" — M,
@ svakom znaku konstante ¢ € Cons dodeljuje jedan element cM
skupa M, tj. I(c) = cM, gde je cM e M.
Struktura
M=(Mm RM ....™M ..M.

se zove model jezika L ={R,...,f,...,c,...}.
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Example
Modeli jezika £ = {S, f}, Rel; = {S}, Funy = {f}, ar(S) = ar(f) = 2 su,
na primer,
o (R,<,+),
° (R <,+),
° (2,5,
o (P(E),c, V).
dok (N, +,-), (P(E), U, \) nisu modeli datog jezika.

Napomena. Ponekad se koristi ista oznaka za simbol jezika i njegovu
interpretaciju.

Npr. £ ={<,+,} - jezik,

R = (R, <, +,-) - jedna interpretacija jezika L.

0 Odabrana poglavlja algebre i logike 30. oktobar 2019. 12 /37



Podmodeli

Definicija

Model B jezika £ je podmodel modela A jezika £, u ozhaci B < A, ako je:
@ 0+BCA,
@ RB = RANB", zasvako R € Rely, ar(R) = n,
@ FB=FA| B™ zasvako F € Fung,ar(F) =
@ cB = ¢, za svako ¢ € Consy.

Example

(N, <590 % 1) =< (R7 5% 1)1
(P(X),u,n,°,0, X) nije podmodel od (P(Y),U,N,°,0,Y), za
XCY,X=#Y.
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Teorema 1

Ako je A proizvoljan model jezika Li0 # B C A, tada postoji jedinstven
model B jezika £ nad skupom B koji je podmodel od A akko

(1) FA(by,...,bm) € B, zasve F € Fung,ar(F) = misve by,...,by € B
(2) c* € B, za sve c € Consy.

Teorema 2

Presek proizvoljne familije podmodela modela A je opet podmodel modela
A.

v

ZaQ# X CAza

[X]a = ﬂ{3|x CB,B <A}

kaZzemo da je podmodel od A generisan skupom X.
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Homomorfizmi modela

Definicija

Neka su A i B modeli istog jezika L. Preslikavanje f : A — B je homomorfizam
modela A u model B ako:

(1) iz (a1,...,an) € R sledi (f(a1),...,f(an)) € R®, zaR € Rely, ar(R) = ni
Sve ai,...,an € A;

(2) f(FA(ay,...,an)) = FB(f(a1),...,f(an)), za F € Fung, ar(F) = nisve
a,...,an €A;

(3) f(c*) = c®, zasve c € Consy.

Homomorfizam f je jak homomorfizam ukoliko u (1) vaZzi
(ai,...,an) € R” akko (f(ay),...,f(a,)) € RE.

v

Pojmovi epimorfizam, monomorfizam, izomorfizam, endomorfizam i automorfizam
se definiSu na uobicajen nacin.

Definicija
Preslikavanje f : A — B je utapanje ako je "1-1" i jak homomorfizam. J
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Teorema
Ako je f : A — B homomorfizam modela A u model B tada je model
f[A] = (f[A], R'AL, FTIAL cfIA])
dat sa
o fl[A] ={f(a)la € A}
o (f(a),...,f(an)) € R ako (ay,...,a,) € R?, za R € Rely,
ar(R)=nisveay,...,ap €A;
o FlN(f(ay),....f(an)) = f(FA(a1.....an)), za F € Fung, ar(F) = ni
sve ai,...,apn €A,
o clAl = f(c*), za sve c € Consy,
podmodel modela B.
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Valuacija. Vrednost terma

Definicija
Neka je M model jezika L. Preslikavanje i : Var — M zove se valuacija

promenljivih u odnosu na domen M. Ako je u(x) = d kaZemo da je d vrednost
promenljive x u valuaciji p.

Definicija
Vrednost terma t jezika £ u modelu M, za valuaciju u, oznacavamo sa t™[u] i
definiSemo indukcijom po sloZenosti terma t na sledeci nacin:

@ ako je t promenljiva x onda je t"[u] = u(x);

@ ako je t simbol konstante c, onda je tM[u] = cV;

@ akojet = f(t,...,t,), gde je f operacijski znak duZine n, a t,, ..., t, termi,
onda je tM[u] = M(tM[u], ..., tN[u]).

Iz definicije neposredno sledi da vrednost tM[u] zavisi od vrednosti samo onih
promenljivih od kojih je izgraden term t. Zato za t = t(Xq, ..., Xn) i (X)) = ai € M,
i=1,...,n, umesto tM[u] pisemo tM[ay, ..., ay] ilisamo t[ay, ..., an]




Example

Neka je dat jezik

L ={f,g,c}, Funy = {f,g}, ar(f) = ar(g) = 2, Consy = {c} i term
t = f(x,9(y, c)).

@ U interpretaciji R = (R, +, -, 1) za valuaciju u = ( )2(

o<
w N
N —

vrednost termat je
tR[u] = tR[2,5] =2+5-1=7.
@ U istoj interpretaciji za valuaciju v = ( 100 . ) isti term ima
vrednost
tRpy] = t”[1,0] =1+0-1=1.

. N X
@ U interpretaciji M = ({T, L}, A, V, T) za valuaciju u = (

isti term ima vrednost
Mul=TA(LVT)=T.

Zooo
T 4L 1...
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Vrednost predikatske formule

Zaae Mixe Var, nekaje u(}) : Var = M, u(})(vi) —{ g(vi)’ :’ f); .
b} I —

Definicija
Da je formula ¢ tacna za valuaciju u u modelu M jezika £ oznacavamo sa
M = o[u] @ili ¢™[u] = T) i definiSemo indukcijom po sloZenosti formule ¢ na
sledeti nacin:

@ ako je ¢ formulat, = t,, gde su t;, t, termi, onda

M = [u] akko t[] = t'[ul;
@ ako je ¢ atomska formula R(ty, ..., t,) onda
M = o[u] akko (t'[u], ..., tN[u]) € RM;
@ ako je ¢ = —y onda M = ¢[u] akko ne vaZi M = ylu];

@ ako je p =¥ A 6 onda
M [= ¢lu] akko M [= y[u] iM = 6[u]
(slicno za ostale veznike, uz pomoc istinitosnih tablica);

@ ako je ¢ = (Yx)y¥ onda

M [= ¢[u] akko M = y[u(})] zasvako a € M;
@ ako je ¢ = (Ix)y onda

M = ¢[u] akko M = w[u(¥)] za neko a € M.




Pored oznake M k= ¢[u] koristimo i oznake (M, ) = ¢, kao i M =, ¢.

Napomene . (1) Ako u, A : Var — M tako da je u(v) = A(v) za sve
slobodne promenljive u ¢, onda

M |= ¢[u] akko M = ¢[4]
tj. tacnost formule ¢ = ¢(x, ..., Xn) za valuacju u u modelu M zavisi samo
od u(x1),. .., u(xn), paako je u(xy) = ay, ..., u(xn) = an, onda umesto
M k= ¢[u] mozemo pisati M |= ¢[ay, . . ., an)

(2) Kako recenice nemaju slobodnih promenljivih, njihova tatnost u nekoj
interprertaciji ne zavisi od izbora valuacije. Drugim reCima, za svaku
reCenicu ¢ jezika L i svaki model M ovog jezika vazi:

iliME @ili M = .
Example

Neka je ¢ = (Ix)(Jy)—-x = y. Tada
M E ¢ akko |[M| > 2
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Model predikatske formule

Definicija

Model M jezika L je model formule ¢, u oznaci M = ¢, ako je formula ¢ tacna za
za svaku valuaciju u : Var — M, tj. vaZi M = ¢[u].

Ako nije M = ¢ onda kaZemo da je M kontramodel za ¢ i piSemo M = ¢.

Example

(1) Formula ¢ := (¥x)f(x,y) = x jezika {f}, ar(f)

il

=2
, o . Xy ...
u strukturi R = (R, -) je ta¢na za valuaciju u = 5 1 ,

. . Xy o). .
a netacna za valuaciju v = 5 o , tj. vazi

RE¢l i Regpl.
To znaci da interpretacija R nije model formule ¢, tj.
R E .
(2) Formula y := (3x)(Yy)S(x,y) jezika L = {S}, ar(S) = 2,

je netacna u strukturi R = (R, <), a tana u strukturi N = (N, <), ;.
R # N
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Da u izomorfnim modelima jezika £ vaZe iste reCenice jezika L kaze
sledeca teorema.

Teorema

Ako je f : A = B izomorfizam, tada za svaku valuaciju y : Var — A i
formulu ¢ € For, vaZi
A k= ¢lu] akko B = ¢[f o] .

Example

(Q.+.0) E (vX)3y)y +y =X,
(Z,+.0) ¥ (YX)(Fy)y +y = x
Zakljucujemo:
@ (Q,+,0) = (Z,+,0)
@ tacnost reCenice u modelu ne mora se preneti na podmodel.

0 Odabrana poglavlja algebre i logike 30. oktobar 2019. 22/37



Teorema
Neka je A < B. Tada
(1) ako je ¢ formula bez kvantifikatora iy : Var — A, tada
A E o[u] akko B = o[y,
(2) ako je ¢ univerzalna re€enica (tj. oblika (Vx, ..., Xn)¥, pri €emu je v
bez kvantifikatora), tada
iz B |= ¢[u] sledi A = ¢[u],
(3) je ¢ egzistencijalna recenica (tj. oblika (Ixa, ..., Xy, pri Cemu je v
bez kvantifikatora), tada

iz A = ¢[u] sledi B = ¢[u].
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Valjane formule

Definicija

(a) Formula ¢ jezika L je valjana, u oznaci = ¢, ako je tacna u svakom
modelu jezika L, tj. za svaki model M jezika L i svaku valuaciju
wu: Var - MvaziM E o¢[u].

(b) Formula ¢ jezika L je zadovoljiva ako postoji interpretacija M jezika L
i postoji valuacija u : Var — M tako da vaZi M = ¢|u].

Kako postoji beskonacno mnogo interpretacija formula, problem ispitivanja
taCnosti predikatske formule je mnogo slozZeniji nego u iskaznom racunu.
MoZe se dokazati da, u opStem slucaju, ne postoji algoritam koji za

svaku re ¢enicu moZze proveriti da li jeste ili nije valjana formula
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Mnoge valjane formule se mogu dobiti iz tautologija.

Teorema

Ako je ¢(p1, - - ., pn) tautologija iy, . . .,y predikatske formule, tada je
predikatska formula (1, . .. ,¥n) dobijena iz ¢ zamenom svakog iskaznog
slova p; predikatskom formulom y;, zaj = 1,..., n, valjana formula.

Valjane formule dobijene iz tautologija na nacin opisan u prethodnoj
teoremi zovu se izvodi tautologija.

Example

Ako su ¢ i ¥ predikatske formule, onda je formula —(¢ A ¢) © - V =y
valjana, jer je izvod tautologije —=(p A q) © —p V —q.

Da nisu sve valjane formule izvodi tautologija pokazuje sledeci primer.

Example
Formula

=(Vx)p & (Ax)-¢
je valjana, a nije izvod tautologije.

4
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Valjane formule i njihova svojstva )
Valjane formule su formule koje su taCné u svakoj interpretacije. Zato one

predstavljaju osnovne zakonitosti misljenja i zakljuCivanja.

(1) =(¥x)¢ © (Ix)~¢ De Morganovi zakoni

(2) =(Ix)p © (VX)—¢  za kvantifikatore

B) (YX) (e Ay) & (YX)p A (YX)y

@) @x)(e V) e (Ix)e v (AX)y

(5) (YX)e Vv (VX = (Yx)(¢ V ¥)
@i (¥x)(e V) = (YX)¢ V (YX)y nije valjana,
npr. u interpretaciji (N, ¢V, ¢"), gde je

oV (x)-" x je paran broj", a yN(x)-"x je neparan broj", ova formula nije
tacna.)

6) (I)(p A y) = (@X)p A (I
(ali (Ax)e A (Ax)y = (Ix)(¢ A ¥) nije valjana)
(@) (V) ()¢ & (YY)(Vx)p
®) (I)@y)e  (Fy)(3Fx)
©) (@) (Vy)e = (Yy)(3x)
(ali (Yy)(3x)¢ = (Ix)(Yy)e nije valjana, kontramodel:

¥
¥



Ako x nije slobodna promenljiva formule ¢ onda su i sledece formule
valjane:

(10) (Vx)(¢Vy) & (Vx)e Vy

11) @) Ay) © Ax)e Ay

(12) (V) = ¢) & (¥ = (VX))

Oznacimo sa ¢(y/x) formulu dobijenu iz formule ¢ zamenom promenljive
X promenljivom y. Tada vaZzi:

(13) (YX)¢ © (Yy)e(y/x), pri Eemu se promenljiva y ne pojavijuje u ¢
(14) (Ax)¢ © (Ay)e(y/x), pri Eemu se promenljiva y ne pojavijuje u ¢
(15) (Vx)¢ = ¢(t/x), gde je term t slobodan za promenljivu x u formuli ¢
(. zamenom x sa t u ¢ ne dolazi do vezivanja nijedne promenljive iz t).
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Istaknimo i neka jednostavnija svojstva valjanih formula.

Teorema
Ako su ¢ i ¢ =  valjane formule onda je iy valjana formula.

Teorema

Formula ¢ je valjana akko je formula (¥Yx)e valjana, tj.
= ¢ akko = (Vx)e.
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Definicija
Interpretacija M je model skupa formula ¥, u oznaci M = ¥, ako je model
svake formule iz 7, tj. za svaku formulu ¢ € F vaZi M = ¢.

Neka je 7 skup predikatskih formula i ¢ neka formula. KaZzemo da je ¢
logicka posledica skupa ¥, u oznaci ¥ = ¢, ako je svaki model za ¥
istovremeno i model za ¢. Preciznije,

Definicija

Formula ¢ je logicka (semanticka) posledica skupa formula ¥ ako za

svaku interpretaciju M i svaku valuaciju u : Var — M vaZi:
ako M = Fu] za sve formule F € ¥, onda i M = ¢[u].

Posebno, ¢ = ¢ ako je svaki model formule y» model i formule ¢.
Definicija
Formule ¢ iy su logicki (semanticki) ekvivalentne, u oznaci ¢ =, ako je

formula ¢ & ¥ valjana,tj. akko za svaku interpretaciju M i svaku valuaciju
p domena M vazi: M = ¢[u] akko M = y/[u].
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Teorema zamene

Ako formula F(¢) sadrzi kao potformulu formulu ¢ i vazi ¢ = y, onda vazi i
F(¢) = F(y), gde je F(y) formula dobijena od F(¢) zamenom potformule
o formulom .

Ovo tvrdenje nam omogucava da u formuli €ija nas valjanost zanima
proizvoljne potformule zamenjujemo njima ekvivalentnim, a da se valjanost
formule ne menja. Takav postupak nazivamo ekvivalencijska
transformacija.

Example

Dokazati da je = (Vx)(¢(x) = ¥(x)) © =(3x)(¢(x) A ~(x)).
Primenom prethodne teoreme dobijamo
(M) (p(x) = ¥(x)) = (¥x)(=p(x) v (X))
= (Vx)=(e(x) A ~¥(x)) odakle sledi
= () (p(X) A ~(x))
= (V) (e(x) = ¥(x)) & ~(3X)((x) A ().
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Zamena slobodne promenljive izrazom

Cesto se u matematici pojavljuje potreba da se u formuli neka slobodna
promenljiva zameni izrazom.
Postavlja se pitanje na koji nacin se to moze obaviti, pa da se dobije formula
logicki ekvivalentana sa polaznom.
Posmatrajmo formulu

(YX)A(x) = A(t)

gde je A(t) formula dobijena iz A(x) zamenom svih slobodnih pojavljivanja
promenljive x termom t.
Da li je ova formula valjana?

Example

Neka je A(x) = (Fy)R(x,y), gde je R relacijski znak arnosti 2. Uzimajuci za term

t promenljivu y, tj. t := y, dobijamo da A(t) = (3y)R(Y,y). pa je cela formula
(Vx)3y)R(x.y) = Qy)R(y.y).

Ova formula nije valjana, jer postoji struktura u kojoj ona nije tana, na primer

struktura (N, <).
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MozZe se pokazati da pomenuta formula (Yx)A(x) = A(t) uz neke
dodatne uslove jeste valjana.

Definicija
Za term t kaZemo da je slobodan za promenljivu x u formuli A ukoliko su

sve promenljive termat slobodne u formuli dobijenoj nakon zamene
slobodnih pojavijivanja promenljive x u formuli A termom t.

Example
Nekaje A = (Vx)x <.
@ Term y + X3 je slobodan za promenljivu y u formuli A, jer zamenom y

sa y + x; dobijamo formulu (¥Yx)x < y + x; u kojoj su promenljive y i
X1 slobodne.

@ Takode jeiterm z + x, slobodan za y u formuli A.

@ Medutim, term x + y nije slobodan za y u formuli A, jer zamenom y
sa x + y dobijamo formulu (Yx)x < x + y u kojoj je promenljiva x
terma t vezana promenljiva.

~
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Teorema

Ako je A(x) proizvoljna formula (u kojoj je x slobodna promenljiva) i term t
slobodan za promenljivu x u formuli A(x) (4. zamenom x sa t u A(x) ne dolazi do
vezivanja nijedne promenljive iz t) onda je formula (¥Yx)A(x) = A(t) valjana.

Example
1° E (YX)A(x)

= A
2°  E (YX)A(x) = A(x)
3 E(WX)AKX) = A

(c), gde je c simbol konstante

(y), gde je y promenljiva koja se ne javlja u A(x).

Da bismo ispravno izvrsili zamenu slobodne promenljive x formule A termom t
treba

@ najpre preimenovati neke vezane promenljive formule A novim promenljivim,
tako da sve vezane promenljive dobijene formule budu razliCite od svih
slobodnih promenljivih formule A i svih promenljivih koje ucestvuju u
gradenju terma t,

@ zatim izrazom t zameniti svako slobodno pojavljivanje promenljive x u
formuli dobijenoj nakon preimenovanja.




Example
Neka je
A=((X)(x=z=y)x=yvz=y))
i Zelimo promenljivu z zameniti termom x + y.
@ Term x + y nije slobodan za promenljivu z u formuli A.

@ Zato najpre vrSimo preimenovanje vezanih promenljivih x i y novim
promenljivim (koje moraju biti razliCite od z, x i y),

@ a zatim u dobijenoj formuli promenljivu z zamenjujemo sa x + .
Na taj nacin dobijamo, na primer, formulu

Vu)(ru=x+y=>@Qv)(u=vVx+y=v)),

ili formulu
(Yx)(~x1 =x+y= Ty)x1 =y1Vx+y=y)).
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Definicija
Formula ¢ je u preneksnoj formi ako je oblika

(Qux1)(Q2X2) - .. (QnXn)y,
gde su xu, . .., Xp razlicite promenljive, Q1, ..., Qn kvantifikatori, a ¥ je
formula bez kvantifikatora. Ako su svi kvantifikatori Q4, . .., Qp univerzalni,
takva preneks forma se zove Skolemova forma.

Teorema.

Za svaku formulu predikatskog racuna postoji njoj ekvivalentna formula
koja je u preneksnoj formi.
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Algoritam PRENEX:

(1.) Ukloniti sve = i & primenom zakona za uklanjanje implikacije i
ekvivalencije

(2.) Dok god je moguce primenjivati zakone:

» iskazne De Morganove zakone
» De Morganove zakone za kvantifikatore
» zakon uklanjanja dvostruke negacije
(da bi se simboli — uklonili ili spustili do atomskih formula)

(3.) Ako je potrebno izvrsiti preimenovanje vezanih promenljivih (kako bi
se omogucio korak 4.)

(4.) Dok god je moguce primenijivati zakone "distributivnosti" kvantifikatora
prema A i v (valjane formule (3)-(4)i (10)-(11)), kako bi se
kvantifikatori pomerali ulevo.
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Example
Formulu (Yx)P(x) = (3x)Q(x) napisati u preneks formi.

(VX)P(x) = (AX)Q(x) = —~(Yx)P(x) v (Ix)Q(x)
= (Ix)-P(x) vV (Ix)Q(X) .
= (AX)(P(x) v Q(x)))

Poslednja formula je u preneksnoj formi.

Example

Formulu (Vx)(U(y) A (Yy)(3z)(B(z,x) = B(F(v,y), z))) napisati u
preneks formi.
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