
SEPARABILNOST I KOMPAKTNOST

SEPARABILNOST METRI^KIH PROSTORA

Separabilne prostore mo`emo shvatiti kao prostore koji nisu �ogromni�. U takvim pros-
torima uvek postoji prebrojiv skup koji je �gotovo jednak� celom prostoru jer se bilo koji
element prostora mo`e proizvoqno dobro aproksimirati.

DEFINICIJA 1. Neka je (X, d) metri~ki prostor. X je separabilan ako u wemu postoji najvi{e
prebrojiv svuda gust skup.

NAPOMENA. Ako je A svuda gust u X , to zna~i da je A �skoro jednak� celom prostoru X .

PRIMER 1. Separabilni metri~ki prostori su (R, d); (Rn, dp), 1 6 p < +∞; (Rn, d∞);
(C[a, b], d); (`p, dp), 1 6 p 6 +∞; (c, d); (c0, d). ♦

PRIMER 2. Prostor (Rn, d2) je separabilan jer jeQn svuda gustuRn i najvi{e prebrojiv. Zaista,
neka je x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn proizvoqna ta~ka. Kako je Q svuda gust u R, za proizvoqno
ε > 0 i svako i = 1, n postoji qi ∈ Q da je |xi− qi| < ε√

n
. Neka je q = (q1, q2, . . . , qn) ∈ Qn. Va`i

d(x, q) =

(
n∑

i=1

|xi − qi|2
) 1

2

<

(
n∑

i=1

ε2

n

) 1
2

= ε.

Dakle, Qn je svuda gust u Rn, a kako je Qn prebrojiv skup (proizvod najvi{e prebrojivih skupova
je najvi{e prebrojiv), onda je i skup Rn separabilan. ♦

Slede}a teorema je kqu~na pri dokazivawu da neki metri~ki prostor nije separabilan.

TEOREMA 1. Metri~ki prostor (X, d) je separabilan ako i samo ako je svaka disjunktnafamilija
nepraznih otvorenih skupova u X najvi{e prebrojiva.

Dokaz teoreme ne}emo navoditi.

PRIMER 3. Prostori m i B[a, b] nisu separabilni. ♦

PRIMER 4. Doka`imo da prostor m nije separabilan. Posmatrajmo slede}i skup

A = {(α1, α2, . . .) ∈ m | αn = 0 ∨ αn = 1, n ∈ N}.

Skup A je neprebrojiv u m. Neka su x, y ∈ A, x 6= y. Tada je

d(x, y) = sup
n∈N

|αn(x)− αn(y)| = 1.

Uo~imo familiju kugli K(x, 1/3) = {z ∈ m | d(z, x) < 1/3}, x ∈ A. Tada za x 6= y va`i
K(x, 1/3) ∩K(y, 1/3) = ∅. Naime, ako bi neka ta~ka x∗ pripadala ovim dvema kuglama tada bi
va`ilo d(x, x∗) < 1/3 i d(y, x∗) < 1/3, odnosno d(x, y) < 2/3, {to je nemogu}e jer je d(x, y) = 1.
Dakle, {K(x, 1/3) | x ∈ A} je neprebrojiva familija disjunktnih otvorenih skupova u prostoru
m, pa prostor m nije separabilan. ♦

1



FUNKCIONALNA ANALIZA

KOMPAKTNOST METRI^KIH PROSTORA

Podsetimo se najpre Bolcano-Vajer{trasove teoreme.

TEOREMA 2. Svaki ograni~en niz realnih brojeva ima konvergentan podniz.

Postavqa se pitawe da li ovako tvr|ewe va`i u proizvoqnom metri~kom prostoru. Odgovor
potra`imo u slede}em primeru.

PRIMER 5. Neka je (en)n∈N, gde je en = (0, 0, . . . , 0, 1, 0, . . .), jedinica je na n−tom mestu. Jasno
je da za svako n ∈ N va`i xn ∈ `p, 1 6 p 6 +∞. Niz (en)n∈N je ograni~en u `p jer en ∈ K[0, 1],
za svako n ∈ N. Me|utim, niz (en)n∈N nema konvergentan podniz jer

d(em, en) =

(
+∞∑

i=1

|ei
m − ei

n|p
) 1

p

= (1p + 1p)
1
p = p

√
2, m 6= n,

tj. ovo rastojawe se ne mo`e u~itini proizvoqno malim. ♦

DEFINICIJA 2. Metri~ki prostor (X, d) je kompaktan ako se iz svakog wegovog niza mo`e
izdvojiti konvergentan podniz.

NAPOMENA. Za skup i niz koji ovo zadovoqavaju ka`e se da imaju Bolcanovo svojstvo.
Intuitivno shvatawe pojma kompaktnosti je kao generalizacija pojma kona~nosti, tj. pru`a

nam kona~nu strukturu za beskona~ne skupove. Separabilnost intuitivno mo`emo da shvatamo
kao generalizaciju prebrojivosti, pa je samim tim kompaktnost uslov ja~i od separabilnosti.

DEFINICIJA 3. Neka je (X, d) metri~ki prostor i M ⊆ X . Skup M je relativno kompaktan
ako se iz svakog niza iz M mo`e izdvojiti konvergentan podniz u X .

relativna kompaktnost + zatvorenost⇔ kompaktnost

Kada je u pitawu ceo prostor X , pojmovi kompaktnost i relativna kompaktnost se poklapaju.

TEOREMA 3. Svaki kompaktan metri~ki prostor je kompletan.

DOKAZ. Neka je (X, d) kompaktan metri~ki prostor i (xn)n∈N proizvoqan Ko{ijev niz iz X .
Zbog kompaktnosti prostora X postoji podniz (xnk

)k∈N niza (xn)n∈N koji konvergira u X , tj.
lim

k→+∞
xnk

= x0 ∈ X . Neka je ε > 0. Tada postoje n′0 ∈ N i n′′0 ∈ N tako da je

d(xn, xnk
) <

ε

2
, nk > n > n′0, i d(xnk

, x0) <
ε

2
, k > n′′0.

Za n0 = max{n′0, n′′0} i n > n0 je

d(xn, x0) 6 d(xn, xnk
) + d(xnk

, x0) < ε,

tj. niz (xn)n∈N konvergira u X . Kako smo posmatrali proizvoqan Ko{ijev niz, zakqu~ujemo
da je X kompletan. ¤
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TEOREMA 4. Svaki kompaktan skup je zatvoren.

DOKAZ. Neka je M kompaktan skup i (xn)n∈N niz iz M takav da xn → x0, n → +∞. Zbog
kompaktnosti, postoji podniz (xnk

)k∈N niza (xn)n∈N takav da xnk
→ x′, k → +∞, i x′ ∈ M .

Zbog jedinstvenosti grani~ne vrednosti imamo x′ = x0, odnosno x0 ∈ M . Dakle, M je zatvoren
skup. ¤
NAPOMENA. U ovom dokazu, kao i u slede}em, koristi}emo ranije dokazanu teoremu.
F ⊆ X je zatvoren ako i samo ako svaki niz iz F koji konvergira u X ima limes u F .

TEOREMA 5. Neka je M kompaktan skup iz metri~kog prostora (X, d) i F ⊆ M zatvoren skup.
Tada je i F kompaktan.

DOKAZ. Neka je (xn)n∈N proizvoqan niz iz F ⊆ M . Zbog kompaktnosti skupa M , postoji
podniz (xnk

)k∈N niza (xn)n∈N koji konvergira u M , tj. xnk
→ x0 ∈ M , k → +∞. Po{to je F

zatvoren skup, sledi da x0 ∈ F , pa je F kompaktan. ¤

NAPOMENA. Jasno je da ograni~eni skupovi u R su relativno kompaktni. U op{te slu~aju, to
nije ta~no (primer niza (en)n∈N u `p). Me|utim, jedna druga osobina, totalna ograni~enost, }e
biti od pomo}i.

DEFINICIJA 4. Neka je (X, d) metri~ki prostor. Za skup A ⊆ X ka`emo da je totalno
(potpuno) ograni~en ako za svako ε > 0 postoji kona~no mnogo ta~aka x1, x2, . . . , xn ∈ A takvih
da je A ⊆

n⋃
i=1

K(xi, ε). Kolekcija ta~aka Mε = {x1, x2, . . . , xn} naziva se ε−mre`a skupa A.

TEOREMA 6. Svaki totalno ograni~en skup je i ograni~en.

DOKAZ. Ako je diamA diametar skupa A tada je

diamA 6 card(Mε) · 2ε < +∞,

jer kona~an broj kugli pre~nika 2ε pokriva A. ¤
NAPOMENA. Obrnuto tvr|ewe nije ta~no {to pokazuje primer skupa (en)n∈N u `p.
NAPOMENA. U Rn pojmovi ograni~en i totalno ograni~en su ekvivalentni.

TEOREMA 7. Neka je M kompaktan skup u (X, d). Tada je M totalno ograni~en.

POSLEDICA 1. Kompaktan skup M iz (X, d) je ograni~en i zatvoren.

POSLEDICA 2. Skup M ⊆ Rn je kompaktan ako i samo ako je ograni~en i zatvoren.

DOKAZ. (⇒) Direktno sledi iz posledice 1.
(⇐) Neka je M ograni~en i zatvoren i (xn)n∈N proizvoqan niz iz M . Tada je (xn)n∈N

ograni~en niz, pa prema Bolcano-Vajer{trasovoj teoremi ima konvergentan podniz, a zbog
zatvorenosti skupa M , taj limes je u M . ¤

PRIMER 6. Na osnovu prethodne teoreme, lako je utvrditi da li su slede}i skupovi kompaktni.

1. R nije kompaktan skup, niti je bilo koji otvoren skup kompaktan u (R, d).
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2. Skup [1, 3] ∪ [7, 9] jeste kompaktan u R.

3. Skup [1, 3]× [7, 9] jeste kompaktan u R2.

4. Skup {(x, y) ∈ R2 | x > 0} nije kompaktan u R2.

5. Neka je x0 ∈ Rn i r > 0. Tada K(x0, r) nije kompaktan, dokK[x0, r] jeste kompaktan uRn.

6. Skup {0} ∪ { 1
n | n ∈ N} jeste kompaktan u R. ♦

NAPOMENA. Va`no je naglasiti da u posledici 2 ekvivalencija va`i jedino u slu~aju prostora
Rn. Slede}i primer pokazuje da u op{tem slu~aju ne va`i tvr|ewe.
PRIMER 7. Dokazati da je skup A zatvoren i ograni~en u (X, d), ali nije kompaktan.

1. X = (0, 1); d(x, y) = |x− y|, x, y ∈ (0, 1); A = (0, 1).

O~igledno je da je A zatvoren i ograni~en. Posmatrajmo niz (xn)n∈N iz A dat sa

x1 =
1
2
, , x2 =

3
4
, x3 =

5
6
, . . . xn = 1− 1

2n
, . . .

Iz ovog niza nije mogu}e izdvojiti podniz koji konvergira u A. Dakle, A nije kompaktan.

2. X = Q; d(p, q) = |p− q|, p, q ∈ Q; A = {p ∈ Q | p2 je takvo da je 2 < p2 < 3}.
Kako jeA = [

√
2,
√

3]∩Q i skup [
√

2,
√

3] zatvoren uR, to jeA zatvoren uQ. SkupA je ograni~en
jer je A ⊆ K(0, 2). Me|utim, A nije kompaktan. Zaista, iz niza iz A

x1 = 1, 7, x2 = 1, 73, x3 = 1, 732, . . . ,

gde xn ima n ta~nih decimala broja
√

3, se ne mo`e izdvojiti konvergentan podniz u A. ♦
TEOREMA 8. Svaki kompaktan metri~ki prostor je separabilan.

DOKAZ. Neka jeX kompaktan prostor. Tada je on i totalno ograni~en, i za svako k ∈ N postoji
kona~na 1

k−mre`a. Ako sa
y

(k)
1 , y

(k)
2 , . . . , y(k)

nk
, (1)

ozna~imo ta~ke k−te mre`e, svakom x ∈ X odgovara}e ta~ka y
(k)
mk , 1 6 mk 6 nk, tako da je

d(x, y(k)
mk

) <
1
k
. (2)

Unija svih mre`a (1) je prebrojiva, a iz (2) dobijamo da je svuda gusta u X , pa je X separabilan
prostor. ¤

Nave{}emo generalizaciju Vajer{tasove teoreme za ograni~ene funkcije.
TEOREMA 9. Neprekidna funkcija na kompaktnom skupu je ograni~ena i dosti`e svoju najve}u i
najmawu vrednost.
Nave{}emo generalizaciju Kantorove teoreme za neprekidne funkcije.
TEOREMA 10. Neprekidna funkcija na kompaktnom skupu je i uniformno neprekidna.

TEOREMA 11. Ako je preslikavawe f : (X, dx) → (Y, dy) neprekidno preslikavawe i K ⊂ X
kompaktan skup, tada je i f(K) kompaktan skup u Y .
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