CENAPABUJIHOCT I KOMITAKTHOCT

CENAPABUJIHOCT METPUUKUX TTPOCTOPA

CenapabuitHe MPOCTOPE MOKEMO CXBATUTH KA0 ITPOCTOPE KOJU HUCY ,,0TPOMHHU, Y TAKBUM TIPOC-
TOpHMa YBEK IIOCTOjH MPeOPOjUB CKYN KOjU je ,,TOTOBO jegHak™ IeJTIOM IPOCTOPY jep ce OHIIo KojH
eNIEMEHT ITPOCTOPa MOXKe TTPOU3BOIHHO T0OPO AITPOKCHMHUPATH.

JEOUHULWIA 1. Heka je (X, d) memwmpuuru ipocitiop. X je ceiapabunan ako y mwemy Gocitioju najeuue
iapebpojue ceyqa Zycili CKyil.

HATIOMEHA. Axo je A cyaa rycry X, To 3naun ja je A ,,ckopo jenmak® 1enom mpocropy X.

IPUMEP 1. Ceitapaburnu mempuuru apociiopu ¢y (R,d); (R™,dp), 1 < p < +oo; (R",dwo);
(C[a’v b],d), (gpv dp>J 1 < p < +OO; (C, d), (607d)~ <>

IIPUMEP 2. IIpocitiop (R"™, d2) je ceitapatunan jep je Q" ceyga 2yciuy R u najeuwe apetpojus. 3auciua,
neka je v = (x1,x2,...,T,) € R" poussowna wauxa. Kaxo je Q ceyga 2yciu y R, sa aipouszeomho
e > 0ucsaxo i = 1, n docmoju q; € Q ga je |x; — q;| < ﬁ Hexajeq = (q1,q2,...,qn) € Q™. Baxcu

n % n 9 %
d(z,q) = (Z\mz —q¢|2> < (Z 2) —e.
=1

i=1

Haxne, Q" je ceyga cycm y R", a kaxo je Q" apebpojus ckyil (ipouseog najeuwe ipebpojusux cKyiosa
Je najeuwe ipebpojus), onga je u ckyit R™ ceitapabunan. &

Crneneha TeopeMa je KJbyUHA TIPU TOKA3UBAKY N1a HEKW METPUIKHU IIPOCTOP HUje cerapaduiaH.

TEOPEMA 1. Meimpuuru ipocimop (X, d) je ceilapabunar axo u camo ako je c6axa qucjyHKmHa pamuija
HeUpasHux otheopeHux ckyiosa y X Hajeuute upebpojusa.

I[OKB_S TECOPpEME nehemo HaBOIUTHU.

IIPUMEP 3. Ilpociiopu m u Bla, b nucy ceiiapaduinu. &

TIPUMEP 4. Jlokascumo ga apocimop m nuje cenapabunan. Iocmaitpajmo caegehu ckyi
A={(an,0,...) Em|ap, =0V a,=1,n¢c N}
Cryii A je neiipebpojus y m. Hexacy x,y € A, x # y. Taga je

d(x,y) = sup |an(z) — an(y)| = 1.
nelN
Youumo gpamunujy kyenu K(x,1/3) = {z € m | d(z,z) < 1/3}, x € A. Taga 3a v # y eadxncu
K(x,1/3)N K(y,1/3) = &. Haume, ako 6u nexa mauxa ™ fipuilagana ogum geema Ky2nama waga ou
saxcuno d(x,x*) < 1/3 ud(y,z*) < 1/3, ognocro d(z,y) < 2/3, winio je nemozyhe jep je d(z,y) = 1.
Haxne, {K(x,1/3) | x € A} je neapebpojusa gpamunuja qucjynkianux omeopenux ckyioéa y uapociiopy
m, fla Apociiop M Huje ceaapadunan. &
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KOMMAKTHOCT METPUUKUX MMPOCTOPA

IMoacerumo ce najnpe bormano-BajepuiTpacose Teopeme.
TEOPEMA 2. Ceaku 0ZpaHutieH HU3 pedinux 6pojesa uma KOHEepEeHlaH HOGHU3.

TlocraBiba ce muTame a TN OBAKO TBphHeme BAKH Y MIPON3BOJLHOM METPUIKOM IpocTopy. OAroBop
noTpaxkuMo y cienehiem npumepy.

IIPUMEP 5. Heka je (€n)nen, 2ge je €, = (0,0,...,0,1,0,...), jequruya je na n—imgom meciy. Jacro
Jje ga 3a ceaxo n € N gagwcu x,, € £y, 1 < p < 4+00. Hus (en)nen je o2panuuen y Ly, jep e, € K[0, 1],
3a ceako n € IN. Mehyimum, nuz (ey)necN HeMa Konsepeenimian Hoghus jep

“+oo D
demsen) = | Yo leb—chl? | = (17 +17)7 = ¥2, m#n,
=1

Wj. 060 pacwiojarbe ce He MOJHCe YUUTHUHU TPOUZE0HHO MATUM. &

JEOUHULWIA 2. Meimpuurxu dpociiop (X, d) je xomiaxitiarn ako ce u3 c6aKoZ re20602 HU3A MONCE
U3GEOJUlliu KOHGEPEEHITAH THOGHUS.

HATIOMEHA. 3a ckyml 1 HU3 KOju OBO 33[J0BOJbABAjy KaXe ce Ja uMajy boIanoBo CBOjCTBO.
WHTYUTUBHO CXBATAHE TOjMa KOMITAKTHOCTH je Kao FeHepan3alfja mojMa KOHauHOCTH, Tj. TIPYXa

HaM KOHA4YHy CTPYKTYPY 3a OeckoHauHe ckynoBe. CenapabiiHOCT MHTYUTHBHO MOYKEMO Ja CXBaTaMO

Ka0 TeHepaTu3alyjy IpedpojuBOCTH, T4 je CAMUM THM KOMITAKTHOCT YCIIOB jaul O CeMapabTHOCTH.

JEOUHULWIA 3. Heka je (X, d) memwmpuuru apociwop u M C X. Cryia M je peraitiueno Komiaxian
ako ce uz ceaxod nuza us M mooice usgeojuiiu konsep2enitian ognus y X.

pelraTuBHAa KOMIIAKTHOCT + 3aTBOPEHOCT < KOMITAKTHOCT

Kana je y mutamy neo mpoctop X, IIOjMOBH KOMIIAKTHOCT M PelIaTHBHA KOMIIAKTHOCT C€ MOKJIanajy.
TEOPEMA 3. Ceaku KomiAaxian MempU4Ky Gpociiop je KoMiiemaHn.

JTOKA3. Heka je (X, d) KoMIakTan METPHYKH TIPOCTOP U (X )neN MpousBosba Kommjes nus us X.
360r KOMITAKTHOCTH TIpocTopa X TOCTOjH MOAHM3 (T, )kelN HU3A (Zp)neN KOju KoHBeprupa y X, Tj.

klim T, = To € X. Hexka je € > 0. Tama nocroje nj, € IN ung € IN tako ga je
— 400

5
d(zp,xn,) < =, np >n>=ngy, u d(x,,,z) < 2 k> ng.
3a ng = max{ng,ng un = ng je

d(xn, z0) < d(n, T, ) + d(Tp,,20) <€,

Tj. HU3 (T )neN KonBeprupa y X. Kako cMo mocMartpainy npousBosban Kollmjes HU3, 3aKIbyuyjeMo
na je X KoMIUIeTaH. 0
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TEOPEMA 4. Ceaxu KOMUAKWAaH CKY# je 3aiie0peH.

JTOKA3. Heka je M xomnaktan ckyn u (ZTp)peN Hu3 u3 M takas na x, — xo, n — +00o. 360r
KOMITAKTHOCTH, TTOCTOJU MOAHU3 (Zp, )keN HU3A (Tp)neN TAKaB Aa Tn, — «', k — +oo,nz’ € M.
360r jeIMHCTBEHOCTH IPAHUYHE BPEAHOCTH UMaMo &’ = T, OAHOCHO xo € M. laxne, M je 3aTBOpeH
CKYIL. 0
HATIOMEHA. VY oBoM noka3y, kao u 'y cienchem, kopuctnheMo paHuje To0Ka3aHy TEOpeMy.

F C X je saitisopen axo u camo axo ceéaxu nu3 uz F' koju kousepeupa y X uma mumec y F'.

TEOPEMA 5. Heka je M komitaximan ckyi uz memipuuxo2 apocimopa (X, d) u F' C M saimieopen ckyil.
Taga je u F xomiaxiuian.

JTIOKA3. Hexa je (zp)nen mpousBosbad Hu3 w3 F' C M. 360r koMmakTHOCTH cKyma M, moctoju
noaHu3 (Zp, )keN HU3A (Zp)neN KOjU KoHBeprupa 'y M, 1j. x,, — xo € M, k — +oo. Tlomro je F
3aTBOPEH CKYII, cliequ 1a xg € F, ma je ' koMmakTaH. U

HANOMEHA. JacHo je 1a orpaHi4eHd CKymoBH y R ¢y pelnaTHBHO KOMIIAKTHH. Y OIIITE CIyYajy, TO
Huje TauHO (mpuMep HU3a (€ )neN Y £p). MelhyTnM, jenna apyra ocoGuHa, TOTAIHA OrPAHUYEHOCT, fie
outu on rmoMmohwu.

JEOUHULVIA 4. Heka je (X,d) mempuuxu dpociiop. 3a ckyi A C X kasxcemo ga je wmomianio
(@@omityno) o2panuqen axo 3a céaxo € > 0 GOCHOjU KOHAYHO MHOZO0 TAYAKA T1, T2, . . . , Ty € A Waxkeux
n

gaje A C |J K(x4,¢). Konexyuja wmauaxa Me = {x1,x2, ..., Ty} nasusa ce e—mpedsica ckyia A.
i=1

TEOPEMA 6. Csaxu WoWAAHO 0ZPAHUYECH CKYU je U 0ZPAHUYEH.

JIOKA3. Axo je diam A guametap ckyma A taga je

diam A < card(M,) - 2e < 400,

jep KoHauaH Opoj Kyriau TIpeunrka 26 mokpusa A. g
HATIOMEHA. OGpHyTo TBphetse Hije TauHO LITO TToKasyje npumep ckyna (€n)nen y Lp.
HANOMEHA. ¥ R™ nojMoBH orpann4eH 1 TOTATHO OTPAaHUUCH CY EKBUBAJICHTHH.

TEOPEMA 7. Hexka je M komiakitian ckyi y (X, d). Taga je M woiwiano o2panuuen.
HOCHEANUA . Komiaximan ckyia M uz (X, d) je o2panuuen u 3aimieopen.
TocneauuA 2. Ckyia M C R” je komiiaxitian ako u camo axo je 0ZpaHuyeH u 3ailiGopeH.

JIOKA3. (=) JIMpeKTHO cleau U3 nocieaure 1.

(<) Heka je M orpanuueH u 3aTBOPeH U (Ty )neN NponsBosbad uus uz M. Tana je (Tn)neN
orpaHMyeH HU3, A Npema bonmaHo-BajepmrpacoBoj TeopeMM MMa KOHBEPreHTaH IIOAHM3, a 300T
3arBopeHocTu ckyna M, taj mumec jey M. O

IIPUMEP 6. Ha ocnosy iipeilixoghe itieopeme, JaKo je ymepguitiu ga i cy ciegehu cKyiosu KOMIAaKmIHU.

1. R nuje komitaximarn ckyi, nuitiu je 6uno koju omieopen ckyi komiaximar y (R, d).
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2. Cryu [1,3] U [7,9] jeciue komitaximan y R.

3. Cxyi [1,3] x [7,9] jecime komiaximan y R?.

4. Cryia{(x,y) € R? | x > 0} nuje komuaximan y R2.

5. Hekajexo € R" ur > 0. Taga K (o, r) nuje komitaximan, gox K|z, r] jecitie komiaximan y R™.
6. Cxya {0} U {2 | n € N} jecimie komiaximar y R. &

HATNOMEHA. BaskHO je HATJIACHTH Ja Y MOCITeIUIHN 2 eKBUBAIEHITN]a BaXH jJeIUHO Y CIyUajy mpocTopa
R"™. Crenehu npumep mokasyje Ja y OIMIITEM CITy4dajy He BaXKU TBphembe.

IIPUMEP 7. Jokazaitiu ga je ckyii A samisopen u o2parunen y (X, d), anu nuje komiaaximar.

,z,y €(0,1);, A=(0,1).

Ouuznegno je ga je A samsopen u o2parnuyen. Iocmaimipajmo nuz (Tn)neN u3 A gaiti ca
1 3 ) 1 1
2’ - G T T gy

H3 060 Huza nuje moZyhe uszgsojuitiu iognus koju kougepeupa y A. Jaxne, A nuje komaaxiwan.

2.X=Q dpqg=1p—q

Kako je A = [v/2,7/3]NQ u ckyii [v2, V3] samsopen y R, iwio je A saimsopen y Q. Ckyii A je ocpanuuen
jepje A C K(0,2). Mehymum, A nuje komiaximan. 3auciua, uz nusa uz A

21 =17, mo=1,73, a3=1,732, ...,

Ir =

,0,q €Q; A= {peQ]|p?jeimareo gaje 2 < p* < 3}.

age T, uma n avHUX geyumana 6poja \/3, ce He Modvce u3gojuitiu KoneepzeHimar oguus y A. &
TEOPEMA 8. Ceaku Komilaxiiian Meilipuuky gpocitiop je cefiapaduian.

JIOKA3. Hexka je X xoMmakTau npoctop. Tana je oH 1 ToTaaHo orpanudeH, u 3a ceako k € IN mocroju
KOHAYHa %—Mpema. Axo ca

k k k
y Py Ly, (1)
03HAYMMO Tauke k—Te Mpeke, cBakoM x € X oarosapalie Tauka yfr]f,z, 1 < my < ng, Taxo aa je
1
d(x,yfp) < - @)
Vunja ceux mpexa (1) je mpebpojusa, a u3 (2) nobujamo na je cyma rycra y X, ma je X cemapabunan
TIPOCTOP. O

Hagemrhemo rerepanuzanujy Bajepimtacose TeopeMe 3a orpaHndeHe GhyHKITHjC.

TEOPEMA 9. Heiipekugna gyukyuja Ha KOMAQKTIHOM CKYIY je oZpanudena u gocitiuxce c8ojy Hajeehy u
HajMary epeqgroCiil.

Hageurhemo renepamuzanujy Kantopose Teopeme 3a Henpekuane GyHKImje.

TEOPEMA 10. Hedpexugna hynxyuja na KOMAAKTHOM CKYIY je U YHUDOPMHO HETPEKUGHU.

TEOPEMA 11. Ako je tpecmurasarwe [ : (X,d,) — (Y,dy) neipexugno apeciuxasarwe u K C X
komilaximian ckyi, waga je u f(K) komiaxiwan cxkyi y'Y.




