
TOPOLO[KA STRUKTURA I KONVERGENCIJA NIZOVATopolo{ka struktura metri~kih prostora23.03.2020.OTVORENA, ZATVORENA KUGLA I SFERA U METRI^KOM PROSTORUPRIMER 1. Neka je f ∈ C[a, b] data funk
ija i r > 0. Na sli
i 2 prikazana je otvorena kugla
K(f, r) =

{

g ∈ C[a, b] | max
a6t6b

|f(t) − g(t)| < r
}u prostoru C[a, b]. Grafike funk
ija f + r i f − r dobijamo transla
ijom grafika funk
ije fza vektor (0, r), odnosno (0,−r). Otvorenu kuglu K(f, r) u prostoru C[a, b] sa~iwavaju sve onefunk
ije g ∈ C[a, b] ~iji se grafik nalazi unutar �trake� ograni~ene grafi
ima funk
ija f − ri f + r.

Slika 1.Zatvorenu kuglu, pored funk
ija koje pripadaju otvorenoj kugli, ~ine jo{ i sve funk
ije kojedodiruju neku od grani~nih funk
ija (f + r i/ ili f − r) makar u jednoj ta~ki. Sfera je razlikazatvorene i otvorene kugle. ♦OTVORENI I ZATVORENI SKUPOVITEOREMA 1. Skup U ⊆ X u metri~kom prostoru (X, d) je otvoren ako i samo ako za svaku ta~ku
x0 ∈ U postoji kugla K(x0, r) ⊆ U .TEOREMA 2. U metri~kom prostoru (X, d) kolek
ija U svih otvorenih skupova U ⊆ X imaslede}a svojstva:

1◦ ∅,X ∈ U ;
2◦ unija svake familije elemenata iz U je element kolek
ije U ;
3◦ presek kona~no mnogo elemenata iz U je element kolek
ije U .DEFINICIJA 1. SkupU ⊆ X iz metri~kog prostora (X, d) je otvoren ako je unija neke familijeotvorenih kugli prostora X.PRIMER 2. U metri~kom prostoru (R, d) otvoreni intervali oblika (a, b), (−∞, b), (a,+∞),

a < b, su otvoreni skupovi, kao i ~itav prostor R. ♦1



FUNKCIONALNA ANALIZAPRIMER 3. U metri~kom prostoru (R2, d2):
a) skup (a, b) × (c, d) je otvoren;
b) skup A = {(x, y) ∈ R2 | xy < 1} je otvoren. ♦DEFINICIJA 2. Skup F ⊆ X u metri~kom prostoru (X, d) je zatvoren ako je wegov komplementu odnosu na ~itav prostor X otvoren skup.TEOREMA 3. U metri~kom prostoru (X, d) kolek
ija F svih zatvorenih skupova F ⊆ X imaslede}a svojstva:
1◦ ∅,X ∈ F;
2◦ presek svake familije elemenata iz F je element kolek
ije F;
3◦ unija kona~no mnogo elemenata iz F je element kolek
ije F .PRIMER 4. Posmatrajmo niz intervala oblika (0, 1 + 1

n

), n ∈ N. Svaki interval je otvorenskup u R, a wihov presek nije ni otvoren ni zatvoren skup jer ⋂
n∈N

(

0, 1 + 1
n

)

= [0, 1). ♦
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TOPOLO[KA STRUKTURA I KONVERGENCIJA NIZOVAUNUTRA[WOST, ZATVOREWE I TA^KE NAGOMILAVAWA SKUPADEFINICIJA 3. Unutra{wost (interior) skupa A ⊆ X u prostoru X, u ozna
i Int(A) (ili
◦
A) je unija svih otvorenih skupova U ⊆ X koji su sadr`ani u skupu A.NAPOMENA. Int(A) je najve}i otvoreni skup izX koji je sadr`an u skupuA, tj. Int(A) je otvorenipodskup od A koji sadr`i svaki otvoreni podskup od A. Drugim re~ima, x ∈ Int(A) ako i samoako postoji r > 0 tako da K(x, r) ⊆ A.TEOREMA 4. Skup U ⊆ X je otvoren u prostoru X ako i samo ako je okolina svake svoje ta~ke.DEFINICIJA 4. Adheren
ija (zatvorewe) skupa A ⊆ X u prostoru X, u ozna
i A (ili ClA),jeste presek svih zatvorenih skupova koji sadr`e skup A. Svaka ta~ka x ∈ A zove se adherentnata~ka skupa A.NAPOMENA. A je najmawi zatvoren skup koji sadr`i skup A. Ka`emo da x ∈ A ako i samo akosvaka kugla se~e skup A, tj. K(x, r) ∩ A 6= ∅, za svako r > 0.Va`i: Int(A) ⊆ A ⊆ A.DEFINICIJA 5. Ta~ka x0 ∈ X je ta~ka nagomilavawa skupa A ⊆ X ako svaka okolina O ta~ke
x0 se~e skup A \ {x0}. Ta~ka x0 ∈ A je izolovana ta~ka skupa A ako nije ta~ka nagomilavawaskupa A. Skup svih ta~aka nagomilavawa skupa A ozna~ava se sa A′ i naziva se izvodni skup skupa
A.DEFINICIJA 6. Grani
a skupa A ⊆ X je skup FrA = ∂A = A ∩ (X \ A).PRIMER 5. Za skup A = (0, 1] ∪ {

√
2} odrediti Int(A), A, FrA i A′.

Int(A) = (0, 1), A = [0, 1] ∪ {
√

2}, FrA = {0, 1,
√

2} i A′ = [0, 1]. ♦PRIMER 6. Za skup A =
{

− 1 + 1
n | n ∈ N

}

∪ (1
2 , 1) ∪ {

√
3} odrediti Int(A), A, FrA i A′.

Int(A) =
(

1
2 , 1
), A = {−1 + 1

n | n ∈ N} ∪ [12 , 1] ∪ {−1,
√

3},
FrA = {−1 + 1

n | n ∈ N} ∪ {−1, 1
2 , 1,

√
3} i A′ = [12 , 1] ∪ {−1}. ♦ZADATAK 2. Neka je (X, d) metri~ki prostor, x0 ∈ X i A ⊆ X.(a) Dokazati da va`i d(x0, A) = d(x0, A).(b) Proveriti da li za svaki skup A ⊆ X i svaku ta~ku x0 ∈ X va`i d(x0, A) = d(x0, IntA).RE[EWE. (a) Kako je A ⊆ A, to je d(x0, A) 6 d(x0, A).S druge strane, iz defini
ije rastojawa ta~ke od skupa i defini
ije infimuma va`i

(∀ε > 0)(∃aε ∈ A) d(x0, aε) 6 d(x0, A) +
ε

2
.3



FUNKCIONALNA ANALIZADaqe, za svaku ta~ku aε ∈ A postoji aε ∈ A tako da je d(aε, aε) < ε/2, pa iz nejednakostitrougla dobijamo
d(x0, aε) 6 d(x0, aε) + d(aε, aε) < d(x0, aε) +

ε

2
.Sada imamo

d(x0, A) = inf{d(x0, a) | a ∈ A} 6 d(x0, aε) < d(x0, aε) +
ε

2

6 d(x0, A) +
ε

2
+

ε

2
= d(x0, A) + ε.Kako je ε > 0 proizvoqno, to je d(x0, A) 6 d(x0, A), a kako smo ve} pokazali da va`i i

d(x0, A) > d(x0, A), to je d(x0, A) = d(x0, A).(b) Tvr|ewe ne va`i. Na primer, za X = R, x0 = 2 i A = [0, 1] ∪ {2}. Tada je IntA = (0, 1)i d(x0, IntA) = 1. Kako x0 ∈ A, to je d(x0, A) = 0. O~igledno da je u ovom primeru
d(x0, A) 6= d(x0, IntA).ZADATAK 3. Neka je (X, d) metri~ki prostor, A,B ⊆ X. Proveriti da li za svaka dva skupa
A,B ⊆ X va`i jednakost d(A,B) = d(IntA, IntB).RE[EWE. Ne va`i. Na primer za X = R, A = [0, 1] ∪ {2}, B = {2} ∪ [3, 4] je IntA = (0, 1),
IntB = (3, 4), pa je d(A,B) = 0 i d(IntA, IntB) = 2. △
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TOPOLO[KA STRUKTURA I KONVERGENCIJA NIZOVAKONVERGENCIJA NIZOVA U METRI^KOM PROSTORUNeka je (X, d) metri~ki prostor i (xn)∞n=1 (ili kra}e (xn)), niz ta~aka prostora X.DEFINICIJA 7. Niz (xn) iz prostora X konvergira ka ta~ki x0 ∈ X, u ozna
i xn → x0,
n → +∞ ili lim

n→+∞
xn = x0, ako
(∀ε > 0)(∃n0 ∈ N)(∀n ∈ N)n > n0 ⇒ d(xn, x0) < ε.Ta~ka x0 se naziva grani~na vrednost niza (xn).DEFINICIJA 8. Niz (xn) je Ko{ijev niz ako va`i:

(∀ε > 0)(∃n0 ∈ N)(∀m,n ∈ N)m > n > n0 ⇒ d(xm, xn) < ε.DEFINICIJA 9. Metri~ki prostor X je kompletan ako i samo ako svaki Ko{ijev niz iz Xkonvergira u prostoru X.NAPOMENA. Izraz �konvergira u prostoru X� zna~i da Ko{ijev niz konvergira u metri
iprostora X i da wegova grani~na vrednost pripada prostoru X.ZADATAK 4. (Metrika Bera) Neka je X skup svih nizova elemenata skupa A. Za nizove x = (xν)i y = (yν) iz X defini{imo
d(x, y) =

{

0, x = y,
1

k
, x 6= y, k = min{ν ∈ N | xν 6= yν}.Dokazati da je prostor (X, d) kompletan.RE[EWE. Neka je (x(m)), x(m) = (x
(m)
1 , x

(m)
2 , . . .), prizvoqan Ko{ijev niz u X. Tada za svako

n ∈ N, tj. za svako ε = 1/n > 0 postoji k(n) ∈ N tako da za sve p, q > k(n) va`i d(x(p), x(q)) <

1/n. Odavde sledi da za p > k(n) va`i x
(p)
n = x

(k(n))
n , pa su u nizu n−tih koordinata niza

(x(m)), po~ev{i od k(n)−tog ~lana, svi elementi jednaki i obele`i}emo ih sa yn. Dakle, svakikoordinatni niz je konvergentan, tj. za svako n ∈ N postoji yn ∈ A tako da je lim
m→+∞

x
(m)
n = yn.Obele`imo uo~eni niz (yn) sa y i doka`imo da x(m) → y, m → +∞ (videti sliku).

x(1): x
(1)
1 x

(1)
2 · · · x

(1)
n · · ·

x(2): x
(2)
1 x

(2)
2 · · · x

(2)
n · · ·... ... ... ...

↓? ↓ ↓ ↓
y: y1 y2 · · · yn · · ·5



FUNKCIONALNA ANALIZANeka je ε > 0 proizvoqno izabrano i neka je n ∈ N takvo da va`i 1/n < ε. Tada postoje
mν ∈ N, ν = 1, . . . , n, takvi da niz ν−tih koordinata postaje yν za m > mν . Neka je
m0 = max{mν | 1 6 ν 6 n}. Tada za m > m0 va`i x

(m)
ν = yν , ν = 1, . . . , n, pa je

d(x(m), y) < 1/n < ε tj. x(m) → y, n → +∞.Kako je svaki Ko{ijev niz konvergentan u X, to je prostor X kompletan. △ZADATAK 5. Dokazati da je normirani prostor Kk
p ,K ∈ {R,C}, kompletan za svako p > 1.RE[EWE. Kako su bilo koje dve norme u Kk

p, p > 1, me|usobno ekvivalentne, dovoqno je, naprimer, dokazati kompletnost prostora Kk
2. Neka je (xn), xn = (ξ

(n)
1 , . . . , ξ

(n)
k ), proizvoqanKo{ijev niz u prostoru Kk

2 . Tada za svako ε > 0 postoji n0 tako da za sve m > n > n0 va`i
(1) d(xm, xn) =

(

k
∑

ν=1

∣

∣

∣
ξ(m)
ν − ξ(n)

ν

∣

∣

∣

2
)1/2

< ε.Kako je ∣∣
∣
ξ
(m)
ν − ξ

(n)
ν

∣

∣

∣
6 d(xm, xn) < ε za m > n > n0, za sve ν = 1, . . . , k, iz (1) sledi da je
∣

∣

∣
ξ(m)
ν − ξ(n)

ν

∣

∣

∣
< ε za m > n > n0; ν = 1, . . . , k,odnosno da je za svako fiksirano ν ∈ {1, . . . , k} niz (ξ

(n)
ν ), n ∈ N, Ko{ijev niz u poqu skalaraK.Zbog kompletnosti prostora K, sledi da postoje skalari ξν ∈ K, takvi da ξ

(n)
ν → ξν , n → +∞,za svako ν = 1, . . . , k.Uo~imo ta~ku x = (ξ1, . . . , ξk). Pu{taju}i u (1) da m → +∞, obzirom da ξ

(m)
ν → ξν ,

m → +∞ za sve ν = 1, . . . , k sledi da je za n > n0

(

k
∑

ν=1

∣

∣

∣
ξν − ξ(n)

ν

∣

∣

∣

2
)1/2

= d(xn, x) < ε,{to zna~i da xn → x, n → +∞. Kako x ∈ Kk
2, to je prostor Kk

2 kompletan, jer je u wemu svakiKo{ijev niz konvergentan. To zna~i da je i prostor Kk
p kompletan za svako p > 1. △ZADATAK 6. Dokazati da je normirani prostor m kompletan.RE[EWE. Uo~imo proizvoqan Ko{ijev niz (xn), xn = (ξ

(n)
ν ) u prostoru m. Tada za svako ε > 0postoji n0 ∈ N tako da za sve m > n > n0 va`i

(1) d(xm, xn) = sup
ν∈N

∣

∣

∣
ξ(m)
ν − ξ(n)

ν

∣

∣

∣
< ε.Za svako ν ∈ N va`i ∣∣

∣
ξ
(m)
ν − ξ

(n)
ν

∣

∣

∣
6 d(xm, xn), iz (1) sledi da je za svako ν ∈ N i svem > n > n0

(2)
∣

∣

∣
ξ(m)
ν − ξ(n)

ν

∣

∣

∣
< ε.6



TOPOLO[KA STRUKTURA I KONVERGENCIJA NIZOVADakle, za svako ν ∈ N, niz ν−tih koordinata, tj. niz (ξ
(n)
ν ), n ∈ N, je Ko{ijev u poqu skalara

K. Zbog kompletnosti prostora K postoje ξν ∈ K, takvi da za svako fiksirano ν ∈ N va`i
ξ
(n)
ν → ξν , n → +∞.Uo~imo sada niz x = (ξν). Dokaza}emo da je x ∈ m i da xn → x, n → +∞.Kako je (xn) Ko{ijev niz u prostoru m, on mora biti ograni~en, tj. postoji M > 0 takvoda za svako n ∈ N va`i sup

ν∈N

∣

∣

∣
ξ
(n)
ν

∣

∣

∣
6 M , odnosno ∣∣

∣
ξ
(n)
ν

∣

∣

∣
6 M , za sve ν, n ∈ N. Ako u prethodnojnejednakosti pustimo da n → +∞, dobijamo da je |ξν | 6 M , ν ∈ N, {to zna~i da x ∈ m.Ako u nejednakosti (2) pustimo da m → +∞, obzirom da ξ

(m)
ν → ξν , m → +∞, dobi}emo

∣

∣

∣
ξν − ξ(n)

ν

∣

∣

∣
< ε, n > n0; ν ∈ N,pa je sup

ν∈N

∣

∣

∣
ξν − ξ

(n)
ν

∣

∣

∣
< ε, za sve n > n0, odnosno d(xn, x) < ε za n > n0. Dakle, xn → x, n → +∞,u prostoru m, pa je normirani prostor m kompletan. △

7



FUNKCIONALNA ANALIZADoma}i rad1. Dokazati slede}a tvr|ewa.a) Neka je (X, d) metri~ki prostor, x1, x2 ∈ X i r > 0. Jednakost kugli K(x1, r) =
K(x2, r) ne povla~i x1 = x2.b) Neka je (X, d) metri~ki prostor, x ∈ X i r1, r2 > 0. Jednakost kugli K(x, r1) =
K(x, r2) ne povla~i r1 = r2.2. Neka je (X, d) diskretan metri~ki prostor i card(X) > 2. Odrediti sve otvorene i svezatvorene skupove u X.3. (Metrika Bera) Neka je X skup svih nizova elemenata skupa A. Za nizove x = (xν) i

y = (yν) iz X defini{imo
d(x, y) =

{

0, x = y,
1

k
, x 6= y, k = min{ν ∈ N | xν 6= yν}.Dokazati da je d metrika na X.4. Za skup A = (−5,−3] ∪

{(

1 + 1
n

)n | n ∈ N
}

∪ ((0, 1] ∩Q) odrediti Int(A), A, FrA i A′.5. Za skup B = ([−3,−2] ∩Q) ∪ {−1} ∪
{

1
n
√

n
| n ∈ N

}

∪ ([3, 4)\Q) odrediti Int(B), B, FrBi B′.6. Za skup C =

{√
2 +

(

1 + 1
n2

)
n
2

2 | n ∈ N

}

∪ (−2,−1) ∪ {5} odrediti Int(C), C , FrC i C ′.7. Za skup D =
{

cos 1
n | n ∈ N

} odrediti Int(D), D, FrD i D′.
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