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OTBOPEHA, 3ATBOPEHA KYTJIA U COEPA Y METPUUYKOM IPOCTOPY

[TPUMEP 1. Hekaje f € Cla,b] gaimia ¢pynxyuja ur > 0. Ha cruyu 2 dipuxazana je omieopena Ky2ia
K(f,r) = { € Cla,b t) — g(t)| < }
(£.1) = {g € Clat) | max 7(t) - g(6) <r

y apocimopy Cla,b]. I'paguxe ¢pynkyuja f + r u f — r gooujamo wpancrayujom paduxa pynkyuje f
sa sexiop (0,1), ognocno (0, —r). Omsopeny kyeny K(f,r) y apocimopy Cla,b] cauurmasajy cee one
dynkyuje g € Cla, b uuju ce epagux nanasu ynymap ,, mpake *“ o2panuuene 2paguyuma Qynkyuja f —r
uf+r.

Ciuka 1.
3aitisopeny kyany, dopeq Qyukyuja Koje dpuiiagajy oleopenoj Kyeuu, 4une jouw u cée yyuKyuje Koje
gogupyjy nexy og epanuunux gynkyuja (f +ru/ ww f —r) maxap y jegnoj mauxu. Cehepa je pasiuxa
3ameopene u OmeopeHe Ky2aie. &

OTBOPEHU U 3ATBOPEHU CKYIIOBU

TEOPEMA 1. Ckya U C X y meimpuuxom apocimopy (X, d) je omisopen ako u camo ako 3a c6axy a1y
xo € U aocmoju kyena K (zg,r) C U.

TEOPEMA 2. V meitpuuxom apocimopy (X,d) xonexyuja U ceux omsopenux ckyiosa U C X uma
cregeha ceojcimisa:

1° 9, X eld;

2° yHnuja ceake pamunuje enemenaimia uz U je enemeniu xonexyuje U;

3° @pecex konauno MHOZ0 enemenaitia uz U je enemenit konexyuje U.

JEOMHULIWIA 1. Crkya U C X uz memipuukod apocimopa (X, d) je omsopen axo je ynuja neke gpamunuje
omigopenux Kyzmu apociiopa X .

[IPUMEP 2. ¥V mempuuxom apociiopy (R, d) omsopenu unimepsau obnuka (a,b), (—oo,b), (a,+00),
a < b, cy omsopenu cKyiiosu, kao u uuinias apociiop R. &
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[IPUMEP 3. V mempuukom apocigopy (R?, ds):
a) ckyit (a,b) x (¢,d) je omsopen,
b) ckyii A = {(z,y) € R? | wy < 1} je omsopen. &

JEOUHULWIA 2. Ckyi F' C X y memupuuxom apocmiopy (X, d) je saimisopen ako je me206 Komianemeniu
¥ ogHoCy Ha yuitiag dpociiop X 0WieopeH cKyi.

TEOPEMA 3. V meiupuuxom apociiopy (X, d) konekyuja F ceux samsopenux ckyiosa F C X uma
cregeha ceojcimisa:

1° 9, X e F;

2° #pecex ceaxe pamunuje enemenainia uz F je enemeniu konexyuje F;

3° yHnuja xonauno mnoZo enemenaitia uz F je enemeniu konrexyuje JF.

[IPUMEP 4. [locmaitipajmo nusz unitiepseana 0OIUKa (0, 1+ %) n € IN. Ceaxu unitiepsan je ottieopen
ckyii y R, a wuxos ipecex nuje nu omisopen nu saimsopen ckyi jep () (0, 1+ %) =10,1). &
nelN
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VYHYTPALLKBOCT, 3ATBOPELE U TAUKE HATOMUJIABABA CKYIIA

JEOUHULWIA 3. Vuymupawrociu (unitiepuop) ckyia A C X y apociwopy X, y osnayu Int(A) (wm

A) je ynuja ceux omeopenux ckyiiosa U C X koju cy cagpocanu y ckyiy A.

HANOMEHA. Int(A) je najsehu orBopenu ckym u3 X xoju je caapxan y ckymy A, 1j. Int(A) je orBopenn
nozckyn o A Koju caapxu cBaku otBopenu noackyn og A. JIpyrum peunma, © € Int(A) ako u camo
axo nocroju r > 0 Tako ma K (z,r) C A.

TEOPEMA 4. Ckyu U C X je ommisopen y dpociiiopy X ako u camo aKo je oKOIUHA c6aKe C8oje fauKe.

JEOUHULIMIA 4. Agxepenyuja (saimisoperse) ckyiia A C X y apociiopy X, y osnayu A (um C1A),
Jecitie ipecex ceux 3ailisopenux ckyiosa koju cagpaice ckyii A. Ceaxa mauxa x € A 306e ce agxepenimina
mauka ckyia A.

HAIIOMEHA. A je HajMamH 3aTBOPEH CKYII Koju canpxu ckyrm A. Kaxemo ma € A ako 1 caMo ako
caka Kyria ceue ckyn A, tj. K (z,r) N A # &, 3a ceako r > 0.

Baxxr: Int(A) C A C A,

HEOUHULMIA 5. Tauka xg € X je wauxka nazomunasarsa ckyiia A C X ako ceaxa okonuna O thauke
xo ceue ckyit A\ {xo}. Tauka xy € A je uzonosana wauxa ckyia A ako nuje Wa4Ka HAZOMUIABANA
ckyiia A. CKyi ceux mauaka nazomunasarsa ckyiia A oznauasa ce ca A u nasusa ce useognu ckyi ckyia

A.

JIE®UHULUIA 6. Ipanuya ckyia A C X je ckyi FrA =0A = AN (X \ A).

[IPUMEP 5. 3a cxyii A = (0,1] U {V/2} ogpequizu Int(A), A, FrA u A,
Int(A) = (0,1), A=[0,1]U{Vv2}, FrA=1{0,1,v/2} u A =][0,1]. &
IPUMEP 6. 3ackyi A={ —1+ L |neN}u(3,1)U{V3} ogpeguimu Int(A), A, FrAu A

Int(4) = (3,1), A={-14+1|neNu[],1Ju{-1,V3},
FrA={-14+1|neNtu{-1,1,1,vV3} u A" =[] 1Ju{-1}. &

3AJIATAK 2. Heka je (X, d) merpuuku npocrop, g € X u A C X.

(a) dokasatu ga Baxu d(zg, A) = d(xp, A).
(6) ITposepuru ma u 3a cBaku ckynm A C X u cBaky Tauky zo € X Baxu d(zg, A) = d(xp,IntA).

PELIEBE. (a) Kakoje A C A, 1o je d(wg, A) < d(z0, A).

C npyre crpane, n3 AepuHULIMje pacTOjaba TAYKE O CKymna U AeUHUIMje THPIMYMa BaXu

(Ve > 0)(Ja. € A) d(wo,a.) < d(wo, A) +

N ™
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Jlambe, 3a cBaKky Tauky a. € A mocroju a. € A tako ma je d(d.,a.) < €/2, na U3 HejeAHAKOCTH
TpoyIiIa 1061jaMo
_ _ _ €
d(xo,a:) < d(zg,a:) + d(@e, a:) < d(xg,a:) + 3

Caga nmaMo

d(zg, A) = inf{d(zo,a) | a € A} < d(z0,a:) < d(xo,a:) + g

< d(wo, A) + g + % — d(wo, A) + &

Kako je € > (0 npoussosbHo, TO je d(xo,fg < d(zp,A), a kako cmo Beh mokaszanau aa BaXu U
d($07 A) Z d(ﬂi‘o,A), TO je d(ﬂi‘o, A) = d(ﬂj‘o,A)

(6) Tepheme ne Baxkn. Ha mpumep, 3a X = R, xg =2u A = [0,1] U {2}. Tamaje IntA = (0,1)
u d(zo,IntA) = 1. Kako zp € A, 1o je d(z9,A) = 0. OunriienHo na je y OBOM Ipumepy
d(xg, A) # d(zg,IntA).

3AJATAK 3. Heka je (X, d) merpuuku npocrop, A, B C X. IIpoBeputu aa Jix 3a CBaka Ba CKyIia
A, B C X Baxu jennakoct d(A, B) = d(IntA, IntB).

PELIEWE. He Baxku. Ha mpumep 3a X = R, A = [0,1] U {2}, B = {2} U [3,4] je IntA = (0,1),
IntB = (3,4), maje d(A,B) =0ud(IntA,IntB) = 2. A
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KOHBEPI'EHLIMJA HU30BA Y METPMYKOM IIPOCTOPY
Hexa je (X, d) merpraku npoctop u (2,)5 ; (wmm xpahe (z,,)), Hu3 rauaka npocropa X .

JEOUHULWIA 7. Hu3z (x,) uz dpocimopa X koueepeupa ka wmauku xo € X, y osuayu T, — Xo,

n— 400 wm lim =z, = xg, ako
n—-+4oo

(Ve > 0)(Fno e N)(Vn € N)n = ng = d(xn, x0) < €.

Tauka xo ce nazusa Spanuuna 6peqrocii Husa (Ty,).

JEOUHULWIA 8. Hus (x,,) je Kowujes nuz ako eadxcu:

(Ve > 0)(Fnpg € N)(Ym,n € N)m = n = ng = d(xm, z,) < .
JEOUHULMIA 9. Meiupuuru apociop X je komilredian ako u camo ako céaku Kowwjes nuz uz X
Koneepaupa y apociiopy X.

HATIOMEHA. W3pa3 ,,xoHBeprupa y npocropy X 3Haun ma KolnmjeB HU3 KOHBEPTUpa Y METPUIIH
npocropa X U Jia Herosa rpaHuYHa BPEAHOCT IpuIaa npocropy X.

3AJIATAK 4. (Meiupura Bepa) Heka je X CKyIl cBUX HH30Ba elleMeHarta cKyma A. 3a Huzose x = ()
ny = (y,) 3 X gepuaummmo

0, =Y,
dy) = 1
(':Uay) E? x#yj k:mln{VG]N‘xl/?éyV}

Joxkasaru aa je npocrop (X, d) koMIuieran.

(m) .(m)

PEMIEWKE. Heka je (2(™), 2™ = (2{™, 2™, ...), npussoman Koumjes mu3 y X. Tama 3a cBako

n € IN, 1. 3a cBako € = 1/n > 0 mocroju k(n) € IN Tako 1a 3a ce p, ¢ > k(n) Baxu d(z®), z(?) <
() _  (k(n)) _

1/n. Opasne cnemn na 3a p > k(n) Baku x,, = Tp ', N4 CY Yy HU3Y N—TUX KOOPAMHATA HU3A

(™), moueBmm o k(n)—Tor 4Tana, CBI eleMEHTH jeHAKH 1 obenexulieMo ux ca yy,. Jakie, cBaki
(m)

KOOPIMHATHH HU3 je KOHBEPTeHTaH, Tj. 3a cBako n € IN mocroju ¥, € A Tako 1a je n . = Yn.

lim =z
m——+o00
O6erexnMo youeHu Hu3 (Y, ) ca y M TOKaKMMO JIa zm - Y, M — +00 (BUIOETH CITUKY).

zW: azgl) a;él) ‘e x,(ql)

z2); ZE§2) :1:9 S x,(f)
17 ! ! !
y: Y1 Y2 T Yn
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Heka je ¢ > 0 nmpousBosbHO u3abpano u Heka je n € IN takBo ma Baxu 1/n < e. Tama mocroje

m, € N, v = 1,...,n, TaKBH Ja HU3 V—THUX KOOpOWHATa IOCTaje ¥, 3a m > m,. Heka je
m .
mo = max{m, | 1 <v < n}. Taga3a m > mgy Baxu x,(, ) =y, v=1,...,n, naje

d(x(m),y) <l/n<e Tj 2™ =y n — +oo.
Kaxko je cBaku KommjeB Hu3 KoHBepreHTaH y X, To je mpocTtop X KOMILIETaH. A

3AJIATAK 5. Joka3aTu aa je HOpMHPAHHU IIPOCTOP ]K'; , K € {R, C}, komruieran 3a cBako p > 1.

PENIERE. Kako cy Oumo koje ABE HOpME y ]K';, p = 1, MmehycoOHO €KBHMBAJICHTHE, JOBOJHHO j€, HA

npuMep, AokaszaTh KomiuietHoct npocropa K5, Heka je (2,,), =, = (§§"), - ,512")), MPOU3BOJbAH
Koumjes 1u3 y npocropy K. Tama 3a cBaxo € > 0 mOCTOjI 1o TAKO 1a 3a CBE M > 1 > N BAXH

k , 1/2
(1) A, n) = | Y (€07 — ¢ <e.
v=1
Kaxo je §,(,m) — 5") <d(xpm,xn) <ezam >=n>=ng,3aceer =1,...,k u3 (1) cieau na je
€ _eMlce sam>=n=ngv=1,...,k
OAHOCHO /12 je 3a cBako dukcupano v € {1,... k} nus ( ,S")), n € IN, Kommjes nu3 y nospy ckanapa K.

360r koMiuterHocTH mpocropa K, ciemy ma nocroje ckanapu &, € K, taksu na 5,(,") — &, N — +00,
3acBakov =1,...,k.

Vouumo tauky ¢ = (&1,...,&). Ilywrajyhu y (1) za m — +oo, 063upom aa §,(,m) — &,
m — +oo3acBer = 1,...,k ciemu ma je 3a n = ny

1/2
2

k
Z §V - 51(/")

v=1

=d(zp,x) < g,

LITO 3HAYH 4 &, — T, N — +00. Kaxo z € K5, to je mpocrop ]K’2c KOMILIETaH, jep je Y lbeMy CBaKH
Komnjes nu3 xonBeprentan. To 3HauM 1a je M mpocTop ]K'; KOMITJIETaH 3a cBako p > 1. A

3AZIATAK 6. JlokazaTu qa je HopMUpaHU IPOCTOP 17 KOMILIETAH.

PELLEWE. Younmo npoussosban KommjeB uus (), €, = ({,(,n)) y mpocropy m. Tama 3a cBako € > 0

nocroju ng € IN tako ja 3a cBe m = n = ng Baxu

& —gfY| <.

(1) d(Xpm, ) = sup
velN

3a cBako v € IN Baxu

& - g

< d(xpm, ), w3 (1) cnenu na je 3a ceako v € Nucsem = n = ng

2) & — &l

<e.
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Haxie, 3a cBako v € IN, HU3 vV —THuX KOOpaUHATA, Tj. HA3 ({,(,n)), n € N, je Kommje y rmosby ckamapa
K. 360r xommuterHoctu npocropa K nocroje €, € K, taksu ga 3a cBako ¢uxcupano v € IN Baxu
Ign) — &, n — Fo0.
Younmo cama nus x = (§,). Jokazahemo a je x € m u ga x,, — , n — +00.

Kako je (z,,) Kowmje Hu3 y npocropy m, o Mopa 6utu orpanuyes, tj. nocroju M > 0 Takso

ga 3a cBako n € IN Baxku sup ‘5,(,")‘ < M, ogHocHoO &(,")‘ < M, 3acBev,n € IN. Ako y nperxo/Hoj
velN

HEjeIHAKOCTHU MyCTUMO 1a 1 — +00, nobujamo aa je |€,| < M, v € N, wro 3naum ga « € m.
Axo y HejeqHakoctH (2) mycrumo aa m — +00, 003upom 1a §,(,m) — &, m — +00, nobuhemo

& — &M

<e, mn=ng; veN,

maje sup
velN
y IPOCTOPY M, 14 je HOpPMUPAHU IIPOCTOP 71 KOMILIETAH. A

& — fﬁ")‘ < g,3aCBeN = ng, OMHOCHO d(y, T) < €3an = ng. Haxie, £, — x, n — +00,
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Homahu pan
. Hoxaszatu cieneha TBphema.

a) Heka je (X,d) merpuuku mpocrop, x1,x2 € X ur > 0. Jemnakoct kyrm K (z1,7) =
K (x2,7) He moBIa4n x1 = .

0) Heka je (X, d) merpuuku npocrop, * € X u r1,79 > 0. Jennakoct kyrmu K (x,r;) =
K (z,79) He OBJIAYH 11 = T9.

. Hexka je (X, d) nuckperan merpuuku npocrop u card(X) > 2. Oapeautu cBe OTBOPEHE U CBE
3aTBOpEHE CKyIoBe y X.

. (Mempuxa Bepa) Heka je X cKyn cBUX HH30Ba eleMeHaTa cKyma A. 3a Husose © = (x,) u
y = (y,) u3 X nebunuimmo

0, z==y,
da,y) =4 1
(Jf,y) E’ ZL'?éy, k;:mm{I/E]NMEy?éyu}

Hoxazaru na je d merpuka Ha X.

cBackyn A = (=5, -3|U{(1+1)" |n e N} U((0,1] N Q) omperury Int(A), A, FrAu A'.

. Backyn B = ([-3,-2]NnQ)uU{-1} U {”%/ﬁ |n e ]N} U ([3,4)\Q) oapeautu Int(B), B, FrB
u B

n2 J—
. Backyn C = {\/5 +(1+5)7 |ne ]N} U (—2,—1) U {5} onpemuru Int(C), C, FrC u C’.

. 3ackyn D = {cos L | n € N} ogpemuru Int(D), D, FrD u D'.




