
Kompletnost i separabilnost metriqkih prostoraKompletnost i separabilnost metriqkih prostoraZadatak 1. Dokazati da je metriqki prostor (ℓp, dp) kompletan i separabilan za svako
p > 1.Rexe�e. Neka je (xn), xn = (ξ

(n)
ν ), proizvo	an Koxijev niz u prostoru ℓp, p > 1. Tada zasvako ε > 0 postoji n0 ∈ N tako da za sve m > n > n0 va�i
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ν−tih koordinata, tj. niz (ξ(n)ν )n Koxijev u po	u skalara K. Kako je prostor K kompletanto postoje skalari ξν ∈ K, takvi da za svako fiksirano ν ∈ N va�i ξ
(n)
ν → ξν , n → +∞.Uoqimo sada niz x = (ξν). Dokaza�emo da je x ∈ ℓp i da xn → x, n → +∞.Da bismo pokazali da je x ∈ ℓp, potrebno je pokazati da +∞∑
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p konvergira. Kako jesvaki Koxijev niz ograniqen, to postoji M > 0 takvo da je
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p 6 Mp. Dakle, x ∈ ℓp.Iz relaije (1) imamo da je za m > n > n0
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Funkionalna analizaodnosno da xn → x, n → +∞.Prema tome, normirani prostor ℓp je kompletan za svako p > 1.Doka�imo sada da je normirani prostor ℓp separabilan za svako p > 1. Potrebno jepokazati da u �emu postoji najvixe prebrojiv svuda gust skup taqaka.Uoqimo u prostoru ℓp niz vektora (en) gde je en = (δnν), n, ν ∈ N, a δij Kronekerov deltasimbol. Neka je
B = {q1e1+· · ·+qnen | q1, . . . , qn ∈ KQ, n ∈ N} = {(q1, . . . , qn, 0, 0, . . .) | q1, . . . , qn ∈ KQ, n ∈ N}.Skup B je prebrojiv.Doka�imo sada da je skup B svuda gust u ℓp. Uoqimo proizvo	nu taqku x = (ξν) ∈ ℓp iproizvo	no ε > 0. Kako je +∞∑

ν=1
|ξν |

p < +∞, to postoji k ∈ N tako da je +∞∑

ν=k+1

|ξν |
p < εp/2.Kako je skup KQ svuda gust u K, to postoje skalari q1, . . . , qk ∈ KQ takvi da za svako

ν = 1, . . . , k va�i |ξν − qν| 6 εp/(2k). Oznaqimo sa q =
k∑
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qνeν . Sada je
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2
= εp,tj. dp(x, q) 6 ε, xto znaqi da je skup B svuda gust u ℓp. Prema tome, prostor ℓp jeseparabilan za svako p > 1. △Zadatak 2. Dokazati da je za proizvo	an konaqan interval [a, b] realne ose, metriqkiprostor C[a, b] kompletan i separabilan.Rexe�e. Pretpostavimo da je po	e skalara K = R, odnosno da se prostor C[a, b] sastojiod svih realnih neprekidnih funkija definisanih na intervalu [a, b].Uoqimo proizvo	an Koxijev niz (fn) u prostoru C[a, b], fn = fn(t), t ∈ [a, b]. Tada zasvako ε > 0 postoji n0 ∈ N tako da je za sve m > n > n0

d(fm, fn) < ε, t ∈ [a, b]tj.
(2) |fm(t)− fn(t)| 6 max

t∈[a,b]
|fm(t)− fn(t)| < ε, t ∈ [a, b].Fiksirajmo u posled�oj nejednakosti t ∈ [a, b]. Tada je (fn(t))n Koxijev niz u R, pa je onkonvergentan zbog kompletnosti prostora R. To va�i za svako fiksirano t ∈ [a, b], pa je nataj naqin definisana realna funkija f(t) = lim

n→+∞

fn(t). Puxtaju�i u (2) da m → +∞,dobijamo da za svako ε > 0 postoji n0 ∈ N tako da je za sve n > n0 ispu�eno
|fn(t)− f(t)| < ε, t ∈ [a, b],odnosno da niz (fn) uniformno konvergira ka funkiji f kad n → +∞. Kako su svefunkije fn, n ∈ N, neprekidne na intervalu [a, b], to je i funkija f ∈ C[a, b]. 11Teorema. Neka je (fn) (fn : A → R, n ∈ N, A ⊆ R) niz funkija neprekidnih u taqki a ∈ A, kojiuniformno konvergira ka funkiji f : A → R na skupu A kad n → +∞. Tada je i funkija f neprekidnau taqki a. 2



Kompletnost i separabilnost metriqkih prostoraIz nejednakosti (2) sledi da je d(fn, f) < ε za n dovo	no veliko, tj. za n > n0, pa fn → f ,
n → +∞ u prostoru C[a, b]. Prema tome, normirani prostor C[a, b] je kompletan.Doka�imo sada separabilnost prostora C[a, b]. Neka je

B = {PQ
n (t) = q0 + q1t+ · · ·+ qnt

n | q0, . . . , qn ∈ Q, n ∈ N}.Skup B je oqigledno prebrojiv.Uoqimo proizvo	nu funkiju f ∈ C[a, b]. Na osnovu Vajerxtrasove teoreme postojipolinom P (t) = a0 + a1t+ · · · + ant
n, a0, . . . , an ∈ R, takav da je

d(f, Pn) = sup
t∈[a,b]

|f(t)− Pn(t)| <
ε

2
.Za tako dobijeni polinom Pn postoji polinom PQ

n ∈ B, sa raionalnim koefiijentima,takav da je
d(Pn, P

Q
n ) = sup

t∈[a,b]
|Pn(t)− PQ

n (t)| <
ε

2
.Iz posled�e dve nejednakosti, koriste�i nejednakost trougla, sledi da je d(f, PQ

n ) < ε.Prema tome, skup B je svuda gust u prostoru C[a, b], pa je prostor C[a, b] separabilan. △Zadatak 3. Dokazati da su metriqki prostori (c, d) i (c0, d) separabilni.Rexe�e. Doka�imo da je metriqki prostor c separabilan (dokaz za c0 je sliqan). Nekaje
B = {(q1, q2, . . . , qn, q, q, . . .) | q1, q2 . . . , qn, q ∈ KQ, n ∈ N}.Skup B je prebrojiv. Doka�imo jox da je B svuda gust u c. Neka je x = (ξν) proizvo	nataqka prostora c i ε > 0 proizvo	no izabrano. Neka je ξ = lim

n→+∞

ξn. Uoqimo niz (xk),
xk = (ξ1, . . . , ξk, ξ, ξ, . . .), u prostoru c. Tada je x− xk = (0, . . . , 0

︸ ︷︷ ︸

k−puta , ξk+1 − ξ, ξk+2 − ξ, . . .) i
d(x, xk) = sup

ν>k+1
|ξν − ξ| → 0, k → +∞,pa postoji k0 ∈ N tako da je

(3) d(x, xk0) = sup
ν>k0+1

|ξν − ξ| <
ε

2
,odnosno |ξν − ξ| < ε/2 za sve ν > k0 + 1.Uoqimo sada q1, . . . , qk0 , q ∈ KQ takve da je |ξ − q| < ε/2 i da za sve ν = 1, . . . , k0 va�i

|ξν − qν | < ε/2. Obele�imo y = (q1, . . . , qk0 , q, q, . . .). Oqigledno da y ∈ B i d(xk0 , y) < ε/2.Iz prethodne nejednakosti i nejednakosti (3), koriste�i nejednakost trougla, sledi da je
d(x, y) < ε, pa je skup B svuda gust u prostoru c. Dakle, prostor c je separabilan.Zadatak 4. Dokazati da metriqki prostor B[a, b] svih mogu�ih ograniqenih funkija naintervalu [a, b] nije separabilan.Rexe�e. Za proizvo	an realan broj α ∈ [a, b] uoqimo funkiju fα : [a, b] → {0, 1},definisanu sa

fα(t) =

{
1, t = α,
0, t 6= α,

t ∈ [a, b].3



Funkionalna analizaOqigledno je da su sve funkije fα, α ∈ [a, b], ograniqene. Kako je za α 6= β i fα 6= fβ, toje card{fα | α ∈ [a, b]} = c. Za α 6= β va�i i
d(fα, fβ) = sup

t∈[a,b]
|fα(t)− fβ(t)| = 1.Uoqimo sada otvorenu kolekiju K = {K(fα, 1/3) | α ∈ [a, b]}. Oqigledno je card(K) = c.Za α, β ∈ [a, b], α 6= β, je K(fα, 1/3) ∩ K(fβ, 1/3) = ∅. Pretpostavimo suprotno, dapostoji f∗ ∈ K(fα, 1/3) ∩ K(fβ, 1/3). Tada je d(f∗, fα) < 1/3 i d(f∗, fβ) < 1/3, odakle je

d(fα, fβ) 6 d(fα, f
∗) + d(f∗, fβ) < 2/3, xto je nemogu�e jer je d(fα, fβ) = 1.Prema tome, K je neprebrojiva kolekija meÆusobno disjunktnih otvorenih skupova uprostoru B[a, b], pa na osnovu teoreme 1 (predava�a) zak	uqujemo da on nije separabilan.

△
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Kompletnost i separabilnost metriqkih prostoraNeprekidna preslikava�aDefiniija 1. Neka su X i Y metriqki prostori i neka f : X → Y . Preslikava�e fje neprekidno u taqki x0 ∈ X, u oznai f ∈ C{x = x0}, ako
(∗) (∀V ∈ O(f(x0)))(∃U ∈ O(x0)) f(U) ⊆ V.U protivnom se ka�e da je f prekidno u taqki x0.Napomena. Ekvivalentan uslov uslovu (∗) je

(∀V ∈ O(f(x0))) f
−1(V ) ∈ O(f(x0)).Definiija 2. Preslikava�e f je neprekidno na skupu A ⊆ X ako je neprekidno u svakojtaqki x0 ∈ A.Teorema 1. Neka su X,Y i Z metriqki prostori i neka su data preslikava�a f : X →

Y , g : Y → Z i taqke x0 ∈ X i y0 = f(x0) ∈ Y . Ako je f neprekidno u x0 i g neprekidnou y0, tada je h = g ◦ f : X → Z neprekidno u x0.Teorema 2. Neka su X,Y metriqki prostori i f : X → Y . Slede�i iskazi su meÆusobnoekvivalentni:
1◦ f je neprekidno preslikava�e;
2◦ za svaki otvoren skup V ⊆ Y , skup f−1(V ) je otvoren;
3◦ za svaki zatvoren skup F ⊆ Y , skup f−1(V ) je zatvoren;
4◦ za svaki skup A ⊆ X je f(A) ⊆ f(A) .Primer 1. Neka je f : X 7→ Y .a) Pokazati primerom slede�a tvrÆe�a.1) Ako je f neprekidna funkija, to ne povlaqi da je slika svakog otvorenog (za-tvorenog) skupa otvoren (zatvoren) skup.2) Ako je slika svakog otvorenog (zatvorenog) skupa otvoren (zatvoren) skup, tone povlaqi da je funkija f neprekidna.b) Pokazati da neprekidna funkija f(x) = x2 ne preslikava svaki otvoren skup naotvoren skup.v) Navesti primer funkije f : R 7→ R koja jeste neprekidna, slika svaki zatvorenskup na zatvoren, ali i svaki otvoren na zatvoren.Rexe�e.a) 1) Posmatrajmo funkiju f : (0,+∞) 7→ [−1, 1] datu sa f(x) = sin 1

x (Slika 1). Ona jeneprekidna kao kompoziija neprekidnih funkija (teorema ( 1.)). Nule funkijesu xk = 1
kπ , k ∈ N i va�i lim

x 7→+∞

sin 1
x = 0. Funkija dosti�e maksimalnu vrednost 15



Funkionalna analizau taqkama xk =
1

π
2 + 2kπ

, k ∈ N0.
Slika 1.Interval (0, 1

π

) je otvoren, a �egova slika f
((
0, 1

π

))
= [−1, 1] zatvoren skup. Dakle,ova neprekidna funkija ne slika svaki otvoren skup na otvoren skup. Interval

[
2
π ,+∞

) je zatvoren (jer mu je komplement u odnosu na R otvoren), a �egova slika
f
([

2
π ,+∞

))
= (0, 1] nije ni otvoren ni zatvoren skup, pa ova neprekidna funkija fne slika ni svaki zatvoren skup na zatvoren skup.2) Posmatajmo skupove X =

{
(x, y) ∈ R2|x2 + y2 = 1

} i Y = [0, 2π) i parametarski oblikkru�nie: x = cos t, y = sin t, t ∈ [0, 2π). Definiximo funkiju f : X 7→ Y sa
f((x, y)) = f((cos t, sin t)) = t. Tada �e za svake dve taqke A1 = (x1, y1) = (cos t1, sin t1)i A2 = (x2, y2) = (cos t2, sin t2) sa kru�nie X (t1, t2 ∈ [0, 2π)) va�iti:

f ((A1, A2)) = (t1, t2) i f ([A1, A2]) = [t1, t2]Dakle, ova funkija slika svaki otvoren skup na otvoren, kao i svaki zatvoren skupna zatvoren skup.Ispitajmo neprekidnost funkije f . Kako je f((1, 0)) = 0, lim
(x,y)7→(1, 0+)

f((x, y)) = 0 i
lim

(x,y)7→(1, 0−)
f((x, y)) = 2π, zak	uqujemo da funkija ima prekid u ovoj taqki. Dakle,

f nije neprekidna.b) Otvoren interval (−1, 1) se funkijom f(x) = x2 slika u interval [0, 1) koji nije niotvoren ni zatvoren.v) Ovde mo�emo posmatrati bilo koju konstantnu funkiju, npr. f(x) = 1, x ∈ R. Bilokoji otvoren interval (a, b), kao i bilo koji zatvoren interval [a, b], funkijom f �ese slikati u skup {1}, a to je zatvoren skup u R. ♦Zadatak 1. Neka je A ⊆ X u nekom metriqkom prostoru (X, d). Dokazati da je karakte-ristiqna funkija skupa A, data sa
χA(x) =

{
1, x ∈ A
0, x 6∈ Aneprekidna ako i samo ako je A i otvoren i zatvoren skup.Rexe�e. Pretpostavimo najpre da je χA neprekidna funkija. Kako je χ−1

A

((
1
2 , 2
))

= A i
(
1
2 , 2
) otvoren skup, to na osnovu teoreme ( 2.) zak	uqujemo da je A otvoren skup. Sliqno,kako je χ−1

A ({1}) = A i {1} zatvoren skup, to na osnovu teoreme ( 2.) zak	uqujemo da je Ai zatvoren skup, pa je dokaz u ovom smeru zavrxen.6



Kompletnost i separabilnost metriqkih prostoraPoka�imo sada implikaiju u suprotnom smeru. Pretpostavimo da je A i otvoren izatvoren skup. Kako je
χ−1
A (U) =







∅, 0 6∈ U, 1 6∈ U
X \ A, 0 ∈ U, 1 6∈ U

A, 0 6∈ U, 1 ∈ U
X, 0 ∈ U, 1 ∈ Ui prazan skup i qitav prostor X su i otvoreni i zatvoreni, to na osnovu teoreme ( 2.)zak	uqujemo da �e χA biti neprekidna funkija ako je A i otvoren i zatvoren skup. △Teorema 3. Neka su (X, dX ) i (Y, dY ) mateiqki prostori, f : X 7→ Y i a ∈ X. Presli-kava�e f je neprekidno u taqki a ako i samo ako za svaki niz (xn) iz prostora X kojikonvergira ka a, niz f(xn) konvergira ka f(a).Dokaz. Pretpostavimo da je f neprekidno preslikava�e i (xn) niz u prostoru X takavda xn 7→ a, n 7→ +∞. Neka je V ∈ O(f(a)). Tada postoji okolina U ∈ O(a), takva da je

f(U) ⊆ V . Kako xn 7→ a, n 7→ +∞, to postoji n0 ∈ N tako da je xn ∈ U , n > n0. Odavde da	eimamo f(xn) ∈ f(U) ⊆ V ∈ O(f(a)), n > n0, pa zak	uqujemo da f(xn) 7→ f(a), n 7→ +∞.Poka�imo sada tvrÆe�e u suprotnom smeru. Pretpostavimo da za svaki niz (xn) izprostora X koji konvergira ka a, niz f(xn) konvergira ka f(a) i da preslikava�e f nijeneprekidno. Tada postoji okolina V ∈ O(f(a)) takva da za svaku okolinu U ∈ O(a) va�i
f(U) * V .Konstruiximo niz kugli Kn = K

(
a, 1

n

), n ∈ N, i u svakoj od �ih uoqimo po jednu taqku
xn. Tada je dX(xn, a) <

1
n , n ∈ N, tj. dX(xn, a) 7→ 0, n 7→ ∞. Dakle, niz (xn) konvergiraka a, pa �e niz f(xn) konvergirati ka f(a). Kako je Kn ∈ O(a), to iz pretpostavke da

f nije neprekidno zak	uqujemo da f(xn) ∈ f(Kn) * V , n ∈ N. Puxtaju�i sada da n 7→
+∞ dobijamo f(a) * V ∈ O(f(a)), xto je kontradikija. Dakle, preslikava�e f jesteneprekidno. �Zadatak 2. Neka su X i Y metriqki prostori i f1 : X → Y , f2 : X → Y neprekidnapreslikava�a. Tada je skup A = {x ∈ X | f1(x) = f2(x)} zatvoren u X. Dokazati.Rexe�e. Da bismo dokazali da je skup A zatvoren, potrebno je dokazati da je skup
G = X \ A otvoren.Neka je x proizvo	na taqka iz G. Tada je f1(x) 6= f2(x), pa postoje disjunktne okoline
V1 ∈ O(f1(x)) i V2 ∈ O(f2(x)). Kako su f1 i f2 neprekidna preslikava�a, to postojeokoline U1, U2 ∈ O(x) takve da va�i f1(U1) ⊆ V1 i f2(U2) ⊆ V2. Skup U = U1 ∩ U2 jeokolina taqke x i skupovi f1(U) i f2(U) su disjunktni. Dakle, x ∈ U ⊆ G, pa je skup Gotvoren jer sadr�i okolinu svake svoje taqke. △
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