KOMIIJIETHOCT U CEHAPABUJIHOCT METPUYKUX [IPOCTOPA

KOMIIJIETHOCT ¥ CEIMMAPABUJTHOCT METPUYKUX ITPOCTOPA

BAIATAK 1. Jokasartu na je Merpudaku npoctop (€, d,) KOMILIeTan u cemapabHiIaH 3a CBAKO
p=L

PEMEWKE. Heka je (), , = (f,(,")), npoussosban Komujes uus y mpocropy £y, p > 1. Tana 3a
csako € > 0 mocroju ng € IN Tako ga 3a cBe m = n = ng Baxun

+00 1/p
(1) (@, ) = (Z gim — gfm p) <e.

v=1

) —

Kako 3a cBako v € IN Baxu

< d(xp, ), To 13 (1) corenu na je 3a ceako v € IN Hu3

V—TUX KOODJMHATA, Tj. HU3 (5,(,"))” Komujes y noswy crasapa K. Kako je npocrop K komiuieran

To nocroje ckanapu &, € K, rakBu j1a 3a cBako ¢ukcupano v € IN Baxku 55") — &, n — +o00.
Youumo caga muz x = (§,). Jokazahemo ja je x € £, u ja x, — x, n — +o0.

“+o0o
Ha 6ucmo nokasanu ja je € £, norpebuo je noxkasaru jga y . |&,|P kouseprupa. Kako je
v=1
ceaku KommwmjeB nu3 orpanuden, o nocroju M > 0 takBo ja je

+00 » 1/p
(Z & > <M, neN,

v=1

Tj.

k
Slem < mp, neN ke

v=1

Ako y unperxojnoj HejesHakocTr (pUKCHpAMO k W IyCcTHMO Jia 1 — +00, jgobujaMo Ja je
k

P < , k € IN. Hajzan, mymrajyhu y mocaenmoj HejegHakocTr ja k — +00, a10bu-

P < MP, k € IN. Haj yrrrajyhu y j Hej k + 6
v=1 +o00
jamo Y|P < MP. Hakue, x € £).

v=1

U3 pesanyje (1) umamo ga je 3a m = n = ng

k

v=1

g _em|” < b ke

Axo y mperxosaoj HejemnakocTu pukcupamo n = ng u k € IN, u myctumo ga m — +00, 063upom
A2 fz(/m) — &, m — +00, nobuhemo

p
< eP.

&, — &M

k
v=1
Konauno, nymrajyhu y nocseimoj Hejegaakoctu jia k — +00, g0b6ujamMo ja 3a n 2> ng BaXKu

—+00

D

v=1

P
= dp(zp,z)P <€,

& — &M




DOYHKIUOHAJIHA AHAJIM3A

OJJHOCHO Ja Ty — T, N —> +0O0.

ITpema Tome, HOpMupaHu 1pocTOp £, je KoMIIeTaH 3a CBako p > 1.

JloKaxKuMO caja J1a je HOpMHpaHH HpocTop {, cemapabuiaH 3a cBako p > 1. Ilorpebmo je
[IOKA3aTH I3, y HEMY IOCTOju HajBuIle mPeOPOjUB CBY/A IyCT CKYIl TA9aKa.

Younwmo y npocropy ¢, Hu3 BeKTOpa (e,) rae je e, = (0py), n,v € N, a §;; Kponekepos nexra
cumbosi. Heka je

B ={qie1+ - +qnen | q1,-..,qn € Kg,n € N} ={(q1,...,¢2,0,0,...) | q1,...,qn € Kg,n € N}.

Cxkyu B je upebpojus.
Hokaxxkumo caga ja je ckyu B cBysa rycr y £, Youumo upoussosbay radky & = (§,) € {p u

“+o0o “+oo
upoussosbho € > 0. Kako je > [&, [P < 400, To mocroju k € IN tako na je > | [P < eP/2.
v=1 v=k+1
Kako je ckyn Kq cByna rycr y KK, To mocroje ckamapu qi,...,qr € Kq TakBu ma 3a cBakKo
k
v=1,...,k Baxu £ — q,| <eP/(2k). Oznaaumo ca ¢ = Y qye,. Caua je
v=1
k +o00 P P
Qw0 =316 —al+ 3 6P <+ S =er,
v=1 v=k+1

tj. dp(z,q) < €, mro 3HaUM ga je ckyn B cByma rycr y {,. Ilpema Tome, mpocrop /, je
cenapabujiad 3a cBako p = 1. A

BAJATAK 2. Jlokaszaru Jia je 3a IPOU3BObAH KOHAYAH MHTEPBAJ [a,b] peasiHe oce, METpUYKHU
upocrop Cla, b] komueran u cenmapabuiian.
PEHMEWKE. [Ipernocrasumo sia je mosbe ckasnapa K = R, ongaocHo na ce npocrop Cla,b] cacroju
01, CBUX peaJiHuX HenpekujaHux hyHKinmja geduauncanux Ha uarepsady [a, b|.

Youumo npoussosban Kommujes uus (fy,) y upocropy Cla, b, fn = fu(t), t € [a,b]. Tana 3a
cBako € > 0 mocroju ng € IN Tako ga je 3a cBe m = n = ng

A(fms fn) <&, t€ab]
Tj.

(2) [fm(t) = fu(®)] < max [fin(t) = fu(t)] <&, t€a,b].

te(a,b]

Dukcupajmo y nocseamoj nejeanakocru t € [a,b]. Tana je (f(t)), Komujes nuz y R, na je on

KOHBepreHTan 36or kommuieranocTu pocropa R. To Baxku 3a cBako dbukcupano t € [a, b, na je na

Taj HauuH jgedunucana peanna Gyuxkuuja f(t) = ll)I_’I_l fn(t). ywmwrajyhn y (2) na m — +oo,
n o

jobujamo ja 3a cBako € > 0 mocroju ng € IN Tako sa je 3a cBe n > ng UCIYyHEHO

[fa(t) = F(D)] <&, t€lab],

onuocuo ga Hu3 (f,) yuudopmHO KoHBeprupa ka dyakumju f xkang n — +oo. Kako cy cse
bynkugje f,, n € IN, nenpekupe na unrepsaiy [a,b], To je u dyukuuja f € Cla,b]. *

!TroPEMA. Heka je (fn) (fn: A = R, n € N, A C R) nus dynryuja nenpexudnuz y mavwku a € A, %Koju
yhupopmro koneepeupa xa pynwuyuju f : A — R wma ckyny A xad n — +oo. Tada je u pynrwyuje f nenpexudna
Y MaKy a.
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U3 nejepuaxocru (2) caepm na je d(fy, f) < € 3a n JI0OBObHO BEJMKO, Tj. 33 1. = Ng, na fr, — f,
n — 400 y upocropy Cla, b]. IIpema Tome, nopmupanu npocrop Cla,b] je komiieramn.
Hokaxumo caja cenapabuinoct npocropa Cla,b]. Heka je

B:{P;?(t):qo—kqlt—k---—i-qnt"\qo,...,qneQ,ne]N}.

Ckyu B je ouuriiejiHo mpedbpojus.
Youumo npoussosbny byukmujy f € Cla,b]. Ha ocmoBy Bajepmrpacose Teopeme mocroju

noquaom P(t) = ag + a1t + -+ + axt™, ag, ..., a, € R, Takas ja je
€
d(f.P) = sup |f(0) ~ Pa(D)] <
te(a,b]

3a Tako jJo0HujeHu MOJUHOM P, MOCTOjU HOJMHOM P,? € B, ca palluOHaJIHUM KOe(UIlnjeHTuMA,
TAKaB /3 je
Q) _ Q <
d(Pn,Pn ) = Sup ‘Pn(t) - Pn (t)’ < 5
tela,b]
U3 mocnenme ape HejemHakocTH, KopucTehn HejemHAKOCT Tpoyria, ciaemd ja je d(f, Py(?) < €.
[Tpema Tome, ckyn B je ceyaa rycr y npocropy Cla,b], na je npocrop Cla,b] cenapabuman. A

BAZATAK 3. Jlokasaru ja cy merpudku upocropu (¢,d) u (cg,d) cemapabuinmu.
PEHMEBE. /lokaXuMo J1a je MEeTPHYIKHU IPOCTOp ¢ cemapabuiial (1oka3 3a ¢ je caudan). Heka
je

B={(q1,92,---,Gn,9,9,---) | q1,G2 - .. ,qn,q € Kg, n € IN}.

Ckyn B je upebpojus. Tokaxumo jom na je B csyna rycr y c. Heka je x = (§,) upousBosbua
Tadka npocropa ¢ u € > 0 npousBospbHO m3abpano. Heka je £ = lil}_l &n- Yoummo uuz (),
n—-+0oo

T = (517“‘751675757“‘)7 Yy npocTopy c. Ta,zgaje r—Tp = (07"'707£k+1 _£7£k+2_£7"‘) n
——

k—myTa

d(xz,zg) = sup [§, —&| =0, k — +oo,
v=k+1

a, nocroju kg € IN rako jia je

(3) d(z,zr,) = sup |§ —&| < 5
v=ko+1

€
opaocHO |§, —&| < e/2 3acBe v > ko+ 1.

Youumo caja qi, ..., Gk, q € Kq rakse na je | —q| < €/2 u na 3a cee v = 1,..., ko Baxu
1€, — qu| < /2. O6enexkumo y = (q1,- ., ks 4G, - --). Ounrnenuo na y € B u d(xy,,y) < €/2.
U3 nperxoaue mejepnakocru u Hejepauakocru (3), kopucrelin mHejesnakocT Tpoyriia, Caeam jia je
d(z,y) < €, ma je ckyn B cByzma ryct y mpoctopy c. Jlakie, mpocTop ¢ je cemapabuiiaH.

BAJATAK 4. Jokasaru ja merpuuku npocrop Bla, b cux moryhnx orpannuenux dynkimja na
uHTepBaJly [a,b] HUje cenapabuiaH.

PEMEBE. 3a npoussossan peasan 0poj a € [a,b] younmo dbyukuujy fo : [a,b] — {0,1},
nedurICAHY Cca

RO={§ 120 tel
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Ounrienno je na cy cse dyukuuje fo, a € [a,b], orpannuene. Kako je 3a o # f u fo # f3, TO
je card{f, | @ € [a,b]} =c. Ba a # [ Baxu u

d(fa, f3) = sup |falt) — fa(t)] = 1.

te(a,b]

Younmo cana orsopeny kosekimjy K = {K(fq,1/3) | a € [a,b]}. Ounrnensno je card(K) = c.
Ba a,f € [a,b], « # B, je K(fa,1/3) N K(fs,1/3) = @. IlpernocraBumMo CynporHo, jaa
nocroju  f* € K(fa,1/3) N K(f3,1/3). Tama je d(f*, fa) < 1/3 m d(f*, f3) < 1/3, onaxie je
A(far f5) < dfar ) + (", f3) < 2/3, mro je nesorylie jep je d(fu, f5) = 1.

[Tpema Tome, K je HenpebpojuBa KoJieknmja Mel)ycoOHO JMCjyHKTHUX OTBOPEHUX CKYIIOBA, Y

upocropy B[a, b], na Ha ocuoBy Teopeme 1 (mpenaBama) 3aKJ/byIyjeMo Jia OH HUje cernapabusaH.
AN
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HEHPEKI/I[LHA IIPECJ/INKABAIbA

HeEouHnutnJA 1. Heka cy X u Y mempuuku npocmopu u nexa f: X — Y. Ilpecauxasarve f
je menperudno y mawku o € X, y osnayu f € C{x = xp}, axo

(%) (VV € O(f(20)))(BU € O(0)) f(U) C V.
Y npomusnom ce xasce da je f npexudno y mauku Tg.

HATIOMEHA. ExBuBasienran ycjioB ycsioBy (k) je

(VV € O(f(20))) f (V) € O(f (x0)).

HEouHUIUIA 2. Ilpecaurasarve f je nenpexudno na ckyny A C X ako je nenpexudHo y cearoj
mauku ry € A.

TEOPEMA 1. Hexa cy X,Y u Z mempuuru npocmopu u weka cy dama npecauxasaroa f : X —
Y, g:Y = Z umauke xg € X uyp= f(xg) €Y. Axo je f nenpexudno y xy u g nenpexudno
Y Yo, mada je h=go f: X — Z nenpexudno y xg.

TEOPEMA 2. Hexa cy X,Y mempuuru npocmopu u f : X — Y. Caedehu uckasu cy mehycobro
eKBUBANECHIMHU:

1°  f je nenpexudno npecaurasaroe;

2°  3a cearu omeopen cxyn V CY, ckyn f~H(V) je omeopen;

3°  3a ceawu sameopen ckyn F CY, cxyn f~1(V) je sameopen;

4°  3a ceawu ckyn A C X je f(A) C f(A).

I[IpuMEP 1. Hexa je f: X — Y.
a) Iokasamu npumepom caedehia mepherva.

1) Axo je f menpexuona pynryuja, mo ne noéaauy 0a je CAUKG C6aK02 0meoperoe (3a-
meoperoz) ckyna omseopen (3ameopen) cryn.

2) Axo je caura ceakoe omeopenoez (3ameopenoe) ckyna omeopen (3ameopen) ckyn, mo
He nosaawu da je pynryuje f nenpexudna.

6) Hokasamu da nenpexudna dynkyuja f(x) = o2 He npecaurasa ceaxu omseopen cryn Ha

omeoper cryn.

6) Hasecmu npumep Ppynruyuje f : R — R xoja jecme nenpexudna, caura céaru 3ameopen
CKYN HG 3GTMBOPER, GAU U CEAKU OTEOPEH Ha 3GTMEOPEH.

PELIEWE.

a) 1) Hocmarpajmo dynknujy f : (0,+00) — [—1,1] gary ca f(z) = sin 1 (Couxa 1). Ona je

HelpeKu/iHa Kao KoMo3unuja Henpekuaux dyunknuja (reopema ( 1.)). Hyne dynknuje

_ 1 . . 1 _ .
cy vy = ¢-, k € N u Baxxn I»EI-iI-loo sin o = 0. @yHKngja JOCTHXKE MAKCUMAJIHY BPEJAHOCT 1
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y TadkKama Tjp = , k€ INg.

| —
I/

Nurepsad (0, %) je OTBOpEH, a Wwerosa ciauka f ((0, ;)) = [—1,1] 3arBopen ckyn. Jlakue,
oBa HenpekwHa (PYHKIM]a HE CJIMKA CBAKU OTBOPEH CKyIl HA OTBOpeH ckyil. VaTepsaJ
[%, —l—oo) je 3arBopen (jep My je KOMIUIEMEHT y omHOCy Ha R OTBOpeH), a meroBa CJHKa
f ([%, —I—oo)) = (0, 1] Huje HM OTBOPEH HU 3aTBOPEH CKYII, 114 OBa, HenpekuHa pyHknuja f
HE CJINKA HU CBAKU 3aTBOPEH CKYII HA 3aTBOPEH CKYII.

5+ 2km

Cuauxka 1.

2) Iocmarajmo ckynose X = {(z,y) € R*|z? +y*> =1} n Y = [0, 27) u napamerapcku o61uk
KpyxHuIE: ¢ = cost, y = sint, t € [0,27). Hebunumumo dbyukumjy f : X — Y ca
f((z,y)) = f((cost,sint)) = t. Tama he 3a csake npe rauke Ay = (r1,y1) = (costy,sinty)
u Ay = (z2,y2) = (coste,sints) ca kpyxuuue X (t1,t2 € [0,27)) BakuTH:

f((A1,Ag)) = (t1,t2) m [ ([A1, A2]) = [t t2]

HaxkJie, oBa yHKIMja CJAMKA CBAKK OTBOPEH CKYII HA OTBOPEH, KA0 U CBAKH 3ATBOPEH CKYII
HA 3aTBOPEH CKYII.

Ucuumrajmo nenpekuauoct dbynknuje f. Kaxo je f((1,0)) =0, lim fl(z,y)=0m
(z,y)—(1,0+)

( )lirgl : f((z,y)) = 2w, 3akimpyuyjemo ja dyHKIMja UMa IPEKUJL y 0BOj Tadku. Jlakie,
z,y)—(1,0—
f Huje HEIpekuIHA.

2

6) Orsopen unrepsai (—1,1) ce dyukuujom f(x) = x* ciuka y unrepsad [0, 1) Koju Huje Hu

OTBOPEH HU 3aTBOPEH.

B) OBje MOkeMO mocMarpaTu Ouio Kojy Koucrautay dbyukmujy, aup. f(x) =1, x € R. Buno
KOju OTBOpeH uaTepBaJ (a,b), kKao u 6ui0 KOju 3aTBOpeH unrepsad [a, b, dynkuujom f he
ce cimkaru y ckym {1}, a To je 3arBopen ckyn y R. O

BAIATAK 1. Heka je A C X y mekom merpuakom npocropy (X, d). Jokasaru j1a je kapakre-
pucrnuna pynknuja ckyna A, gara ca

1, z€ A
Xal®) =\ o zga

HEIPEeKWTHA AKO U CaMO aKO je A M OTBOPEH W 3aTBOPEH CKYII.

PEHIE®RE. [IpernocraBumo wajupe j1a je x4 Henpekuua dyuknuja. Kako je X;‘l ((%, 2)) =Amu
(%, 2) OTBOPEH CKYII, TO Ha OCHOBY Teopeme ( 2.) 3akipydyjemo na je A orBopen ckym. Ciudno,
kaxo je ;' ({1}) = A u {1} sarsopen ckym, To na ocnosy Teopeme ( 2.) sakibyuyjemo ja je A
¥ 3aTBOPEH CKYII, 114 je JIOKa3 Y OBOM CMEpY 3aBpIIIEH.
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[Mokaxkumo cajia UMIIMKANMjy y cynpoTHOM cMmepy. llpermocraBumo na je A u OTBOpeH u
3arBopen ckyil. Kako je
0, 0€¢U,1¢U
X\A, 0€U,1¢U
A, 0¢€U,1€U
X, 0eU,1€U

X1 (U) =

U npasaH CKyl u umras npoctop X Cy M OTBOPEHM M 3aTBOPEHHM, TO Ha OCHOBY Teopeme ( 2.)
3aKJbydyjeMo Ja hie x4 OuTu HempekuaHa (PYHKIHEja aKO je A 1 OTBOPEH M 3aTBOPEH CKyI. A

TEOPEMA 3. Hexa cy (X,dx) u (Y,dy) mameuuru npocmopu, f: X —Y ua € X. Ilpecau-
Kasare [ je nenpexudno y mauku a aKko u camo axo 3a céaxu nu3 (T,) us npocmopa X Koju
Koneepaupa ka a, nus f(x,) xonsepeupa xa f(a).

JIOKA3. IlpermocraBumo ja je [ HENpeKuJHO HpeciuKaBambe U (T,) Hu3 y npocropy X Takas
na T, — a,n — +oo. Heka je V € O(f(a)). Taga nocroju okosmna U € O(a), taksa jga je
f(U) C V. Kako z,, — a,n — 400, To nocroju ng € N rako na je x,, € U, n > ng. Opmasne namwe
umamo f(zy,) € f(U) CV € O(f(a)), n > np, na 3akmyayjemo na f(x,) — f(a),n — +oo.
[MTokaxumo caga TBpheme y cynpornom cmepy. I[IpernocraBumo ja 3a cBaku Hu3 (X,) u3
upocropa X Koju KOHBeprupa kKa a, uu3s f(z,) Kouseprupa ka f(a) u ja upeciukasame [ Huje
nenpekuHo. Tasa nocroju okonuna V€ O(f(a)) raksa ja 3a cBaky okosmmny U € O(a) Baxu
FU)Y LV,
Kouncrpyumunmo uus kyrim K, = K (a, %), n € IN, u y cBakoj 0Jf BbUX yOUUMO 11O jJeJIHY TAuKy
Zn. Tama je dx(zp,a) < %, n € N, 1j. dx(xn,a) — 0, n — oo. Hakue, aus (z,) KOHBEprupa
ka a, na he mu3 f(z,) xousepruparu ka f(a). Kako je K, € O(a), T0 u3 npermnocraske Jja
[ Hmje menpekmaHO 3aKimydyjemo ma f(x,) € f(K,) € V, n € N. Ilymrajyhn cana na n —
400 pobujamo f(a) € V € O(f(a)), mro je xourpasukuuja. [axse, upeciukasame [ jecre
HEIIPEKHTHO. O

3AJATAK 2. Heka cy X u Y merpuuku npocropu u fi : X — Y, fo: X — Y HenpekujHa
npeciukasama. Tana je ckyn A = {x € X | fi(x) = fa(x)} 3arsopen y X. Jlokasaru.
PEIMEBKE. /[la 6ucMmo jgokazaim 1a je cKylol A 3aTBOpeH, HOTPEOHO je JOKA3aTH M3 je CKYII
G = X \ A orBopen.

Heka je z npoussospaa Tauka u3 G. Tana je fi(x) # fo(r), ma mocroje nucjyHKTHE OKOJIUHE
Vi € O(fi(z)) m Vo € O(f2(x)). Kako cy f1 u fo Henpekujna upecjumkaBarmba, TO HOCTOjE
okosuue Uy, Us € O(x) rakse ma saxu f1(Uy) € Vi u fo(Uz) C Voo Cxkyn U = Uy N Uz je
okosmmna tauke x u ckynosu f1(U) u fo(U) cy mucjyuxkrnun. Hakne, x € U C G, na je ckyn G
OTBOPEH jep CaJpKU OKOJIMHY CBaKe CBOje TadKe. A



