HOPMUPAHU U TTPE/I-XUJIBEPTOBU ITPOCTOPU

HoPMUPAHU TPOCTOPU

Y x1acu METPUYKHX ITPOCTOPA 3HAYAJHY YIIOTY IMa]y HOPMHUPaHH ITpocTopH. OHU TOPeI TOIIOIIOIIKE
CTPYKTYPE MMajy B BEKTOPCKY CTPYKTYDY.

JEOUHULWIA 1. Abenosa 2pyia (X,+) je seximiopcku apocimiop nag womem ckarapa F € {R,C}
ako je gegunucano muodxcerse geximopa ckarapom (o, x) — ax, o € Fox € X, u gancu: 1z = x,
a(fz) = (af)z, (a+ )z = ax+ Pz, a(r+y) = ax + ay, 3a cee ckanape a, 5 € T u 3a cee sexitiope
z,y € X.

JE®UHULWIA 2. Hexka je X seximiopcku dpocimiop Hag domem ckanapa F € {R, C}. Ipecaukasarve
|1l : X — R, 3a koje sacu:

1° |z|| 20, zeX,
2° ||z =0< z =0,
3° | Az|| =M |lzll, AeTF,zeX,
2 e +yll <zl +lyll, =yeX
nasusa ce nopma na X, a ypehenu dap (X, || - ||) rasusa ce nopmupanu apocimop.
JIEMA 1. Csaku nopmupanu apocimop (X, || - ||) je yjegno u mempuuxu apociwiop ca mempuxom
d(@,y) =lle —yll, xyeX.
JOKA3. TTokaxumo fa Cy 3a10BOJbEHE 0COOMHE METPHKE.
1° d(z,y) =z -yl 20, z,y € X;
2° d(z,y)=0&|lz—y|=02-—y=052=y;
3° d(zyy) = lle—yl =1-1-lly —zll = ly — 2l = d(y, ), z,y € X;
4 d(z,y) =lle —yll =llz —z+z -yl <z — 2| + [z =yl = d(=,2) + d(2,9), =,y,2z € X.

Jokazamu cMo Ja je cBaku nopmupanu mpoctop (X, || - ||) yjeano u merpuukn (X, d) rae je d(z,y) =
llx — y||, 3a cBako x,y € X. O
HATIOMEHA. O6pnyTo TBpheme Huje Tauno. Ha mpuMep, y METPUYKHI TTPOCTOP S C€ HE MOKE YBECTH
HOpMa Koja HHAYKYje METPUKY

+o0
1 |$n - yn‘
d , — —_— ey s g E .
(2, y) nz:1 27 14 |xn — ynl T = (Tn)new:Y = (Yn)nen € s

ITpumenom neme 1. ce cBa CBOJCTBA METPUUKHUX MPOCTOPA MOTY (JeMHOCTABHO) IPEHETH HA HOPMU-
pane mpoctope. Ha pumep, 3a Hu3 (25, )neN y Hopmupanom npocropy (X, ||-||) kasxemo na konseprupa
ka z9 € X ako 3a cako € > 0 mocroju ng € IN na 3a cee n > ng Baxu ||z, — xo|| < €, Tj. ako

(Ve > 0)(Ing € N)(Vn € N)(n = ng = ||z, — zo|| < €).

Cruuno u 3a Kommjes u orpannyed HU3 ce ehUHUIIN]E N3 METPUIKUX TTPOCTOPA TIPEBO/IE Y HOPMUpaHe
mpocTrope.
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IpuMEeP 1. (R™, || - ||p) je Hopmupanu apocimiop, a nopma || - ||p, 1 < p < +00, je gaina ca

"\
||m|p=(zwk\p> e (o)
k=1

Ipocimop (R™, || - ||eo) je Hopmupan apocimop, 2ge je nopma || - || gaitia ca

e = max [z,

ITPUMEP 2. [lpocitiopu ru3z06a co, ¢ U M ca OTEPAUUJAMA CAOUPAFLA U MHOMCERA CKATAPOM (ATHUM Ca
T4y = (Tn + Yn)neN u ax = (axp)nen, @ € F, ¢y nopmupanu apocimopu ca nopmom

[z]| = sup |-
nelN

IMPUMEP 3. Ilpoctwiopu nuzoéa ly, 1 < p < 400, ¢y Hopmupanu Gpociiopu ege je

400 1/p
]l = (Z Ixn\p> ;= (Tn)nen € bp.
n=1

IIPUMEP 4. Ha apociopy Cla, b], nopma ce mosice ysecitiu na paznuuuitie nauune. Hexa je f € Cla, b].
Hsgeajamo cnegehe wipu nopme.

b b 1
o 17k = [la o 1= [150F )", 9 1l = mox 170 0

AEOUHULIWIA 3. Hopmupanu tpocitiop je komineilian ako ceaxu Kowujes nuz y memy KoHeepeupa.

IMosckn MaTeMaTuuap Stefan Banach je npsu AedhuHrcao KOMILIETHE HOpMUpaHe ipoctope. OBU
MPOCTOPH €Y JTAHAC TIO3HATH TI0J] HA3UBOM hanaxo6u Gpociiiopu M IMajy jeJTHY OJ1 IIEHTPATHUX yIoTa ¥
(PYHKIIMOHATHO] aHAIIH3H.

JEOUHULWIA 4. Komitnewmian nopmupanu ipocitop (X, || - ||) nasusamo Banaxos apocimop.

TTIPUMEP 5. Ceu nagegenu Hopmupanu Gpocitiopy ¢y Komiaeiinu, da cy camum wum u banaxoeu fpoc-
wopu.

TIPUMEP 6. Beximiopcku pociop P[0, 1] ceux mocyhux wonunoma na unitiepsany [0,1] ca nopmom

|P| = m[(@)a)lc}]P(t)] nuje Banaxos. 3aucima, youumo nus wommoma (Pp)nen, gait ca
telo,
2 n
xr x
Pn(x):1+ﬁ+§++ﬁ, nGN,xe[O,l].

Hu3z (Pp)nen je Kowwujes, jep 3a ceaxo € > 0 docimioju ng € N iliako ga 3a cée m > n > ngy 6axncu

xn+1 rm

Py, — P,|| = max |Pp(x) — Pu(z)| = max | ——= + -+ —| <e.
1B = Fu z€[0,1] [Prn(@) = Pu()] z€l0,1] | (n + 1)! m!

Kaxo 3a céaxo x € |a,b] sancu P, (x) — €, n — +00, a pyuxyuja €* nuje iommnom, youenu Kowwjes
nus ne koneepeupa y P[0, 1), da apocimop P|0, 1] nuje komianeman. O
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+oo
V nopmupanowm ripoctopy (X, || -||) moxke ce nedunucati KoHBEpreHTaH pej » |, Tp, L€ je Tpn € X,
n=1
3a ceako n € IN.
+o00
JEOUHULIWIA 5. Cyma s, = Z T HA3USA Ce N—ila TAPYUATHA CyMA pega » |, Tr. Y HOPMUPAHOM
k=1 n=1

+o0o
), peg Y. Xy je Koueeplenimian ako je nuz n—imux gapyujamrux cyma (Sp)neN

apocmopy (X, || - |

n=1
KOHBEPSeHTHAH.
+o0 +o0o
JEOUHULIWIA 6. Peq > xy, adconyimino konsepeupa y (X, || - ||) axo je 6pojesnu peg > ||z || konsep-
n=1 n=1
ZeHIaH.

HANOMEHA. W3 Anammze 1 je TO3HATO N1a je CBaKW alCONyTHO KOHBEPreHTaH OpOjeBHU pel M KOH-
BEpreHTAaH. Ann o6pHyTo HHUje TavHo, ,,00MYHa* 1 ancoIyTHAa KOHBEPreHINja ¢e pa3uKyjy. Hamwme,

1 n
OpojeBHH pej Z ) KOHBEPIHMPA aJIM OH HMjE ATICOyTHO KOHBEPIEHTAH.

n=1

TEOPEMA 1. Hopmupan apociiop X je KOMERETAH AKO U CAMO AKO C8AKU AUCOTVHIHO KOHEEPZEHTAH
peq y wemy KoHeepaupa.

)Z[OKA3 (doxaz oBor TBphema je 3a Behy oueHy ) IIpernocrasumo aa je npocrop X KOMIUIETAH U Ja

pen Z |xk || konBeprupa. OGenexumo s, = Z llzk||. Tama 3a ceaxo € > 0 mocroju ng € N Tako na

je k=1 k=1
m
Hsm_sn” < Z kaH:Em_gn‘ <eg, mz=nz=ng,
k=n-+1

“+o0o

na je uu3 (s, ) Kommnjes. Kako je X KoMIuteTal mpocTop, To HU3 ( Sy, )nelN KOHBEPTUPA, TIa U PEN Y |, Ty,

=1
KOHBEPIMPA. "

IMpeTnocTaBUMO Caja Ja CBAKK aIllCOJYyTHO KOHBEpreHTaH peay X u 06uuHo koHBeprupa. Heka
je (Zn)nenw mpomssosban Kormmjes nusz y X. edunnmmmo uns npupoarnx 6pojesa (ky)nen, Ha
crnenehn HAaUNH

ko = min{k € N | (Vv > k) ||z, — 21| < 1/2°},
kpi1 =min{k € N| k> k, A (Vv = k) ||z, — o] < 17271

Takas uu3 (kp)nen, 1ocroju jep je Hu3 (zy)nen Kommjes. Ounrienso je ko < k1 < ---. Younmo
noaHu3 (T, )nelN HU3A (T )nelN B OOCIEKUMO Yy, = T, . IlocMaTpajMo peln

—+00

D W —v1) = (1 —y0) + (o —y1) + (3 —y2) + - .
v=1

+00
Pen > ||y, — yu—1|| xouBeprupa (moxasatu!). Ha ocHOBY mpeTIOCTaBKe Ja CBAKH aIllCOTYTHO KOH-

—+00
BCpPIrCHTAaH pcad U obuuHO KOHBEpIupa, CiIcan aa pca Z (y,, - y,,_l) KOHBCpIrupa, a ogatic u Oa
v=1
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nu3 (Yn)nen Konseprupa. [axie, Koumjes nus (Z,)neN MMa KOHBEPIEHTAH IIOJHM3, 11d j€ M CaM
koHBeprentan. [Ipema Tome, mpoctop X je KOMIUIETAH. g

TTPEA-XWJIBEPTOBHU ITPOCTOPU

Hedrnucahemo mpena-XundbepToBe TpoCcTOPE 3a Koje ce Bedyjy Heka 3HauajHa TBphema.

JEOUHULWIA 7. Heka je X sexiiopcku ipocimiop nag omem ckanapa F € {R,C}. Ipecmuxasarse

(-,) : X x X — C 3a koje saxcu:
1° (x,z) >0, z€X,

20

40

(
(

3° (z,y) = (y,2), z,y€X,
(az,y) = a(z,y), a€l, z,yeX,
(

5° (x+y,2) = (z,2) + (y,2), wy,z€X,

nasusa ce ckaapuu dpoussoq, a ypehenu iap (X, (-, -)) ce nasusa ynumapan unu apeqg-Xunoepitios apoc-
wop.

Crnenehe ocobyHe CKanapHOT IPOM3BOIA C& MOT'Y TAKO M3BECTH U3 NPETXOAHE Ae(pUHULI]E.
1. (z,\y) = Mz,y), z,y,2 € X;

2. {zy +y2) = () + (2,02), =912 € X;

3. Az, \y) = [M*,y), w,y€ X.

IIPUMEP 7. Ilpocitop (C", (-,-)) je tpeg-Xunbepimios ca ckanapuum apouseogom gamum ca

n

<Zv77> - Zzimv zZ = (217227"')ZTL)777 - (7717772)"'57771) S (Dn
i=1

ITPUMEP 8. ¥V apocimopy Cla, b] ckanapnu iipouseoq je gaiu ca

b
(f.9) = / f(@)g@ dz, f.geClab,

2ge je § Konjy206ano Kominexcna Qyuxyuja gpynryuje g : [a,b] — C.
ITPUMEP 9. Ilpociiop 2 ca CKAAPHUM APOU3EOGOM

<x,y> = Z TnYn,

nelN

sgeje v = (Tp)neN € L2 uy = (Yn)nen € 02, je upeg-Xunbepimios apocitiop.
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Creneha penanuja je mo3Hata o HasuBoM HejemnakocT Komm-1lIBapma. OBa HejeaHAKOCT ce
KOPUCTH NIPU JOKA3UBakhy HEKUX TBpherma, cTora hemo je HaBecTH U TOKa3aTH.

TEOPEMA 2. 3a sexitiope x,y € X 6axicu HejeqHAKOCT
()l <zl -llyll, =yeX.
JIOKA3. 3a y = 0 noka3 je TpusHujanan. [Tpernocrasumo jaa je y # 0 u nexa je I = R. TTocmatpajmo
lz = Ayl = (z = Ay, = Ay) = (@, 2) — 2\ (2, y) + A*(y,y) > 0.

TIpeTXoIHA U3pa3 MOKEMO MOCMATPATH KAao KBAAPATHY (PYHKITH]Y MO A,

FO) = ()X = 2Xz, y) + (z, ). (1)
OBa GyHKIMja “Ma MUHUMYM Y TAYKU \g = () . 3aMeHOM BPETHOCTH Ao = (. 9) y (1), mmamo
(y,y) (y,9)
(z,y) > ’ (z,y)
Y y) - = 2(x,y) - + (z,x) =0,
Wy <<y,y> 9] (v y) @)
onmakie cpeljuBameM mobujamo Tpaxeno TBphewe. Cunydaj ' = C ce cimmuno goxasyje. g

[Momohy ckanapHOT TPOU3BO/IA CE MOXKE YBECTH HOpMA Y TIpel- XUIGEPTOBOM IIPOCTOPY.

TEOPEMA 3. Axo je (X, (-,-)) apeg-Xurbepitios aipociuop, onga je (X, || - ||) nopmupan apocimop, iipu
uemy saxcu ||x|| = \/{(x,x), 3a cee v € X.

JIOKA3. WcnmrajMo ma i Bake ocobune Hopme. 3a cBako x € X Baxu |z = /(z,z) > 0.
IMperxoauu u3pas je 106 po neduHICcaH Ha OCHOBY IIPBE OCOOUHE CKATTAPHOT MTPOM3BO/IA, a HEHEeTaTUBAH
Ha OCHOBY ocoOMHe (pyHKITMje KBaAPATHH KOPEH.

Baxu ||z|| = 0 ako u camo axo je z = 0, mTO cieay 13 YnkbeHurle aa je (z, x) = 0 ako U caMo aKo
jex =0.

Kako je

Ixal? = (v, Az) = Az, z) = [A||]]?,

cnemu |[Az|| = A - ||z]], z € X, A € FF.

IMpumenom Komm-1IIBapiioBe HejeHAKOCTH, T0OMjaMO

o+ ylI* = (z +y,2+y)

= (z,2) + (z,9) + (¥, %) + (v, 9)
z]1* + 2[(z, )| + [|ly°]

)12 + 2/l - lyll + fly?

= (lzl + llyl)?,

<
<

Tj. BaXH HejeAHAKOCT Tpoyria. OBUM CMO ITOKa3aJIH JIa Cy 33J0BOJbEHE CBE OCOOHNHE HOPME. U
3a 0BaKoO yBeIeHy HOPMY Ka)KeMO 114 je HHAYKOBAaHa CKaJIapHUM IIPOU3BOOM.

TEOPEMA 4. Heka je (X, (-, -)) apeg-Xunbepitios tipociuiop u (Tn)neN U (Yn)nelN KOHEEPZCHITIHU HUZ08U
vX. dkoje lim z,=zu lim y, =y, maga]e hm (:En,yn> = (z,y).

n—-+00 n—-+0o
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JTOKA3. Hu3 (Z,,)neN je KOHBEPreHTaH, CaMUM TUM U orpanuyen, na nocroju M > 0 na je ||z || < M
saceakon € IN. Uckopuctuhiemo nejennakoct Komm-Isapia, kaou aa ||z, —z| — 0u ||y, —y|| — 0,
kaga n — +oo. MMamo 1a je

(Zns Yn) — (@, 9)| = [T, Yn) — (Tn, ¥) + (Tn,y) — (7,9)]
< [(@ns Yy — Y| + (@0 — 2, 9)]
< wnll - lyn = yll + lzn — 2l - |yl
SM-lyn =yl + llzn — 2| - [lyll = 0, n— +o0.

Jlaxie, TOoKa3alud cMO HEIIPEKUIHOCT NpeciukaBama (x,y) — (x,y), 3a cBako x,y € X. O
IMorpeban 1 10BOJbAH YCIIOB JIa y HopMupanoM mpoctopy (X, || - ||) mocroju ckamapuu mpousso
(-, ) je ma Baxu penayuja iapanenoZpama,

lz +ylI? + llz = ylI* = 2l|=]|* + 2[ly]*.

Pemarmuja mapanenorpama je BeoMa KOpHCHA, jep YKOIUKO A0Ka3yjeMo Jia oapeljeHn mpocTop HUje
npea-XwIOepToB, TOBOJBHO je IIOKA3aTH Ja pellalija mapajeiorpaMa HHje 3aI0BOJbEHA.

MPUMEP 10. Ilpocidopu by, p 2> 1, p # 2, nucy upeg-Xunbepimosu. Haume, y ruma ne éadxcu perayuja

aapanenogpama. 3aucima, 3a e; = (1,0,0,...) € Ly u ez = (0,1,0,0,...) € £ je |lerllp = le2llp = 1,

2

ler+ezll, = V2uller —eall, = V2. Tagaje 2(|ler|* +[le2]|*) = 4u ||e1 +ea[|* +[ler —e2]|* = 2-27,
2

#ta Ou kopuciiehu penayujy dapanenozpama wpebano ga eaxcu 4 = 2 - 2», mj. % =1, a@j. p=2. Jaxne,

Cp, 0 = 1, p # 2 nucy apeg-Xunbepiiosu @pociiopu. O

JAEOVHULIWIA 8. [lpeg-Xunbepitios Gpociliop Koju je Kao HOpMUpan Gpociiop, y OGHOCY HA HOPMY
UHGYKOBAHY CKAMAPHUM HPOU360GOM, KOMILCTAH, 306¢ ce Xuabepiios Upociiop.

Xunbeprose mpocrope hemo oszuauasatu ca H. Kaxo je XunbepToB mpocTOp KOMILIETAH, 3d-
KJBy4yjeMo 1a je cBaku Xunbepros npoctop U Banmaxos. Hapemhemo Hekomuko mpumepa Xumbep-
TOBUX IIPOCTOPA.

n
TTPUMEP 11. Ipocimop (F", (-,-)) ca ckarapuum dpouzsogom (x,y) = > x;J;, 2ge je I € {R, C}, je
i=1

Xunbepifios apociiop.

TIPUMEP 12. Ilpocitiop nuszosa la, ca ckarapnum dpouseogom (T,y) = Y. Tuln, T = (Tn)neN,
nelN
Y = (Yn)nen, je Xunrbepiios apocitiop.

HANOMEHA. ITpumernmo na je npocrop (Cla,b],ds) kommneran amu nuje npea-Xunbepros, a
npocrop (Cla, bl, || - ||2) jecre npen-XunbeproB anu HUje KOMIIETAH.

XunbepToB MPOCTOP MOKEMO ITOCMATPATH Kao TeHepalu3allnjy eyKIHACKOT IpocTopa. MeTtoje
BEKTOPCKE Jrebpe ce IIPeHOCe ca eYKIIMICKE PABHU M POCTOPA HA TIPOCTOPE ¢a OUII0 KOJOM KOHAUHOM
nun GecKoHauHOM AuMeHsHjoM. TIpBH NyT ¢y W3yyaBanu y pajoBuMa Xumbepra mouetkoM 19. Beka,
a 3aTuM J100Mjalid HA CBOM 3HAUajy U npuMenn. [IpuMernyjy ce y TeOpHju MapliujaTHuX JUQEepeHITN-
jamHMX jeqHayMHa, KBAHTHOj Mexanuiy, MypHjeoBoj aHaTN3H, ajli ¥ MHOTHM IPYTHM 06J1acTHMA.




