
NORMIRANI I PRED-HILBERTOVI PROSTORI

NORMIRANI PROSTORI

Uklasimetri~kihprostora zna~ajnu uloguimaju normiraniprostori. Onipored topolo{ke
strukture imaju i vektorsku strukturu.

DEFINICIJA 1. Abelova grupa (X, +) je vektorski prostor nad poqem skalara F ∈ {R,C}
ako je definisano mno`ewe vektora skalarom (α, x) 7→ αx, α ∈ F, x ∈ X , i va`i: 1x = x,
α(βx) = (αβ)x, (α+β)x = αx+βx, α(x+ y) = αx+αy, za sve skalare α, β ∈ F i za sve vektore
x, y ∈ X .

DEFINICIJA 2. Neka je X vektorski prostor nad poqem skalara F ∈ {R,C}. Preslikavawe
‖ · ‖ : X → R, za koje va`i:

1◦ ‖x‖ > 0, x ∈ X ,

2◦ ‖x‖ = 0 ⇔ x = 0,

3◦ ‖λx‖ = |λ| · ‖x‖, λ ∈ F, x ∈ X ,

4◦ ‖x + y‖ 6 ‖x‖+ ‖y‖, x, y ∈ X ,

naziva se norma na X , a ure|eni par (X, ‖ · ‖) naziva se normirani prostor.
LEMA 1. Svaki normirani prostor (X, ‖ · ‖) je ujedno i metri~ki prostor sa metrikom

d(x, y) = ‖x− y‖, x, y ∈ X.

DOKAZ. Poka`imo da su zadovoqene osobine metrike.
1◦ d(x, y) = ‖x− y‖ > 0, x, y ∈ X ;

2◦ d(x, y) = 0 ⇔ ‖x− y‖ = 0 ⇔ x− y = 0 ⇔ x = y;

3◦ d(x, y) = ‖x− y‖ = | − 1| · ‖y − x‖ = ‖y − x‖ = d(y, x), x, y ∈ X ;

4◦ d(x, y) = ‖x− y‖ = ‖x− z + z − y‖ 6 ‖x− z‖+ ‖z − y‖ = d(x, z) + d(z, y), x, y, z ∈ X .
Dokazali smo da je svaki normirani prostor (X, ‖ · ‖) ujedno i metri~ki (X, d) gde je d(x, y) =
‖x− y‖, za svako x, y ∈ X . ¤
NAPOMENA. Obrnuto tvr|ewe nije ta~no. Na primer, u metri~ki prostor s se ne mo`e uvesti
norma koja indukuje metriku

d(x, y) =
+∞∑

n=1

1
2n
· |xn − yn|
1 + |xn − yn| , x = (xn)n∈N, y = (yn)n∈N ∈ s.

Primenom leme 1. se sva svojstva metri~kih prostora mogu (jednostavno) preneti na normi-
rane prostore. Naprimer, za niz (xn)n∈N unormiranomprostoru (X, ‖·‖) ka`emoda konvergira
ka x0 ∈ X ako za svako ε > 0 postoji n0 ∈ N da za sve n > n0 va`i ‖xn − x0‖ < ε, tj. ako

(∀ε > 0)(∃n0 ∈ N)(∀n ∈ N)(n > n0 ⇒ ‖xn − x0‖ < ε).

Sli~no i zaKo{ijev i ograni~en niz se definicije iz metri~kih prostora prevode u normirane
prostore.
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PRIMER 1. (Rn, ‖ · ‖p) je normirani prostor, a norma ‖ · ‖p, 1 6 p < +∞, je data sa

‖x‖p =

(
n∑

k=1

|xk|p
) 1

p

, x = (x1, . . . , xn).

Prostor (Rn, ‖ · ‖∞) je normiran prostor, gde je norma ‖ · ‖∞ data sa

‖x‖∞ = max
16k6n

|xk|.

PRIMER 2. Prostori nizova c0, c i m sa operacijama sabirawa i mno`ewa skalarom datim sa
x + y = (xn + yn)n∈N i αx = (αxn)n∈N, α ∈ F, su normirani prostori sa normom

‖x‖ = sup
n∈N

|xn|.

PRIMER 3. Prostori nizova `p, 1 6 p < +∞, su normirani prostori gde je

‖x‖p =

(
+∞∑

n=1

|xn|p
)1/p

, x = (xn)n∈N ∈ `p.

PRIMER 4. Na prostoru C[a, b], norma se mo`e uvesti na razli~ite na~ine. Neka je f ∈ C[a, b].
Izdvajamo slede}e tri norme.

a) ‖f‖1 =

b∫

a

|f(t)| dt, b) ‖f‖2 =
( b∫

a

|f(t)|2 dt

) 1
2

, v) ‖f‖∞ = max
t∈[a,b]

|f(t)|. ♦

DEFINICIJA 3. Normirani prostor je kompletan ako svaki Ko{ijev niz u wemu konvergira.

Poqski matemati~ar Stefan Banach je prvi definisao kompletne normirane prostore. Ovi
prostori su danas poznati pod nazivom Banahovi prostori i imaju jednu od centralnih uloga u
funkcionalnoj analizi.

DEFINICIJA 4. Kompletan normirani prostor (X, ‖ · ‖) nazivamo Banahov prostor.
PRIMER 5. Svi navedeni normirani prostori su kompletni, pa su samim tim i Banahovi pros-
tori.

PRIMER 6. Vektorski prostor P[0, 1] svih mogu}ih polinoma na intervalu [0, 1] sa normom
‖P‖ = max

t∈[0,1]
|P (t)| nije Banahov. Zaista, uo~imo niz polinoma (Pn)n∈N, dat sa

Pn(x) = 1 +
x

1!
+

x2

2!
+ · · ·+ xn

n!
, n ∈ N, x ∈ [0, 1].

Niz (Pn)n∈N je Ko{ijev, jer za svako ε > 0 postoji n0 ∈ N tako da za sve m > n > n0 va`i

‖Pm − Pn‖ = max
x∈[0,1]

|Pm(x)− Pn(x)| = max
x∈[0,1]

∣∣∣∣
xn+1

(n + 1)!
+ · · ·+ xm

m!

∣∣∣∣ < ε.

Kako za svako x ∈ [a, b] va`i Pn(x) → ex, n → +∞, a funkcija ex nije polinom, uo~eni Ko{ijev
niz ne konvergira u P[0, 1], pa prostor P[0, 1] nije kompletan. ♦
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U normiranom prostoru (X, ‖·‖)mo`e se definisati konvergentan red
+∞∑
n=1

xn, gde je xn ∈ X ,
za svako n ∈ N.

DEFINICIJA 5. Suma sn =
n∑

k=1

xk naziva se n−ta parcijalna suma reda
+∞∑
n=1

xn. U normiranom

prostoru (X, ‖ · ‖), red
+∞∑
n=1

xn je konvergentan ako je niz n−tih parcijalnih suma (sn)n∈N
konvergentan.

DEFINICIJA 6. Red
+∞∑
n=1

xn apsolutno konvergira u (X, ‖ · ‖) ako je brojevni red
+∞∑
n=1

‖xn‖ konver-
gentan.

NAPOMENA. Iz Analize 1 je poznato da je svaki apsolutno konvergentan brojevni red i kon-
vergentan. Ali obrnuto nije ta~no, �obi~na� i apsolutna konvergencija se razlikuju. Naime,
brojevni red

+∞∑
n=1

(−1)n

n konvergira ali on nije apsolutno konvergentan.

TEOREMA 1. Normiran prostor X je kompletan ako i samo ako svaki apsolutno konvergentan
red u wemu konvergira.

DOKAZ. (Dokaz ovog tvr|ewa je za ve}u ocenu.) Pretpostavimo da je prostor X kompletan i da
red

+∞∑
k=1

‖xk‖ konvergira. Obele`imo sn =
n∑

k=1

‖xk‖. Tada za svako ε > 0 postoji n0 ∈ N tako da
je

‖sm − sn‖ 6
m∑

k=n+1

‖xk‖ = |sm − sn| < ε, m > n > n0,

pa je niz (sn)Ko{ijev. Kako jeX kompletan prostor, to niz (sn)n∈N konvergira, pa i red
+∞∑
n=1

xn

konvergira.
Pretpostavimo sada da svaki apsolutno konvergentan red u X i obi~no konvergira. Neka

je (xn)n∈N proizvoqan Ko{ijev niz u X . Defini{imo niz prirodnih brojeva (kn)n∈N0 na
slede}i na~in

k0 = min{k ∈ N | (∀ν > k) ‖xν − xk‖ < 1/20},
kn+1 = min{k ∈ N | k > kn ∧ (∀ν > k) ‖xν − xk‖ < 1/2n+1}.

Takav niz (kn)n∈N0 postoji jer je niz (xn)n∈N Ko{ijev. O~igledno je k0 < k1 < · · · . Uo~imo
podniz (xkn)n∈N niza (xn)n∈N i obele`imo yn = xkn . Posmatrajmo red

+∞∑

ν=1

(yν − yν−1) = (y1 − y0) + (y2 − y1) + (y3 − y2) + · · · .

Red
+∞∑
ν=1

‖yν − yν−1‖ konvergira (dokazati!). Na osnovu pretpostavke da svaki apsolutno kon-

vergentan red i obi~no konvergira, sledi da red
+∞∑
ν=1

(yν − yν−1) konvergira, a odatle i da
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niz (yn)n∈N konvergira. Dakle, Ko{ijev niz (xn)n∈N ima konvergentan podniz, pa je i sam
konvergentan. Prema tome, prostor X je kompletan. ¤

PRED-HILBERTOVI PROSTORI

Definisa}emo pred-Hilbertove prostore za koje se vezuju neka zna~ajna tvr|ewa.

DEFINICIJA 7. Neka je X vektorski prostor nad poqem skalara F ∈ {R,C}. Preslikavawe
〈·, ·〉 : X ×X → C za koje va`i:

1◦ 〈x, x〉 > 0, x ∈ X ,

2◦ 〈x, x〉 = 0 ⇔ x = 0,

3◦ 〈x, y〉 = 〈y, x〉, x, y ∈ X ,

4◦ 〈αx, y〉 = α〈x, y〉, α ∈ F, x, y ∈ X ,

5◦ 〈x + y, z〉 = 〈x, z〉+ 〈y, z〉, x, y, z ∈ X ,

naziva se sklarni proizvod, a ure|eni par (X, 〈·, ·〉) se naziva unitaran ili pred-Hilbertov pros-
tor.

Slede}e osobine skalarnog proizvoda se mogu lako izvesti iz prethodne definicije.

1. 〈x, λy〉 = λ〈x, y〉, x, y, z ∈ X ;

2. 〈x, y1 + y2〉 = 〈x, y1〉+ 〈x, y2〉, x, y1, y2 ∈ X ;

3. 〈λx, λy〉 = |λ|2〈x, y〉, x, y ∈ X .

PRIMER 7. Prostor (Cn, 〈·, ·〉) je pred-Hilbertov sa skalarnim proizvodom datim sa

〈z, η〉 =
n∑

i=1

ziηi, z = (z1, z2, . . . , zn), η = (η1, η2, . . . , ηn) ∈ Cn.

PRIMER 8. U prostoru C[a, b] skalarni proizvod je dat sa

〈f, g〉 =

b∫

a

f(x)g(x) dx, f, g ∈ C[a, b],

gde je g konjugovano kompleksna funkcija funkcije g : [a, b] → C.

PRIMER 9. Prostor `2 sa skalarnim proizvodom

〈x, y〉 =
∑

n∈N
xnyn,

gde je x = (xn)n∈N ∈ `2 i y = (yn)n∈N ∈ `2, je pred-Hilbertov prostor.
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Slede}a relacija je poznata pod nazivom nejednakost Ko{i-[varca. Ova nejednakost se
koristi pri dokazivawu nekih tvr|ewa, stoga }emo je navesti i dokazati.

TEOREMA 2. Za vektore x, y ∈ X va`i nejednakost

|〈x, y〉| 6 ‖x‖ · ‖y‖, x, y ∈ X.

DOKAZ. Za y = 0 dokaz je trivijalan. Pretpostavimo da je y 6= 0 i neka je F = R. Posmatrajmo

‖x− λy‖2 = 〈x− λy, x− λy〉 = 〈x, x〉 − 2λ〈x, y〉+ λ2〈y, y〉 > 0.

Prethodni izraz mo`emo posmatrati kao kvadratnu funkciju po λ,

f(λ) = 〈y, y〉λ2 − 2λ〈x, y〉+ 〈x, x〉. (1)

Ova funkcija ima minimum u ta~ki λ0 =
〈x, y〉
〈y, y〉 . Zamenom vrednosti λ0 =

〈x, y〉
〈y, y〉 u (1), imamo

〈y, y〉 ·
(〈x, y〉
〈y, y〉

)2

− 2〈x, y〉 · 〈x, y〉
〈y, y〉 + 〈x, x〉 > 0,

odakle sre|ivawem dobijamo tra`eno tvr|ewe. Slu~aj F = C se sli~no dokazuje. ¤

Pomo}u skalarnog proizvoda se mo`e uvesti norma u pred-Hilbertovom prostoru.

TEOREMA 3. Ako je (X, 〈·, ·〉) pred-Hilbertov prostor, onda je (X, ‖ · ‖) normiran prostor, pri
~emu va`i ‖x‖ =

√
〈x, x〉, za sve x ∈ X .

DOKAZ. Ispitajmo da li va`e osobine norme. Za svako x ∈ X va`i ‖x‖ =
√
〈x, x〉 > 0.

Prethodni izraz je dobro definisan na osnovu prve osobine skalarnog proizvoda, a nenegativan
na osnovu osobine funkcije kvadratni koren.

Va`i ‖x‖ = 0 ako i samo ako je x = 0, {to sledi iz ~iwenice da je 〈x, x〉 = 0 ako i samo ako
je x = 0.

Kako je
‖λx‖2 = 〈λx, λx〉 = λλ〈x, x〉 = |λ|2‖x‖2,

sledi ‖λx‖ = |λ| · ‖x‖, x ∈ X , λ ∈ F.
Primenom Ko{i-[varcove nejednakosti, dobijamo

‖x + y‖2 = 〈x + y, x + y〉
= 〈x, x〉+ 〈x, y〉+ 〈y, x〉+ 〈y, y〉
6 ‖x‖2 + 2|〈x, y〉|+ ‖y2‖
6 ‖x‖2 + 2‖x‖ · ‖y‖+ ‖y‖2

= (‖x‖+ ‖y‖)2,
tj. va`i nejednakost trougla. Ovim smo pokazali da su zadovoqene sve osobine norme. ¤

Za ovako uvedenu normu ka`emo da je indukovana skalarnim proizvodom.

TEOREMA 4. Neka je (X, 〈·, ·〉) pred-Hilbertov prostor i (xn)n∈N i (yn)n∈N konvergentni nizovi
u X . Ako je lim

n→+∞xn = x i lim
n→+∞ yn = y, tada je lim

n→+∞〈xn, yn〉 = 〈x, y〉.
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DOKAZ. Niz (xn)n∈N je konvergentan, samim tim i ograni~en, pa postojiM > 0 da je ‖xn‖ 6 M
za svakon ∈ N. Iskoristi}emonejednakostKo{i-[varca, kao i da ‖xn−x‖ → 0i ‖yn−y‖ → 0,
kada n → +∞. Imamo da je

|〈xn, yn〉 − 〈x, y〉| = |〈xn, yn〉 − 〈xn, y〉+ 〈xn, y〉 − 〈x, y〉|
6 |〈xn, yn − y〉|+ |〈xn − x, y〉|
6 ‖xn‖ · ‖yn − y‖+ ‖xn − x‖ · ‖y‖
6 M · ‖yn − y‖+ ‖xn − x‖ · ‖y‖ → 0, n → +∞.

Dakle, dokazali smo neprekidnost preslikavawa (x, y) 7→ 〈x, y〉, za svako x, y ∈ X . ¤
Potreban i dovoqan uslov da u normiranom prostoru (X, ‖ · ‖) postoji skalarni proizvod

〈·, ·〉 je da va`i relacija paralelograma,

‖x + y‖2 + ‖x− y‖2 = 2‖x‖2 + 2‖y‖2.

Relacija paralelograma je veoma korisna, jer ukoliko dokazujemo da odre|eni prostor nije
pred-Hilbertov, dovoqno je pokazati da relacija paralelograma nije zadovoqena.

PRIMER 10. Prostori `p, p > 1, p 6= 2, nisu pred-Hilbertovi. Naime, u wima ne va`i relacija
paralelograma. Zaista, za e1 = (1, 0, 0, . . .) ∈ `p i e2 = (0, 1, 0, 0, . . .) ∈ `p je ‖e1‖p = ‖e2‖p = 1,
‖e1 +e2‖p = p

√
2 i ‖e1−e2‖p = p

√
2. Tada je 2(‖e1‖2 +‖e2‖2) = 4 i ‖e1 +e2‖2 +‖e1−e2‖2 = 2 ·2 2

p ,
pa bi koriste}i relaciju paralelograma trebalo da va`i 4 = 2 · 2 2

p , tj. 2
p = 1, tj. p = 2. Dakle,

`p, p > 1, p 6= 2 nisu pred-Hilbertovi prostori. ♦

DEFINICIJA 8. Pred-Hilbertov prostor koji je kao normiran prostor, u odnosu na normu
indukovanu skalarnim proizvodom, kompletan, zove se Hilbertov prostor.

Hilbertove prostore }emo ozna~avati sa H. Kako je Hilbertov prostor kompletan, za-
kqu~ujemo da je svaki Hilbertov prostor i Banahov. Nave{}emo nekoliko primera Hilber-
tovih prostora.

PRIMER 11. Prostor (Fn, 〈·, ·〉) sa skalarnim proizvodom 〈x, y〉 =
n∑

i=1
xiyi, gde je F ∈ {R,C}, je

Hilbertov prostor.

PRIMER 12. Prostor nizova `2, sa skalarnim proizvodom 〈x, y〉 =
∑

n∈N
xnyn, x = (xn)n∈N,

y = (yn)n∈N, je Hilbertov prostor.

NAPOMENA. Primetimo da je prostor (C[a, b], d∞) kompletan ali nije pred-Hilbertov, a
prostor (C[a, b], ‖ · ‖2) jeste pred-Hilbertov ali nije kompletan.

Hilbertov prostor mo`emo posmatrati kao generalizaciju euklidskog prostora. Metode
vektorske algebre se prenose sa euklidske ravni i prostora na prostore sa bilo kojom kona~nom
ili beskona~nom dimenzijom. Prvi put su izu~avani u radovima Hilberta po~etkom 19. veka,
a zatim dobijali na svom zna~aju i primeni. Primewuju se u teoriji parcijalnih diferenci-
jalnih jedna~ina, kvantnoj mehanici, Furijeovoj analizi, ali i mnogim drugim oblastima.
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