
ORTOGONALNOST

KONVERGENCIJA NIZOVA U PRED-HILBERTOVOM PROSTORU

Po{to je svaki pred-Hilbertov prostor normiran, u wemu je konvergencija definisana
preko norme. U prostoru sa skalarnim proizvodom mo`e se definisati jo{ jedan tip konver-
gencije, tzv. slaba konvergencija.

DEFINICIJA 1. (Slaba konvergencija) Niz vektora (xn)n∈N u pred-Hilbertovom prostoru X
slabo konvergira ka vektoru x ∈ X ako 〈xn, y〉 → 〈x, y〉 kada n → +∞ za svako y ∈ X. U tom
slu~aju pi{emo xn

s−→ x (n → +∞).

Uslov iz prethodne definicije mo`e se zameniti sa 〈xn − x, y〉 → 0 kada n → +∞ za svako
y ∈ X.

Odmah se postavqa pitawe odnosa izme|u slabe i jake konvergencije.

TEOREMA 1. Jako konvergentan niz slabo konvergira, tj.

xn → x, n → +∞ ⇒ xn
s−→ x (n → +∞).

DOKAZ. Pretpostavimo da niz (xn)n∈N jako konvergira ka x, odnosno ‖xn − x‖ → 0 kada
n → +∞. Iz Ko{i-[varcove nejednakosti imamo

0 6 |〈xn − x, y〉| 6 ‖xn − x‖ · ‖y‖ → 0, n → +∞.

Odatle imamo da 〈xn−x, y〉 → 0 kada n → +∞ za svako y ∈ X , tj. niz (xn)n∈N slabo konvergira
ka x. ¤

TEOREMA 2. Ako xn
s−→ x (n → +∞) i ‖xn‖ → ‖x‖, n → +∞, onda xn → x, n → +∞.

DOKAZ. Ako xn
s−→ x (n → +∞), onda za svako y ∈ X imamo 〈xn, y〉 → 〈x, y〉, n → +∞. Otuda,

〈xn, x〉 → 〈x, x〉 = ‖x‖2 kada n → +∞. Sada,

‖xn − x‖2 = 〈xn − x, xn − x〉
= 〈xn, xn〉 − 〈xn, x〉 − 〈x, xn〉+ 〈x, x〉
= ‖xn‖2 − 2Re〈xn, x〉+ ‖x‖2 → ‖x‖2 − 2‖x‖2 + ‖x‖2 = 0, n → +∞.

Dakle, niz (xn)n∈N jako konvergira ka x. ¤
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ORTOGONALNOST VEKTORA

PODSE]AWE.
Neka je dato n vektora {x1, x2, . . . , xn} vektorskog prostora X nad poqem skalara
F i neka je xk 6= 0, k = 1, 2, . . . , n.

• Vektor x ∈ X je linearna kombinacija datih (nenula) vektora ako postoje
skalari α1, α2, . . . , αn ∈ F tako da va`i

x = α1x1 + α2x2 + · · ·+ αnxn.

• Skup svih vektora x ∈ X takvih da je x linearna kombinacija vektora
x1, x2, . . . , xn ozna~ava}emo sa span{x1, x2, . . . , xn}, a sa span{x1, x2, . . . , xn}
wegovo zatvorewe.

• Skup vektora {x1, x2, . . . , xn} je linearno nezavisan skup ako

α1x1 + α2x2 + · · ·+ αnxn = 0

va`i samo kada je α1 = α2 = · · · = αn = 0, tj. skup vektora je linearno
nezavisan ako nijedan od wegovih elemenata nije linearna kombinacija pre-
ostalih elemanata tog skupa.

• Skup {x1, x2, . . . , xn} je linearno zavisan skup ako postoje skalari
α1, α2, . . . , αn ∈ F od kojih je bar jedan razli~it od nule i va`i

α1x1 + α2x2 + · · ·+ αnxn = 0.

• Skup vektora {x1, x2, . . . , xn} je baza vektorskog prostora X ako je linearno
nezavisan i ako je span{x1, x2, . . . , xn} = X . Broj n se naziva dimenzija
prostora X .

• Vektorski prostor je beskona~no dimenzioni prostor ako nijednawegova baza
nije kona~na.

Neka je (X, 〈·, ·〉) pred-Hilbertov prostor.

DEFINICIJA 2. Elementi x i y iz X su ortogonalni (u oznaci x⊥y) ako je 〈x, y〉 = 0. Ako za
z ∈ X va`i da je ‖z‖ = 1, ka`emo da je z normiran element.

DEFINICIJA 3. Ako su E i F podskupovi od pred-Hilbertovog prostora X takvi da je svaki
vektor iz E ortogonalan na svakom vektoru iz F , ka`e se da je skup E ortogonalan na F , i
ozna~ava sa E⊥F .

DEFINICIJA 4. Familija vektora{xi}i∈I (gde je I proizvoqan indeksni skup) u pred-Hilbertovom
prostoru X se naziva ortogonalna ako je xi⊥xj za sve i 6= j iz I . Ako je uz to ‖xi‖ = 1 za sve
i ∈ I , familija se naziva ortonormirana.
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DEFINICIJA 5. Neka je (en)n∈N niz vektora u Hilbertovom prostoruH.

1◦ Niz (en)n∈N je baza za prostor H ako za svako x ∈ H postoje jedinstveni skalarni koefi-
cijenti (cn(x))n∈N takvi da je

x =
+∞∑

n=1

cn(x)en. (1)

2◦ Baza (en)n∈N je ortonormirana ako je (en)n∈N ortonormiran sistem, tj. ako va`i

〈ei, ej〉 = δi,j =
{

1, i = j,
0, i 6= j.

NAPOMENA. Vektor x = 0 je ortogonalan na svaki vektor i ne pripada nijednoj bazi. Skup
vektora koji sadr`i nulu je linearno zavisan skup.

PRIMER 1. U Hilbertovom prostoru (R3, 〈·, ·〉) ortonormirana baza je {e1, e2, e3} gde je e1 =
(1, 0, 0), e2 = (0, 1, 0) i e3 = (0, 0, 1). Dimenzija ovog prostora je 3.

PRIMER 2. U beskona~no dimenzionom Hilbertovom prostoru (`2, 〈·, ·〉) ortonormiran sistem
vektora {en | n ∈ N}, gde en = (0, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸

n−1 puta

, 1, 0, . . .), je baza ovog prostora.

TEOREMA 3. (Pitagorina teorema)Neka je{x1, x2, . . . , xn} ortogonalan podskup pred-Hilbertovog
prostora X . Tada je ∥∥∥

n∑

i=1

xi

∥∥∥
2

=
n∑

i=1

‖xi‖2.

DOKAZ. Ostavqa se studentima za samostalan rad.

Zbog specifi~nosti skalarnog proizvoda na Hilbertovim prostorima, ne mo`emo uvesti
ortogonalnost u Banahovim prostorima na isti na~in, ali se postavqa pitawe da li mo`e
nekako analogno. Jedna od najpoznatijih definicija bazira se na slede}oj lemi.

LEMA 1. Neka je X pred-Hilbertov prostor i x, y ∈ X . Tada je x⊥y ako i samo ako je

‖y‖ 6 ‖λx + y‖, λ ∈ F.

DOKAZ. (⇒) Neka je x⊥y. Tada je

‖λx + y‖2 = |λ|2‖x‖2 + ‖y‖2 > ‖y‖2.

(⇐) Ako je x = 0, jasno je da je x⊥y za svako y ∈ X . Neka je x 6= 0. Za λ = − 〈x,y〉
〈x,x〉 imamo

‖y‖2 6 ‖λx + y‖2 6
∥∥∥y − 〈x, y〉

〈x, x〉x
∥∥∥

2

6 ‖y‖2 − 2Re
〈
y,
〈x, y〉
〈x, x〉x

〉
+
|〈x, y〉|2
‖x‖2

6 ‖y‖2 − |〈x, y〉|2
‖x‖2

,
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odakle zakqu~ujemo da 〈x, y〉 mora da bude jednak 0, pa je x⊥y. ¤
Sada }emo dati definiciju koju mnogi prihvataju kao glavnu pri definisawu ortogonal-

nosti u Banahovim prostorima.

DEFINICIJA 6. Za vektor x se ka`e da je ortogonalan na vektor y u Banahovom prostoru X
ako je ‖λx + y‖ > ‖y‖, za svako λ ∈ F.

U pozadini mnogih postupaka aproksimacije vektora x koji pripada nekom prostoru bes-
kona~ne dimenzije polazi se od potprostora �male� dimenzije i odre|uje se gruba aproksimacija
vektora x koja pripada tom potprostoru. Zatim se, dodavawem elemenata iz (podskupa) kom-
plementa tog potprostora dobija boqa aproksimacija, u �ve}em� potprostoru. Nastavkom
postupka trebalo bi da se dobije dovoqno dobra aproksimacija polaznog vektora. Pojam pro-
jekcije defini{e �najboqu� aproksimaciju vektora x u datom potprostoru.

DEFINICIJA 7. Neka je (X, 〈·, ·〉) pred-Hilbertov prostor iM ⊂ X.Ortogonalni komplement
skupa M, u oznaci M⊥, je skup

M⊥ = {y ∈ X | 〈x, y〉 = 0, x ∈ M}.

NAPOMENA. Primetimo da je M ∩M⊥ ⊆ {0}. Umesto (M⊥)⊥ pisa}emo M⊥⊥, a umesto {x}⊥
pisa}emo x⊥.

TEOREMA 4. Ako jeM podskup pred-Hilbertovog prostoraX , tada jeM⊥ zatvoren potprostor
od X .

DOKAZ. Neka je x, y, z ∈ X , λ ∈ F, x⊥y i x⊥z. O~igledno je x⊥(y + z) i x⊥λy, pa je x⊥

potprostor u X . Kako je f : u → 〈·, u〉, u ∈ X , neprekidna funkcija i x⊥ = f−1{0}, to je
(videti ve`be!) x⊥ zatvoren podskup u X . Iz M⊥ =

⋂
x∈M

x⊥ (proizvoqan presek zatvorenih
skupova), zakqu~ujemo da je M⊥ zatvoren u X . ¤

TEOREMA 5. Neka je X pred-Hilbertov prostor i E, F ⊆ X takvi da je E ⊆ F . Tada je
F⊥ ⊆ E⊥.

DOKAZ. Za h ∈ F⊥ je 〈f, h〉 = 0 za sve f ∈ F , pa samim tim i za sve f ∈ E. Dakle, h ∈ E⊥, pa je
F⊥ ⊆ E⊥. ¤

DEFINICIJA 8. Neka su dati normiran prostor (X, ‖ · ‖), ta~ka x ∈ X i skup A ⊂ X. Ta~ka
a ∈ A je projekcija ta~ke x na skup A, u oznaci PA(x) = a, ako va`i ‖x− a‖ = inf

y∈A
‖x− y‖.

U slede}oj teoremi se pokazuje egzistencija i jedinstvenost projekcije ta~ke na potprostor.

TEOREMA 6. Neka je (H, 〈·, ·〉) Hilbertov prostor i neka je M zatvoren potprostor odH. Tada
va`e slede}a tvr|ewa.

1◦ Za svaki element x ∈ H postoji jedinstvena projekcija na M.

2◦ Svaki element x ∈ H se na jedinstven na~in mo`e predstaviti u obliku x = x1 + x2, gde
x1 ∈ M, x2 ∈ M⊥, {to se ozna~ava saH = M ⊕M⊥.
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DOKAZ. (Za ve}u ocenu) 1◦ Na osnovu definicije infimuma, postoji niz (yn)n∈N elemenata
skupa M takav da inf

y∈M
‖x− y‖ = lim

n→+∞ ‖x− yn‖. Poka`imo da je (yn)n∈N Ko{ijev, samim tim
i konvergentan. Koriste}i zakon paralelograma, dobijamo

‖yn − ym‖2 = ‖(yn − x) + (x− ym)‖2

= 2‖yn − x‖2 + 2‖x− ym‖2 − ‖(yn − x)− (x− ym)‖2

= 2‖yn − x‖2 + 2‖x− ym‖2 − ‖yn + ym − 2x‖2

= 2‖yn − x‖2 + 2‖x− ym‖2 − 4
∥∥∥yn + ym

2
− x

∥∥∥
2
.

Neka je ε > 0. Postoji n0(ε) ∈ N da za sve k > no(ε) va`i

‖yk − x‖2 6
(

inf
y∈M

‖x− y‖
)2

+
ε2

4
. (2)

Kako je M potprostor od X to yn+ym

2 ∈ M , pa je
∥∥∥yn + ym

2
− x

∥∥∥
2

>
(

inf
y∈M

‖x− y‖
)2

. (3)

Koriste}i nejednakosti (2) i (3), za dovoqno velike indekse m,n va`i ‖yn − ym‖2 6 ε2,
tj. (yn)n∈N je Ko{ijev niz, pa je samim tim i konvergentan. Postoji a ∈ X tako da va`i
lim

n→+∞ yn = a. Po{to je M zatvoren, sledi da a ∈ M . Iz neprekidnosti norme sledi

lim
n→+∞ ‖x− yn‖ = ‖x− a‖,

tj. a = PA(x).
Doka`imo jedinstvenost projekcije. Neka je b 6= a i b = PA(x) ∈ M .

‖a− b‖2 = 2‖a− x‖2 + 2‖x− b‖2 − 4
∥∥∥a + b

2
− x

∥∥∥
2

6 4
(

inf
y∈M

‖x− y‖
)2
− 4

(
inf

y∈M
‖x− y‖

)2
= 0,

odakle sledi da je a = b.
2◦ Neka je x ∈ X , x 6= 0 i x1 ortogonalna projekcija vektora x na M . Ako je x2 = x− x1 i

y ∈ M takav da je ‖y‖ = 1, tada iz x1 + 〈x2, y〉y ∈ M sledi

‖x2‖2 = ‖x− x1‖2 6 ‖x− x1 − 〈x2, y〉y‖2 = 〈x2 − 〈x2, y〉y, x2 − 〈x2, y〉y〉 = ‖x2‖2 − |〈x2, y〉|2.
Odavde sledi da je 〈x2, y〉 = 0, {to zna~i da x2 ∈ M⊥. Dakle, x = x1 + x2 ∈ M + M⊥.

Jedinstvenost razlagawa je posledica jedinstvenosti projekcije. ¤

POSLEDICA 1. Neka je (H, 〈·, ·〉) Hilbertov prostor i M potprostor odH. Tada je M⊥⊥ = M .

DOKAZ. Po definiciji sledi da je M ⊆ M⊥⊥, pa je M ⊆ M⊥⊥. Doka`imo obrnutu inkluziju.
Uo~imo proizvoqan element x ∈ M⊥⊥. Na osnovu prethodne teoreme, postoje y ∈ M i z ∈ M⊥

tako da je x = y + z. Kako je M ⊆ M ⊆ M⊥⊥, to y ∈ M⊥⊥, pa iz z = x − y, sledi da je
z ∈ M⊥⊥. Dakle, z ∈ M⊥ i z ∈ M⊥⊥, a kako je M⊥ ∩M⊥⊥ = {0}, zakqu~ujemo da je z = 0, tj.
x = y ∈ M ⊆ M . Dokazali smo da je M⊥⊥ = M . ¤
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TEOREMA 7. (Gram-[mitovpostupakortogonalizacije)Svaki kona~no dimenzioni pred-Hilber-
tov prostor ima ortonormiranu bazu.

DOKAZ. Podsetiti se dokaza! Primetiti da je postupak ortogonalizacije, u su{tini, primena
teoreme o dekompoziciji Hilbertovog prostoraH = M ⊕M⊥ za razne potprostore M .

Ako pred-Hilbertov prostor X nema kona~nu bazu, postavqa se prirodno pitawe u kom
trenutku }emo nastavqaju}i Gram-[mitov postupak do}i do baze (mo`da i neprebrojive) ~ije
linearne kombinacije mogu da prika`u svaki element x ∈ X . Odgovor na ovo pitawe zahteva
uvodewe pojma potpunog ortonormiranog sistema.

DEFINICIJA 9. Neka je (xn)n∈N niz u normiranom prostoru X. Niz (xn)n∈N je potpun ili
fundamentalan u X ako je span(xn)n∈N = X, tj. ako je span(xn)n∈N svuda gust u X .

LEMA 2. Za niz (xn)n∈N u Hilbertovom prostoruH slede}a tvr|ewa su ekvivalentna.

1◦ (xn)n∈N je potpun.

2◦ Ako je 〈x, xn〉 = 0 za svako n ∈ N, tada je x = 0.

Slede}a teorema daje ekvivalentne uslove koji su potrebni da bi ortonormirani sistem
(en)n∈N bio ortonormirana baza.

TEOREMA 8. Neka je H Hilbertov prostor i (en)n∈N ortonormirani sistem u H. Slede}a
tvr|ewa su ekvivalentna.

1◦ (en)n∈N je ortonormirana baza.

2◦ x =
+∞∑
n=1

〈x, en〉en, x ∈ H.

3◦ 〈x, y〉 =
+∞∑
n=1

〈x, en〉〈en, y〉, x, y ∈ H.

4◦ (Parsevalova jednakost)
+∞∑
n=1

|〈x, en〉|2 = ‖x‖2, x ∈ H.

5◦ span(en)n∈N = H.

6◦ Ako je 〈x, en〉 = 0, n ∈ N, onda je x = 0.

DEFINICIJA 10. Ako je (en)n∈N ortonormirana baza za proizvoqan Hilbertov prostorH,tada
se reprezentacija x =

∑+∞
n=1〈x, en〉en naziva Furijeov razvoj elementa x ∈ H, a koeficijenti

〈x, en〉, n ∈ N, Furijeovi koeficijenti.

NAPOMENA. Primetimo da je u teoremi 8. deo 3◦ skalarni proizvod zadat prekoFurijeovih ko-
eficijenata elemenataxi y u odnosu na ortonormiranu bazu (en)n∈N, dokParsevalova jednakost
govori da je kvadrat norme elementa jednak sumi kvadrata wegovih Furijeovih koeficijenata.

TEOREMA 9. Svaki separabilan Hilbertov prostorH ima ortonormiranu bazu.
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