OPTOrOHAJTHOCT

KOHBEPI'EHIIUJA HU30BA VY MPE-XUJIBEPTOBOM ITPOCTOPY

[MomTo je cBaxu mpen-XiiOepToB MpOCTOp HOPMUPAH, Y BEMY je KOHBepreHImja gedunucana
MIPEKO HOpME. Y MPOCTOPY Ca CKaJapHUM IPOU3BOAOM MOXeE Ce Ne(DUHUCATH jOII jeTaH THUII KOHBEP-
TeHITje, T3B. cliaba KOHBEPTEHITH]a.

JEOUHULWIA 1. (Craba koneepZenuuja) Husz seximiopa (Ty)neN y #peg-Xunbepmosom apocimopy X
caabo konsepupa ka eeximopy r € X axo (Tn,y) — (x,y) kaga n — +00 3a ceaxo y € X. V wmiom

. _ S
cayuajy auuemo T, —  (n — +00).

Vcnos u3 mperxofie neGuHAINje MOXe ce 3aMeHuTH ca (T, — x,y) — 0 Kaga n — 400 3a CBaKo
yeX.
Onmax ce ocTaBba MUTamke 0JHOCa U3Meljy crabe U jake KOHBEpIeHIIH]e.

TEOPEMA 1. Jaxo xoneeplenitian nu3 c1abo Koneepeupa, iij.
Tp — T, n— 400 = T, — x(n — +00).

JTOKA3. TlIpermoctaBumMo fa HU3 (T )neN jaKO KOHBEprupa ka x, ogHocuo ||z, — z|| — 0 xaga
n — +o0o. U3 Kommm-111BapIriose HejeTHAKOCTH UMAMO

0 < zn —2,9)| < llzn — 2| -llyl = 0, n— +oo.

Onartiie umamo j1a (z, —,y) — Oxaman — +oo3acBakoy € X, Tj. HU3 (Ty, )neN C1AG0 KOHBEPrUpa
Ka . 0

TEOPEMA 2. Ako T, — = (n — 400) u ||za|| — ||z, n — 400, onga x, — z, n — +ox.

JIOKA3. Ako &, — x (n — +00), oHza 3a cBako y € X nmamo (z,,,y) — (x,y), n — +o00. Orysa,
(xy, 1) — (z,7) = ||2||* xama n — +o0. Cana,

Hxn—xHQ (Tn — 2,25 — T)
(T, ) — (Tp, ) — (X, 20) + (T, )

lznll” = 2Re(wn, z) + [|2]1* — ll2]* = 2[|2[* + [|z]|* = 0, n — +oo.

Haxine, Hu3 (T, )pelN JAKO KOHBEPIUpPA Ka . O
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OPTOIOHAJTHOCT BEKTOPA

ITOJICERAILE.
Heka je sato n Bextopa {x1, T2, ..., Ty} BEKTOPCKOT IpocTopa X HaJl OJbEM CKajlapa
Funekajexy, #0, k=1,2,...,n.

e Bektop z € X je nuHeapHa KoMOHHAIMja HaTHX (HEHYId) BEKTOpA 4KO IIOCTOje
cKamapu oy, g, . . ., &y € IF Tako ma Baxu

T = 0121 + 0%y + -+ + QpTn.

e Ckyn cBUX BekTopa T € X TakBHX Ja je X IMHeapHa KOMOMHAIMja BEKTOpa
x1,T2,...,T, O3HaYaBaheMo ca span{zi,xa,..., Ty}, a ca Span{xy, Ta,...,Tn}
HETOBO 3aTBOPEHSE.

° CKyH BEKTOpa {1‘1, Ly ey .’L’n} je JIMHEAPHO HE3aBUCAH CKYII aKO
Q121 + 02x9 + -+ + QpTy =0

BakKM caMo Kaja je ap = ag = -+ = an = 0, Tj. CKYI BeKTOpa je IMHEeapHO
He3aBUCAH aKO HUjelaH O] lhelOBHX elleMeHaTa HUje JIMHeapHa KOMOWHAIN]a TIpe-
OCTAJIMX eJIeMaHaTa TOT CKyIa.

e Cxyn {1,Z2,...,%Tn} je IHHEAPHO 3aBUCAH CKYI aKO IIOCTOje CKaJapH
a1,09,...,0, € F o kojux je 6ap jegaH pa3iuuuT OJ] HyJIe U BaXHu

a1x1 + agxy + - - + apz, = 0.

e Ckym BekTOpa {x1,T2,...,T,} je 6a3za BEKTOPCKOT MpocTopa X ako je IMHeapHO
He3aBucan u axo je span{xi,zo,...,r,} = X. Bpoj n ce HazuBa aUMeH3Hja
npocropa X.

e BekTopcky IpocTop je 6eCKOHauYHO JUMEH3HOHHU IIPOCTOP aKo HUjedHa lerosa 6asza
HHUje KOHAaYHa.

Heka je (X, (-, -)) npen-XmibepTos mpocTop.

JEOUHULWIA 2. Enemenitiu x uy uz X cy opmoonannu (y oznayu x1y) axo je (x,y) = 0. Axo 3a
z € X eancu ga je ||z|| = 1, kascemo ga je z nopmupan enemenia.

JEOUHULIMIA 3. Axko ¢y E u F tiogekyuosu og ipeq-Xunbepimiosos tpocimopa X WaKeU ga je c6axu
sexiniop us E opiiozonanan na ceaxom eexitiopy uz F, kaoice ce ga je cxyi E opmioconanan na F, u
o3navasa ca ELF.

JEOUHULWIA 4. Pamunuja seximiopai{x;}icr (2geje I apouseoman ungexcrnu ckyil) y ipeqg-Xunbepimiosom
apocimiopy X ce nasusa opwmioZonanna axo je xilxj 3a cee i # j uz 1. Ako je y3 wio ||z;|| = 1 3a cee
1 € I, pamunuja ce nazuea opwHoOHOPMUPAHA.
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JEOUHULMIA 5. Heka je (en)neN Hus eexitiopa y Xunbepitiosom ipocitiopy H.

1° Hus (en)nen je 6aza 3a apociwop H axo 3a céaxo x € H iocimioje jequucitieenu ckarapu Koegu-

yujenitiu (Cp(x))neN Wakeu ga je
+oo

T = ch(az)en. (D

n=1
2° basza (en)neN je opmionopmupana axo je (€n)ncN OPHOHOPMUPAH CUCTieM, Tllj. aKO 8aiCu
1, i=j

HADNOMEHA. Bektop x = 0 je opToronaiaH Ha CBaKU BEKTOp W He Npunaia HujenHoj 6azu. Ckyn
BEKTOpA KOJU CaipKM HYJY je JIMHEAPHO 3aBUCAH CKYTIL.

[IPUMEP 1. ¥V Xunbepimiosom apocimopy (R3, (-,-)) opmonopmupana 6asa je {e1,es, e3} 2ge je e1 =
(1,0,0), e2 = (0,1,0) u e3 = (0,0, 1). Humensuja o602 iipocimiopa je 3.

TIPUMEP 2. V Geckonauno gumensuonom Xunbepimosom apociiopy (L2, (-,-)) opiionopmupan cucitiem
seximiopa {e, | n € N}, 2ge e,, = (0,0,...,0,1,0,...), je 6aza 0602 apocimopa.
———

n—1 uyma

TEOPEMA 3. (ITmraropumareopema) Hekaje{x1,x2,. .., Ty} opilioZonaian iogekyi iipeqg-Xunbepitiosod
apocimopa X. Taga je
n 2 n
2
| | =t
i=1 i=1

HOKA3. OcraBiba ce CTyJAeHTUMA 33 caMOCTallaH pajl.

360r crnenudUIHOCTH CKAaJTapHOT MPOU3Boaa Ha XUIMGEPTOBUM TIPOCTOPHMA, HE MOKEMO YBECTH
OPTOrOHAIHOCT ¥ BaHAXOBUM IPOCTOPUMA HA UCTH HAYMH, AU C€ MOCTABIbA MUTAILE JIA JIU MOKE
HeKaKo aHaJIOTHO. JemHa of Hajlmo3HATHjuX nedhuHANNja 6asupa ce Ha cnenehio] meMu.

JIEMA 1. Heka je X apeg-Xunbepitios ipocitiop u x,y € X. Taga je x Ly ako u camo axo je
Iyl <Az +yl, AeF.
JTIOKA3. (=) Heka je x Ly. Tana je
Ixa +yl* = AP fla)® + [yl > [yl
()

(<) Ako je z = 0, jacno je na je x Ly 3a ceako y € X. Hekajex # 0. 3a A = — (o) MMaMO

T,y) |12
Wl < e+l < [fy - 22
(@.)
2
W= 2 e o)t
()
< i - 2l
Fk

3



DYHKIIMOHAITHA AHAJI3A

OJIaKIIe 3aKJbyUyjeMo aa (x, y) mopa aa Oyue jeanax 0, ma je x Ly. O
Cana hemo gatu meyMHHIIN]Y KOjY MHOTH NPUXBATAjY KAoO TTABHY NPH AePUHHUCAKY OPTOrOHAM-
HocTH Yy baHaxoBuM npocropuma.

JEOUHULIWIA 6. 3a eexiiop T ce Kadxce ga je opiio2onanian na éexiiop y y Banaxosom apocimiopy X
ako je || Az +yl| = ||yl 3a ceaxo X € .

VY [03aJIMHU MHOTHX ITOCTYIIAKa AlPOKCUMAIIM]e BEKTOPA T KOjU MPHUIAJa HEKOM ITPOCTOPY Dec-
KOHauYHe TUMeH3Hje TTOJIa3H ce /1 MOTIPOCTOopa ,,Maje™ AuMeH3uje u ogpeljyje ce rpyba anpokcumaryja
BEKTOPA  KOja MpUINaja TOM IOTIPOCTOPY. 3aTHM ce, JOJABAbeM elleMeHaTa M3 (TOJICKYIa) KOM-
IJIeMeHTa TOT MOTIpocTopa moduja OoJba ampokcuManuja, y ,.eeheM™ motmpocropy. HacraBxom
MOCTyIKa Tpedano O6u ma ce moduje JOBOJBHO 100pa ampoKCHMAaldja MOJIa3HOT BexTopa. [lojam mpo-
jexnwmje nepuHMUIIE ,,HAJOOIBY  ATTPOKCUMAIIN]Y BEKTOPA T Y JATOM MOTIIPOCTOPY.

JEOUHULWIA 7. Hexaje (X, (-,-)) apeg-Xunbepitios ipocimop u M C X. OpimioZonaniu komitremeHit
cxyiia M, y osnayu M=, je cxyi

Mt ={ye X |(x,y) =0, z € M}

HANOMEHA. ITpumernmo na je M N M+ C {0}. Ymecro (M*)* mucahemo M+, a ymecro {2}+

nucahiemMo x=.

TEOPEMA 4. Ako je M fogckyi iipeg-Xunbepinosos apocimopa X, wwiaga je M samsopen womipociiop
og X.

JIOKA3. Heka je z,y,2 € X, A € F, xly u 1z Ounrneano je xL(y + z) u x L)y, ma je x*
nornpocrop y X. Kaxoje f : u — (-, u), u € X, nenpexnana bynkumja u z= = f~1{0}, To je
(BumeTH BexGe!) x 3arBopen mogckyny X. M3 M+ = () 2! (mpoussoisan mpecek 3aTBOPEHMX
CKYIIOBa), 3aKJbydyjeMo aa je M+ saTBopen y X. zeM U

TEOPEMA 5. Hexa je X apeg-Xunvepitios apocitiop u E, F' C X imaxeu ga je E C F. Taga je
F+CEL

JIOKA3. 3a h € FLje (f,h) = 03acse f € F, ma camuM TuM 1 3a cBe f € E. Jlakne, h € E*, ma je
F+CEt O

JEOUHULWIA 8. Heka cy gamiu nopmupan apocimop (X, || - ||), wauka x € X u ckyi A C X. Tauka
a € A je apojexyuja mauxe x na ckyil A, y osnayu Pa(x) = a, ako saxcu ||z — a|| = in£ |z — yl|.
ye
Y cnenehoj TeopeMu ce TOKa3yje er3UCTEeHITN]ja U jeANHCTBEHOCT IIPOjeKITHje TauKe Ha IOTIIPOCTOP.

TEOPEMA 6. Heka je (H, (-,-)) Xuibepitios apocitiop u nexa je M saitieopen nomipociiop og H. Taga
sasice cregeha imgpherva.

1° 3a ceaxu enemeniu x € H wocitioju jequuciteena upojexyuja na M.

2° Ceaxu eaemenii x € 'H ce Ha jequHciligeH HAYUH MOJCe Tpeqeiiasuiiu y 00auKy © = 1 + T, 2ge
xr1 €M, x9 € M+, wimo ce osnauasa ca M = M & M+,
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JTOKA3. (3a Behy oueny) 1° Ha ocnoBy pedunuumje nndpumyma, nocroju Hu3 (Yn)nelN €leMeHaTa

ckyna M rtakas na inf ||z —y| = lim ||z — y,||. TTokaxumo na je (yn)nen Koumjes, camum tum
yeM n—-+o00

u koHBeprenTaH. Kopucrehm 3akoH napanenorpama, JooujamMo

Hyn_ymH2 = \l(yn—$)+($—ym)|l2

= 2llyn — 2l + 21z — yml* = | (yn — =) — (& — ym)
= 2llyn — z|* + 21z — Ymll® = lgn + ym — 22>

I

+ 2
= 2y — all? + 2z — yml® - 4 " o
Hexka je € > 0. ITocroju ng(e) € IN na 3a ce k > n,(e) Baxu
2< | inf g 2
Iy = 2l” < ( inf, = vl)" + T @
Kaxo je M motnpocrop on X 1o 2% € M, a je
2 2
[ el > (ing o= o) ®

2

9

Kopucrehin nejenmaxoctit (2) u (3), 3a J0BOBHO BeMKe MHAEKCE ™M, N BaXM ||yn — Ym|® < €
Tj. (Yn)nen je Kommjes nus, ma je caMmuMm THM M KoHBeprentad. Iloctoju a € X Tako Ja Baku

lirf Yn = a. Momrro je M 3atBopeH, cieau ga a € M. V3 HENPekuHOCTH HOPME CIIeU
n—-roo

il =yl = [l — o]
Tj. a = Pa(x).
JIoKa)XUMO jeTMHCTBEHOCT Tpojekimje. Heka je b # aun b = Py(x) € M.
b 2
la=b2 = 2l —all? + 2o — b]2 — 4“2 — 4

2 2
4<'f _ )—4<'f _ ):0,
inf e yl)” 4 inf e~

N

omaxie ciuenu aa je a = b.
2° Hexka je x € X, x # 0 u x1 opToroHanHa Ipojekunja Bektopa r Ha M. Akojero = —x1 1
y € M raxas na je ||y|| = 1, rama u3 x1 + (@2, y)y € M cneam

z2)1? = [lz = 21| < |z — 21 = (22, 9)y]|* = (22 — (22, 9)y, 22 — (@2, 9)y) = [[2|* — [(22,)[*.
Ounasne cnemu aa je (xo,y) = 0, mITO 3HAYHU 14 To € M*. Haxne, x = x1 + 29 € M + M.
JenMHCTBEHOCT pasiarama je IMoclIeauIla jeTMHCTBEHOCTH IPOjeKITHje. O

TToCIEANLA 1. Hexa je (H, (-, -)) Xunbepros mpocrop u M notmpoctop oa H. Tama je ML+ = M.

JIOKA3. TTo nepunmmuju ciean aa je M C M4+ maje M C M+, Joxaxumo oGpHYTY HHKITY3H]y.
YourMo Mpou3BokaH eneMenT © € M+, Ha ocHOBY IIpeTxofHe TeopeMe, loctojey € M uz € M+
tako jia je x = y + 2. Kaxo je M C M C M, TO Y € M nmawms z = T — Yy, CTIenu Ja je
2 e MY akne, z € M+ uz € MY, axaxo je M+ N ML = {0}, saxmyayjemo 1a je z = 0, 1.
r =y €M C M. Joxazamu cMo 1a je M+ = M. O
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TEOPEMA 7. (I'pam-llImutoB nocrynak oproronanuzaunje) Ceaxu KOHAuHo qumen3uonu ipeqg-Xuioep-
08 UPOCHiop uma OpIHoOHOPMUPAHY 0a3Y.

JIOKA3. IToacetutu ce nokasza! [IpumeTnT Aa je HOCTYNAK OPTOTOHANIU3ATIM]E, Y CYIITHHM, TTpIMeHa

TeopeMe 0 JexoMmio3unmju Xmibeprosor npocropa H = M @ M 3a pasue nmotmpocrope M.

Axo mpea-Xunbeptos npoctop X HeMa KOHayHy 06asy, MOCTaB/ba Ce MPUPOJHO THTAKE ¥ KOM
TpenyTKy hemo nacraspajyhu I'pam-LlImutos noctymak mohu 1o 6aze (Moxkaa u HenmpedbpojuBe) dije
JUHeapHe KOMOMHAIIMje MOTY J1a TPHKAXKY CBAaKH eleMeHT & € X. OAroBop HA OBO MHUTAMKE 3aXTEBA
YBOJIEHE 110jMA TOTIIYHOT OPTOHOPMUPAHOT CUCTEMA.

JEOUHULWIA 9. Heka je (Tn)neN muz y nopmuparom apociiopy X. Huz (Tp)neN je domiyn wiu
@yngamenimianan y X axo je Span(x,)neN = X, Wij. axo je span(Ty)neN ceyga eyci y X.

JIEMA 2. 3a nuz (xn)neN y Xunbepiwiosom ipocimiopy H cregeha msphersa cy exeusaneniuna.
1° (zn)nen je doimiyn.
2° Axo je (x,x,) = 03a ceaxo n € N, waga je x = 0.

Cneneha Teopema Jaje eKBUBAJIE€HTHE YCIOBE KOJU Cy NMOTPEOHU Oa OM OPTOHOPMUPAHH CHCTEM
(én)neN 6MO oproHOpMMpaHa Gasa.

TEOPEMA 8. Hexa je H Xunbepimios apociiop u (€n)neN opimionopmupanu cuciiem y ‘H. Cregeha
wepherva ¢y exsusaIeHITHA.

1° (en)nen je opmonopmupana basa.

+o0o

2° = > (z,en)e,, = €H.
n=1
+o0
30 <l’7y> = 21<I,6n><€n,y>, T,y € H

2 remH.

“+oo
4° (TTapcesasioBa jeanaxoct) > |(z,e,)|? = ||z|
n=1

5° span(ep)neny = H.

6° Axoje (x,e,) =0, n € N, onga je x = 0.

JEOUHULWIA 10. Ako je (en)neN opiionopmupana baza 3a iipoussosan Xunbepinios apociiop H, iaga
ce peilpeseniiayuja x = :g (x, en)en nasusa Dypujeos paseoj enremeniiia * € H, a xoeuyujenitiu

(x,en), n € N, @ypujeosu koeduyujeniu.

HATIOMEHA. ITpumetnmo fa je y Teopemu 8. feo 3° cKalapHu MPOU3BOT 331aT TIpeko DyprjeoBHx KO-
e(unMjeHaTa elleMeHaTa £ M Y y OIHOCY Ha OPTOHOpMHUpaHy 6a3y (e, )nenN, 10K [lapceBanoBa jemHakocT
TOBOPH J1a je KBaJApaT HOPME €JIeMEHTa jeJHaK CYMH KBaapaTa meroBux OypujeoBUx KoepuIjeHarTa.

TEOPEMA 9. Cgaxu ceiiapadunan Xunbepitios apociiop H uma opisionopmupany 6a3y.




