JIMHEAPHUY ONIEPATOPU

JIMHEAPHU OIIEPATOPU

SATATAK 1. AKo je aJIUTHBHEU OTEpATOp HEMPEKUJIAH Y JeJIHOj TAYKH MPOCTOPA, OHJA j& OH
HEMPEKUIAH HA 9UTaBOM IpocTopy. Jlokazaru.
PEMIEBE. [lokaxuMo Hajupe 1a 3a cBaky aguTusad omepaTop A : X — Y Baxu

(*) A(—z) = —A(z), z€X.

Kaxko je A(0) = A(0+0) = 24(0), o je A(0) = 0. Cama jegrocraBuo mobujamo 0 = A(0) =
Alx —z) = A(x) + A(—x), 1j. A(—2) = —A(z), v € X.

Heka je A: X — Y agurusau omepatop u rg € X Tadka y Kojoj je oH Hempekuman. Heka
je x upousBosbHA Tauka m3 npocropa X u (x,) Hm3 tavaka y X Koju KoHBeprupa ka x. U3
HEMPEKWUIHOCTH Y TAYKU T CJEIN ngrfmA(xn — x4+ x9) = Az, omakie 360T 4TUTHBHOCTH

oneparopa A ciequ  lim (Ax, — Ax + Axg) = Axg. Hemocpeguo nobujamo lim Az, = Az,
n—-4o00 n—4o0o

IITO 3HAYH J1a je omeparop A HelpekKugaH y TAYKH Z. A

BAJIATAK 2. Heka cy X w Y mopmupanm npocropu u A : D(A) — Y nmHeaphu onepatop, Tiae
je D(A) C X. Hokazaru caeneha tephema.

(a) Omeparop A je orpaHMYeH aKO je HENPEKUJIAH Y jeJIHOj TAIKH.

(6) Omeparop A je HempeKUAH AKO U CAMO aKO je OrPAHUYIECH.
PEMEBE. (a) [Ipermocrasumo ga je oneparop A menpekupman y tauku o u3 D(A). Tana 3a
cBako € > 0 mocroju 6 > 0 rakso ma je ||Az — Axo|| < €, 3a cBako z € D(A) Koje 33;10B0bABA
|z — xo|| <. Ba y # 0 u3 mpocropa D(A) youaumo

)

r=x0+ ——Y.
Iyl

)
Tama je © —x9 = my, na je ||z — xo|| = 6. Kopucrehu smreapuoct oneparopa A nobujamo

40— Azl = 1Az — o)l = |4 (250 | = ol

Ilomo je A menpekuIaH y Taukd Xg, TO je

0 €
O Al <e mi Ayl < Sl
1yl o S0
Ba c=¢/d je || Ayl < c|lyll, mj. ||A|| € ¢, mTo nokasyje na je oneparop A orpanmueH.
(6) TIpernocraBumo Hajupe Ja je onepatop A OrpaHWYeH W JOKAXKUMO JIa jeé HEIMPEKUIaH.
Axo je A = 0 TBpheme Tpusujanno Baxku. Heka je A # 0. Tana je || Al # 0. Heka je xg € D(A)
npoussosbHa Tauka u € > 0. 3a cBako x € D(A) 3a koje je ||z — xgl| < 0, 3a § = /|4,

Ja00ujaMo
Az — Azol| = [[A(z — zo)[| < [[Allllz — zoll < [[Al0 =&,

jep je omeparop A smueapan u orpanuden. Jlakie, A je menpekumaH y Taduknm rg. Kako je xg
npomu3BoJbHa Tauka u3 D(A) 3akbydyjemMo Ja je oneparop A HEMPEKUJAAH HA IATABOM IIPOCTOPY

D(A).
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O6patHo TBapheme je mocaemuna TBphema JokazaHor y gery (a). AN

3ATATAK 3. Heka cy X u Y peamuu Hopmupanu npoctopu u A : X — Y aguruBan omepaTop
orpanunuen Ha Ky ||z|| < 1 npocropa X. Jlokaszaru ja je A orpaHudeH JIMHEAPHU ONEPATOP.
PEMIEBE. /lokaxkuMmo IpBo Ja je omepatop A XoMoreH, Tj. Ja 3a ¢Bako £ € X n « € R Baxu
A(ax) = aA(x). 36or ajurusHocTH oneparopa A je

Anz) =Alz+x+---+2) =nA(z), z€X,neN.
—_—

n— ImyTa

Kako Baxn u A(—x) = —A(z), v € X, (Bugernu 3azarak 1) 1o je A(—nzx) = —nA(x), x € X,

n € N. Kako je

x x

A(:E)IA(TL'*) :nA(f),

n n
jgobujamo na je A(z/n) = A(x)/n, = € X, n € N. U3 npesxoaHo JOKa3aHUX jeIHAKOCTH
3aKJbydyjeMo Jia je A(g cx) = %A(z), pEZ, ge N, 1j. A(sx)=sA(zx), x € X, s€Q.

Hokazahemo mempekugHocT omeparopa A y mymu. Ilomro je omeparop A orpanumven, To

nocroju M > 0, takso ga Baxku ||Az| < M 3a ||z|| < 1. Younmo nmpom3Bo/baH HU3 TaTaKa

(z,) w3 X, TakaB ma je ngrfoo xn, = 0. Heka je ¢ > 0 npousBo/bHO. YOUMMO, Ja/be, MHIEKC

no € N, tTaka ga je M/ng < e. Tanma je [|z,] < 1/ng, n = N(e). Omasne je ||noz,| < 1,
n = N(g), na je [|[A(noxy)|| = nol|Azy,|| < M, ogaocHo ||Azy|| < M/ng < e, n > N(e). Takae,

111}_1 Az, = 0 = A(0). Tume cmo J0Ka3au HEIpeKUIHOCT oneparopa A y mysnu. Ha ocHoBy
n—-+0o0

3aJ1aTKa, | CJTeTU HheroBa HEMPeKUTHOCT HA IUTABOM MPOCTOPY X .
[MoaceTnmo ce s 3a cBaku peasan 6poj r TOCTOju HU3 panmuoHATHEX OpojeBa (r,) Takas 1a je

lir}rl rn = 7. Axo je x u3 X mpousBosbHO, Taga u3 A(r,z) = rpA(z), nymrajyhn na n — +oo
n—-+0o0

u Kopucrehu HenpekuaHOCT oneparopa A, mobujamo na je A(rx) =rA(z), z € X, r € R. Tume
CMO TIOKa3aJIH J1a je omeparop A nuHeapan Ha mpocropy X. A

BAIATAK 4. Heka je K(s,t) peasna dynkimja Henpeknqaa va kpajapary 0 < s,t < 1. JTokazaru
Ja je Taja ca

1
(Az)(s) = /0 K(s,Dz(t)dl, 0<s<1

sedvHUCAH OrpaHuyeH JimHeapHu onepatop y npocropy C[0, 1].
PEmE®E. Heka cy x,y € C[0,1] u o, 8 € K. Taza je 3a cBako s € [0, 1]

1 1
Alaz + By)(s) = /0 K(s,t) (o + By)(t) dt = /0 K (s,1) (o(t) + By(t)) dt
1 1
= a/ K(s,t)z(t)dt + B/ K(s,t)y(t)dt = aAz(s) + fAy(s),
0 0

1j. A(ax + fy) = aAz + fAy. Hakne, A je ntuHeapaH OmepaTop.
IMokaxkumo cana orpanuuenoct. Axo dyukiuja x npunaga upocropy C[0, 1], nako gobujamo
Jna Ax npunajga uctom npocropy, 1j. ga A : C[0, 1] — C[0, 1]. Pyuknuja

1
z(s):/o | K (s,t)|dt

2
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je HempekmHA, TIa CAMMUM THM M OTpaHWYeHa Ha 3aTBopeHoM uHTepsady [0, 1], 1j. 3a neko M > 0
Baxku z(s) < M, 0 < s < 1. Kako je

1 1
J K(s,t>x<t>dt‘< | 1K 0110
0 0

1 1
< max |2()| / K (s, )| dt = |z / K (s, )| dt < Ma],
0 0

0<p<l

|(Az)(s)] =

v0 jeo || Az = max |(Az)(s)] < Mljz], = € C[o, 1). Taxue, 4] < M. A

BAIATAK 5. Jokazaru ja cy ciejaehu oneparopu orpanndenu u jsuneapau y upocropy C[0, 1]
u Hahy muxoBe HopMe

(a) (Ax) fo sin | (t — )] x(s)ds;
©6) ( =y e e
(B) (Ax) fo ™ q:( ) ds.
PEMEKE. Jlako ce mokasyje Jia ¢y JaTh omepaTopu JimHeapHu (mokazaru!).
(a) Kaxko je t,s € [0,1], o je
) _ _ sin[m(t —s)], 0<s<t,
[sin [r(t = s)]| = { —sin[n(t —s)], t<s<1.

1
|(A:U)(t)|:/osin[ w(t —s)|x /]Sln (t—s)]||z(s)|ds < Hx\/ |sin [(t — s)]|ds

= el siniate — 9)ds - / sin [ <t—s>]ds)

t

Jaxkmne,

1 1 1 9
— |z ( (e — | = Leos > 2ol
™ 0 T
e je |l Al = m[(z)i)l{] |(Az) ()] < 2|z /m, =j. [|A]] <2/7. Ako je zo(t) =1, t € [0,1], 1o je
telo,
|zoll =1 u 1
2 ¢
I(Azo)()] = / sin [ (t — s)]d3’ _ 2| cos (mt)|
0 T
2
rHaJBe ,]e ||Ax0|| = max M — 2/7‘(’7 IIa je HAH = sup ||A$|| 2 HA$0|| _ 2/7T
o T Jall=1

U3 ceera jokazasor nobujamo ga je ||Al = 2/m.

(6) Ilomrro je
1 1 1
|(Az)(t)] = / e s </ €7 |(s)] ds < Hﬂ?\/ ¢'""ds = e'||z]| (1 - 1/e),
0 0

0 jo [[Az] = ma |(4)(2) < (e ~ 1ol naje 4] <o 1.

Younmo dyukuujy zo(t) =1, t € [0,1]. Tanma je [|zo]| =1 =

1
/ el 5ds
0

3

|(Azo) ()] = =e'(1-1/e),
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ua je ||Azg| = m[ax] e'(1—1/e) = e—1. Jaxae, ||A||= sup ||Az| > ||Azo|| = e — 1, ommocno,
tel0,1 |z||l=1
Jokazam cMo ||Al =e — 1.
(8) Kako je
1 1 1 t”HxH
(Az)(8)] = / 5 (s) ds g/ ytnsmux(s)\dsgyxutn/ o ds = ,
0 0 0 m+1
o je || Al] = max [(A2)()] < 5%k, maje 4] <
Younmo dyukuujy zo(t) =1, t € [0,1]. Tana je [|zo]| =1 n
1 "
A t)| = t"s"ds| = ——
(Aao)(0)] = | [ mmas| = Lo
ma je ||[Azgl| = max £~ = L. Jakme, |4 = sup ||Az| > ||Azo| = —=, ommocHO,
je || Azoll x5 = e I 1] S [Az]| > [|Azol| = 757, on
Jokazaau cMo || Al = 1. A

m—+1

3AJATAK 6. Heka je oneparop T : lo — fo necdpunncan ca

T(xl,.l'g,:ng, .. ) = (wn+1,xn+2, .. .), T = (:E1,$2, .. ) € 62.

Wcnwrartu simHeapHOCT U OrpaHUYeHOCT oneparopa 1 w ako je orpanuveH, Hahw HEeroBy HOPMY.
PEMEBE. Heka cy z,y € b2 u o, € K. Tana je

T(ax + By) = T(ax1 + By1, axs + Bya, axs + Pys, .. .)
= (azn-&-l + Byn—i-l’ QTp42 + /Byn+27 .- )
- (O[J,'n_t,_l, ATLn+42, - - ) + (/Byn-‘rlu 6yn+27 .. ) =alz + ﬂTy7
Tj. omtepaTop 1’ je TuHEapaH.

Ba cBako z € {9 ounrsieqno Baxu aa je | Tx| < ||z||, na je ||T]] < 1. Jakue, oneparop T je
OrpaHUYEH y IPOCTOpy {o.

Youumo ga 3a e,q1 = (0,...,0,1,0,...) € by Baxu |lept1|| =11 T(ept1) = (1,0,...) = €.
——
n
Kaxo je
1T = S 1T (@) Z T (ent )]l Z lleall = 1,
z||=
3aksbyayjemo ja je [|T]| = 1. AN



