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Linearni operatori

Zadatak 1. Ako je aditivni operator neprekidan u jednoj taqki prostora, onda je on

neprekidan na qitavom prostoru. Dokazati.

Rexe�e. Doka�imo najpre da za svaki aditivan operator A : X → Y va�i

(∗) A(−x) = −A(x), x ∈ X.

Kako je A(0) = A(0 + 0) = 2A(0), to je A(0) = 0. Sada jednostavno dobijamo 0 = A(0) =
A(x− x) = A(x) +A(−x), tj. A(−x) = −A(x), x ∈ X.

Neka je A : X → Y aditivni operator i x0 ∈ X taqka u kojoj je on neprekidan. Neka

je x proizvo	na taqka iz prostora X i (xn) niz taqaka u X koji konvergira ka x. Iz

neprekidnosti u taqki x0 sledi lim
n→+∞

A(xn − x + x0) = Ax0, odakle zbog aditivnosti

operatora A sledi lim
n→+∞

(Axn − Ax + Ax0) = Ax0. Neposredno dobijamo lim
n→+∞

Axn = Ax,

xto znaqi da je operator A neprekidan u taqki x. 4

Zadatak 2. Neka su X i Y normirani prostori i A : D(A) → Y linearni operator, gde

je D(A) ⊆ X. Dokazati slede�a tvr�e�a.

(a) Operator A je ograniqen ako je neprekidan u jednoj taqki.

(b) Operator A je neprekidan ako i samo ako je ograniqen.

Rexe�e. (a) Pretpostavimo da je operator A neprekidan u taqki x0 iz D(A). Tada za

svako ε > 0 postoji δ > 0 takvo da je ‖Ax − Ax0‖ 6 ε, za svako x ∈ D(A) koje zadovo	ava
‖x− x0‖ 6 δ. Za y 6= 0 iz prostora D(A) uoqimo

x = x0 +
δ

‖y‖
y.

Tada je x− x0 =
δ

‖y‖
y, pa je ‖x− x0‖ = δ. Koriste�i linearnost operatora A dobijamo

‖Ax−Ax0‖ = ‖A(x− x0)‖ =
∥∥∥∥A( δ

‖y‖
y

)∥∥∥∥ =
δ

‖y‖
‖Ay‖.

Poxto je A neprekidan u taqki x0, to je

δ

‖y‖
‖Ay‖ 6 ε, tj. ‖Ay‖ 6 ε

δ
‖y‖.

Za c = ε/δ je ‖Ay‖ 6 c‖y‖, tj. ‖A‖ 6 c, xto pokazuje da je operator A ograniqen.

(b) Pretpostavimo najpre da je operator A ograniqen i doka�imo da je neprekidan.

Ako je A = 0 tvr�e�e trivijalno va�i. Neka je A 6= 0. Tada je ‖A‖ 6= 0. Neka je x0 ∈ D(A)
proizvo	na taqka i ε > 0. Za svako x ∈ D(A) za koje je ‖x − x0‖ < δ, za δ = ε/‖A‖,
dobijamo

‖Ax−Ax0‖ = ‖A(x− x0)‖ 6 ‖A‖‖x− x0‖ < ‖A‖δ = ε,

jer je operator A linearan i ograniqen. Dakle, A je neprekidan u taqki x0. Kako je x0
proizvo	na taqka iz D(A) zak	uqujemo da je operator A neprekidan na qitavom prostoru

D(A).
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Obratno tvdr�e�e je posledica tvr�e�a dokazanog u delu (a). 4

Zadatak 3. Neka su X i Y realni normirani prostori i A : X → Y aditivan operator

ograniqen na kugli ‖x‖ 6 1 prostora X. Dokazati da je A ograniqen linearni operator.

Rexe�e. Doka�imo prvo da je operator A homogen, tj. da za svako x ∈ X i α ∈ R va�i

A(αx) = αA(x). Zbog aditivnosti operatora A je

A(nx) = A(x+ x+ · · ·+ x︸ ︷︷ ︸
n− puta

) = nA(x), x ∈ X, n ∈ N.

Kako va�i i A(−x) = −A(x), x ∈ X, (videti zadatak 1) to je A(−nx) = −nA(x), x ∈ X,

n ∈ N. Kako je
A(x) = A

(
n · x

n

)
= nA

(x
n

)
,

dobijamo da je A(x/n) = A(x)/n, x ∈ X, n ∈ N. Iz predhodno dokazanih jednakosti

zak	uqujemo da je A(pq · x) =
p
qA(x), p ∈ Z, q ∈ N, tj. A(sx) = sA(x), x ∈ X, s ∈ Q.

Dokaza�emo neprekidnost operatora A u nuli. Poxto je operator A ograniqen, to

postoji M > 0, takvo da va�i ‖Ax‖ 6 M za ‖x‖ 6 1. Uoqimo proizvo	an niz taqaka

(xn) iz X, takav da je lim
n→+∞

xn = 0. Neka je ε > 0 proizvo	no. Uoqimo, da	e, indeks

n0 ∈ N, takav da je M/n0 6 ε. Tada je ‖xn‖ 6 1/n0, n > N(ε). Odavde je ‖n0xn‖ 6 1,
n > N(ε), pa je ‖A(n0xn)‖ = n0‖Axn‖ 6 M , odnosno ‖Axn‖ 6 M/n0 6 ε, n > N(ε). Dakle,
lim

n→+∞
Axn = 0 = A(0). Time smo dokazali neprekidnost operatora A u nuli. Na osnovu

zadatka 1 sledi �egova neprekidnost na qitavom prostoru X.

Podsetimo se da za svaki realan broj r postoji niz racionalnih brojeva (rn) takav da je
lim

n→+∞
rn = r. Ako je x iz X proizvo	no, tada iz A(rnx) = rnA(x), puxtaju�i da n→ +∞

i koriste�i neprekidnost operatora A, dobijamo da je A(rx) = rA(x), x ∈ X, r ∈ R. Time
smo pokazali da je operator A linearan na prostoru X. 4

Zadatak 4. Neka jeK(s, t) realna funkcija neprekidna na kvadratu 0 6 s, t 6 1. Dokazati
da je tada sa

(Ax)(s) =

∫ 1

0
K(s, t)x(t) dt, 0 6 s 6 1

definisan ograniqen linearni operator u prostoru C[0, 1].
Rexe�e. Neka su x, y ∈ C[0, 1] i α, β ∈ K. Tada je za svako s ∈ [0, 1]

A(αx+ βy)(s) =

∫ 1

0
K(s, t)(αx+ βy)(t) dt =

∫ 1

0
K(s, t) (αx(t) + βy(t)) dt

= α

∫ 1

0
K(s, t)x(t) dt+ β

∫ 1

0
K(s, t)y(t) dt = αAx(s) + βAy(s),

tj. A(αx+ βy) = αAx+ βAy. Dakle, A je linearan operator.

Poka�imo sada ograniqenost. Ako funkcija x pripada prostoru C[0, 1], lako dobijamo
da Ax pripada istom prostoru, tj. da A : C[0, 1]→ C[0, 1]. Funkcija

z(s) =

∫ 1

0
|K(s, t)| dt
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je neprekidna, pa samim tim i ograniqena na zatvorenom intervalu [0, 1], tj. za neko M > 0
va�i z(s) 6M , 0 6 s 6 1. Kako je

|(Ax)(s)| =
∣∣∣∣∫ 1

0
K(s, t)x(t) dt

∣∣∣∣ 6 ∫ 1

0
|K(s, t)| |x(t)| dt

6 max
06p61

|x(p)|
∫ 1

0
|K(s, t)| dt = ‖x‖

∫ 1

0
|K(s, t)| dt 6M‖x‖,

to je ‖Ax‖ = max
06s61

|(Ax)(s)| 6M‖x‖, x ∈ C[0, 1]. Dakle, ‖A‖ 6M . 4

Zadatak 5. Dokazati da su slede�i operatori ograniqeni i linearni u prostoru C[0, 1]
i na�i �ihove norme:

(a) (Ax)(t) =
∫ 1
0 sin [π(t− s)]x(s) ds;

(b) (Ax)(t) =
∫ 1
0 e

t−s x(s) ds;

(v) (Ax)(t) =
∫ 1
0 t

n sm x(s) ds.
Rexe�e. Lako se dokazuje da su dati operatori linearni (dokazati!).

(a) Kako je t, s ∈ [0, 1], to je

| sin [π(t− s)]| =
{

sin [π(t− s)], 0 6 s 6 t,
− sin [π(t− s)], t < s 6 1.

Dakle,

|(Ax)(t)| =
∣∣∣∣∫ 1

0
sin [π(t− s)]x(s) ds

∣∣∣∣ 6 ∫ 1

0
|sin [π(t− s)]| |x(s)| ds 6 ‖x‖

∫ 1

0
| sin [π(t− s)]| ds

= ‖x‖
(∫ t

0
sin [π(t− s)]ds−

∫ 1

t
sin [π(t− s)] ds

)
= ‖x‖

(
1

π
cos [π(t− s)]

∣∣∣∣t
0

− 1

π
cos [π(t− s)]

∣∣∣∣1
t

)
=

2‖x‖
π

,

odakle je ‖Ax‖ = max
t∈[0,1]

|(Ax)(t)| 6 2‖x‖/π, tj. ‖A‖ 6 2/π. Ako je x0(t) = 1, t ∈ [0, 1], to je

‖x0‖ = 1 i

|(Ax0)(t)| =
∣∣∣∣∫ 1

0
sin [π(t− s)]ds

∣∣∣∣ = 2| cos (πt)|
π

.

Da	e je ‖Ax0‖ = max
t∈[0,1]

2| cos (πt)|
π

= 2/π, pa je ‖A‖ = sup
‖x‖=1

‖Ax‖ > ‖Ax0‖ = 2/π.

Iz svega dokazanog dobijamo da je ‖A‖ = 2/π.
(b) Poxto je

|(Ax)(t)| =
∣∣∣∣∫ 1

0
et−sx(s) ds

∣∣∣∣ 6 ∫ 1

0

∣∣et−s∣∣ |x(s)| ds 6 ‖x‖ ∫ 1

0
et−s ds = et‖x‖(1− 1/e),

to je ‖Ax‖ = max
t∈[0,1]

|(Ax)(t)| 6 (e− 1)‖x‖, pa je ‖A‖ 6 e− 1.

Uoqimo funkciju x0(t) = 1, t ∈ [0, 1]. Tada je ‖x0‖ = 1 i

|(Ax0)(t)| =
∣∣∣∣∫ 1

0
et−sds

∣∣∣∣ = et(1− 1/e),
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pa je ‖Ax0‖ = max
t∈[0,1]

et(1− 1/e) = e− 1. Dakle, ‖A‖ = sup
‖x‖=1

‖Ax‖ > ‖Ax0‖ = e− 1, odnosno,

dokazali smo ‖A‖ = e− 1.
(v) Kako je

|(Ax)(t)| =
∣∣∣∣∫ 1

0
tnsmx(s) ds

∣∣∣∣ 6 ∫ 1

0
|tnsm| |x(s)| ds 6 ‖x‖ tn

∫ 1

0
sm ds =

tn‖x‖
m+ 1

,

to je ‖Ax‖ = max
t∈[0,1]

|(Ax)(t)| 6 ‖x‖
m+1 , pa je ‖A‖ 6

1
m+1 .

Uoqimo funkciju x0(t) = 1, t ∈ [0, 1]. Tada je ‖x0‖ = 1 i

|(Ax0)(t)| =
∣∣∣∣∫ 1

0
tnsmds

∣∣∣∣ = tn

m+ 1
,

pa je ‖Ax0‖ = max
t∈[0,1]

tn

m+1 = 1
m+1 . Dakle, ‖A‖ = sup

‖x‖=1
‖Ax‖ > ‖Ax0‖ = 1

m+1 , odnosno,

dokazali smo ‖A‖ = 1
m+1 . 4

Zadatak 6. Neka je operator T : `2 → `2 definisan sa

T (x1, x2, x3, . . .) = (xn+1, xn+2, . . .), x = (x1, x2, . . .) ∈ `2.

Ispitati linearnost i ograniqenost operatora T i ako je ograniqen, na�i �egovu normu.

Rexe�e. Neka su x, y ∈ `2 i α, β ∈ K. Tada je

T (αx+ βy) = T (αx1 + βy1, αx2 + βy2, αx3 + βy3, . . .)

= (αxn+1 + βyn+1, αxn+2 + βyn+2, . . .)

= (αxn+1, αxn+2, . . .) + (βyn+1, βyn+2, . . .) = αTx+ βTy,

tj. operator T je linearan.

Za svako x ∈ `2 oqigledno va�i da je ‖Tx‖ 6 ‖x‖, pa je ‖T‖ 6 1. Dakle, operator T je

ograniqen u prostoru `2.
Uoqimo da za en+1 = (0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸

n

, 1, 0, . . .) ∈ `2 va�i ‖en+1‖ = 1 i T (en+1) = (1, 0, . . .) = e1.

Kako je

‖T‖ = sup
‖x‖=1

‖T (x)‖ > ‖T (en+1)‖ > ‖e1‖ = 1,

zak	uqujemo da je ‖T‖ = 1. 4
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